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В Центральном Комитете КПСС
и Совете Министров СССР

Об увековечении памяти
академика И. В. Курчатова

Учитывая выдающиеся заслуги академика И. В. Кур-
ча]ова в развитии ядерной физики и в создании Инсти-
тута атомной энергии Академии наук СССР, директо-
ром которого он работал с начала его организации,
Центральный Комитет КПСС и Совет Министров
Союза ССР постановили:

1. Присвоить имя И. В. Курчатова:
а) Институту атомной энергии Академии наук

СССР в г. Москве и впредь именовать его Институт
атомной энергии имени И. В. Курчатова Академии
наук СССР;

б) Белоярской атомной электростанции.
2. Установить бюсты И. В. Курчатова в Институте

атомной энергии и на Белоярской атомной электростан-
ции, а также мемориальную доску в память И. В. Кур-
чатова на здании Ленинградского физико-технического
института Академии наук СССР.

3. Принять предложение Академии наук СССР об
учреждении медали имени академика И. В. Курчатова,
прис}ждаемой один раз в три года, с выдачей денежной
премии в размере 20 тыс. рублей, за выдающиеся рабо-
ты в области ядерной физики.

Поручить Академии наук СССР утвердить Положе-
ние о порядке присуждения медали им. И. В. Курчатова.

4. Установить жене И. В. Курчатова—Марине Дми-
триевне Курчатовой персональную пенсию пожизненно.

«Правда» 10 февраля 1960 г.



Редакция журнала «Успехи физичес-
ких наук» Академии наук СССР от имени
читателей выражает глубокую скорбь по по-
воду преждевременной кончины выдающегося
советского физика, директора Института атом-
ной энергии Академии наук СССР, трижды
Героя Социалистического труда, академика

Игоря Васильевича

КУРЧАТОВА,

последовавшей 7 февраля 1960 года.
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3.5. Нелинейное взаимодействие смодулированных радиоволн, а) Измене-
ние условий распространения волны, б) «Боковые» волны (волны
с комбинационными частотами), в) Нелинейные эффекты, связанные
с изменением электронной концентрации.

Заключительные замечания.
Цитированная литература.

ВВЕДЕНИЕ

Одной из характерных особенностей плазмы (ионизированного газа)
является появление нелинейных эффектов уже в сравнительно неболь-
ших и легко достижимых электрических полях.

Объясняется это двумя причинами: во-первых, длина свободного
пробега электронов в плазме бывает весьма значительной, в силу чего
электрон может получать от поля большую энергию, во-вторых, пере-
дача энергии от электронов к атомам, молекулам и ионам затруднена
вследствие малости отношения массы электрона к массе этих тяжелых
частиц. В результате плазменные электроны в электрическом поле
разогреваются, и комплексная диэлектрическая проницаемость плазмы
начинает зависеть от напряженности поля. Другими словами, поляри-
зация и ток проводимости уже непропорциональны нолю Е, вследствие
чего электродинамические процессы в плазме и, в частности, распро-
странение электромагнитных волн приобретают нелинейный характер
(нарушается принцип суперпозиции и т. д.).

Влиянием поля на свойства плазмы можно в первом приближении
пренебречь, если

£ « £ р = j / з й Г -J δ (ω2 + vj) = 4,2- 10-" γδΤ (ω2 + vj) в/см. (0,1)

Здесь Ер — характерное «плазменное поле» (см § 1.2), е, т, А: —заряд
и масса электрона и постоянная Больцмана, Τ—абсолютная темпера-
тура плазмы при отсутствии поля, δ - средняя относительная доля
энергии, передаваемая при соударении электрона с тяжелой частицей

(при упругих соударениях δ = —TJ-, где Μ — масса тяжелых частиц),

ω — циклическая частота поля и ν0 = ν^,φ—эффективное число соуда-
рений электрона с тяжелыми частицами в отсутствие поля. Заме-
тим, что при записи критерия (0,1) плазма считается, для простоты, изот-
ропной, как это имеет место при отсутствии внешнего магнитного поля.

Электрическое поле, удовлетворяющее условию (0,1), естественно на-
зывать слабым. Под воздействием сильного поля (Е > Εν) и особенно
очень сильного поля (!?'> Ер) свойства плазмы существенно изменяются.

Оценки показывают, что значения «плазменного поля» Ер

в ряде случаев не очень велики. В самом деле, например, в ионосфере
в слое Ε: ν0 ~ ΙΟ5, Τ ~ 300, б~10^ 3 , а в слое F: v o ~ 1 0 3 , Г ~ 1 0 3 ,
б ~ 10~*. Поэтому в ионосфере для низких частот

ω2 « ν * (0,2)

поле Ер~~ 1 0 ~ 5 Η - 1 0 - 7 в/см. В короне Солнца

при выполнении того же условия (0,2) Ер ~ 10~7 в/см. Для более плот-
ной пла:шы или же в области высоких частот

ω2 » ν* (0,3)
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«плазменное поле», конечно, значительно больше. Например, в ионо-

сфере при ω = 2-10° С λ = - ^ - ~ ι ΚΜ ) Ер =s= 5·10~4 в/см, а при

ω = 2 · ΙΟ7 ί λ — -=-^~ ~ 100 .w J 2?ρ =& 5· ΙΟ"3 в/см. В солнечной короне,

и диапазоне изучаемых радиоастрономическими методами метровых
волн, Ер ~ 10 в/см; при λ ~ 1 си в короне уже Кр ~ 104 e/cw. Наконец
в лабораторных установках ( v o ~ 1 0 6 ~ ΙΟ9, 71^-104, δ ~ Ю"1-^- 10~3)
для электрического поля низкой частоты (при условии (0,2))
Е^ ~ Ю-3 -н- 10 в/см, а при высоких частотах Ер ~~ (10~п ч-10~10) ]/' Г • ω β/си.

Таким образом, в плазме нелинейность становится существенной
в полях, которые не представляются чрезмерно большими, по крайней
мере с точки зрения значений, обычных для лабораторных условий или
для мощных радиопередатчиков. В непроводящих чистых жидкостях
и в твердых телах (кроме сегнетоэлектриков) положение иное — здесь
влиянием поля на свойства среды можно обычно пренебречь вплоть до
полей порядка 1 0 8 Η - 1 0 7 в/см, которые уже приближаются к электри-
ческим полям атомного масштаба Eq ~ -β- ~ 108 в/см (d — размер моле-
кул или постоянная решетки). В металлах и в полупроводниках
электроны проводимости могут быть в известных пределах уподоблены
электронам в плазме. Однако область нелинейности в металлах практи-
чески почти не достижима, так как большая электропроводность
препятствует созданию в металле достаточно сильного поля (кроме того,
нелинейность уменьшается в связи с вырождением электронов 1~ 3).
В полупроводниках нелинейность наблюдается без особого труда,
и в качественном отношении здесь справедливы многие выводы, полу-
чающиеся при исследовании нелинейных явлений в газообразной плазме.
Вместе с тем нелинейные эффекты в полупроводниках, в общем, менее
ярко выражены, чем в газе; количественная теория в обоих случаях
также различна. Ниже мы будем поэтому иметь в виду лишь газооб-
разную плазму (некоторые результаты, относящиеся к полупроводни-
кам, см. в 4~*7).

Настоящая статья *) посвящена теории нелинейных явлений в плазме.
Уравнения динамики плазмы (в общей постановке —уравнения поля
и кинетические уравнения для частиц плазмы) сами являются нели-
нейными, и, таким образом, в широком плане теория нелинейных
явлений охватывает весьма значительную часть физики плазмы. Здесь
мы имеем в виду осветить значительно более узкий, но довольно ясно
очерченный круг вопросов. В первой части статьи (§§ 1, 2) будет рас-
смотрен вопрос о влиянии на нерелятивистскую и невырожденную
(классическую) плазму однородного электрического поля Е = Еое

1(й'
(частота ω может быть равна пулю, что отвечает постоянному полю).
Плазма может при этом находиться в однородном и постоянном («внешнем»)
магнитном поле Но. Макроскопическими (гидродинамическими) движе-
ниями в плазме пренебрегается.

Влияние поля на плазму в такой постановке задачи сводится
к изменению функции распределения плазменных электронов по ско-
ростям. Эту функцию распределения нужно найти в зависимости от
силы поля Ео, частоты ω, магнитного поля Но и параметров плазмы.
Функция распределения тяжелых частиц (молекул, ионов) будет при
этом считаться максвелловской с температурой Т; в стационарном

*) Одновременно она печатается на немецком языке в журнале Fortschritte dcr
Physik (ГДР).
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режиме, который только и рассматривается ниже, последнее предполо-
жение обычно оправдано.

Зная функцию распределения электронов по скоростям, можно
найти среднюю кинетическую энергию электронов (или эффективную
электронную температуру Те) и плотность полного электрического
тока j , - В частном случае слабого поля температуры электронов и
тяжелых частиц совпадают, а плотность тока j ( пропорциональна полю Е.

Выяснение свойств плазмы в однородном поле любой силы пред-
ставляет интерес при анализе ряда вопросов физики газового рязряда,
проблемы разогрева плазмы и т. п. Вычисление тока j , является,
кроме того, необходимым предварительным этапом при решении электро-
динамических задач и, в частности, задач, связанных с распростра-
нением в плазме электромагнитных волн. Вторая часть статьи (§ 3)
и посвящена теории нелинейных эффектов, возникающих при рас-
пространении радиоволн в плазме и, конкретно, в ионосфере. Что же
касается газового разряда8-9, в частности разряда на высоких и сверх-
высоких частотах10, разогревания плазмы в неоднородном поле1 1,
теории нестационарных процессов в однородной плазме 1 2 ' 1 3 , в том
числе вопроса об «убегающих электронах» 1 4 , и т. д., то этих вопросов
мы подробно касаться не будем.

§ 1. ПЛАЗМА В ОДНОРОДНОМ ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ
(ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРИЯ)

Под воздействием электрического поля распределение электронов
по скоростям в плазме перестает быть равновесным: возникает уско-
ренное движение электронов в направлении поля. Это движение
электронов по полю тормозится соударениями с тяжелыми частицами
плазмы —молекулами, атомами, ионами. В результате этих двух про-
цессов - ускорения полем и торможения из-за соударений—в стационар-
ном режиме устанавливается некоторое неравновесное распределение
электронов по скоростям; его и нужно определить для того, в част-
ности, чтобы найти электрический ток в поле произвольной напряженности.

В общем случае для решения этой задачи необходимо использовать
кинетическое уравнение для функции распределения электронов. Однако
для выявления физической картины, а часто и для получения доста-
точно точных количественных формул оказывается удобным и полезным
использование значительно более простой, хотя и приближенной теории,
которую будем называть «элементарной».

В элементарной теории состояние плазмы характеризуется двумя
величинами: средней скоростью направленного движения электронов и
и электронной температурой Те. По определению скорости и плотность
полного электрического тока j ( связана с ней соотношением

Jt = ^f + J = eNn! (1,1)

где Ρ—поляризация плазмы, j — плотность тока проводимости и N — элек-
тронная концентрация *). Величины Ρ и j введены здесь для того,

*) Движением ионов здесь и везде ниже пренебрегаем. В отсутствие магнитного
поля вклад ионов определяется отношением mNi/MN (iVj — концентрация ионов)
и всегда мал, если только концентрация отрицательных ионов не очень высока. При на-
личии внешнего магнитного поля ролью ионов можно пренебречь, если ионная гироча-

ΤΎ

е.тота й д = | е \ η~ значительно нише частоты электрического поля ω (это условие не яв-

ляется необходимым в случае, когда Ω^^ν' 4 ' , где v(i)—частота соударений для ионов).
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чтобы установить соответствие с обычными понятиями макроскопи-
ческой электродинамики.

Что же касается электронной температуры Те, то она в элемен-
тарной теории определяется соотношением

-1*7-, = * = ^ , (1,2)

где К—средняя кинетическая энергия плазменных электронов; поскольку
распределение электронов по скоростям в плазме далеко не всегда
является максвелловским (см. § 2), то температуру Те правильнее,
конечно, называть эффективной электронной температурой.

Основным в элементарной теории является, очевидно, установление
уравнений, служащих для определения и и Те. Затем уже нужно найти
сами величины и и Те в зависимости от Ε, ω, Ηο и параметров плазмы.
Вопрос о точности элементарной теории и характере приближений,
с которыми она связана, последовательным образом может быть выяснен
только на основе кинетического рассмотрения (см. § 2).

1.1. Э л е к т р о н н ы й ток. Д и э л е к т р и ч е с к а я п р о н и ц а е м о с т ь
и п р о в о д и м о с т ь п л а з м ы

Уравнение для средней скорости электронов и можно получить,
исходя из следующих соображений. В отсутствие соударений каждый
электрон движется независимо от других; при этом его скорость ν

должна, очевидно, удовлетворять уравнению пг—η— = еЕ-\ [νΗ0],

где Но — постоянное магнитное поле*). Представим теперь скорость ν
в виде v = vo + u и усредним уравнение для ν по всем электронам
в данный момент времени, учитывая при этом, что ν 0 — 0. Уравнение
для средней скорости (и = ν) будет в результате таким же, как
и уравнение для полной скорости электрона ν:

m IF = e E + Τ ["Η<Λ·
Проведенное усреднение по всем электронам отвечает вместе с тем
переходу к среднему электрическому полю; это поле в плазме равно
среднему макроскопическому полю феноменологической электродина-
мики (см. 1 5 , § 57).

Под влиянием соударений скорость и, очевидно, должна умень-
шаться; время, в течение которого импульс уменьшается на ти, обо-

значим через тЭфф = . Тогда обусловленная соударениями сила тре-

ния равна —туаффи и уравнение для и принимает вид

^ ^ (1,3)

Следует подчеркнуть, что при разных соударениях электрона с тяже-
лыми частицами изменения импульса различны в силу распределения
электронов по скоростям и разных параметров удара. Поэтому время
Тэфф представляет собой некоторую среднюю эффективную величину — за
это время каждый электрон испытывает несколько соударений, общим
средним результатом которых является изменение среднего импульса

*) Действием переменного магнитного поля радиоволны здесь и ниже пре-

небрегаем, что обычно оправдано при условии —<С 1-
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на тп. В таком же смысле ν3φφ = есть эффективное число соуда-
тэфф

рений электрона в единицу иремени. Вычисление ν3φφ является задачей
кинетической теории π требует знания соответствующего эффективного
сечения. Однако и без этих расчетов ясно, что число соударений зави-
сит от скорости электронов и, например, в случае не зависящего от ско-
рости эффективного сечения q: va^ — qNmv, где Nm — концентрация моле-
кул (соударениями с ионами здесь пренебрегаем) и ν — средняя скорость
электронов. Поскольку полная скорость электронов в любом поле
близка к их хаотической скорости (см. ниже), можно считать, что
скорость υ пропорциональна УТе. Таким образом, для соударений
с молекулами, когда в первом приближении сечение q не зависит от
скорости, можно положить

/ - , (1,4)

где v^) m — число соударений при отсутствии поля (или в слабом
поле), т. е. при Те = Т.

Для соударений электронов с ионами, когда q обратно пропорцио-
нально и4 (резерфордовское рассеяние), в первом приближении

(1,5)

Детальнее на выражениях для ν3φφ мы остановимся в § 2. Здесь же
важно только подчеркнуть, что уже в рамках элементарной теории
имеются основания считать число соударений ν 3 φ φ зависящим лишь от
электронной температуры Те, но не от сворости и (см. § 1.2).

При отсутствии внешнего магнитного поля (в изотропной плазме)
для электрического поля E = Eoe

iu)i из (1,3) получаем

еЕ еЕ
и = г-—:

= е Е (
τη V. ω»+ν|| φ φ

Здесь рассматривается только установившееся решение, а также при-
нимается, что Те, а значит, и ν 3 φ φ не зависят от времени (хотя они
и могут зависеть от амплитуды поля Ео).

В макроскопической электродинамике в линейном приближении
обычно вводятся диэлектрическая проницаемость ε и проводимость σ,

определяемые соотношениями Р = -т—Е, j = oE. В этих терминах выра-

жение (1,1) имеет вид

Ε =

, 4πσ
ε = ε — t

(1,7)

Сравнивая (1,6) и (1,7), получаем

6 = 1 _ _
η

_ g (18)

ω^+ν|φ φ) ' σ - «(ω*+ν| φ φ ) " ^'°>
Величины ε и σ сохраняют, очевидно, такой же вид, если ν 3 φ φ зависит
от силы поля (в связи с тем, что ν 8 φ φ (Тв) и Те (Ео)) и среда
становится нелинейной. Поэтому понятием о диэлектрической прони-
цаемости и проводимости обычно удобно пользоваться и в нелинейной
теории (по крайней мере в условиях, когда справедливы выражения
типа (1,6) с не зависящим от времени числом соударений ν 3 φ φ ) . Если
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же введение ε и σ нецелесообразно, то нужно пользоваться непосред-
ственно выражением для j .

При наличии магнитного поля Но плазма становится анизотропной
(магнитоактивной) и вместо (1,7) нужно писать

*Чл = eift - 1 ——- , 6ift = 1 при ι = к, 6ik = 0 при г φ к,

где по дважды встречающимся индексам проводится суммирование (не
путать фигурирующую в качестве множителя мнимую единицу г
и индекс ϋ), а скорость и должна определяться из уравнения (1,3).
Если выбрать поле Но за ось ζ, то, как легко показать (см.15, § 62):

m

. AnezN 1

_ 1 _ Γ ω— ο

_ _ . AnezN 1 I j

•}•
1

_ _ e2N ν f
ахх~ауч~~ЛГ'Т \

т ω2-)-ν2 ' '

Ρ2Λ ν Ι 1

_ _ _
°νχ ϋ χ ν ~~

(ω-ω Η ) 2 +ν»

1

τ + ι ι
Ji)2 + v3 ) '

(1,10)

m(ω2-|-v2) '

»i 2 1 (ω — ω#) 2+ν 2

σ,., = 0.

v s J '

Лдесь | e | —- — гиромагнитная частота и ν ss ν3
Из формул

(ω2 > ν2)
I г р о м а н и т н а я частота и ν ν3φφ.

(1, 10) видно, что в высокочастотном электрическом поле
и случае, когда частота ω близка к гирочастоте ωΗ, имеет место
резонансное возрастание проводимости, называемое обычно гиромагнит-
ным (или циклотронным) резонансом. Причина этого явления вполне
понятна. Переменное электрическое поле частоты ω, направленное
перпендикулярно к Но, можно представить в виде двух полей, поля-
ризованных по кругу и вращающихся с частотой ω в противоположных
направлениях. Кроме того, сами электроны вращаются вокруг направления

магнитного поля с частотой соя = | е | — . Следовательно, с точки зрения

действия на электроны той компоненты Е, которая вращается в на-
правлении, совпадающем с направлением вращения электрона в магнит-
ном поле, наличие магнитного поля эквивалентно уменьшению частоты
на о)я. Поэтому при ω, близком к соя, действие этой компоненты пере-
менного электрического поля на электрон эквивалентно действию посто-
янного электрического поля, что и является причиной резонансного
возрастания скорости электрона, а следовательно, и проводимости
п л а з м ы п р и ω = ί ωΗ.

1.2. Э л е к т р о н н а я т е м п е р а т у р а

Уравнение для эффективной электронной температуры ?е = -IT:"Т"

получается из закона сохранения энергии. Электрическое поле произво-
дит над плазмой в единицу времени работ}' jE = eAruE или на один
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V

электрон работу euE = j (ту . С другой стороны, электроны теряют энер-

гию при соударениях с тяжелыми частицами. Эта энергия, отнесенная
о

к единице времени, в среднем равна δ3φφ-ν3φφ· у/с(Г е —71), где δ3φψ —
некоторый коэффициент, имеющий физический смысл средней отно-
сительной доли энергии, теряемой при одном соударении (вместе
с тем бЭфф есть отношение времени релаксации для среднего импульса
тЭфф к времени релаксации для средней энергии тэ

&фф). Определение бэ ф ф

будет уточнено в § 2, здесь же для пояснения отождествим эффектив-
ные и средние значения с истинными и примем, что при каждом соударе-
нии (число соударений ν 3 φ φ ) быстрый электрон отдает тяжелым части-
цам энергию бЭфф·^- (электрон считается быстрым, если его энергия
*Щ- = -1ткТе значительно больше энергии тяжелых частиц у кТ; в подоб-
ных условиях тяжелые частицы можно считать неподвижными). Тогда
в единицу времени быстрый электрон отдает энергию

°3φφ· ν 3φφ—g- = оЭфф- ν3φφ·-^- /el е.

Однако с понижением энергии электронов это значение передаваемой
энергии не может отвечать действительности, так как при Те — Т
(тепловое равновесие), очевидно, средняя энергия электронов при
соударениях вообще не изменяется. Физически дело заключается в том,
что π ри приближении Те к Τ тяжелые частицы уже нельзя считать
неподвижными и происходит не только передача энергии от электронов
к этим частицам, но при некоторых соударениях, наоборот, электроны
получают энергию. Для того чтобы учесть этот момент, передаваемая
тяжелым частицам энергия записывается в виде

^эфф· ν 3 φ φ • у к (Те — Т).

Теперь мы можем записать баланс энергии для электронов в плаз-
ме в виде

или

Очень существенно то, что в стационарных условиях в плазме
δ3φφ всегда много меньше единицы*). Благодаря этому даже в сильном
электрическом поле стационарная хаотическая скорость электрона υ

*) В слабо ионизированной плазме в одноатомных газах при невысокой элек-

тронной температуре (меньше или порядка 1 ов) бэфф = -тт—10~4-ь10~5 (М—масса
атома). В тех же условиях в молекулярных газах б3фф — 10~3. С ростом электрон-
ной температуры повышается роль неупругих соударений и δ3φφ увеличивается.
Однако при этом усиливается ионизация и наступает пробой, после чего степень
ионизации плазмы резко возрастает. Существенную роль при этом начинают играть
соударения электронов с ионами, благодаря которым значение бэфф вновь пони-
жается. Максимальное значение δ3φφ в стационарных условиях до пробоя, по-види-
мому, порядка 10"1. В полностью ионизированной плазме бэфф по-прежнему равно

— . Подробнее см. §2.
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всегда много больше его направленной скорости и. Для того чтобы
доказать это и вообще выяснить характер решений уравнения (1,11),
остановимся на частных случаях.

При отсутствии электрического поля, если δ 3φφ-ν 3 φφ = const (т. е. не
зависит от Те):

Те=Т~(Те-Т)1=о-е-6°ФФ-^№', (1,12)

т. е. время релаксации для температуры действительно равно
(ft) 1 s

тэфф = τ — ; при учете зависимости о э ф ф · ν 3 φφ от температуры
°эфф- эфф

картина усложняется, но в качественном отношении остается обычно при-
мерно такой же, как и при б э ф ф - ν 3 φ φ = const. Заметим, что уравнение (1,3)
для и при отсутствии поля и ν 3 φφ= const имеет решение u = u^o-e—ν8φφ-' !
таким образом, время релаксации импульса тЭфф = при бЭфф < 1

уэфф
(h) I

значительно меньше времени тЭфф = -т- . Ниже релаксирующие
°эфф- ν3φφ

члены в выражениях для и и Те учитываться не будут, поскольку
рассматриваются только установившиеся процессы.

В электрическом поле для нахождения и' и Те нужно совместно
решать уравнения (1,3) и (1,11), что в общем случае сложно.
Ситуация упрощается, если ν 3 φ φ = const и б э ф ф = const. Тогда в поле
Е = Еое1 ш г справедливо решение (1,6) или, если перейти к вещественным

27VE

e27VE
величинам, Е = E0cosco£, j , = eTVu = —, 2 ° 2 (ν cos a>t-]-ω sin ωΐ). Далее,

ЧГ

*Щ | 1 + ( | x ^ ! I J c o s 2 u ) , + "v(2+6)6 ι
З/cmo (ω2-[- ν2) \ ' 4ω2 + 6 2 ν 2 ' 4 ω 2 + δ 2 ν 2 J

Здесь и в ряде случаев ниже индекс «эфф» опускается.
Для очень низких частот, когда

ω « δ ν , (1,14)

ω
с точностью до малого члена порядка ν -

Τ ~Т= о, ,\ cos2 Ы = 7, \ J , (1,15)
е 3/rmov2 3/cmov2 ' ν > /

где учтено, что при (1,14) заведомо ω < ν, поскольку б < 1. В другом
предельном случае

ω > δ ν , (1,16)
όν ,с точностью до членов порядка — и о

Τ . ..τ — g 2 g° 2 ^ 2 ι\ \Ί\
1 e 3/£/ηδ(ω2-(-ν2) 3Α:/κ6(ω2+ν2) ν ' / ;

( _ С р е д Н е е значение Е2 по времени). Таким образом, в случае (1,16)
температура Те в первом приближении постоянна; переменная составляющая

Те (с частотой 2ω) имеет малую амплитуду, в — или в δ раз меньшую

постоянной составляющей Те. Факт приближенного постоянства электрон-
ной температуры в переменном электрическом поле при ω > δν впол-
не понятен. В самом деле, как было показано выше, время релаксации
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для температуры электронов в плазме порядка T 3 ^ = - T , н
°φφ' ν φφ

поэтому температура электронов не может существенно измениться
1 1

за время — < г- , в течение которого меняется электрическое поле.
13 результате температура и устанавливается на некотором среднем,
не зависящем от времени уровне, отклонения от которого малы.

При учете зависимости δ3φφ·ν3φφ от Те решение уравнения (1,11)
в условиях (1,16) можно найти с помощью разложения в ряд по пара-
метрам 3φφ'ν3φφ и δ3φφ. В первом приближении температура электронов

ω
Те при этом постоянна; она определяется соотношением

71 _ 7 1 — g 2 f c

Отсюда ясно, что даже ь очень сильном поле (при Те > Т) средняя
скорость электрона υ близка к хаотической скорости, поскольку

еЕ0

в то время как упорядоченная скорость (см. (1,6))
, еЕ„

(1,19)

(1,20)

еЕ

В постоянном электрическом поле Е = const, очевидно, и = — и со-
гласно (1.11) в стационарном состоянии при любой зависимости
δ 3φφ·ν 3 φ φ от Те

Te-T = rJ£-i. (1,21)
Выражение (1.21) можно получить из (1.18), если положить в нем
ω = 0 и, кроме того, заменить амплитуду Ео на \^Ε, где Е — напря-
женность постоянного электрического поля. Таким образом, нагревание
электронного газа в постоянном поле такое же, как и в переменном
поле низкой частоты ω* < ν2, что вполне понятно, так как при ω2 <С "Va

переменное поле действует на электроны в среднем как постоянное

поле Ε = Е9фф = -у^- . Из (1,21) следует, что условие | ι ι | < ] / δ υ выпол-

няется и в постоянном поле.
Итак, при любой частоте ω, как это и утверждалось выше, и < ν

в силу условия δ 3 φ φ < 1.
Выражения (1,18) и (1,21) являются неявными решениями уравне-

ния (1,11) для Те, поскольку частота соударений ν3φφ в реальных усло-
виях зависит от Те (см. (1,4) и (1,5)); зависимость δ 3 φ φ от Те в рам-
ках элементарной теории учитывать не будем, хотя это, в принципе,
вполне возможно.

Прежде чем найти явное выражение для Те, запишем решение
(1,18) в виде

( ' 2 )

где ν0 Ξ νί,φφ(Τ) — число соударений при Те=Т и Ер — характерное
«плазменное поле»

(1,23)
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Из формулы (1,22) видно, что если амплитуда напряженности элек-
трического поля меньше, чем «плазменное поле» (Ео < Ер), то темпе-
ратура электронов лишь незначительно изменяется под воздействием
поля. Соответственно незначи-
тельны в этом случае и изме- 4А,
нения частоты соударений
электрона (1,4) и (1,5), а сле-
довательно, и проводимости,
и диэлектрической проницае-
мости плазмы. Таким образом,
электрическое поле Ео < Ер

слабо влияет на плазму и 6у-
дет называться «слабым».

Если же Ео ^Ер, то тем-
цература электронов и соот-
ветственно другие параметры
плазмы (ν3φφ, ε, σ) сущест-
венно изменяются под воз-
действием электрического по-
ля. Как уже упоминалось
во введении, такие поля будут
называться сильными, а при
Ео > Ер — очень сильными.

Разрешая алгебраическое уравнение (1,22) в случае, когда основ-
ную роль играют соударения электронов с молекулами, т. е. когда
ν9ΦΦ (Те) = νο у γ- ( с м · (М))> находим

р и с

(1,24)

Зависимость Те от — при ω2 > ν* и ω2 < ν2

α изображена на рис. 1. Из

рисунка видно, что в этом случае температура электронов монотонно
возрастает с ростом Ео.

При высоких частотах ω2 > ν2, как ясно из (1,18),

Те л (1,25)

Это выражение для Те не зависит от ν и ν0 и, следовательно, спра-
ведливо не только при соударениях электронов с молекулами, но и при
соударениях с ионами.

При низких частотах ω2 < ν* в случае соударений с ионами воз-

никает интересная особенность13. Нетрудно видеть, что связь Те с -^- ,
определяемая уравнением (1,22), при низких частотах является одно-
значной только тогда, когда частота соударений не падает с ростом Те

(как это имеет место при соударениях с молекулами) или же падает
_ _ι

не быстрее чем Те

 2 . При соударениях с ионами это условие, разу-
з

моется, не выполнено (ν ~ Те ). Вследствие этого при ω2 < ν^ в опре-
деленной области значений амплитуды поля Ек1

 < - Б О < ^ одному зна-
чению Ео соответствует не одно, как обычно, а три стационарных со-
стояния с различной электронной температурой (рис. 2). Однако только
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в то

два из них, соответствующие нижней и верхней кривым на рис. 2,
являются устойчивыми; состояние, соответствующее средней кривой,
неустойчиво. Критическое поле для нижей кривой Ei = 0,28Ep(0), где
Ер (0) — «плазменное поле» (1,23) при ω = 0. Отсутствие «низкотемпера-
турного» стационарного состояния при Ео > Ей обусловлено тем, что
энергия, сообщаемая электронам низкочастотным электрическим полем,

г ι л 3 ·
резко растет с ростом электронной температуры f Ej-^- — ~ 3
время как энергия, передаваемая электронами ионам, падает

(δν (Те — Τ) ~ Те

 2 ) · Поэтому в достаточно сильном электрическом поле
(EQ > Е\) электроны уже не могут передать ионам всей поглощаемой

ими энергии, и температура элект-
ронов начинает расти. С ростом
температуры, однако, падает час-
тота соударений, и после того,
как она станет меньше, чем час-
тота поля, условие низкочастот-
ности нарушается. Поэтому и ока-
зывается возможным второе («вы-
сокотемпературное») устойчивое
стационарное состояние (1,25) для
сильно нагретого электронного
газа, когда ν2 (Те) < ω2. Переход
из низкотемпературного состояния
в высокотемпературное показан
стрелкой на рис. 2. Обратный
переход совершается в поле Ε k «=

з
II^ J 2 .£ p (0) ; поле.Е£\ ра-

зумеется, меньше, чем Е\. ЭТО
приводит к своеобразному гистерезису зависимости температуры элект-
ронов от амплитуды электрического поля.

Неустойчивость низкотемпературного состояния электронного газа
в случае соударений с ионами имеет место и в постоянном электричо-

Е\

ском поле; соответствующее критическое поле 1?̂  = - — ~0,2.Ёю(0). В от-
личие от переменного поля второе стационарное состояние при этом
отсутствует (так как случай (1,25) при ω = 0 реализоваться, конечно,
не может); поэтому температура электронов при Ε > Ek непрерывно
нарастает во времени (см.13).

Заметим, кроме того, что в рассматриваемом случае соударений
с ионами в очень сильном постоянном электрическом поле

>(Те)

возникает неустойчивость и для средней направленной скорости элек-
тронов. Это связано с тем, что в нестационарных условиях уже нельзя
считать, что средняя направленная скорость электронов и много меньше
их хаотической скорости (как это всегда имеет место в стационарных
условиях; см. (1,20)). В результате число соударений электрона с ионами
начинает существенно зависеть от скорости и, причем падает с ростом и,
как ~з (ср. (1,5)). Поэтому в поле Ε > Ес средняя скорость электронов
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может так сильно возрасти, что роль соударений станет пренебрежимо
малой и электроны будут равномерно ускоряться полем. По той же
причине наиболее быстрые электроны плазмы—электроны, принадле-

жащие «хвосту» функции распределения ( и > I/ —-у>— н е находятся

в устойчивом состоянии уже при Ε < Ес: они равномерно ускоряются
нолем; такие электроны принято называть «убегающими» (run-away)14.
Таким образом, для чистой электронно-ионной плазмы в «хвосте» функ-
ции распределения стационарное состояние в постоянном поле вообще
никогда не осуществляется. Однако в условиях, когда Ε <С Ес, и осо-

1
с

Е1
Е

бенно в стационарных (для температуры) условиях Ε < Ek = -yL· число

«убежавших» электронов невелико. В переменном электрическом поле
эффект «убегания» электронов отсутствует. Подробное рассмотрение
отмеченных здесь нестационарных явлений в низкочастотном и в по-
стоянном электрическом полях выходит за рамки настоящей статьи.

Температура электронов оказывается в первом приближении по-
стоянной (в переменном электрическом поле с частотой ω > δν) и при
наличии в плазме внешнего магнитного поля Но. При этом в (1,11)

dTe г. · г,

полагаем ~-г~ = 0 и /4 = ошак, причем σ^ определяется выражением

(1,10). В результате для Те получаем уравнение
п _ ! • ГЕ°Л2

(а? ι у2) !' c o s 2 p ι s i n 2 p

55
2[(ω+ωΗ)*+ν*(Τβ)]

1
ϊ '

Здесь <дц = \е\—-—гиромагнитная частота и β —угол между полем Ε

и Но. Из (1,26) видно, что в случае высокочастотного электрического
ноля (ω2 > ν2), если частота ω близка к гирочастоте а>ц, имеет место
резонансное возрастание температуры электронов. Это возрастание
температуры является следствием отмеченного выше резонансного
возрастания проводимости.

В постоянном электрическом поле формула (1,26) также справед-
лива, если положить ω — O и, кроме того, заменить амплитуду Ео на
γ2 Ε, где Ε — напряженность постоянного электрического поля. Сле-
дует,, однако, помнить, что в этом случае ролью ионного тока можно
пренебречь, как это всегда делалось выше, только при выполнении
условия ΩΗ < ν(ι\ где vW — частота соударений для ионов.

В рамках элементарной теории уравнения (1,3) и (1,11) для и и Те

являются исходными при анализе поведения плазмы в произвольном
поле, в том числе при любой частоте ω или в случае более сложной
зависимости от времени (например, если переменное электрическое поле
промодулировано по амплитуде низкой частотой Ω). Именно эти урав-
нения обычно и используются в теории нелинейных эффектов, возникаю-
щих при распространении радиоволн в ионосфере (см. § 3), а также
в ряде других случаев.

Отметим, что элементарная теория строго справедлива, только
когда частота соударений ν и доля энергии, передаваемой при одном
соударении б, одинаковы для всех электронов, т. е. не зависят от их
скорости. В плазме же фактически ν = ν (ν) и δ = δ (Ό). Замена ν (ν)
и 6 (ν) их средними или эффективными значениями ν3φφ и бЭфф, как
ото делается в элементарной теории, не является вполне последова-
тельной операцией — точность ее должна контролироваться с помощью
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кинетического расчета, что и будет проделано ниже (см. § 2,5 6). Понятно,
что при слабой зависимости ν и δ от о результаты элементарного
и кинетического рассмотрения должны быть близки, что и подтверждается.

§ 2. ПЛАЗМА В ОДНОРОДНОМ ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ
(КИНЕТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ)

В кинетической теории состояние электронного газа в плазме,
помещенной в электрическое и магнитное поля, описывается функцией
распределения /(ν, г, i); при этом, по определению, среднее число
электронов в объеме dvdv — dvxdvyduzdxdydz равно fdvdi, где ν —
скорость электронов, а г — соответствующий им радиус-вектор. Отсюда
следует, что интересующие нас электронная плотность Ν, средняя
энергия электронов К и электронный ток j u точке г в момент ί могут
быть выражены с помощью функции / следующим образом:

iV=\/(v, r, t)dv,

ν, г, 0 civ, (2,1)

j = \ ev/(v, r, t)dv.

2.1. К и н е т и ч е с к о е уравнение

Кинетическое уравнение Больцмана, из которого должна быть опре-
делена функция /, имеет вид*)

= 0. (2,2)

Здесь S — так называемый интеграл столкновений, описывающий изме-
нение функции / при соударениях электронов между собой, а также со
всеми другими частицами плазмы:

S = ^ dvx dUq (и, θ) а {/ (ν) F (vx) - / (ν') F (ν;)}, (2,3)

где Υχ — скорость той частицы, с которой соударяется электрон (назовем
ее частицей 1), M = |V — YX\, q (и, Θ) — дифференциальное эффективное
сечение рассеяния, ν ' и ν[ — скорость электрона и частицы 1 до соуда-
рения (после удара их скорости равны соответственно ν и ν χ), F — функ-
ция распределения частиц 1. Интегрирование в (2,3) проводится по
скоростям частицы 1 (dvx) и по углам рассеяния dQ = sin θώθώφ, причем
θ — угол между ν — \ х и ν ' — γ[.

Для электронов в плазме существенны упругие и неупругие соуда-
рения с молекулами (Sm и SmV), соударения с ионами (б1^ и между
собой (Se), т. е. в общем случае S = Sm + SmV + Si-\-Se. При соударениях
с тяжелыми частицами (молекулами, ионами) их функцию распределе-

*) Применимость уравнения Больцмана к плазме ограничена условиями

e2iV3 < кТ (энергия взаимодействия, приходящаяся на одну частицу, должна быть
много меньше ее кинетической энергии). Кроме того, будем считать, что

2
iV3

кТ ^> № (условие невырожденности плазмы). Вывод кинетического уравнении
можно найти, например, в 1 6.
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ния F будем считать максвелловской. Если же рассматриваются соуда-
рения между электронами, то F = /; благодаря междуэлектронным соуда-
рениям уравнение (2,2) —нелинейное.

Посмотрим теперь, как можно упростить уравнение (2,2), используя
основные особенности поведения электронов в плазме. Учтем прежде
всего, что, как было показано выше при элементарном рассмотрении,
в стационарном состоянии хаотическая (тепловая) скорость электрона
всегда много больше его направленной скорости. Соответственно следует
ожидать, что в тех же условиях и фупкция распределения в основном
зависит лишь от модуля скорости, а но от ее направления. Удобно
поэтому выделить в функции распределения ее основную, зависящую
только от модуля скорости (симметричную) часть /0 (υ, г, t) и направлен-
ную часть /j, т. е. произвести разложение угловой части функции рас-
пределения в пространстве скоростей в ряд по шаровым функциям.

Рассмотрим при этом вначале для простоты изотропный случай
(//„ = 0), а также примем, что пространственный градиент функции рас-
пределения направлен по оси ζ, параллельной полю Е. Тогда имеется
лишь одно выделенное направление Ε (т. е. ось ζ) и функцию распре-
деления можно разложить в ряд по шаровым функциям нулевого
порядка, т. е. по полиномам Лежандра Рк (cos 6j), где θχ — угол между Ε и ν:

со

/ (ν, г, ί) = 2 Pk (cos θ,) fh (ν, г, t). (2,4)
fe=0

Подставим теперь разложение (2,4) в уравнение (2,2) и, умножая его
на полиномы Ph (cos 6j), проинтегрируем по углам, используя при этом
ортогональность и другие свойства полиномов Лежандра (см. " , стр. 394);

учтем также, что Egrad r / = i?cos6 1^-|- _L5I5—L / . м ы получаем

тогда вместо (2,2) следующую систему зацепляющихся уравнений для
функций /0, / ь /2, . . . :

dt + 3 dz - - (O2f)4-S - 0

- · • <зд

где
2*4-1 С Ph(cosQ1)SdQ1.

Заметим, что при рассмотрении соударений с тяжелыми частицами,
когда интеграл соударений является линейным выражением относительно
функции распределения электронов /, интеграл Sh зависит лишь от
функции fh. В самом деле, подставляя в интеграл соударений разложе-
ние (2,4), умножая его на Pk (cos θχ) и интегрируя по dQ1; имеем

(.' 6Λ-γ- ί ι , ,Q 1 , гл ρ /„„„ ο \ Ι ρ XI ρ (cna QW
ίί Λττ \ i- \ J. \ ' / It \ Α / Ι -̂  Ι 'ь ν / / Κ

-/"/>„ (cos β;)/i} dQx= J dVjrfQgiB, Θ) и{jh-F-F'-fk.Ph (cos Θ)}. (2,5a)

Здесь при интегрировании no άΩ± учтено, что cos ti[ = cos θ-cos θχ +
-|-sin θ-sin θχ cos9x (θ1 — угол между ν ' и Ε), а также использована
теорема сложения полиномов Лежандра (подробнее см. и-2 0).
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Из (2,5) видно, что полученную цепочку уравнений можно оборвать
на двух первых, если функцией /2 можно пренебречь в сравнении

-~с основной функцией /0, точнее, если ~ > -^ γ (v3f2) и ̂  > -~ . Учиты-
вая, что с достаточной степенью точности Sx = v/ĵ  (это будет показано
в § 2,2) и соответственно S% ~ v/2, можно приближенно выразить функ-
цию /2 через /0. Например, в пространственно-однородной плазме
( g = 0 ) в стационарных условиях - ^ L = гсо/х, - .γ яа ϊω/2; поэтому, как

eF а/о
ясно из (2,5), / ι = т Г, г,Л V4 ^7 и> следовательно,

e/i

πι(ίω-\~ν)
д

- У — dv\ ν dv

Тогда условие -^- > -^- ̂  (vsf2) перепишется в виде

(2,6a)

При учете неоднородности плазмы, а также нестационарности нужно
требовать, кроме того, соблюдения условий:

dt
(2,66)

(2,6в)

Выше ν = ν (ν) — частота соударений для электрона, имеющего скорость ν

(см. § 2.2), и ω в (2,6) определено как ω-v. -J^- //2.

В интересующем нас случае стационарного распределения в про-
странственно-однородной плазме условия (2,66) и (2,6в) всегда выпол-
нены. Существенным является, следовательно, условие (2,6а). Если
ограничиться использованием этого условия для средней скорости

/
кгГ д/„

^ -ТТЛ ТТ/~\ ΥΤ /Λ**ΎΡΤΓΤπΛΎ ' ^*

т

ПОЛОЖИТЬ
dv то приходим к требованию

где использовано выражение (1,18) для Те. Таким образом, ji-ловие (2,6а)
в применении к средним значениям оказывается тождественным исход-
ному требованию 6эфф < 1, которое, как уже указывалось в § 1, всегда
выполнено. Посмотрим теперь, как выполняется условие (2,6а) при раз-
личных скоростях υ. При малых υ условие (2,6а) может не выполняться
лишь при скоростях электрона, которые в ]/б раз меньше его средней
скорости; эта область скоростей обычно малосущественна. Условие (2,6а)
может нарушаться и при высоких скоростях электронов. При этом
в случае высоких частот (ω2 > ν2) это условие не выполнено только

в малосущественной области скоростей, когда υ в ^_ раз превосходит

среднюю скорость. При низких частотах и, в частности, в постоянном
поле область скоростей, для которых не выполнено условие (2,6а),
вообще говоря, более существенна. Например, в случае соударений

3 для максвелловской функции распределения /0,

— - , т. е. уже
V m У

ν~3

с ионами, когда ν
условие (2,ba) не выполняется, если ί —= 3 tr
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при ν 5* 3 1/ -^. В этом случае при высоких скоростях следует про-

водить особое исследование функции распределения электронов.
Таким образом, условие (2,6а)—з* с л о в и е обрыва цепочки л равне-

ний (2,5) на первых двух —в стационарной пространственно-однородной
плазме обычно хорошо выполнено*). Условия (2,06) ы (2,6в) указывают
допустимую степень нестационарное ти и неоднородности в плазме.
В силу этих условий энергия и плотность электронов не должна зна-

1
чителыю изменяться за время - 7 = = > а электронный ток—на эффек-

V ω2-[- ν3

тинной длине свободного пробега электрона /Эфф = — •—— .

Совершенно аналогичное разложение функции распределения можно
провести и при наличии в плазме постоянного магнитного поля П о ,
а также при произвольном направлении пространственного градиента
функции распределения. В этом случае, выделяя по-прежнему сим-
метричную (зависящую только от модуля скорости) часть функции

распределения fo(v, г, ί) ττ ее направленную часть —fx (у, г, t) и пре-

небрегая остальными членами ( т. е. полагая / = /ο~ι—: ίΊ ) > можно све-

сти уравнение (2,2) к следующей системе уравнений для функций /0

t ^ I - O , (2,7a)
dll + ν gradr /0 + - £ g + £ [HofJ + S, = 0. (2,76)

]] отсутствие магнитного ноля и при grad r/, параллельном Ε, уравне-
ния (2,7) совпадают с первыми двумя уравнениями системы (2,5), как
это и должно быть. Условия применимости уравнений (2,7) те те, что
и условия применимости первых двух уравнений системы (2,5).

2.2. П р е о б р а з о в а н и е и н т е г р а л а с т о л к н о в е н и й

Прежде чем перейти к анализу различных типов соударений элек-
'jpona в плазме, отметим их наиболее существенною особенность: в боль-
шинстве случаев основную роль играют соударения, при которых элек-
трон лишь незначительно изменяет свою энергию, а иногда также свой
импульс **). В подобных случаях связанное с соударениями изменение1

функции распределения, т. о. плотности электронов в пространстве
скоростей, естественно представить в виде

^ = F | f ] = - d i v j v , (2.8)
L οι J C T

*) Сказанное относичея к вычислению основных членов. Разумеемся, чпо при
вычислении малых поправочных членов порядка δ функцию /3 необходимо учаты-

ον
иать. Это существенно, например, при расчете Л1алых переменных членов порядка —

δν
(см. §§ 3.1 и 3.5), с:ли только но соблюдается З'словие ^> б.

**) При упругих, а частично и при не}'пругих соударениях электронов с ней-
тральными частицами мало изменяется энергия электрона (из-за малости массы
электрона). При со}7дарениях с ионами и при междуэлектронных соударениях
в большинство случаев незначительно изменяется не только энергия но и импулы·
электрона (из-за особенностей кулоновского взаимодействия).

2 УФН, т. LXX, вьш. 2
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где j v — плотность обусловленного соударениями потока частиц в точке ν
пространства скоростей. Соотношение (2,8) представляет собой обычное
уравнение непрерывности в пространстве скоростей. Плотность потока j v

при малых изменениях импульса, естественно, дается следующим выра-
жением:

j v = т [ ] d V i d Q q (м'θ) и Δ ν ϋ ( v ) F (v*} ~ ' ( v ) F ( ν ί ) } · (2>9)

Здесь Δν = ν ' — ν — изменение скорости электрона при одном соударении;
остальные величины имеют тот же смысл, что и в обычном интеграле
столкновений. Можно показать, что выражения (2,8) — (2,9) для инте-
грала столкновений при Δν < ν тождественны обычному выражению
(2,3) (см.2 1).

Если функция распределения зависит лишь от модуля скорости
(т. е. / = /0(у, г, £)), то выражения (2,8) —(2,9) принимают особенно
простои вид

/.„ = -ί \\ <( V! i Q , {и, β) и (υ' - ν) (ί« (!>) F (ν,) - j , (tO F К) ) . ]

Заметим также, что в том случае, когда не только скорость электрона,
но и состояние частицы 1 (или ее скорость vx) незначительно изме-
няется при одном соударении, выражение в фигурных скобках в (2,9) —
(2,10) можно упростить, представив его в виде

/ (v) F (ν,) - / (ν) F (ν;) = (Δν gradv /) F (vx) - (Δν, gradΥχ F) · / (ν), (2,9a)

где Δν по-прежнему равно ν ' — ν ; Δν1 = ν^ — v r При вычислении инте-
гралов в (2,9), (2,10) следует выразить Δν и Δν, через скорости ν и ν,,
а затем уже проводить интегрирование по d\x и άΩ.

а) У п р у г и е с о у д а р е н и я с н е й т р а л ь н ы м и ч а с т и ц а м и
( м о л е к у л а м и ) . При упругом ударе легкой частицы (электрона)
о тяжелую ее энергия или модуль скорости изменяется лишь незначи-
тельно. Используя это обстоятельство, можно в первом приближении
принять, что ν'=ν; ν'1 — νν Учитывая также*), что скорость электрона
много больше скорости тяжелой частицы νχ, находим из (2,5а), что

S«i =\\dY1 dQq (и, θ) и {f, (υ) F (ν,) - Ρ, (cos θ) f χ (ν') F (ν;)} =

b)vF(y1)(i-cosB) = vm(v).ii(v), (2,11)

Здесь vm (υ) — число соударений электрона, a q (ν, Θ) — дифференциальное
эффективное сечение упругого рассеяния электрона**). При соударении
с твердым шариком радиуса «а» (так можно при малых скоростях

*) В настоящей статье фактически всегда принимается, что средняя энергия
тяжелых частиц не превышает значительно средней энергии электронов. Возможны,
конечно, и другие условия; например, в солнечных корпускулярных потоках равны
обычно не средние энергии, а средние скорости электронов и ионов.

**) В том же приближении находим, что £ 2 = ν2 (ν) /2, где

Отсюда ясно, что величины ν и ν 2 одного порядка, что мы уже использовали
выше при выводе условий применимости уравнений (2,5) и (2,7).
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аппроксимировать упругие соударения электронов с нейтральными

частицами), как известно, q(v, 6) = ^ — и, следовательно,

vm(u) = na*Nmv, (2,12)

где Nm — концентрация молекул
Для S}'il0 в том же приближении получается нуль, как это и должно

быть при полном пренебрежении энергообменом. Для вычисления S%a

можно воспользоваться выражением (2,9а) и (2,10), так как энергия
или модуль скорости электрона, как уже отмечалось выше, лишь не-
значительно изменяется при одном ударе, иайдем теперь, как изменяет-
ся при одном ударе модуль скорости электрона. Как известно из
законов упругого удара (см., например, 22, § 17), скорость электрона
после соударения

т\'-\-М\\ , Μ
ν = m-\-M

(в последнем выражении учтено, что скорость молекулы νχ < у; ψ —
это угол между ν и v b η —единичный вектор, направленный парал-
лельно ν ' — Vj ~ ν'). Отсюда следует, что υ ~ у' — υ[ (cos θχ — cos ψ) и Δε; =
= υ' — vc^.v[ (cosSj — cosrj;)~ υχ (cos θχ—cos ty) = v1 (cos θ-cos ψ + sin θ sin ψ >
χ cos φ —cos ψ). Здесь в1 — угол между ν1 и η, а θ и φ —углы рассея-

ния (т. е. углы между η и ν — ν ' са ν). Наконец, непосредственно из за-
кона сохранения энергии при соударении следует, что Avt= — ^ - — Av.

Подставим эти выражения в интеграл (2,10) (с учетом (2,9а)) и про-
интегрируем его по άΩ = sin θ dd άψ и dv1 = v\ sin ψ dv1 dty dcplt принимая при
этом, что тяжелые частицы распределены по Максвеллу с температурой Τ,

Ρ, χ / о кТ\—ЛТ Г— Μυ\~\

т. е. что F (vj^l^n — j 2 Nm exp [ ^ ^ J .
Тогда имеем

со π 2π π 2я

/ s = γ \ f i rfOj \ s i n θ άθ \ ώφ \ s i n ψ ώ ψ \ ώ φ χ - υ - q (ν, θ) | y j (cos θ · c o s ψ f
ϋ о 5 о 5

-f-sin θ sin ψ cos φ —cos ψ)2 "a J L^ + -S" y y i ( c o s θ-cos ψ-f-sin θ sin ψ οοβφ —

Здесь vm (и) —частота соударений электрона, определенная согласно
(2.11). Полученное выражение для потока в пространстве скоростей,
обусловленного соударениями электронов с тяжелыми частицами, имеет
прозрачный физический смысл: поток /„ состоит, во-первых, из «потока

г г кТ Э/о ~d » df0

диффузии» —νηΓ/-ΊΓ~ = ~7Γν~7Γ~> который возникает при наличии гра-
диента в распределении электронов по скоростям и обусловлен тем,,
что частицы, с которыми сталкивается электрон, имеют отличную от
нуля скорость; во-вторых, в fv вносит свой вклад «поток переноса»

m , d , „ „

ν -j— y/0 = —τ— uf0, описывающий потери хаотической скорости (или
энергии)электрона при соударениях.

Искомое выражение для интеграла столкновений Sfn0 имеет, следо-
вательно, вид

4£{[ ^ ] } (2,13)
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Здесь Ьуп — -^ — средняя доля энергии, теряемая электроном при одном

упругом ударе*). Сравнивая (2,13) и (2,11), убеждаемся, что разложение
интеграла соударений идет по степеням параметра Ьуп, так что следующими
членами всегда можно пренебречь.

б) Н е у п р у г и е с о у д а р е н и я с н е й т р а л ь н ы м и ч а с т и ц а м и .
Неупругие соударения электронов с нейтральными частицами сопро-
вождаются возбуждением вращательных, колебательных или оптических
уровней, а также ионизацией. Возможны, кроме того, так называемые
удары второго рода, когда энергия возбужденного состояния молекулы
передается налетающему электрону. Точный учет всех этих неупругих
процессов весьма сложен; кроме того, их сечения известны лишь в не-
многих случаях (см. 2 3 · 2 4 ). Поэтому полной теории неупругих соударе-
ний, в которой задача решалась бы так же точно, как и в случае
упругих соударений, не существует. Несмотря на это, можно довольно
просто рассмотреть два важных предельных случая; именно рассмотрим
случаи, когда энергия электронов значительно больше, чем энергия воз-
буждаемого уровня или энергия ионизации (К > Τιω), и когда, напротив,
энергия электронов лишь незначительно превышает энергию возбужде-
ния (if — %ω<£Κ).

В первом случае выражение для интеграла неупругих соударении
находится фактически так же, как и при упругих соударениях. Необ-
ходимо только учесть, что при неупругом ударе энергия, теряемая
электроном, идет в основном на возбуждение молекулы, что связано

с передачей энергии Λω ( таким образом, υ — υ = — ) ; нейтральная

частица при этом просто переходит из основного состояния в возбуж-
денное. Тогда имеем 2 5

( 2 1 4 ,

Здесь νω — число неупругих соударений, сопровождающихся возбужде-
нием кванта %ω (как мы будем называть передачу молекуле энергии
Κω, идущей на возбуждение какого-то уровня)

причем qa (ν, θ) — дифференциальное эффективное сечение рассеяния при
неупругом соударении, Ν^ и iV^ — числа молекул соответственно

*) По определению U = 6Kv есть средняя энергия, передаваемая электронами со
33

скоростью υ тяжелым частицам при К^-~-кТ (см. § 1.2). С другой стороны, U =

С m2 (Δν)2

= Nmv \ — q (ν, Θ) dQ, так как тяжелая частица, которая может считаться

неподвижной, при соударении получает импульс m\v — те ( ν ' — \) и энергию
[m(Av)]2 " „ .
-—' (уд а р считается упругим, линейный по Δ ν член в выражении для энергии
исчезает, при усреднении по направлению скоростей молекул). Выбирая направле-
ние первоначальной скорости электрона ν ' за ось, имеем (Δνζ)

2 = υ2 (1 — cos 6)2

то2 С
и (Δνχ)

!! + {Ανυ)ζ = υ* s i n 2 6 . Следовательно, { 7 = — - Л У т \ д (v, fl)(l—cos θ) сШ =

= — - Κν, где К= •; а ν определено формулой (2,11). Отсюда, очевидно, оИ г 1 =

2m . „.
= , причем этот результат не зависит от сечения д (ν, Ο).
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в основном и в возбужденном сосюяниях. Далее,/·ω (у) — доля энергии,
теряемая в единицу времени электроном на возбуждение кванта Λω

rm (υ) =

и Τω — эффективная температура

~2k~

Существенно подчеркнуть, что в случае, когда квант ?ιω мал не только
в сравнении с энергией электрона, но и в сравнении с энергией ней-
тральных частиц (%ω <С кТ) и если нейтральные частицы распределены

по Больцману — ^ - = e x p i — ~ > (т. е. если соударения с электро-
m

нами не меняют существенно числа возбужденных молекул), то эффек-
тивная температура Τω равна темпе-
ратуре молекул Т.

Во втором предельном случае,
когда энергия электрона лишь немно-
го превосходит энергию возбуждения,
электрон при соударении просто пе-
реходит из области больших энергий
в область малых энергий (ΛΓ -^ О)28'27.
Поэтому при больших энергиях

0 1 2 3 7 8 9 Ю К//Л)

Рис. 3.
(2,15)

где νω —полная частота возбуждений
уровня Αω (предполагается, что
Nm ^ ^m)· Т° обстоятельство, что электрон не просто исчезает, а пере-
ходит в область малых энергий (К^О), учитывается при этом добав-
лением к уравнению для /0 дельтаобразного источника электронов

(0), где Q = ^ 1 = Ал !dv.

Заметим в заключение, что в общем случае характерная зависи-
мость полного сечения неупругого соударения от энергии электрона
имеет вид, изображенный на рис. 3: полное сечение q (υ) равно нулю
при К < hoi, затем оно нарастает, достигая максимума К-^ (3-ί-5) ha,
а затем уже медленно падает. Поскольку при одном ударе электрон
теряет энергию йсо, то, как ясно из рисунка, наиболее вероятны, вообще
говоря, такие неупругие соударения, при которых доля теряемой
электроном энергии невелика.

Заметим также, что в тех случаях, когда могут возбуждаться
не один, а несколько уровней ucot, >S = 2 *$ω · Следует, кроме тою,

учесть, что часть неупругих соударений — ионизация и эффек-
тивная рекомбинация (рекомбинация, захват электрона молекулой
и т. д.) — сопровождаются изменением числа электронов в плазме.
В интеграл соударений для функции /0 нужно поэтому добавит!,
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со

члены — vr (ν) /0 + \ \\On(v',v)fo(v') v'2 du', первый из которых

/
2/ко

-5Г
описывает эффективную рекомбинацию, а второй — ионизацию. Здесь

ν,, (ϋ)—полная частота рекомбинации, a v i 0 n(o', u)=2Vmz/ \ g iOn(и', ο, Θ) (Ж—

частота ионизации, т. е. число ионизации, производимых в 1 сек
электроном, имеющим скорость ν', π приводящих к появлению еще
нового электрона, имеющего скорость ν, /ϊ(ΰ{— энергия ионизации. Эти
члены обычно не оказывают значительного влияния на вид функции
распределения (см. 9 § 47, 1 5 § 56); ими определяется, однако,
концентрация электронов в плазме.

в) С о у д а р е н и я с и о н а м и . Для описания упругих соударений
электронов с ионами полностью применимы полученные выше общие
выражения для интеграла упругих столкновений электрона с нейтраль-
ными частицами, так как при их выводе использовалось лишь то, что
т < М. Необходимо только вычислить число соударений электрона с
ионами V{ (ν). Для этого следует подставить в (2,11) формулу Резер-
форда для дифференциального эффективного сечения рассеяния элект-
рона на ионе. Тогда имеем

"min S m 2

где /Vj — концентрация ионов, которые для простоты считаются
однократными.

Если рассматривать рассеяние электрона на свободном ионе, то
интегрировать нужно от 0 до π (т. е. Smin = 0) и частота соударений
логарифмически расходится при малых Θ. Однако в плазме ионы не
совсем свободны: вследствие взаимодействия между ними и электро-
нами поле каждого иона в равновесных условиях, как хорошо известно,
является кулоновским лишь до расстояний порядка дсбаевского
радиуса D, где *)

л = Г т Г в Ί 1 / 2

L 4ite2iV (kT-\-kTe) J "
На расстояниях, больших D, кулоновское поле иона вследствие экрани-
ровки резко (экспоненциально) спадает (см., например,15 § 56). Следо-
вательно, D—это максимальное расстояние, при котором еще происхо-
дит существенное взаимодействие электрона с ионом, т. е. максималь-
ный параметр удара. Через него может быть выражен минимальный угол

е2 2е 2

рассеяния (см., например,22 § 19): 6min = 2 a r c t g — щ ——ГП • Поэтому

ν4 (ν) = 2πΛΓί -^р- In ( 1 +

n D*(kTey [ kTe \3
Существенно, что — - ~ ^ - ~ / у | в интересующих нас случаях

всегда является большой величиной (см. сноску на стр. 214). Это озна-
чает, что второй член в логарифме всегда является главным. Следова-

*) Это выражение справедливо при Ν^=Ν, как это имеет место в равновесии
при отсутствии отрицательных ионов; в общем ж^ случае нужно заменить N на
концентрацию положительных ионов УУ+.
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тольно, основной вклад в число соударений электрона с ионами вно-
сит слабое рассеяние — рассеяние на малые углы. При одном таком
ударе не только энергия, но и импульс электрона меняются незначи-
тельно. В самом деле, доля энергии, теряемая электроном при рассея-

нпи на угол 0, равна дк = -̂ у- (1 — cos θ). Учитывая, что основную роль

играют соударения, приводящие к рассеянию на малый угол порядка

( а 3

0 m i n , находим, что ό\~~ δ,, η ι ι η = 02

т1п ~ = ·£- [jpj^J « 1· Аналогично

I e2'V3

изменение импульса δ ρ = | ρ—pj | / ( ρ | ~ б р т 1 П = 1 -τψ- Ι -€ 1. Следует под-
τψ

черкнуть, что хотя изменение импульса при одном ударе мало, но
δ ft т

изменение энергии—значительно меньше: " τ—^ ηττ •
Рассеяние на большие углы добавляет в число соударений лишь

член порядка единицы, который мал в сравнении с основным логариф-
мическим членом. К г1акой же поправке в равновесной плазме приво-
дит точное решение задачи о рассеянии в дебаевском поле, а также
рассмотрение не учтенного в формуле (2,16) взаимодействия на рассто-
яниях, больших дебаевского (так называемые коллективные эффекты;
см., например, 28>29).

Следует также отметить, что выражение (2,16) получается в пред-
положении о справедливости классической теории, т. е. при условии

—г- > 1; при Z = l это означает, что ϋ < 3 · 1 0 8 см/сек, или Те = - ^ - <

<3-Ю 5 °К. Квантовый расчет приводит, однако, только к изменению

логарифмического члена, например, при -^— < 1 (т. е. при Те > 3-105°К)

, о . „ . , £>2т2»4

в (2,1о) нужно заменить под логарифмом -.— на

ТГесколько изменяется выражение под логарифмом также в переменном
_. /4π^7ν

электрическом поле, частота которого больше, чем ω0 = 1/ , так

. D \ г
как в этом случае среднее время соударения Δ τ ~ — ~~ больше,

V τ/
чем время — , в течение которого меняется поле (см.

 15
, §§ 59, 81, 82).

Наконец, аналогичным образом в формулу (2,16) нужно ввести измене-

ния, если а>ц > соо; в этом случае средний радиус кривизны ?-ц ^^ л/ '—^

меньше дебаевского радиуса 7)-^ 1/ — - / ω0. Все эти изменения, если не

ι оворить о предельных случаях (ω > ω0 пли <ап > ω0), практически
малосущественны, так как изменяют эффективное число соударений
лишь на проценты и лишь иногда на 10 — 20%.

Неупругие соударения электронов с ионами, приводящие к их воз-
буждению и к кратной ионизации, фактически ничем не отличаются
от неупругих соударений с нейтральными частицами, рассматривавшихся
выше. Однако в связи с большим значением максимального параметра
упругого удара (D) роль неупругих соударений сильно понижается.
Соударения, сопровождающиеся тормозным излучением электронов,
существенные при высоких энергиях электронов, здесь рассматриваться
не будут (см., например, п ) .
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г) М е ж д у э л е к т р о н н ы е с о у д а р е н и я . Основную роль при
соударении электрона с ионами, как мы видели выше, играют дальние
соударения, приводящие к слабому рассеянию. И энергия, и импульс
электрона при одном таком ударе изменяются лишь незначительно.
Это является следствием особенностей кулоновского взаимодействия
и потому относится не только к соударениям электронов с ионами,
но и к соударениям между самими электронами. Разница состоит лишь
в том, что доля энергии и доля импульса, теряемые электроном при

соударени с электроном одного порядка -г^-^
О о

в то время как при

соударении с ионом -jr-^^-irr (см. § 2.2в).
Ор М.

Таким образом, при рассмотрении интеграла междуэлектронных
столкновений можно использовать приведенное выше дифференциальное
выражение для S. Кроме того, в нем можно провести еще интегриро-
вание по углам рассеяния (Ш (воспользовавшись тем, что д(9, и) имеет
острый максимум при 6 ^ 0 ) . Тогда получается, что для интеграла
столкновений между электронами справедливо выражение (2,8), где 2 1

- u [/ (v) (u gradVi / Ю ) - / K ) (u gradv / (v)]}. (2,17)

Здесь u = v — \ l t ν (и)— число соударений (2,16), где нужно заменить
и на и и Ni на Ne s Λλ; учтено также, что рассеивающие частицы
являются электронами, т. е. что F (уг) = /(Vj).

Рассмотрим теперь <5'Ое — интеграл междуэлектронных соударений
для функции /0. Заметим при этом, что вследствие нелинейности инте-
грала междуэлектронных соударений интегралы She зависят, вообще
говоря, уже не только от функции fk. Однако интеграл SOe зависит
лишь от /0, так как члены типа /of1 выпадают при интегрировании по
углам, а членами типа Ц можно пренебречь в сравнении с ]\ (поскольку,
как ясно из (2,5), 1\ < Щ\, а вся система уравнений (2,7) справедлива
лишь с точностью до членов Ο(δ)). Поэтому, полагая в (2,17) f = fo{v)>
нетрудно провести интегрирование по углам. Тогда

где

- c°s2 Θι)

4πν (υ)
Ш

(2,18а)

Здесь дх — угол между ν и \ l t и — | ν — vx | ; при интегрировании по
углам изменением логарифмического члена в ν (и) пренебрегалось
Г 1 V 0 · 1 2 · 3 1 π г

в сравнении с изменением основного члена ~ —·· · Для быстрых
электронов, скорость которых υ много больше средней скорости элек-
тронов плазмы, коэффициенты А1 и А2 принимают простой вид: Аг = ν (Ό);



НЕЛИНЕЙНЫЕ ЯВЛЕНИЯ В ПЛАЗМЕ 22θ

О . „

А2 = ~Κ·ν (у), где К — средняя энергия рассеивающих электронов

в случае максвелловского распределения электронов но скоростям

2 Т7 кТе\
Злг m J

Заметим, что если умножить выражение (2,18) для SOe на у2 или
на ν* и проинтегрировать его по всем скоростям ν (от 0 до оо), то
соответствующий интеграл тождественно обращается в нуль, незави-
симо от вида функции /0(ι>):

σο

\ Oev
ldv = 0. (2,186)

Эти соотношения отражают сохранение числа частиц и энергии при
соударении между электронами. Для максвелловского распределения,
разумеется, SOe = 0.

Интеграл электронных столкновений для функции fx зависит уже
как от fj, так и от /0. Выражение для S l e, как ясно непосредственно
из (2,3), имеет вид

(2,19)

Заметим, что выражение для интеграла S l e можно получить и из (2,17)
(где использован факт слабого рассеяния электрона при каждом соуда-
рении). В этом случее S l e представляет собой довольно сложное интегро-
дифференциальное выражение, линейное относительно fx и содержащее
большое количество членов. Поэтому мы здесь приводить его не будем,
отсылая к соответствующим работам 32"~34.

2.3. Р е ш е н и е к и н е т и ч е с к о г о у р а в н е н и я .
С и л ь н о и о н и з и р о в а н н а я п л а з м а

Окончательно система уравнений для функции распределения элек-

тронов f(v,T,t) = fo(v,r,t) + ^-i1(v,T,t), т. е. для ф у н к ц и й / 0 и i u

может быть представлена в виде

ф- + 4" div<-f! + π τ- (̂ 2Ef) =dt 3 « ι ι

1 д Г 2 Λ , v , . Γ AT 9 / 0

^(/ο)+ν2-9ΐ;]ϋ2Ηι(/ο)^ο + Λ(/ο)^]} , (2,20a)

f 1 = _ ν (υ) ϊ — S (ϊ ) ("> ?06\

Здесь dlin = -=yr-; v'm и Vj—число упругих соударений электрона с моле-
кулами (2,12) и с ионами (2,16), ν (ν) = ν^ (ν) + ν, (ν) + ν^υ (ν)—полное
число соударений электрона, где

•ω (ν, Q)(i — cos6)dQ (2,14a)
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— число неупругих соударений электрона с молекулами*). Далее,
Sfnx, (/0) — интеграл столкновений для функции /0, описывающий неупру-
гие соударения электронов с молекулами (выражения для Sm^ (/0) в двух
предельных случаях приведены η § 2.26), A1(l0), A2(f0) и S le(fx) — интег-
ральные выражения (2,18а), (2,19), описывающие изменение функций f0
и fx за счет соударений между электронами.

Переходя теперь к решению уравнений (2,20), остановимся прежде
всего на одной их особенности, которая будет существенно использо-
вана в дальнейшем. Как уже отмечалось в § 1, время релаксации для

<[

энергии электронов т ^ = τ всегда много больше, чем время релак-
°эффуэфф1 ,,

сации для их импульса τ = . В связи с этим время релаксации для
νΘφφ

функции /0 много больше, чем для функции ϊν В результате
функция /0 всегда изменяется во времени медленнее, чем функция
fx; следовательно, при интегрировании уравнения (2,206) для функции
fj функцию /0 можно считать в первом приближении постоянной,
не зависящей от времени. Благодаря этому существенно облегчается
интегрирование уравнения (2,206). Получаемое при этом простое
приближенное выражение для f1; как показано в 3 5 , справедливо
с точностью до членов меньше или порядка бЭфф, т. е. с той же
степенью точности, с которой справедливы и сами уравнения
(2,7), (2,20). Задача сводится, таким образом, к интегрированию лишь
одного уравнения для функции /0.

В уравнении для функции /0 последний член в правой части урав-
нения, обусловленный соударениями между электронами, имеет поря-
док ve/0, где ve — частота междуэлектронных соударений. Остальные
члены, описывающие соударения электронов с тяжелыми частицами,
имеют порядок δν/0, где v = vm-j-vi. Ясно, что в зависимости от соот-
ношения между \е и όν вид функции /0 определяется либо междуэлек-
тронными соударениями, либо соударениями электронов с тяжелыми
частицами. Поэтому ниже вначале будут рассмотрены отдельно оба эти
существенные предельные случаи: случай «сильно ионизированной
плазмы», когда ve > δν, и случай «слабо ионизированной плазмы»,
когда ve < δν (в полностью ионизированной плазме всегда ve > δ ν ^ δ ν ^
так как 6 < 1, а ν,,-^ν^; напротив, при очень малой степени ионизации,
когда концентрация электронов достаточно мала, ν β < δ ν = δνΉ; тер-
мины «сильно ионизированная» и «слабо ионизированная», разумеется,
имеют условный характер). Решению задачи при любой концентрации

) Выражение для S^y, строго говоря, следовало бы записывать и виде

-ν 2 < i ] ч {υ·6) cos

Нетрудно видеть, однако, что в силу условия 6эфф < 1, выполнение которого необ-
ходимо для справедливости самих уравнений (2,20), выражение для S^j' можно
приближенно представить в виде (2,14а). Допускаемая при этом ошибка в среднем
не превосходит 6Эфф.
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электронов, т. е. при любом соотношении между ve и όν, посвящен
§ 2, 5а. Там же устанавливается критерий для применения формул,
полученных в каждом из указанных выше предельных случаев.

а) Ф у н к ц и я р а с п р е д е л е н и я ( м а к с в е л л о в с к о е р а с п р е -
д е л е н и е ) . В сильно ионизированной плазме, когда ve > δν, вид функ-
ции /0 определяется междуэлектронными соударениями. Решение урав-
нения (2,20а) в этом случае следует искать методом последовательных
приближений /0 = /00 + /01 -|- . . . , учитывая в нулевом приближении, есте-
ственно, лишь соударения между электронами. В однородной плазме
из (2,20а) мы получаем тогда следующую цепочку уравнений:

/ Ο Ο ) % ] } = Ο , (2,21а)

Τν { V" [ ^ V°J Vf°° + A* Μ») D/o1 + A* VoJ Ж + A* (/о») Ж

f\ (vv -L· ν \ Г kT

(2,216)

Из (2,21a) сразу видно, что функция нулевого приближения /00 —макс-
велловская:

таккак именно для максвелловского распределения интеграл междуэлектрон-
яых столкновений (2,18) обращается в нуль. Физически этот результат
вполне понятен: за счет междуэлоктронпых соударений максвелловское
распределение должно установиться за время — ; при ve > δν этот про-
цесс установления значительно быстрее процесса передачи энергии
тяжелым частицам, а значит функция /0 должна быть близка к максвел-
ловской. При этом плотность электронов N и электронная темпера-
тура Тв в (2,22) не должны обязательно быть постоянными, а являются
некоторыми функциями времени. Они определяются из условия разре-
шимости уравнения (2,216) для следующего (первого) приближения.
13 самом деле, как указывалось в § 2.2г (см. 2,186), если умножить
левую часть уравнения (2,216) на ν2 или ν1 и проинтегрировать по
скоростям, то соответствующий интеграл тождественно обращается в нуль
(независимо от вида функции / 0 1). Следовательно, и правая часть урав-
нения (2,216) также должна при этом обратиться в нуль. Это и при-
подит к уравнениям для плотности и температуры электронов.
Η самом деле, умножая уравнение (2,116) на 4πυ3 и интегрируя его
но ν, находим

•£• (4л 5 v2f00

dv)+] 4ποβ(/оо)dv = 0,
5 о

пли, учитывая (2,22),

^ r + K e c - v i o n ) A r

e = 0, (2,23)

где



228 В. Л. ГИНЗБУРГ и А. В. ГУРЕВИЧ

— полная частота ионизации, а
СО

/
2 f τη γ / 2 Г

\
о

— полная частота эффективной рекомбинации (см. § 2.26). Уравнение
(2,23) обычно называют уравнением баланса ионизации*).

Совершенно анелогично, умножая уравнение (2,216) на — -̂

и интегрируя его по ν, получаем

i ) X

δ

x
о

Учитывая (2,22) и (2,23), переписываем это уравнение в виде

^ | £ ί ( 2 ' . ) . (2,24)

Здесь через ν3φφ обозначен параметр, определяющийся соотношением

оо

(Ге) = ^Τψ- \ У^ Μ /ОО ^^ =

Η ' (2'2ο)

где ν (о) = Vm (и) -f- vt (и) + Vm" (ν) — число соударений электрона с тяже-
лыми частицами; ν 3 φ φ естественно называть эффективным числом или
эффективной частотой соударений электрона. Далее бЭфф —другой харак-
терный параметр, имеющий смысл средней относительной доли энергии,

передаваемой электроном тяжелым частицам за время (ср. § 1):
^эфф

dv+(v- - v ~ > T° ] · (2'26)

Здесь 6цп = —^-, νίφφ — эффективное число упругих соударений (вычисля-
емое тоже по формуле (2,25), но с учетом в ν (υ) лишь упругих соуда-
рений с. молекулами Vm(v) и с ионами УГ(Н)). iSVnoi/oo)—часть интеграла
столкновений, описывающая неупругие соударения электронов, распре-
деленных по Максвеллу с молекулами (выражения для SmS) (f00) в двух
предельных случаях приведены в § 2.26). Наконец, j , — это плотность
полного электронного тока, определенная согласно формуле (2,1).

*) Если существенны еще и внешние ионизирующие факторы (как, например,
фотоионизация солнечным ультрафиолетом в ионосфере), то их, разумеется, также
следует учесть в уравнении (2,23).
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Оценка функции первого приближения показывает, что / 0 1 ~ /00.

Следовательно, в сильно ионизированной плазме для симметричной

части функции распределения /0 с точностью до членов порядка —

можно ограничиться нулевым (максвелловским) приближением (подроб-
нее см. § 2.5а).

б) Э ф ф е к т и в н о е ч и с л о с о у д а р е н и й . В случае соударений
с молекулами, как уже указывалось, при небольших энергиях электрона
можно приближенно принять, что длина свободного пробега электрона
не зависит от его скорости, т. е. что vm (v) определяется формулой
(2,12). Подставляя ее в (2,25), имеем

ν3φΦ = Щ У ψ na>Nm = ν%- /ψ , (2,27)ψ
где v ^ m —эффективное число соударений электронов с молекулами
в слабом поле, когда Те = Т.

В случае соударений с ионами, подставляя в (2,25) выражение
(2,16) для vi(v), находим (подробнее см. 1 5 § 61)

2 1/-UZ e

i = -ττ- у о з т — — — 5 — ) ^ — η — I n г—- ) (2,28)

лт г, кТкТе г

где /Vi — концентрация ионов и В = 4 π ^ ν ikfj~]^r\ — дебаевскии радиус.
/гТ7 D

Величина —|—, стоящая в (2,28) под знаком логарифма, всегда много
больше единицы *). Вследствие этого даже при сравнительно больших
изменениях электронной температуры логарифм меняется лишь незначи-
тельно; поэтому обычно можно принять, что

2, (2,29)

где Уэффг — эффективное число соударений электронов с ионами в сла-
бом поле, когда Те — Т.

Формулы (2,27) и (2,29) совпадают с выражениями (1,4) и (1,5),
использованными в § 1.

В случае, когда в плазме имеются тяжелые частицы разных сортов,
определенное выше эффективное число соударений электрона просто
равно сумме эффективных чисел соударений электрона с частицами
каждого сорта.

в) О т н о с и т е л ь н а я д о л я п е р е д а в а е м о й э н е р г и и .
В случае упругих соударений электронов с тяжелыми частицами—мо-
лекулами и ионами, как ясно из (2,26), бЭфф = б = — .

Чтобы иметь возможность вычислить бЭфф и при наличии неупру-
гих соударений, необходимо знать эффективные сечения всех неупру-
гих процессов (см. формулу (2,26)). Достаточно полно они в настоящее
время известны лишь для одноатомных, благородных газов. Соответ-

*) Это обстоятельство ужо использовано при переходе к последнему выраже-

нию (2,28), где не обращалось внимания на множитель порядка единицы над лога-

рифмом. По той же причине в (2,28) всегда можно считать, что D = 1/ —
У 4яе2Лг

/
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ствующий расчет показывает, что относительная доля передаваемой
энергии бЭфф в этих случаях равна 6уп до температур порядка 1 эв,
а затем быстро (экспоненциально) растет с ростом электронной темпе-
ратуры (см. табл. I).

Таблица I
Значения δ ,,ιΑ · ΙΟ3

Те
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4000°
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0,27

0,27

0,27
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ю
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(ГО
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0
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0

0
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0

0
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,08

,12
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,18

,22
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,32
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0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
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В двухатомных газах (водород, кислород, азот) могут возбуждаться
также колебательные и вращательные уровни. Об эффективных сечениях
этих процессов в настоящее время известно еще очень мало (см.23>24),
что и не дает возможности рассчитать бэфф. Экспериментально вели-
чина бЭфф и ее зависимость от температуры изучалась в большом
числе работ23- 36~41. Результаты этих измерений в водороде, кислороде,
азоте и воздухе приведены в табл. I *). Как видно из таблицы, для всех
этих газов характерно, что бэфф незначительно изменяется с ростом Те

от комнатных температур до температур порядка (1-т-2)эв; при более
высоких значениях Те δ3φφ резко возрастает.

Если газ представляет собой смесь нескольких газов, значение
бЭфф в нем легко найти по формуле

офф fc" ν 3φφ ft.

(2,26a)

где ν3 φφ k и бэфф ft — эффективное число соударений и доля передаваемой
энергии для газа сорта «к», определенные формулами (2,25) и (2,26).
Соответствующий расчет бэфф для воздуха (по данным для азота и кис-
лорода) хорошо согласуется с результатами непосредственного измере-

*) Значения о э ф ф приведены здесь по данным последних работ 3 7 - 3 9 . Характер
зависимости бэфф от Те по этим данным в основном совпадает с зависимостью,
полученной предыдущими авторами2 3, хотя по абсолютной величине расхождение
довольно значительно. Температура плазмы в эксперименте Τ ~ 290°, специальная
проверка при меньших Τ не обнаружила какого-либо изменения бЭфф

4 0.
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ния бЭфф (см.2 5). Значения δΘφφ в ионосфере, приведенные в табл. I,
также рассчитаны с помощью формулы (2,26а).

г) Э л е к т р о н н ы й т о к . Д и э л е к т р и ч е с к а я п р о н и ц а е -
м о с т ь и п р о в о д и м о с т ь п л а з м ы . Чтобы найти величину
электронного тока j ( , нужно определить функцию fj, поскольку

'^dv. (2,30)

Необходимо, следовательно, решить уравнение (2,206).
Подставляя в это уравнение функцию /0 в виде /0 0, учтем, что

зависимостью /0 0 от времени t здесь можно пренебречь (см. начало
§ 2,3). Если к тому же междуэлектронные соударения в уравнении
для fx несущественны, уравнение (2,206) в однородном случае стано-
вится фактически алгебраическим. Его решение в таком приближении,
как легко убедиться прямой подстановкой, имеет вид

f i o = _ u ^ , (2,31)

где и — скорость направленного движения электрона, определяемая
уравнением

§ ! + V ( U ) U = — + —[иН 0 ] . (2,32)
dt v ' т тс L J

Заметим, что уравнение для и вполне аналогично уравнению (1,3) для
направленной скорости в элементарной теории с той только разницей,
что ν в (2,32), вообще говоря, зависит от скорости хаотического дви-
жения υ, а следовательно, и и = и (v, t).

Подставляя найденную функцию f10 в (2,30) и интегрируя по ско-
рости ν, найдем выражение для тока j ( , а следовательно, и для про-
водимости и диэлектрической проницаемости плазмы, так как

l (ср. § 1.1).

Получающиеся формулы для ε и σ можно записать в виде

(2,33)
_ . . / . . 9 ι .. о \ W" (1 \ V

Здесь ν3 φφ - эффективная частота соударений, определенная согласно
(2,25), а β#ε(ζ) и М'а (ζ) — некоторые функции, численные значения
которых для соударений или с молекулами или с ионами приведены
в табл. II и на рис. 4,5 (аналитические выражения для функции М'г
J/£"<J довольно сложны20'43) *). Коэффициенты е/£& и c/i'a отражают диспер-

*) Заметим, что функции Жг и Жа зависят от одного переменного

только в слз'чае степенной зависимости ν от ν (т. е. при ν — να). При более слож-
ной зависимости ν от υ коэффициенты ЖЕ и Жа зависят уже от дв}х переменных:

и Те (см. 4 2 ) . Если существенны одновременно соударения электронов и с мо-
3ΦΦ

лекулами и с ионами, значения функций iXs, Xa лежат между Жг, Жσ для
ионов и Жζ, Жσ для молекул; чтобы найти их, необходимо провести соотвеиству-
ющие вычисления (исключение составляет лишь случай высоких частот ω 2 ^ " ^ ^ , ,
когда ЖР = Ж„ = 1).
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сию частоты соударении электрона; они показывают, насколько значе-
ния σ и ε, вычисленные в кинетической теории, отличаются от соответ-

0,8 -

2,0 1,0 О

Рис. 4.

1,0 zp
v т)

ствующих значений, получаемых с помощью элементарных формул (1,8).
Из табл. II и рис. 4,5 видно, что в случае соударений с молекулами

Таблица II

ω

^Эфф

0
0,01
0,05

ο,ι
0,2
0,5

1,0
2,0
4,0
6,0

10,0
35,0

оэ

Соударения
с молекулами

1,51
1,51
1,50
1,48
1,40
1,19
1,07
0,985
1,0
1,0
1,0
1,0
1

1,13
1,13
1,13
1,12
1,09
1,02
0,94
0,95
0,98
0,99
1,0
1,0
1

Соударения с ионами

с учетом
мешду-

электрон-
ных со-

ударений

4,59
4,59
4,51
4,34
3,79
2,30
1,41
1,05
0,97
0,98
0,99
1,00
1

без учета
между-

электрон-
ных со-

ударений

19,8
19,5
15,8
11,1
5,47
2,44
1,52
1,15
1,01
0,97
0,98
0,99
1

с учетом
мешду-

электрон-
ных со-

ударений

1,95
1,95
1,92
1,86
1,65
J ,07
0,72
0,62
0,73
0,82
0,92
0,99
1

Оез учета
между-

электрои-
ных со-

ударении

3,39
3,38
2,76
2,12
1,40
0,90
0,68
0,59
0,67
0,72
0,78
0,91
1

коэффициенты $£& и Жа близки к единице. Напрошв, при соударениям
с ионами ofCf, и <Жа могут значительно отличаться от единицы, особен-
но в области низких частот ω < ν8φφ.
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Выше, при определении функции fj, мы не учитывали междуэлект-
ронных соударений. Эю справедливо при соударениях с молекулами
(когда ν9φφΐη » ν 3 φ φ ι ) , а также при соударениях с ионами (ν 3 φ φ 1 >
> У*ффт), если только плазма многократно ионизирована или же в ней имеет-
ся большое количество отрицательных ионов (когда Ni > /Ve). Если же
плазма однократно ионизирована и отрицательные ионы О1сутствуют, то
междуллрктронные соударения могут играть существенную роль. Чтобы

20

15

10

С учетом междуэлектронных \
соударений ч у j

2,0 10 1,0

С учетом мвмОуэмектронных
соударений

2,0

-з,о -2,0 -1,0 2,0

Риг. 5.

определить ιχ и ;пом случае, необходимо учесч г> интегральный член
в уравнении (2,206) и найш решение этого интегрального уравнения.
Такое решение было получено в 4 4 (см. также45»46) для постоянного
электрического поля путем разложения функции fx в ряд по полино-
мам Лагерра; в 1 3 это решение обобщено на случай переменного элект-
рического поля. Те же задачи решались также в 32> 33> 47>48, где авторы
использовали иитегро-дифференциальное («диффузионное») выражение
для интеграла соударений (см. § 2.2г); результаты этих работ совпали
с результатами, полученными в 4 4 , как эго и должно быть.

Вычисление ε π σ при учете междуэлектронных соударений пока-
зывает, что эги величины можно по-прежнему представить в виде
(2,33)13. Изменяются при этом лишь функции <Жг и а^'о; ° н и также
представлены в табл. II и на рис. 5 (сплошные кривые). Из рис. 5
видно, что учет соударений между электронами уменьшает значения
функций о/С'ε и в/Ра, но они все же остаются существенно отличающимися
3 УФН, т. LXX, вып. 2
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от единицы. Заметим также, что при высоких частотах (ω2 > ν|φψ)
функции Μ'ε и ifh 0 и при учете междуэлектронных соударений близки
к единице, т. е. влияние междуэлектронных соударений в случае
высоких частот несущественно 4 9 . Задача о влиянии электронных соуда-
рений решена также для двукратно и трехкратно ионизированной
плазмы4 4.

С помощью тех же функций е/Г£ и &Са удается выразить компонен-
ты тензоров eik и aih в анизотропной плазме, т. е. при наличии
постоянного магнитного поля Но. При этом для компонент тензоров
eik и aih в направлении, параллельном магнитному полю (ε,,, σζζ), по-
прежнему справедливы выражения (2,33); в плоскости, перпендикуляр-
ной к Но (плоскость ту), имеем13:

|ω-ωΗΚ

2 ω (ω-ωΗ)2 + · э ф ф

' " ' m 2

- ffxy = Oyx =Vх m 2

(ω — ω ) Ж
Η' f" ε

ν 3φφ

Э ф ф

(2,34)

τφφ

ν 3 φ φ J

э ф ф

Η

ν

3 φ φ

( ω - ω Η ) 2 + ν 2

φ φ

Эти выражения для eik и oik лишь множителями еЖг и "Жа отличаются
от соответствующих выражений (1,10), полученных в элементарной
теории. Поэтому, в частности, по-прежнему имеет место резонансное воз-
растание проводимости aik вблизи гирочастоты (присо~(о н ) . Значение
e/ύ'β сказывается при этом на высоте резонансной кривой; в част-
ности, междуэлектронные соударения, уменьшая о/Са и Мг (см. табл. II),
понижают и высоту резонанса47.

Приведенные здесь формулы справедливы, конечно, не только
в сильном, по и в слабом электрическом поле. Более того, в слабом
поле функция распределения /0 является обычно максвелловскои
с Те = Т, независимо от степени ионизации плазмы. Полученные выра-
жения для Bik и oik могут быть, следовательно, использованы для рас-
чета проводимости и диэлектрической проницаемости плазмы в слабом
переменном электрическом поле любой частоты ω (это существенно,
например, для задач, связанных с распространением радиоволн15).
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д) Э л е к т р о н н а я т е м п е р а т у р а . Подставляя найденные
выражения для эффективной частоты соударений ν3ψφ относительной
доли передаваемой энергии бЭфф и тока j , в уравнение (2,24) и решая
его, можно определить температуру электронов. Существенно, что полу-
чаемое при этом уравнение для Те близко к уравнению элементарной
теории (1,11). Поэтому и решение его вполне аналогично решению
уравнения (1,11), рассмотренному в § 1. Например, в быстропеременном
электрическом поле (при ω > δν3φφ) температура электронов по-преж-
ΐίβΛίν постоянна; она определена уравнением

Те , f'^y 6эфф(Г) (02+Уэфф / ω \
ν3φφ J

Здесь Ер—по-прежнему характерное «плазменное поле»:

r iff' С / ГТ1\ / О ι (0) \

J2 °эфф Ц ) ( ω + ν3φφ,>·

Отсюда видно, что уравнение (2,35) отличается от соответствующего
уравнения (1,16) элементарной теории лишь коэффициентом otfo, а также
тем, что остававшееся несколько неопределенным число соударений ν Β φ φ

теперь точно фиксировано формулой (2,25); кроме того, в (1,16) вели-
чина δ = бЭфф считалась не зависящей от Те. В случае соударений
с молекулами коэффициент ч/Со близок к единице; поэтому полностью
остается в силе проведенный в § 1 анализ этого случая. То же относит-
ся и к соударениям с ионами при высоких частотах (ω2 > ν§φφ). Заметно
повлиять на температуру электронов множитель Μ'σ может лишь в слу-
чае соударений с ионами при низких частотах, а также в области
гирорезонанса.

2.4. С л а б о и о н ir з и ρ о в а н н а я п л а з м а

В слабо ионизированной плазме в уравнении для функции /0 между-
электронные соударения малосущественны (так как ve «С δν) и их
в первом приближении можно не учитывать. Еще менее существенны
они в уравнении для функции г1; так как ve < δν < ν. Поэтому функ-
ция fj в однородной слабо ионизированной плазме с точностью до чле-
нов порядка δ всегда дается выражением (2,31) fι = — и~^, где ско-
рость u = u (v, t) определена уравнением (2,32). Подставляя такое зна-
чение fx в (2,20а), приходим окончательно к следующему уравнению
для функции /0:

df0 1 д ( 2 Г /" „ у к!1 2еЕи Л 3/„ • , υ w l l

В зависимости от соотношения между временем, в течение которо-
1

го существенно изменяется электрическое поле —, и временем релак-

сации для функции /0 (τ) ~-т— здесь можно выделить случаи медленно
(ω С δν) и быстро (ω > δν) изменяющихся полей (так же, как и при
анализе электронной температуры в элементарной теории или в сильно
ионизированной плазме). В первом случае, являющемся квазистацио-
нарным, зависимость /0 от времени в уравнении (2,36) можно не учи-
тывать; в частности, это имеет, конечно, место в случае постоянного

3
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электрического поля. С другой стороны, для быстропеременного элек-
трического поля ω > δν функция /0 не успевает меняться так же быстро,
как меняется поле; поэтому она устанавливается на некотором среднем,
не зависящем от времени уровне, переменные отклонения от которого

малы —имеют амплитуду порядка — (так же, как колебания элект-

ронной температуры в элементарной теории). Благодаря этому в обоих

этих случаях в первом приближении можно пренебречь членом —^

в уравнении (2,36) и тем самым фактически избавиться от временной
переменной. Это позволяет найти аналитическое решение уравнения
(2,36) для ряда существенных случаев: при упругих соударениях,
в инертных газах и в молекулярной плазме. К анализу этих решений
мы и переходим.

а) С л у ч а й у п р у г и х с о у д а р е н и й . Если все соударении
являются упругими, то в (2,36) S^v^O. Тогда в постоянном электри-

ческом поле Ε при Но = 0 согласно (2,32) и = — и уравнение (2,36)

записывается в виде

^Ύυ{νη,}-Ο. (2,3/)

(Здесь ν = ν (ν) — Vm+ ν4.) Умножая это уравнение на и2 и интегрируя
его от нуля до и, убеждаемся, что j v = 0, поскольку и отсутствие
источника электронов [i?]\]r=o = 0. Интегрируя теперь по скоростям
уравнение /„ = 0, получаем

/0 = С ехр - \ -
I . 1 | , Г ]

mv dv (2,38)

В слабом поле отсюда получается максвелловское распределение, но
в сильном поле функция распределения /0 может существенно отли-
чаться от максвелловской, поскольку ν зависит от ν. Например, в силь-
ном электрическом поле при соударениях с молекулами — твердыми
шариками — функция /0 определяется известной формулой Дрювестейна5о

{|g^} (2,39)

где ί=—^-τ = — щ длина свободного пробега электрона, С —кон-
станта, определяемая условием нормировки (2,1а), и в (2,38) пренебре-
жено членом кТ, что возможно как раз для сильного поля.

Распределение Дрювестейна при больших скоростях электронов
сильно отличается от максвелловского: оно спадает значительно быст-
рее максвелловского. Вычисление функции /0 с учетом точной зависи-
мости частоты соударений от скорости для различных инертных газов
проведено в 5 1 > в з . Влияние постоянного магнитного ноля учтено в 4

(магнитное поле изменяет скорость и (и), в соответствии с чем меняет-
ся и /0).

Мы рассмотрели выше лишь случай постоянного или квазистацио-
нарного (ω < δν) электрического поля. Вполне аналогично задача
решается и в быстропеременном (ω > δν) электрическом поле, так
как и в этом случае в первом приближении можно пренебречь



НЕЛИНЕЙНЫЕ ЯВЛЕНИЯ В ПЛАЗМЕ 237

производной •£-. Функция /0 при этом принимает вид 52~55

/0 = С ехр С mvdv (2,40)

Здесь функция φ (У) без магнитного поля равна (ω2-]-ν (w)2)"1, а при на-
личии магнитного поля

ι \ _ cos 2 β | s-ii- β s in 2 β ΙΟ L\\

Φ W ,γ Τ 2[((u~co7/)X-f ν2 (у)] + 2](οΓ l ^ 4 1 J

где β — угол между Е и Η, ω#— гиромагнитная частота, i?0 —ампли-
туда и ω — частота переменного электрического поля.

Функция распределения (2,40) при низких частотах (ω -\- ωΗ < ν)
совпадает с распределением (2,38) для постоянного электрического поля
(только соответствующее постоянное поле оказывается при этом, естест-
венно, эквивалентным эффективному полю Еафф = Ео/У~2).

Периодически меняющиеся во времени поправки к функции /0 вы-
числялись в работах5 6 '", посвященных нелинейным эффектам в ионо-
сфере.

Реализуется случай упругих соударений в одноатомных (инертных)
газах при невысокой средней энергии электронов (до 1 эв).

б) М о л е к у л я р н а я п л а з м а . Будем называть молекулярной
плазму, образованную в двухатомных или многоатомных газах. В такой
плазме могут возбуждаться не только оптические, но также враща-
тельные и колебательные уровни, энергия которых невысока (йш ~ 10~2 -=-
-г-10~4 э& для вращательных и /ί,ω^-0,1 -ь-0,5 эв для колебательных
уровней). Поэтому неупругие соударения в такой плазме существенны
уже при энергиях электронов порядка Ю'2 эв, т. е. при комнатных
температурах.

В плазме в двухатомных газах (водороде, кислороде, азоте, возду-
хе) при невысокой средней энергии электронов (меньшей или порядка
1 эв) основную роль играют потери на возбуждение вращательных уров-
ней, энергия которых, естественно, мала в сравнении со средней энер-
гией электронов (на это указывают данные как расчета δ3>59, так
и эксперимента30'60). Следовательно, основную роль в этих случаях
играют такие неуиругие соударения электронов, при которых теряется
лишь небольшая часть энергии. Интеграл неупругих столкновений для
функции /0 может быть поэтому представлен в виде

(2,146)

где Вн (υ) = ^ га. —суммарная функция, описывающая потери энергии
ί L

электрона при неупругих соударениях (см. § 2.26) *). Подставляя это
выражение для Sml в уравнение (2,36), убеждаемся в том, что оно фак-
тически совпадает с рассматривавшимся выше уравнением для случая

упругих соударении электрона; неооходимо только заменить о п = -гг па

0 W 7(
*) Здесь принято, что температура тяжелых частиц также выше, чем средняя

энергия вращательных квантов, как ото обычно и бывает (энергия вращательных
квантов %Ф ~ (2 -=- Ю0)°).
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Соответственно и решение этого уравнения в молекулярной плазме
совпадает с решениями, рассматривавшимися выше: достаточно опять-
таки заменить 6уп на δ (и). Например, в сильном постоянном электри-
ческом поле вместо распределения Дрювестейна (2,39) в молекулярной
плазме имеем

/о = С ехр | - α3δ (υ) dv\ (2,43)

Чтобы найти окончательно вид функции распределения в молеку-

лярной плазме, необходимо еще рассчитать функцию δ (ν) = —^у , что

можно было бы сделать, используя для R(v) выражение (2,146). Однако
для этого расчета необходимо знать сечения всех неупругих процессов,
которые в настоящее время неизвестны (см. 23- 2 4 ) . В 2 5 поэтому пред-
ложен другой метод для определения суммарной функции потерь R (ν).
В самом деле, доля энергии, теряемой электроном δ3φφ в сильно ионизи-
рованной молекулярной плазме, как ясно из (2,26), связана с функцией
R (ν) соотношением

Vl
кТе V/2 (2,44)

δ(υ) Ю3

Это соотношение можно рассматривать как интегральное уравнение
относительно R(v), так как правая его часть известна из эксперимента.

Таким образом, из (2,44) можно,
в принципе, найти R(v), а сле-
довательно, и δ (υ). Результат
соответствующего расчета для
водорода, кислорода, азота и воз-
духа приведен на рис. 6.

Подставляя найденную функ-
цию δ (у) в выражения (2,38),
(2,40) и т. д., можно рассчитать
функцию распределения электро-
нов в молекулярной плазме. Ре-
зультаты такого расчета для
электронов в водороде в высоко-
частотном электрическом поле
приведены на рис. 7. По оси орди-
нат на рис. 7 отложен — 1η /0,πο оси
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Рис. 6. г ν2 -, гк
абсцисс — -^- , где гг •=—•—сред-

няя квадратичная скорость электрона. Пунктирная прямая отвечает
максвелловской функции распределения (распределение получилось бы
максвелловским, если бы δ не зависело от υ, как это имеет место,
например, в случае упругих соударений (см. (2,40)). Из рисунка видно,
что в рассматриваемом случае отклонения функции распределения
от максвелловской не очень велики; они возрастают с ростом средней
энергии электронов.

в) И н е р т н ы е г а з ы . В инертных газах при невысокой средней
энергии электронов (до 1 эв) основную роль играют упругие соударения
электронов с атомами газа. При более высоких энергиях становятся,
однако, существенными потери, обусловленные быстрыми электронами,
которые способны возбуждать оптические уровни или ионизировать атомы.
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При этом, если средняя энергия электронов невелика — ниже, чем мини-
мальная энергия возбуждения Ш (порядка 10 эв), то основные неупру-
гие потери, очевидно, обусловлены электронами, энергия которых лишь
незначительно превосходит й.<в (так как число электронов, имеющих
большую энергию и способных, следовательно, к неупругим соударениям
при К > Ιιω, резко падает с ростом К). В этом случае для интеграла
неупругих столкновений для функции /0 можно считать хорошо при-
менимой предельную формулу Smo = νω(υ)·/ 0 (см. (2,15)). Поэтому в посто-

янном электрическом поле уравнение для функции /0 в инертных
газах с учетом неупругих соударений электронов принимает вид

(2,45)

Кроме юю, необходимо добавить еще при у = 0 источник электронов
со

Q = -tfj- = 4π \ \a(v)v%fodv (см. § 2.26). Сечение для неупругого соударе-
ll№

ння равно нулю при энергиях электрона, меньших энергий возбуждения
/ιω, а при К > fto) можно приближенно принять, что оно растет линейно

с ростом энергии электрона, т. е. νω (ν) = ~ ( ~—-1 ), где 1Н — эффек-

б бιявная длина свободного пробега электрона между двумя неупругими
соударениями.

При решении уравнения (2,45) удобно выделить области: "^- '_' Κω

и — >йсо. В первой области функция распределения по-прежнему
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определяется уравнением (2,37), так как неупругих соударений здесь
нет. Однако при решении его следует учитывать наличие источника Q
при υ = 0; вследствие этого поток / в этой области теперь не равен

Q
нулю: /„ = —Ϊ-, где 6\ — константа интегрирования. Решение уравнения
(2,37) в первой области приводит, таким образом, к функции распределе-
ния, отличающейся от распределения Дрювестейна наличием дополни-
тельного множителя 6 1. Во второй области, как нетрудно видеть 2 в:

Здесь Hi/, — функция Ганкеля порядка 1/3 и 1 = не зависящая

от скорости длина пробега электрона. Оба эти распределения сшиваются
при K = h(o, и отсюда определяются константы С и Сг. Функция распре-
деления (2,46) падает с ростом скорости электрона значительно резче,
чем дрювестейновская функция распределения, т. е. «хвост» функции
распределения в области К > %ω как бы обрезается вследствие неупру-
гих соударений, как это и должно быть. В 6 1 исследовался также случай
произвольной зависимости длины пробега I и сечения возбуждения
от скорости ν.

Заметим, что обычно может возбуждаться не одни, а несколько
уровней, и потому зависимость νω(ϋ) имеет, вообще говоря, более слож-
ный вид. Соответствующий расчет для гелия и водорода с учетом всех
возбуждающихся уровней проведен в 2 7>2 7 а. Вполне аналогично задача
решается и для переменного электрического поля 62.

г) Э л е к т р о н н ы й т о к и с р е д н я я а н е р г и я э л е к т р о н о в .
Воспользовавшись полученными выше выражениями для функции рас-
пределения, нетрудно найтп электронный ток и среднюю энергию электро-
нов в слабо ионизированной плазме:

= 1 + л^2_ ι _^-Zls-dv,
1 -< λ f.\ ώ ΐ ί\ΐώ / ί π '

0

(2,47)

\ ν lo

где ν = ν(ν) — полное число соударений электрона.
Эти выражения для случая упругих соударений в постоянном элек-

трическом поле обсуждались в 5 0 · 4, в переменном поле —в 5 2 · 4 3 , а при
наличии еще и магнитного поля—в 43> 5 4 ; случай молекулярной плазмы
рассмотрен в 25, а для плазмы в инертных газах расчеты проведены в 2 7 .
Для различных предельных случаев получены простые формулы; в общем
же случае они, естественно, сложны; часто значения ε, σ и К находятся
лишь с помощью численного интегрирования. _

Существенно подчеркнуть, что результаты расчета ε, σ и К для
слабо ионизированной плазмы по формуле (2,47) почти всегда лишь
незначительно (до 10 -у 15%) отличаются от результатов расчета тех же
величин по приведенным выше более простым формулам для сильно
ионизированной плазмы (имеются, конечно, в виду сравнения результа-
тов при той же напряженности поля, тех же значениях I и Ьуп и т. п.).
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Например, в сильном постоянном электрическом поле в случае упру-
гих соударений с молекулами для слабо ионизированной плазмы

<**> 0 6 0 4
V

а для сильно ионизированной плазмы

1 кТе = К~ 0,613 ^ML .
1 I Ьуи

2.5. П р о и з в о л ь н а я с т е п е н ь и о н и з а ц и и .
Об э л е м е н т а р н о й т е о р и и

а) П е р е х о д от с и л ь н о к с л а б о и о н и з и р о в а н н о й
п л а з м е . Выше были рассмотрены предельные случаи слабо ионизи-
рованной плазмы, когда междуэлектронные соударения не существенны,
и сильно ионизированной плазмы, когда, наоборот, вид функции /0

определяется именно междуэлектронным и соударениями. Рассмотрим
теперь промежуточный случай, когда на вид функции /0 существенно
влияют и междуэлектронные соударения и соударения электронов
с тяжелыми частицами 3 1 . В уравнении для функции fx при этом между-
электронными соударениями можно пренебречь, поскольку ν β ~ δ ν < ν .

Поэтому функция fj по-прежнему записывается в виде fj = — и -~

(см. (2,31)).
Задача сводится, таким образом, к анализу одного уравнения для

функции /0

(/,) = 0, (2,48)

где коэффициенты А1 и А2 — интегралы, зависящие от функции /0 (2,18).
В стационарных yi/ловиях (постоянное или быстропеременное электри-

ческое поле) первым членом в уравнении (2,48) можно пренебречь. Реше-
ние оставшегося нелинейного интегро-дифференциального уравнения
может быть найдено методом итераций. Этот метод дает хорошую сходи-
мость, поскольку изменение функции /0 при переходе от слабо ионизи-
рованной к сильно ионизированной плазме вызывает лишь небольшое
изменение интегральных коэффициентов A1(f0) и Л2 (/0) (ср. § 2.4г).

Выбирая в качестве нулевого приближения f(

o

m максвелловскую
функцию распределения с температурой электронов, которую нужно
найти из уравнения (2,24), убеждаемся в том, что в следующем при-
ближении

_ с е х р ί _
—с-ехр,

1

Здесь для простоты учтены лишь упругие соударения электронов

где Φ (χ) = ——- \ ехр { — ζ2} dz — интеграл вероятностей, χ = ,

a ve = \е (р) — частота соударений между электронами (она дается фор-
мулой (2,16) с заменой 7V; на N). В сильно ионизированной плазме
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основную роль в выражении (2,49) играют коэффициенты Л'0) и А£\
так что функция /"* в этом случае — максвелловская; в слабо ионизи-
рованной плазме, напротив, коэффициентами А™ и А(°' можно пренебречь
и функция /J,1' в сильном поле — дрювестеиновская, как это и должно
быть. На рис. 8 показан переход от максвелловского распределения к

то*
Ю2кТе

Р=50

Рис. 8.

распределению Дрювестейна в зависимости от степени ионизации плазмы,
точнее, в зависимости от параметра

,. пеЧп{ —|— )
уе(1>0)

Здесь υ0=

( )J
iV.n

1 эвp. 1Q7 "ч ( L άα λ2 / Ю 1 6 смг\ / 1 0 4 Λ

Τ —
eEl

температура электронов.

(2,50)

Из рисунка

видно, что примерно в середине между максвелловской и дрювестейнов-
ской лежит кривая, отвечающая значению р = Ъ. Следовательно, при
ρ > 5 распределение — максвелловское и плазму можно считать «сильно
ионизированной», т. е. использовать формулы, полученные в § 2.3; при
ρ <С 5 плазма «слабо ионизирована». Следует отметить, что область пере-
хода растянута, причем особенно сильно при больших скоростях, т. е.
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в «хвосте» функции распределения: из рисунка видно, например, что
в «хвосте» отклонения от распределения Максвелла значительны даже
при ρ = 50. Вообще максвелловское распределение в «хвосте» (т. е. при
больших ν) можно считать имеющим место только тогда, когда ρ больше,

f την- У
" е М ( 2кТе ) •

б) У с л о в PI я π ρ и м е н и м о с τ ir э л е м е н т а р н о й т е о р и и .
Выше уже отмечалось, что выражения для диэлектрической проницае-
мости, проводимости и средней энергии электронов в плазме в общем
случае довольно сложны. Мы видели также, что для тех же величин
в элементарной теории получены весьма простые, удобные для расчета
формулы. Существенно поэтому выяснить, когда же для расчета
средних величин, таких, как ε, σ и К, можно пользоваться элементарной
теорией и когда для этого необходимо использование кинетической теории.

Существенное качественное различие между элементарным и кинети-
ческим рассмотрением проявляется лишь в некоторых случаях при ана-
лизе нестационарных эффектов 1 4 · 4 2 . Для стационарных эффектов, рас-
сматриваемых в настоящей статье, элементарная и кинетическая теории
приводят всегда к качественно одинаковым результатам. Поэтому при
анализе вопроса о применимости элементарной теории речь здесь может
идти лишь о величине количественной ошибки, допускаемой при элемен-
тарном расчете *).

Рассмотрим вначале простейший случай, когда частота соударений
электрона ν и доля энергии δ не зависят от его скорости 64~68> 2 5 .
Решение кинетического уравнения (2,20) имеет в этом случае следую-
щий вид:

3/2 ( ιιιν2

{где температура Те и средняя направленная скорость электронов опре-
делены уравнениями:

g- + uv{T.-T) = l
аи. е /р , 1 , и~~- + vu = — ( Ε + — [иН]
dt my с L J

ЭТИ уравнения для и и Те тождественны уравнениям элементарной
теории (1,3), (1,11) при постоянных бэ фф=го и ν3φφ==ν. Другими сло-
вами, элементарная теория фактически отвечает предположению, что ν
и 6 не зависят от ν. Ясно поэтому, что π в тех случаях, когда ν и ό
не слишком сильно зависят от ν, ошибка, допускаемая при элементарном
расчете, должна быть небольшой (вместо ν (ν) и δ (ν) в элементарной
теории, т. е. в уравнениях (2,52), естественно при этом использовать
значения ν3ψφ (Те) и бэфф (Те),определенные согласно (2,25), (2,26)).

Соответствующий анализ, проводившийся в 20> 2 5 , показывает, что
в сильно ионизированной плазме (т. е. для максвелловского распределе-
ния) расхождение результатов элементарного и кинетического расчетов j и К
незначительно, если выполнено условие

£>

(2,53)

*) Сказанное относится, разумеется, к вычислению средних величин (К, j).
Очевидно, что для нахождения распределения электронов по скоростям использова-
ние кинетической теории в той или иной ее форме неизбежно.
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Здесь Dv — величина, характеризующая отклонение числа соударений
электрона от его среднего (эффективного) значения; иначе говоря, Dv

характеризует зависимость ν от ν. Если, например, ν = const, то Dv = 0;

при \=A-v, т. е. при \афф^УТе, -~ c^0,i; при ν = — (при ν ο φ φ ~ Τ~λ 2)
у эфф υ

—2-̂ - = 0,1; при ν — Аи2 (при vB$$-~-.7'e) - ^ - = 0,4. В реальной плазме
^ ф ф ^ ф ф
при соударениях с молекулами число соударений обычно пропорцио-
нально 71", 0 ̂  α <ςθ,8 (см. 23> 2 4 ) ; критерий (2,53) при этом всегда выпол-
няется, так что ошибка, совершаемая при расчете σ, ε, К по формулам
элементарной теории, относительно невелика. Например, в случае, когда
ν 3 φ φ ~ Te'

J, как видно из табл. II и рис. 4, максимальная ошибка,
имеющая место при ω = 0, для σ равна 13%, а для ε равна 51%. При
высоких частотах ω2 > ^ э ф ф элементарный расчет оказывается вообще
точным, что является следствием выбора эффективной частоты соударе
ний в элементарной теории в виде (2,25). Число соударений с ионами

сильно зависит от скорости электрона (2,16); отношение 2

 ν оказываете»
ν 3 φ φ г

в этом случае весьма большой величиной

1η2 ( JlJj

Вследствие этого при соударениях с ионами условие (2,53) выполнено лишь
для высокочастотного электрического поля при ω > | Λ ϋ ν ~ ( 10-^-100) νΒφψι·
Если же ω < У Dv, то при расчете σ и ε нужно, вообще говоря, поль-
зоваться результатами кинетической теории, т. е. учитывать поправоч-
ные коэффициенты <%"„ и а%г, приведенные в табл. II и на рис. 5.
Максимальное отличие элементарных формул от кинетических имеет
место в постоянном поле (ω = 0), когда*) <^σ = 1,95 и е&"Ё = 4,59 (напом-
ним, что элементарной теории отвечают значения Х^~о/Сг = 1).

В слабо ионизированной плазме функция распределения может быть
существенно немаксвелловской. Для справедливости элементарного рас-
чета в этом случае необходимо, чтобы, кроме (2,53), выполнялись также
условия:

1 Те ΊνΒφφ У(те-Т)
2 У„„.А dTR \>(Т Й - 'Л-К .

(2,54)
1 Те <*δ8φφ у (Те-Τ)

бэфф dTe Ч\Те — Т) + 1
Τ1 είδ ΑΛΊ 2v^ix dv i Φ

где У = т- 7[т ~~\ 24Г2 j | r ^ — ~ · Д л я выполнения условий (2,54)
эфФ е Ί э φ φ е эфф

необходимо, чтобы при низкой частоте ω2 ̂  ν | φ φ и ν 3 φ φ и б э ф ф слабо
зависели от Те (если ν 3 φ φ и б э ф ф пропорциональны Т", то критерий
(2,54) выполнен, только если — 0,25 < α < 1). При высокой частоте (оа > ν | φ α

необходимо, чтобы лишь бэ ф ф слабо зависело от Те. Существенно, что
ошибка элементарной теории резко растет в области, где νΒφφ и бэфФ

убывают с ростом Те. В плазме, образованной как в одноатомных, так
и в молекулярных газах, условия (2,53), (2,54) обычно выполнены (кроме

*) Речь идет о полностью ионизированной плазме с однократными ионами
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области больших энергий кТе 5й 2 эв, где бЭфф энергично растет с ростом
Те, а также области эффекта Рамзауэра в тяжелых инертных газах).
Поэтому ошибка, допускаемая при расчете σ и К по формулам элемен-
тарной теории и в случае слабо ионизированной плазмы, обычно невелика
{до 40%); ошибка при вычислении ε в низкочастотном электрическом
поле может быть больше (до 100%).

(Окончание статьи и цитированной литературы—в следующем выпуске.)
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