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УСПЕХИ ФИЗИЧЕСКИХ НАУК

ОСНОВАНИЯ СТАТИСТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ, ч. II

Д. Тер-Хар

IV. //-ТЕОРЕМА В КВАНТОВОЙ СТАТИСТИКЕ*)

IV. 1. Η-τ е о ρ е м а в э л е м е н т а р н о м

р а с с м о т р е н и и

Известно, что переход от классической механики к квантовой
относительно мало повлиял на статистическую механику. Те же
самые методы, которые с успехом использовались в классической
термостатике, оказалось возможным перенести на случай кванто-
вой термостатики. Статистические методы по сравнению с другими
оказались наиболее пригодными к использованию в новых условиях.
Известно также, что квантовая механика возникла на почве стати-
стических рассмотрений — имеется в виду развитие Планком теории
излучения чёрного тела О О Р 1 ' О О Р 2 , см. также 4 3 Р , где сам Планк при-
водит аргументы в пользу введения кванта действия. Не удивительно
поэтому, что вопросы, связанные с применением квантовой теории
в статистических рассмотрениях, явились предметом ряда статей
даже до появления старой квантовой теории Б о р а 1 3 Ш - 1 3 В 2 , не
говоря уже о современной квантовой теории — так называемой вол-
новой или матричной механике 2 0 Н ' 2 5 В · 2 6 S i **) . Первоначально иссле-
довался главным образом вопрос сб априорных весах (см. раздел IV. 3),
однако после появления волновой механики многие авторы (напри-

м е р > 27N1, 27N2, 29D, 32N3, 35D, 36D, 40Н) продемонстрировали, КЭКИМ Обра-

зом ансамбли Гиббса можно с успехом использовать в квантово-ме-
ханическом рассмотрении. Во многих отношениях термостатика

*) Окончание. Начало см. УФН 59, вып. 4 (1955).
**) Обзоры развития как старой, так и современной квантовой теории

можно найти в литературе (например, 1 9 S ' з з н > 3 8 К ) .

1*
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легче укладывается в рамки квантовой механики, чем классической
механики; это связано с тем, что квантовомеханическим предсказа-
ниям присущ, статистический характер. Например, даже если мы
получили максимум сведений о рассматриваемой физической системе,
т. е. имеем дело с тем, что Нейман называл ч и с т ы м с л у ч а е м ,
то и тогда можно проверить лишь предсказания, делаемые на осно-
ве соответствующей волновой функции с использованием ансамбля *).

В квантовой статистике, так же как и в классической, имеются
различные пути подхода к проблеме, которую мы рассматриваем
в настоящей работе. Перед нами опять стоят вопросы (А) и (В),
поставленные во Введении, и спять мы можем попытаться рассмо-
треть прежде всего изолированные системы либо при помощи исполь-
зования квантовомеханического аналога //-теоремы, либо при помо-
щи квантовомеханической эргодической теоремы. В качестве альтер-
нативы можно рассмотреть ансамбли и вопрос об изображающих
ансамблях. В части IV в начале [раздел IV. 1] обсуждается случай
изолированных систем при псмсщи так называемого э л е м е н т а р -
н о г о м е т о д а рассмотрения (см. ESM, гл. IV), и прежде всего
показано, каким образом изучается в этом случае равновесное рас-
пределение, а затем рассматривается //-теорема. После этого
[раздел IV.2] будет обсуждена //-теорема в теории ансамблей.
В заключение мы обратимся к вопросу об изображающих ансамблях
и выборе априорных весов [раздел IV.3]. В следующей части V
рассмотрена квантовомеханическая эргодическая теорема.

Прежде чем излагать элементарный метод, желательно кратко
ознакомиться с работой Орнштейна и Крамерса 27°, посвященной
изучению равновесия в системе частиц Ферми — Дирака [ср. также
статьи Нордгейма28К и Гальперна и Дермана3 9 н]. В этой работе
они показали, каким образом можно вывести распределение Ферми
из чисто кинетических соображений без привлечения каких бы то
ни было (вернее сказать, почти никаких) иных аргументов. Они
рассуждали следующим образом. Рассмотрим систему независимых
частиц и пусть каждая частица способна занимать энергетические
уровни s,k, для простоты невырожденные. Рассмотрим теперь
«столкновение» между двумя частицами, причём энергии до столкно-
вения пусть были ε. и гу-, а после столкновения е;> и гу. Закон
сохранения энергии приводит к соотношению

S i + e, = e /.-t-e /-. (IV. 1,1)

Обозначим вероятность этого перехода через а, вероятность обрат-
ного перехода через а', число переходов в единицу времени в одном
направлении через А, число переходов в обратном направлении

*) Это, например, детально разобрано Кемблом3 7 К (особенно раз-
дел 14в); см. также раздел IV.3.
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через А'. Величины А и А' удовлетворяют соотношениям

А = an,nj (1 - щ.) (1 - пг), (IV. 1,2)

А' = а'щ.пг (1 - л,) (1 - я,), (IV.1,3)

где и(., и;-, nv и лу — средние числа частиц в энергетических состоя-
ниях ег, sy, &ι· и еу. соответственно. Соотношения (IV.1,2) и (IV.1,3)
вытекают из того, что число переходов пропорционально не только
среднему числу частиц в состояниях i и у, но и вероятности найти
состояния i' и У незанятыми, ибо в противном случае переход не
может осуществиться из-за принципа Паули25Р> 2 7 Р .

Если система находится в равновесии, имеем

Предположим теперь, что

а = а!\ (IV. 1,5)

из (IV. 1,2) — (IV. 1,5) получим тогда

m^rrij = nti-mj', (IV.1,6)
где

т ; = я ;/(1-« ;). (IV.1.7)
*

Соотношение (IV. 1,6) в равновесии должно удовлетворяться для
любой пары состояний г., ε,·. Точно так же, как распределение
Максвелла вытекает из (1.1, 12) и условия сохранения энергии, так
и в нашем случае из (IV. 1,6) при условии (IV. 1,7) получим, что
в равновесии

m^expfr-fa); (IV. 1,8)
или, используя (IV. 1,7),

« ;=1/[εχρ(-μ + Ν + 1], (IV. 1,9)

что и является распределением Ферми 2 6 F 1 .
Здесь необходимо отметить (1), что соотношение (IV. 1, 2) осно-

вано на чисто кинетических соображениях и не использует никаких
квантовомеханических аргументов и (2), что соотношение (IV. 1,5)
введено в качестве предположения, заменяющего гипотезу о числе
столкновений, рассмотренную в разделе 1.1.

Можно упомянуть, что Орнштейн и Крамере обсуждали вопрос
о том, можно ли вывести соотношение (IV.1,5) из фундаментальных
принципов и указали, что из рассмотрения Гайзенберга26Н и Иор-
дана2 6·1 следует, что вместо (IV.1,5), исходя из квантовой механики,
можно получить лишь гораздо более слабое соотношение

Σ , 7 (аи; ΪΓ - о/г; //) = 0· (IV. 1,10)

В (IV. 1,10) Qij. Vj· и ai'j'-jj обозначают вероятности переходов, до
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сих пор обозначавшиеся через а и а'; суммирование ведётся по всем
парам значений ε,., sy-, для которых ег -{- еу· одинаково. Вопрос о том,
в какой степени соотношение (IV. 1,5) следует из (IV. 1,10), связан
с вопросами, рассмотренными в разделе (IV.3) и Приложении V,
к которым мы и отошлём читателя *) .

Мы не показали, что распределение, отличное от распреде-
ления, задаваемого соотношением (IV. 1,9) будет стремиться к по-
следнему. Это легко усмотреть, используя выражение для энтропии
системы независимых ферми-дираковских частиц **) [см., например,
ESM, стр. 406, выражение (1.3,6), а также (IV. 1,28)]; имеем

Σ/[(1 — яг)1п(1 — «£) + «(. In/г.]. (IV.1,11)

Скорость изменения Η даётся выражением

dHjdt = Σ. In [n.J(\ — п.)] drilldt =

= 2 V ; v r In [Л//(1 - и,)] {αιΊ.; ummj. (1 - щ) (1 - nj) —

- al/: irn.nj (1 - n,) (1 - nr)!. (I V. 1,12)

В (IV. 1,12) суммирование ведётся сначала по всем энергетическим
уровням Bt, затем по всем энергетическим уровням еу-, с которыми
могут происходить столкновения, и далее по всем парам энергетиче-
ских уровней ε,-- и еу, которые могут быть получены в результате
столкновений между частицами в состояниях г. и еу. Для того
чтобы получить симметричное выражение, в котором суммирование
проводилось бы как по парам е. и sj, так и по парам ε? и sy·-,
напишем

dHldt^Zij, vra \nvnr (1 - nt) (1 - rij) - n.tij (1 - «,,) (1 - nr)\ X

X {In [«Λ·/(1 - «г) (1 - « , · ) ] ! , (IV.1,13)

где использовано соотношение (IV. 1,5). Если взять теперь полусум-
му выражения в правой части (IV.1,13) и выражения, получаемого
из него путём перестановки lj и i'j" [ср. обсуждение выражения
(1.1,9)], то получим

dHjdt =

4
Χ [n,nr (1 - Β /) (1 - nj) - я / Я у (1 - щ.) (1 - «у)] < 0; (IV.1,14)

*) Интересно отметить, что соотношения (IV.1,10) достаточно для вы-
вода распределения Максвелла — Больцмана, если, конечно, в (IV.1,2)
и (IV.1,3) отсутствуют множители (1—Яу,) и т. д.; ср. в этой связи так-
же S 4 K раздел 14, 5 3 Т и 5 4 L .

**) Такие частицы иногда называют ф е р м и о н а м и , а частицы
Бозе — Эйнштейна б о з о н а м и .
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здесь знак равенства имеет место лишь если лг удовлетворяют
(IV. 1,9). Из сказанного, таким образом, ещё раз явствует, что
приближение к равновесному распределению можно доказать при исполь-
зовании предположения о числе переходов. Обсуждение вывода вы-
ражения (IV. 114) мы проведём после того, как будет изложен
элементарный метод рассмотрения.

В элементарном методе энергетические уровни берутся группами,
причём уровни одной группы соответствуют приблизительно одина-
ковой энергии. Пусть г-я группа содержит Z ; уровней и пусть
в системе имеется Nt частиц с энергиями, лежащими внутри этой
группы; пусть, далее, £\ — приближённое значение энергии для
уровней группы. Прежде всего мы хотим найти равновесное распре-
деление Nt; определим его ещё раз (см. раздел 1.3), как наиболее
вероятное распределение. Нам необходимо тогда найти априорные
вероятности W (Л/() для данного распределения, в соответствии
с W (Z) выражения (1.3,1). В этом месте необходимо провести раз-
личие между статистиками Больцмана (Бо), Ферми — Дирака (Ф. — Д.)
и Бозе — Эйнштейна (Б. — Э.). Необходимо прежде всего помнить,
что квантовая механика связана с учётом двух обстоятельств, не
имеющих места в классической механике, а именно диффракционных
эффектов и эффектов симметрии *). Первые из них появляются уже
в старой квантовой механике и ответственны за существование
квантования энергии, углового момента и т. д. Вторые связаны
с необходимостью принимать во внимание, что в природе, очевидно,
существуют лишь такие системы тождественных частиц, для кото-
рых волновые функции либо полностью симметричны по всем части-
цам (Б. — Э.), либо полностью антисимметричны (Ф. — Д.) **).

С первого взгляда может показаться, что, следовательно, допу-
стимы лишь статистики Б. — Э. или Ф. — Д. Однако имеются случаи,
как, например, система частиц решётки кристалла, когда тожде-
ственные частицы могут быть различимы; скажем, в случае кристалла,
ло месту, занимаемому в решётке [ср. 4 9 R, гл. III, раздел 1]. Тогда
мы имеем дело со статистикой Больцмана— с одним небольшим
отличием, которое будет указано ниже. Статистика Б. — Э. была
введена Бозе 2 4 В ***) для световых квантов; он использовал её для
вывода закона излучения Планка. Эйнштейн 24Е2> 2 5 Е 1 · 2 5 Е 2 применил
статистику Б. — Э. к идеальному газу и показал, каким образом

*) Обсуждение важности этого различия дано в 5*н з.
**) Для анализа причин, почему некоторые из частиц подчиняются

статистике Б. — Э., а другие статистике Ф. — Д., отсылаем к литературе
(например, ®В2, 40Р1, 40Р2, 49W2)#

***) Эта работа была переведена Эйнштейном, добавившим следующее
замечание: «Вывод формулы Планка, сделанный Бозе, по моему мнению,
представляет собой важный шаг вперёд. Используемая здесь методика
может быть применена также и к квантовой теории идеальных газов, как
это я покажу в другом месте».
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получается так называемая эйнштейновская конденсация — явление,
могущее иметь отношение к λ-переходам в жидком гелии (ср. гл. IX
ESM). Ферми26F1 ввёл в статистические рассмотрения принцип исклю-
чения Паули25Р> 2 7 Р , а Дирак 2 6 0 проанализировал связь между ста-
тистикой и волновой механикой. Эренфест и Уленбек (27Е, см. так-
же 2 7 и ) показали, каким образом статистику Больцмана можно
включить в квантовую статистику.

Приступим теперь к вычислению W (Л^). Пусть я, — число
частиц на энергетическом уровне еу· и пусть W (иу) — вероятность
для распределения itj. Имеем тогда

Г (Л/,.) = Σ W («,·); (IV.1,15)

здесь суммирование распространено по всем Иу-распределениям, при-
чём для каждой группы

Ση;.= Νι, (IV. 1,16)

где sj, по которым ведётся суммирование, принадлежат группе Z ;.
Наша проблема сведена теперь к нахождению W (я,·), т. е. вероят-
ности того, что N частиц распределены по различным энергетиче-
ским уровням, по предположению не вырожденным, причём на уров-
не Bj имеется rij частиц.

В случае статистики Б. — Э. для любого заданного распределе-
ния имеется лишь одна волновая функция и, следовательно,

W B . - Э . («,) = !· (IV. 1,17)

В случае статистики Ф. — Д. возможны лишь полностью анти-
симметричные функции. Это значит, что каждый уровень может
быть либо занят одной частицей, либо свободен, но не может быть
занят более чем одной частицей. В этом случае, следовательно,
имеется либо одна возможная волновая функция, либо ни одной

W V - f l . ( « y ) = l , если все /гу = 0 или 1, | ^

W<&. _ д. (η/) = О, если по крайней мере одно из я,- ̂ > 1. ]

Наконец, в случае статистики Больцмана любая из .V! переста-
новок переменных N частиц в волновой функции ведёт снова к
допустимой волновой функции. Поскольку перестановка п;- частиц на
одном и том же уровне не меняет волновой функции, можно положить

При этом не принимается во внимание тот факт, что хотя иногда
можно перенумеровать частицы, но проследить путь каждого отдель-
ного атома мы не в состоянии и таким образом преувеличива-
ется вес каждого яу-распределения в N1 раз, что является числом
различных микросостояний, соответствующих одному и тому же
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макросостоянию *). Следовательно, в случае статистики Больцмана
необходимо использовать вместо (IV. 1,19) выражение

Г Б о ( л у ) = Лу(1/й,!). (IV. 1,20)

Мы можем теперь использовать соотношения (IV. 1,15) — (IV. 1,18)
и (IV. 1,20) для вычисления W (NJ. В случае статистики Больц-
мана легко получаем (ср. ESM, стр. 74), что

В случае статистики Б. — Э. нам нужно найти число различных
способов, какими Nt частиц могут быть распределены по Ζ(· уров-
ням; получаем

WB. _ э. (Щ = Л , \{Ni + Zt ~ \)\1Щ (Zt - 1)!]. (IV.1,22)

Наконец, в случае статистики Ф. — Д. нужно найти число раз-
личных способов, какими Nt частиц могут быть распределены по
Ζ(· уровням, причём на каждом из уровней не должно быть более
одной частицы; получаем

Г Ф . _ д. (Nt) = Л, [Ζ,.Ι/ty! (Ζ, - .V,.)!J. (IV. 1,23)

Предположим теперь, что все Z ;, Nt и Z(. — Nt (в случае Φ. — Д.)
являются большими числами, так что для факториалов можно исполь-
зовать выражение (1.3, 3). Получаем

In W (Nt) = Σ. [(Л/г + αΖ,) In f(Z(.//V(.) + a] - aZt In (ZJNJ}, (IV. 1,24)

где

« Б О = 0 , «Б. - э . = 1, « Ф . - Д . = — 1 ; (IV. 1,25)

отметим, что в случае Больцмана опущен член Σ .V,- ( = Ν), не су-
щественный для нашего рассмотрения. Из (IV. 1,24) можно усмотреть,
что в пределе NijZi —> 0, т. е. для чрезвычайно разреженных систем
или для систем при очень высоких температурах, эти три выраже-
ния совпадают.

Равновесное распределение находится путём максимализации
In W (Nt) при условиях постоянства полной энергии и полного числа
частиц

Σ Nt = Ν, Σ NiEi = Ε; (IV. 1,26)

в результате находим [ср. рассмотрение в разделе I. 3]

In [(Ζ,. + аЛд/ty] = - μ + Щ, (IV. 1,27)

*) Важность опускания множителя Ν\ упоминается также в моногра-
фии Гиббса020 (гл. XV) и работе Нордгейма 2 4 Ν .
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что приводит к общеизвестным выражениям для распределений
Больцмана, Ферми — Дирака и Бозе — Эйнштейна.

Докажем теперь приближение к равновесию *). Используя соот-
ношение Н— — S/k и соотношение Больцмана — Планка S = k In W,
имеем для нашей //-функции

Η = Σί {aZtln(ZilNi) ~ W + aZ,) h [(Ζ,. + αΝ,)/^]] . (IV.1,28)

Пусть Nij-ti·/- — число таких переходов в единицу времени,
когда каждая из групп Zt и Zj теряет одну частцу, а каждая из
групп Zj' и Ζ у приобретает одну частицу. Такие переходы возмож-
ны лишь в случае сохранения энергии, или если

Е, + £ у = £,- + £у.. (IV. 1,29)

В Приложении V будет показано, что Ν^; ν у удовлетворяют урав-
нению

Nt/i rj' = Aij. irNtNj {Ζ, + *Nr) (Z,· + aNr), (IV.1,30)

причём мы будем предполагать [ср. (IV.1,5)], что

Теперь совершенно так же,,как было получено выражение (IV.1,14),
найдём **)

dHjdt = Σ, (dNJdt) In [Λ/;/(Ζ; + аЩ] =

= "τ Σ ι 7 ; J7,
Α №·Ν'- &' + α Λ / ' ' ) (ζ; + αΝΑ ~

- NtNj (Ζ, + aNr) {Zy + aNj')} X

Χ In [N,Nj (Ζ, + α/V,) (Zy + aNj^Ni-Nj. X

Χ (Ζ, + aNJ (Zj + аЛГу)] < 0. (IV. 1,32)

Знак равенства имеет место лишь в случае выполнения соотноше-
ния (IV.1,27).

Мы ещё раз получили уравнение, из которого видно, что Η
монотонно убывает до тех пор, пока не установится равновесие.
Как (IV.1,32), так и (IV.1,14) выведены при использовании гипо-
тезы о числе столкновений и с помощью рассмотрения вероятностей
переходов. Обсуждение при этом, очевидно, можно вести в плане
раздела 1.3; в частности, можно и в настоящем случае рассмотреть

*) Мы следуем здесь рассмотрению Паули 2 8 Р; ср. также рассмотрение
Нордгейма 2 8 Ν. Нордгейм в особенности интересовался распределением
электронов в металлах (ср. также i j r ) .

**) Следует отметить, что Zj -\* aN% никогда не отрицательно, так
«ак в Ф. — Д. случае Ν J Z
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ожидаемую частоту появления флуктуации. Точно так же, как исполь-
зование выражения (1.3,1) для вероятности осуществления состояния
-было основано на выборе равных априорных вероятностей для рав-
ных объёмов фазового пространства, также и использование выра-
жений (IV. 1,21) — (IV.1,23) основано на предположении о равенстве
априорных вероятностей для всех невырожденных квантовых состоя-
ний, что можно усмотреть из вывода этих выражений. Это предпо-
ложение будет обсуждено в разделе IV.3; там же будет рассмотрен
и вопрос о том, в какой степени можно оправдать соотношения
(IV.1,31), исходя из фундаментальных принципов*).

I V.2. Η-Ύ е о ρ е м а в к в а н т о в о й т е о р и и а н с а м б л е й * * )

Рассмотрение в предыдущем разделе соответствовало рассмотре-
нию раздела 1.3 в классическом случае. Теперь мы будем иметь
дело с квантовомеханическим аналогом части III. Прежде всего
в настоящем разделе будет рассмотрена мелкоструктурная плотность.
Затем будет введена крупноструктурная плотность и рассмотрена
величина Σ, связанная с Σ раздела III.1, причём будет обращено вни-
мание на некоторые обстоятельства, в которых выступают неболь-
шие отличия от классического случая. После этого будет кратко
рассмотрено влияние измерений * * * ) . Вопрос об изображающих ансам-
блях и сб априорных вероятностях перенесен в раздел IV.3.

Известно, что так называемая матрица плотности ρ * * * * ) , введён-
ная Нейманом ( 2 7 Ν Ι ; см. также 27№, 29D, зош, 30D2, з т , згмч, ЗЗР, зш, 36D.37K,
4он, 54Т ESM, гл. VII), играет в квантовой статистике роль п л о т -
н о с т и а н с а м б л я ρ классической статистики. Эта матрица плот-
ности играет важную роль также и в других квантовомеханиче-
ских рассмотрениях, однако здесь не место обсуждать использование
матрицы плотности для каких-либо иных, не статистических целей.

Мелкоструктурная матрица плотности ρ вводится следующим
образом. Пусть ψ — нормированная волновая функция, описывающая
k-ю систему ансамбля, и пусть φ η — полный набор ортонормирован-
ных функций в гильбертовом пространстве волновых функций * * * * * ) .

*) Недавно Штюкельберг с сотрудниками 2 5 S 2 > 5 4 t обосновал убывание
Η при помощи унитарности так называемой ^-матрицы.

**) Сравни 3 8 Т , гл. XII, часть А; в нашем рассмотрении в значительной
степени используется эта работа.

***) Для подробного рассмотрения этого вопроса отошлём к книге Ней-
мана 3 2 Ν 3 и к недавней работе Гренезольда 4 6 0 2 .

****) Все матрицы обозначаем жирным шрифтом.
*****) Для простоты предположим, что φ η образуют дискретную после-

довательность, так что в (IV.2,1) будет сумма. Нетрудно распространить
формулы на случай, когда сумму следует заменить интегралом (интегра-
лом Стильтьеса, в случае необходимости); предоставим это читателю.
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Можно тогда следующим образом разложить

где

(IV.2,1)

(IV.2,2)

здесь Ηпт — матричный элемент оператора Гамильтона Η

здесь звёздочка обозначает комплексное сопряжение, а <ίτ — элемент
объёма в пространстве координат*).

Для описания k-Pi системы мы можем использовать а* вместо ψ*.

Эти два представления эквивалентны; если ψ удовлетворяли урав-

нению Шредингера

Ηψ* = #ψ*, (IV.2,3)

то ak

n удовлетворяют преобразованному уравнению Шредингера

я-<; ( ΐ ν · 2- 4>

(IV.2,5)

Физическое значение величин ак состоит в том, что они являют-

ся амплитудами вероятности; I ak

n

 2 есть вероятность того, что k-я си-

стема описывается функцией <оп. Из нормировки ψ* и того факта,

что Ф„ образуют полный ортонормированный набор, вытекает, что

~~ * | 2 = 1 · (IV.2,6)

Мы можем теперь ввести оператор плотности Ρ или м а т р и ц у
п л о т н о с т и , определив его соответствующими матричными эле-
ментами

N

Ρ*,« = 4τΣ«> (IV.2,7)

где N — число систем в ансамбле.
Среднее значение (G) физической величины G, которая теперь

соответствует оператору G, даётся выражением

k*Gfdz, (IV.2,8)

*) В наших формулах мы ограничиваемся случаем, когда волновые
функции являются скалярами. Нетрудно распространить формулы на слу-
чай, когда они являются спинорами или ундорами 3 9 В 1 .
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причём усреднение проводится ДЕЭЖДЫ: сначала по волновой функции
и затем по ансамблю.

Вводя величины а*, получаем *)

. (IV.2,9)

В качестве примера, из отношения (IV.2,9) следует нормировка ρ.
Полагая G = l , имеем

l = T r p ; (IV.2,10)

это же соотношение следует непосредственно из (IV.2,6).
Показатель вероятности η снова связан с ρ соотношением

Ρ = ε χ ρ η , (IV.2,11)

где правая часть представляет собой сокращённую запись бесконеч-
ного экспоненциального ряда

Здесь можно указать, что введение в квантовую статистику
больших ансамблей не вызывает никаких дополнительных затрудне-
ний. Мы можем предположить, что вторичное квантование прове-
дено **) и таким образом все волновые функции выражены в виде
произведений матриц Иордана — Клейна и Иордана — Вигнера.
Используемый формализм при этом остаётся без изменений.

Введём теперь величину σ соотношением

или, используя (IV.2,11) и (IV.2,9),

Как и в разделе III. 1, мы можем показать, что σ обладает рядом
минимальных свойств (ср. 3 6 D ) . Для этого выберем вначале в качестве
полной ортонормированной системы Ф„ полную ортонормированную
•систему собственных функций гамильтоновского оператора и опера-
тора числа частиц***). Состояние, соответствующее ν частицам

*) ТгА — сокращённое обозначение следа, или шпура, оператора А,
т. е. суммы его диагональных элементов: ТгА = 1„ А„„.

**) Метод вторичного квантования ( 2 8 J; см. также 2 7 J 2 ' 3 4 F ) изложен, на
пример, в монографии Крамерса38^, раздел 72.

***) Опять мы ограничимся случаем, когда присутствуют частицы
•одного сорта. Настоящее рассмотрение легко распространить на случай
•частиц различных сортов.
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с энергией системы Ek (v) *), будем обозначать двойным индек-
сом k, v; матричный элемент перехода между двумя состояниями,
скажем, &,νχ и /,ν2, будем обозначать (k, ν3; /,ν2), например

Я (Α, ν3; /, ν2).

Величина σ обладает следующими свойствами:
а) Если ансамбль таков, что все системы состоят из одина-

кового числа частиц N и энергии всех систем лежат внутри задан-
ного интервала Е, Е~\-ЬЕ, то σ будет минимальна, если ρ опреде-
лено соотношениями

ρ (k, vj; /, ν2) = cokfi,iNb^N при Ε < Ek (Λ/) <

ρ (я, Vjj /, ν2) = 0 в иных случаях;

здесь bkl — символ Кронекера, а с — постоянная.
б) Если ансамбль таков, что все системы состоят из одина-

кового числа частиц N, но задана лишь средняя энергия, т. е.
Ρ удовлетворяет условию

то σ будет минимальна, если γ определено соотношением

ρ (Α, ν /, ν2) = δ , Λ , ^ ν ν β χ ρ {β (ψ - Ek (N)]}. (IV.2,17)

в) Если заданы только среднее число частиц и средняя,
энергия систем ансамбля, т. е. р удовлетворяет условию (IV.2,16)
и условию

где ν — оператор числа частиц, то σ будет минимальна, если Ρ опре-
делено соотношением**)

ρ (Α, να; /,v2) = 3 f t ;SV i V >expf- 9 + v i f * - P ^ * W J · (IV.2,19)-

Докажем последнее из сделанных утверждений; доказательство
остальных двух проводится совершенно аналогично. Как и в разделе
III. 1, плотности, определяемые выражениями (IV.2,15), (IV.2,17)
и (IV.2,19), соответствуют ансамблю с энергетическим слоем, макро-
каноническому ансамблю и каноническому большому ансамблю соот-
ветственно, а величины β, ψ и μ имеют прежний смысл.

*) Для простоты предположим, что все энергетические уровни невы-
рождены.

**) В этом случае в действительности нет необходимости производить
специальный выбор ср„. В общем случае (IV.2, 19) будет иметь вид

— Щ.
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Доказательство (в) проводится следующим образом (ср. з ш , раз-
дел 8):

Рассмотрим две матрицы плотности ρ х и Ρ 2, причём Ρ г пусть
задана выражением (IV.2,19), а Р 2 соотношением

(IV.2, 20)

Величина σ2 — а1 имеет вид

σ2 — σ ι = Т г (Ъ е х Р Ъ — Ъ е х Р *h)· (IV.2,21)

Правую часть выражения (IV.2,21) можно переписать в виде

Тг [(η2 - 4 l ) exp Yj2] + Tr [ 4 l (p 2 - ρ,)] =

= Tr [(η2 - 4 l ) exp η2] + Tr [- q + νμ - βΗ) (p 2 - Ρ χ)] =

—4i) — ε χ ρ η 2 ] ;

здесь использовано то, что P J И Р 2 удовлетворяют усло-
виям (IV.2,16), (IV.2,18) и' нормировочному условию (IV.2,10),
(IV.2,11), кроме того, использованы соотношения (IV.2,19)
и (IV.2,11). Имеем, стало быть,

σ2 - O l = Тг [(η2 - 4 l ) exp η 2]. (IV.2,22)

Правая часть выражения (IV.2,22) положительна, за исключе-
нием случая η 2 = 7)1# Это видно из следующего. Заметим прежде
всего, что для любого эрмитовского оператора А справедливо не-
равенство (ср. 3 8 Р )

[ е х р А ] м > е х р Л А А , (IV.2,23)

причём знак равенства имеет место в случае, если оператор А
диагоналей.

Соотношение (IV.2,23) доказывается при помощи рассмотрения
унитарного преобразования U, которое приводит А к диагональному
виду с диагональными элементами (собственными значениями) Ak.
При этом имеем

Λ** = Σ*|ί/*/ΓΛ/. Σ * ^ Ί 2 = 1 (IV.2,24)

(IV.2,25)
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(О-С f̂t? <C 1)> причём использованы соотношения (IV.2,24). Пола-
гая / ( А ) экспоненциальной функцией, получаем (IV.2,23).

Выберем теперь представление, в котором η 2 имеет диагональный
вид. Так как из (1У.2,10)*следует, что

Тг (ехр η ι ) = Тг (ехр η2) ( = 1), (IV.2,26)

получаем

Т г [(Чг - Ъ) е х Р Ъ] = T r 1(Ъ - %) е х Р η 2 -
 е х Р Ъ + е х Р 4ι] =

= Σ [(η2ι — %н) е х Р Άη — е х Р УЫ + ( e x P rh)u\ >

> Σ [Ы - Ъа) е х Р ГЫ - ехР^2г + e x P lud =

= Σ ( e x P Ъи) К г̂г — ηΐίί — 0 ехр (η2/ — η1/(·) + 1] > О,

где использовано (IV.2,23), а затем использованы свойства функции у,
определённой согласно (III. 1,13).

Опять σ не будет изменяться со временем. Это следует
из того факта, что от одного момента (t1) мы можем перейти
к другому моменту (t") при помощи унитарного преобразования.
Это означает, что если Ρ ' и ρ " — матрицы плотности в моменты t'
и t", то они связаны соотношением

p " = U+P'U, (IV.2,27)

где U+ — эрмитовски сопряжённая от матрицы U, причём

и + и = Ш + = 1 . (IV.2,28)

Любое среднее значение (G) инвариантно относительно унитарного
преобразования. Это следует из того, что

Тг (АВ) = Тг (ВА)

и, следовательно,

Тг (Ρ "п") = Tr (U+ Ρ 'UU+G'U) = Tr (U+ Ρ Ό ' ϋ ) =

= Tr (G'UU+ Ρ') = Tr (G' p ' ) = Tr (p 'G'). (IV.2, 29)

Поскольку σ является средним значением от η, то, как и в класси-
ческом случае, имеем о' = σ".

Введём теперь, как и в разделе III.1, крупноструктурную плот-
ность, или в настоящем случае крупноструктурную матрицу плот-
ности Р. Выберем в качестве полной ортонсрмированной системы
функций собственные функции гамильтониана системы Н. Подразде-
лим, далее, стационарные состояния на группы, как и прежде, однако
теперь будем предполагать группировку осуществлённой в соответ-
ствии с неточностью наших наблюдений, т. е. будем предполагать,
что при помощи доступных нам методов наблюдений мы можем
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устанавливать отличия между различными группами, но не внутри
них *). Пусть St — число уровней в г'-й группе. Определим крупно-
структурную матрицу плотности Ρ её матричными элементами в том
частном представлении, которое мы только что рассматривали; имеем

Pki = ZkiljPjjlS,, (IV.2,30)

где энергетический уровень Ek принадлежит /-й группе и суммиро-
вание ведётся по всем состояниям l-Ά группы. Поскольку руу есть
вероятность найти систему ансамбля в состоянии, характеризуемом
функцией <oj, то видно, что 5;-РАА есть вероятность найти систему
ансамбля в состоянии, принадлежащем г-й группе. Выражение (IV.2,30)
определяет крупноструктурную плотность в выбранном нами частном
представлении; соответствующие матричные элементы в любом другом
представлении получаются при помощи обычных правил преобразо-
ваний **).

Из (IV.2,30) и (IV.2,10) следует, что Ρ также нормировано

T r P = l . (IV.2,31)

Определим теперь величину Σ выражением

Σ = Тг (Р 1пР) = 2* Pkk 1пРкк, (IV.2,32)

если придерживаться выбранного нами представления. Используя
(IV.2,30), можем написать

Σ = Σ Ы I" Pkk = Tr (Ρ In Ρ) = (In Ρ). (I V.2,33)

Имеется несколько различных путей изучения поведения Σ во
времени. Вероятно, самым грубым является путь, использованный
Борном и Грином 4 s e l ' 4 i i l i 2 ' 4 9 В 1 · 4 9 В 2 > ю в : ! , которые, по нашему мнению,
не провели должного различия между мелкоструктурной и крупно-
структурной плотностями и, более того, не приняли во внимание
тот факт, что крупноструктурные плотности вводятся в качестве
необходимого шага для сохранения соответствия между используемым
формализмом и экспериментальными возможностями. В своих работах
они определяют в качестве энтропии величину, которая не пропор-
циональна ни — σ , ни — Σ , а пропорциональна некоторой комбина-
ции из них, которую мы назовём — σΣ. Величину з£ можно получить

*) Имеется различие между разбиением на группы здесь и в разде-
ле IV. 1. Раньше мы группировали энергетические уровни частиц, состав-
ляющих систему, теперь группируются уровни всей системы.

**) Обсуждение выбора крупноструктурной плотности дано также
в недавней работе ван-Кампена54К.

2 УФН, т. 60, вып. 1
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из Σ, полагая все St равными единице, или из σ, предполагая ρ
всегда диагонализованной

(IV.2,34)

Ниже мы увидим, что σΣ и Σ иногда совпадают, а именно в случае
ансамбля, изображающего систему, над которой только что прове-
дено измерение.

Второй шаг их рассуждений состоит в замечании, что обычно
интересуются такими системами, которые находятся в контакте со
своим окружением, так что гамильтониан системы состоит из двух
частей

H = H 0 + V, (IV.2,35)

где Но — гамильтониан системы при пренебрежении взаимодействием
с внешним окружением, а V — оператор энергии взаимодействия.
Из квантовомеханической теории возмущений хорошо известно, что
переходы между собственными состояниями Но могут происходить·
под влиянием V. Выберем теперь в качестве φπ собственные функ-
ции Н о и любых других коммутирующих с Н о операторов. По при-
чинам, которые сейчас будут ясны [ср. выражения (IV. 2,37)
и (IV.2,41)], нас особенно интересует случай, когда собственные зна-
чения энергии вырождены. Для указания на вырожденке припи-
шем срп два индекса: ®/г, /, причём первый индекс указывает значе-
ние энергии Ek, а второй индекс различает состояния, принадле-
жащие одному и тому же Ek.

Поскольку мы имеем дело лишь с диагональными элементами ρ г

которые, как мы только что видели, являются вероятностями найти
систему ансамбля в конкретном состоянии, постольку можно исполь-
зовать квантовомеханические формулы для зависимости этих вероят-
ностей от времени; получаем *)

+ Σ*τ· /(* / . k'V){?(k'V, k'V;to)-P(kl, kl;t0)}, (IV.2,36)
где

J(ft/, ft'/') = bkk, (4ic2/A) 1 V (̂ft/, ft'/') | 2 (* - i 0). (IV.2,37)

В выражении (IV.2,37) величина otk' показывает, что J равно
нулю, если энергия не сохраняется, т. е. переходы осуществляются
лишь между состояниями с одинаковой энергией; h — постоянная
Планка, V(kl, k'V) — матричный элемент от V, удовлетворяющий
соотношению

V{kl,k'V) = V*(k'V,kl) (IV.2,38)

ввиду эрмитовссти матрицы V. В силу (IV.2,38) имеем

, ft/). (IV.2,39)

*) Ср. Приложение V.
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Подставляя (IV.2,36) в (IV.2,34), получаем*) в первом поряд-
ке по У

σΣ (t) = σΣ (f0) - ±- £ ^ ^ J (kl, k'l') Q (kl, k'l'), (IV.2,40)

где
Q (kl, k'l') = [P (kl, kl; t0) - ρ (k'l', k'l'; t0)] X ' :

X In [p (kl, kl; fo)/p (k'l', k'l'; t0)]. , (IV.2,41)

Так как Q не отрицательна, a J всегда положительна и, более
того, монотонно растущая функция t, для σΣ имеем монотонно
убывающую функцию.

Против приведённой аргументации можно было бы возразить;
что выражение (IV.2,37) справедливо лишь для малых (t — t 0 ) ;
однако, как было показано Гринсм, рассмотрение можно изменить
таким образом, чтобы оно было справедливо при любых значениях
(t — t0). Наиболее существенное возражение направлено против ис-
пользования функции σΣ в качестве меры энтропии. Как было указано
Паули4 9 Р, если такой выбор всё же сделать, то всё остальное будет
следовать из этого, что видно из работы Клейна31К, излагаемой
в Приложении VI (см. также ниже в настоящем разделе).

Второй метод изучения поведения Σ предложен Паули28Р. Пусть
Р{ — вероятность найти систему ансамбля в г-й группе. .Имеем тогда,
следующее соотношение **):

где Pkk — один из St равных ди;тональных элементов, принадлежу-:
щих г-й группе. Из (IV.2,32) имеем, выражая Σ через Р,, '.

Σ = Σ . Σ (piisi)ln <piist)=Σρ'1η мы αν.2,43)

где во втором члене первое суммирование ведётся по всем группам,
а второе — по всем St членам группы.

Производная от Σ по времени даётся выражением •

dLjdt = J ] (In Ρ, - ln 5,) (dPJdt), (IV.2,44)

где использовано, что ^Ρ.= 1, или ^JdPijdt=^O, что следует .из
(IV.2,31) и (IV.2,42).

*) Соотношение (IV.2,39) используется здесь 1) для того, чтобы по-
казать, что сумма Σ J (kl, k'l1) [ρ (k'l', k'l'; t) — ρ (kl, kl; t)] равна;
и 2) для того, чтобы получить сумму в правой части (IV.2,40) [ср.,1

уравнения (IV.1,14), появление множителя ]/з при этом очевидно].1

**) Ср. обсуждение соотношения (IV.2.30).
.... ;:

2* ..-;•• ,
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Пусть Ntj — средняя вероятность перехода из группы Si в груп-
пу Sj. В Приложении V будет доказано, что Ν,ν· даётся соотно-
шением

Nu = AuSjPiy (IV.2,45)

и мы предположим, что

Аи = Ад. (IV.2,46)
Имеем тогда

Л„- [S,P y - S y P j , (I V.2,47)

и таким же способом, как выводилось выражение (IV.2,40), получим

4 - Σ . j Au [PjSt - PtSj] In (PtSjIPjSJ. (IV.2,48)

Опять из вида правой части выражения (IV.2,48) вытекает, что
d2jdt не может быть положительной.

Можно обратить внимание на тот факт, что dLjdt будет равно
нулю лишь в случае

, ; PjSi = PiSj или PjISj^PjS^ (IV. 2,49)

или, используя (IV .2,45) и (IV. 2,46),

,,. . .. , Nu=Nj.; (IV. 2,50)

мы видим, что в равновесии имеется столько же переходов из груп-
пы1 St в группу Sj, сколько и наоборот. Это является частным слу-
чаем так называемого п р и н ц и п а д е т а л ь н о г о р а в н о в е с и я ,
более подробно обсуждаемого в Приложении VII.

! ' прежде чем вернуться к обсуждению второго метода исследования
изменения Σ со временем, рассмотрим третий метод, который полностью
аналогичен анализу изменения Σ со временем в разделе III. 1*).

Предположим, что над нашей системой в момент t' произведено
наблюдение, дающее нам крупноструктурную плотность Р. Мелко-
структурная плотность Ρ в момент Ϊ даётся равенством (ср. раз-
Аёл IV.3]

Р' = Р', (IV.2,51)
в то время как для Σ' имеем

Е' = Тг(Р'1лР') = Тг(Р'1п Р ' ) . (IV. 2,52),

Если состояние в момент t' не соответствует равновесию, так
что р ' (или Р') не удовлетворяет соотношениям (IV. 2,15),
(IV. 2,17) или (IV. 2,19), то равенство (IV. 2,51) в последую-

*) Выражаю благодарность проф. О. Клейну за обсуждение ряда во-
просов, связанных с этим методом рассмотрения.
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щий момент t", вообще говоря, не будет выполняться, а будем
иметь

Ρ " φ Ρ " (IV. 2,53)

и в результате
Σ " < Σ ' . (IV. 2,54)

Рассмотрим несколько подробнее, каким образом из (IV. 2,53)
вытекает соотношение (IV.2,54)*). Возьмём выражение

Σ' - Σ" = Тг (Р' In Ρ') - Tr ( P " In Ρ") = Тг (Ρ Ί η ρ ') -

- Tr (ρ "In Ρ") = %k 9'kk In P'kk - ^ Р ;„ in P"nn , (IV. 2,55)

где использован тот факт, что крупноструктурная плотность всегда
является диагональной матрицей [см. (IV. 2, 30)]. Добавим теперь к
правой части (IV. 2,55) выражение

которое в силу леммы Клейна31 к неположительно и равно нулю, лишь
если р" является диагональной матрицей, что доказано в Приложе-
нии VI. Добавим, далее, к правой части (IV. 2,55) выражение
Т г Р " — Тг Р " , равное нулю, поскольку как Р " , так и Р " нормиро-
ваны. Окончательный результат таков:

Σ ' - Σ " = Σ . (Р« l n Р« - Р« 1п р - - Р« + Р"пп)> о; (ι ν.2,57)

последнее неравенство вытекает из свойств функции у, заданной
выражением (III. 1,13) ибо, делая замену лг = 1пя—1η β и умно-
жая на β, получим при β

α 1η α — α In 8 — α + β > 0 , α φ Β , ]

=ο, . 4 ) ( ΐ ν · 2 > 5 8 )

Можно ожидать, что Σ будет продолжать уменьшаться; это
основано на соображениях, аналогичных тем, которые излагались в
разделе III. 1. Это убывание будет продолжаться до тех пор, пока
не будет достигнуто стационарное состояние, в котором Ρ задаётся
одним из трех выражений (IV. 2,15), (IV. 2,17) или (IV. 2,19),
причём ρ = Р.

Нам необходимо теперь обсудить различные пути рассмотрения
зависимости Σ от времени. Как упоминалось выше, мы не убеждены

*) Рассмотрение на стр. 373 ESM слишком коротко и довольно не-
удачно.
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в обоснованности метода подхода, использованного Борном и Грином,
и не будем его обсуждать здесь более подробно. Второй метод
подхода1 использовался Паули. Этот метод в действительности тесно
связан с простым подходом, изложенным в разделе IV. 1. Это мож-
W усмотреть из следующего. Напишем выражение (IV. 2,43) для Σ
в виде

Σ = ^ j , p i l n Pi - Li P t l n Si · 0 V · 2 ' 5 9 )

Теперь Р г есть вероятность найти систему в одном из состояний,
/соответствующих ч'-й группе, a St — число состояний в этой группе.
Число состояний в группе, однако, как раз равно функции W (Nt), pac-
..смат.рив.а.вщейся в разделе IV.1, в чём довольно легко убедиться;
используя, связь между И и lnW, приводящую к (IV. 1,28), мы
можем переписать выражение (IV.2,59) в виде

(IV. 2,60)

где Ht — значение //, когда система находится в состоянии, принад-
лежащем 1-й группе*), а <^Н^> — среднее от Н, взятое по ан-
самблю.
.Используя выражение (IV. 2,60), видим, во-первых, что если мы

имеем дело с ансамблем, изображающим систему, которая путём из-
мерения найдена находящейся в каком-либо одном определённом
состоянии, та,к что одно из Р г равно единице, а остальные равны
нулю, то это выражение сводится к виду

Σ = Ή . (IV. 2,61)

Во-вторых, взяв производную по времени от (IV.2,60), получим

э . , (IV.2,62)

откуда видно, что убывание Σ обязано двум обстоятельствам: 1) об-
щему убыванию Η для любой системы ансамбля и 2) тенденции к
убыванию величины ^ ; Я г In Pt при более однородном распределении
систем ансамбля по различным группам состояний.

Рассмотрим теперь выражение (IV. 2,57). Мы видим, что Σ
уменьшается, во-первых, вследствие того факта, что ρ и Ρ уже
цй\совпадают; эта причина уменьшения Σ имела место и в класси-
ческом случае. Во-вторых, Σ уменьшается вследствие того, что вы-
ражение 2pftfe In pfefe убывает (лемма Клейна). Для второй причины не
существует классического аналога и её необходимо кратко обсудить.

) О*метим, ·. что можно вывести уравнение, аналогичное (IV. 2.60) в
:лассическом случае. Рассмотрение при этом будет аналогично проведён-

ному.
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Эта причина была названа Толменом38Т к в а н т о в о м е х а н и ч е с -
к и м и з м е н е н и е м м е л к о с т р у к т у р н о й в е р о я т н о с т и .
В этом случае отсутствует классический аналог, поскольку величи-
на %pkk In pAft не является следом квантовомеханического оператора.
Чем больше состояний занято, тем меньше величина этой суммы.
Это уменьшение связано с необратимым возмущением, имеющим ме-
сто при выполнении наблюдения над системой *). Таким образом, этот
эффект будет более отчётливо выявлен в случае, когда наблюдения
таковы, что они приближаются к пределам, устанавливаемым соот-
ношением Гайзенберга и, наоборот, он будет несуществен в тех
случаях, когда можно пренебречь возмущением системы, обязанным
наблюдению. В последнем случае убывание Σ будет обусловлено
растущим различием между ρ и Р. , ..-;

Интересно отметить, что некоторые авторы3 6 0·3 7 S рассматривают
лишь это влияние измерения над системой, не уделяя должного вни-
мания роли мелкоструктурной и крупноструктурной плотностей и
тому факту, что приближение к равновесию не должно зависеть от
того, действительно ли наблюдаем мы систему или нет**).

В следующем разделе будет рассмотрено, каким образом можно
построить изображающие ансамбли в квантовой статистике, однако
некоторые стороны вопроса о последствиях наблюдений над физи-
ческой системой мы хотим кратко рассмотреть теперь же, в особен-
ности значение чистого случая.

В классической статистике ансамбли вводились потому, что наши
сведения о рассматриваемых физических системах практически всег-
да весьма далеки от максимально возможных сведений. В квантовой
статистике положение, однако, осложняется благодаря статистиче-
ским аспектам, присущим самой квантовой механике. В идеальном
(и никогда не достижимом) случае в классической статистике
можно знать значения всех постоянных движения, так что проблема
поведения системы сводится к проблеме классической механики.
В идеальном (и никогда не достижимом) случае в квантовой ста-
тистике мы можем знать, что какая-либо одна система находится в
состоянии, собственном для некоторого квантовомеханического опе-
ратора, в качестве которого, для простоты, выберем оператор энер-
гии***), так что мы имеем дело с системой в стационарном состоянии.
Мы имеем ч и с т ы й с л у ч а й и все системы в изображающем
ансамбле будут обладать одинаковой волновой функцией, а именно
«функцией, соответствующей рассматриваемому собственному состоя-
нию. Из двух имеющихся в (IV.2,8) процессов усреднения остаётся

*) Ср., например, рассмотрение Бора З З В 1 ' З З В 2 .
**) Ср. критику, данную Паули и Фирцем37Р. Упомянем также статью

Давыдова 4 7 D.
***) Легко обобщить рассмотрение на случай, когда система находится

β состоянии, собственном для двух или более коммутирующих операторов.
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лишь один, а именно квантовомеханическое усреднение. Мы по-
прежнему обязаны прибегать к статистическому рассмотрению, хотя
наше знание в этом случае максимально.

В общем случае, однако, положение не столь благоприятно и
построение изображающего ансамбля сильно усложняется. При этом
оба усреднения в (IV.2,8) необходимо принимать во внимание. Здесь
мы имеем дело с о с м е ш а н н ы м с л у ч а е м .

В чистом случае, если состояние системы характеризуется одной
из функций, образующих полную ортонормированную совокупность
<ря, скажем φ,, то все ψ равны срг, и имеем

а* = Ъп1 (IV,2,63)

и, следовательно,

Р,п = ^пКг (IV.2,64)

В этом случае для а имеем

о = Тг (Ρ In ρ ) = 0 - (IV.2,65)

В смешанном случае имеется более чем одна отличная от нуля
величина ртп и потому σ меньше нуля*). Это, повидимому, является
причиной, почему Эльзассер 3 7 Е назвал а п о к а з а т е л е м с м е -
с и * * ) . Уменьшение σ при переходе от чистого случая к смешанному
ещё раз показывает связь между энтропией, которая пропорци-
ональна — σ, и отсутствием сведений, поскольку уменьшение по-
дробности сведений вызывает уменьшение о (ср. также рассмотрение
в 39К.1, 39К2Ч

В следующем разделе мы увидим, что изображающий ансамбль
подсистемы, являющейся частью большой изолированной системы,
является каноническим большим ансамблем. Это значит, что в то
время как большая система может быть представлена чистым слу-
чаем, подсистемы определённо соответствуют смеси. Этот факт явился
источником длительной дискуссии, начатой статьёй Эйнштейна, Подоль-
ского и Розена 3 5 Е , в которой был сформулирован парадокс, носящий
их имя. У нас нет места для обсуждения этого парадокса и мы
отошлём к литературе 3 5 В · 3 5 S 1 · 3 5 S 2 · 3 5 S 3- 3 5 S 4 · 3 6 Μ · 3 6 F ' 3 6 S · 5 1 в з ; (ср.
также 2 7 N I ) .

*) Равенство (IV.2,65) является необходимым и достаточным усло-
вием для чистого случая з з р и эквивалентно обычному условию р2 = р.

**) В своей работе Эльзассер рассмотрел, каким образом можно исполь-
зовать измерения для построения изображающих ансамблей. Вместо того
чтобы делать предположения относительно априорных вероятностей, Эльзас-
сер выбирал свои ансамбли так, чтобы они давали минимум σ. При этом,
разумеется, он получил те же результаты, какие получаем и мы более
обычным способом, так как нормальный метод приводит к минимальным
значениям о.
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IV.3. И з о б р а ж а ю щ и е а н с а м б л и

В этом вопросе положение опять очень схоже с положением в
классической статистике. В нашем распоряжении имеются лишь не-
полные данные, на основе которых необходимо предсказать будущее
поведение нашей системы, ввиду чего мы обязаны прибегнуть к
изображающим ансамблям. При этом опять возникает вопрос об
априорных вероятностях, а так как в действительности нам необхо-
димы величины β*, то возникает также вопрос об априорных фазах,
что будет видно ниже. Мы используем предположение о равенстве
априорных вероятностей для всех невырожденных Ьэстояний*) и
предположение о случайности априорных фаз, причём ниже будет
выяснено, что мы понимаем под выражением «случайный». После-
дующее рассмотрение будет аналогично рассмотрению раздела III. 2.
Предположим снова, что наша система является частью большей
изолированной системы; вместо выражений (III.2,1) — (III. 2,4) имеем
теперь

ТгР = 1, (IV-.3.1)

Т г Р ' = 1 , (IV.3,2)

Tr (HP) + Tr (H'P ') = const, (IV.3,3)

Tr ( v P ) - f T r (Vp') = c o n s t . (IV.3,4)

где величины без штрихов относятся к подсистеме, а штрихованные
величины — к остальной системе. Если установилось равновесие, то
Σ должна быть минимальна, или

Тг [(РРО In ( Р Р ' ) ] = минимум. (IV. 3,5)

Используя метод неопределённых множителей, находим (более по-
дробно см., например, 4он**) равновесное выражение

Р = е х р ( - 9 + ^ - β Η ] , (IV.3,6)

в согласии с тем, что было получено в предыдущем разделе. Как
и в разделе III. 2, выражение (IV. 3,6) в действительности имеет место
лишь для крупноструктурной плотности Р, ибо соотношение (IV. 3,5)
выполняется лишь для Σ, но не для σ.

Положение здесь также полностью аналогично классическому
случаю, если рассматривать лишь неравновесные ситуации, ввиду чего
мы отсылаем к рассмотрению, приведённому в разделе III. 2, которое
непосредственно применимо и в настоящем случае.

*) Если состояние вырождено g раз, то оно считается как g невы-
рожденных состояний.

**) В этом случае варьируются как характеристические значения, так
и характеристические функции р.
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Сделаем ещё одно замечание относительно построения изобра-
жающего ансамбля после того, как над системой было произведено
наблюдение. Мы можем различать лишь состояния, принадлежащие
различным группам, как это уже говорилось раньше, ввиду чего мы
в состоянии определить лишь крупноструктурную плотность, или Рш.
В соответствии с предположением о равенстве априорных вероятно-
стей для всех невырожденных состояний- необходимо, стало быть,
все диагональные элементы ρ, соответствующие одной группе, поло-
жить равными друг другу и приравнять их соответствующим Pkk.
Что касается недиагональных элементов р> то, поскольку они явля-
ются средними значениями произведений двух Ω*, имеем

\тф η), (ΐν. 3,7)

где г* ·— модуль величины ак и Ф4 — её фаза.
Используя предположение о случайности априорных фаз, можно

ожидать, что среднее от ехр [ί-(Φ*,'—Ф*)] равно нулю, и, таким
образом, для мелкоструктурной плотности нашего ансамбля получить

?kt=Pkpkl, (IV.3,8)

откуда действительно видно, что величины Ъ, Σ и σΣ все равны
друг другу, что было отмечено при обсуждении выражения (IV. 2,34).

Перейдём теперь к рассмотрению нашего выбора априорных
вероятностей и априорных фаз. когда рассматривался аналогичный
вопрос в классической статистике, было показано прежде всего, что
априорные веса должны быть инвариантны относительно движения
изображающей точки вдоль своей орбиты. Тогда же было показано,
что в случае квазиэргодических систем априорные веса будут функ-
циями одной лишь энергии и, следовательно, могут быть взяты рав-
ными для равных объёмов в фазовом пространстве. Положение в кван-
товой Статистике в некоторых отношениях проще, а в других —
сложнее, по сравнению с классической статистикой. Мы покажем,
во-первых, что ансамбль, построенный без учёта каких-либо условий, со-
ответствующих предположениям о равенстве априорных вероятностей и
о случайности априорных фаз для различных невырожденных квантовых
состояний, будет стационарным ансамблем и, более того, будет
соответствовать такому же ансамблю, если мы перейдём к другому
представлению. Во-вторых, будет кратко обсуждено в этой связи
значение так называемой адиабатической инвариантности весов раз-
личных квантовых состояний. Далее, кратко рассмотрим связь между
нашим выбором априорных вероятностей и условием невырожденности
энергетических состояний, совпадающим с условием эргодичности
(см. гл. V). Наконец, будет показано, каким образом в классическом
пределе условие равенства априорных вероятностей и случайности
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априорных фаз различных невырожденных состояний приводит к
условию равенства априорных вероятностей для равных объёмов
фазового пространства*).

Рассмотрим так называемый о д н о р о д н ы й а н с а м б л ь ,
матрица плотности которого дабтся соотношением

Р*/ = Р А / ИЛИ Ρ = Ρ Ο · 1 , . (IV.3,9)

где J — единичная матрица. Соотношение (IV.3,9) удовлетворяется
для ρ независимо от выбора полной ортонормированной системы,
что легко показать путём совершения унитарного преобразования U

Можно считать, что однородный ансамбль получен путём приме-
нения предписаний о равенстве априорных вероятностей и о случай-
ности априорных фаз для различных состояний, поскольку из
(IV.2,7) имеем

где усреднение проведено по всем системам ансамбля. Полагая

ttm = rm exp (iam), (IV.3,12)

где гт — модуль, а ат — фаза величины ат, имеем из (IV.3,11)

9тп = Ы„ ехр [I (ат - а я ) ] } С р . (IV. 3,13)

Равенство априорных вероятностей означает , что

независимо от т, так что (IV.3,13) сводится к выражению

Рш, = Р„ ;ехр f/ ( а т - а „ ) ] ) С р , (IV.3,15)

последнее, ввиду случайности распределения фаз, сводится к (IV.3,9).
Однородный ансамбль является также и стационарным ансамблем.

Это непосредственно следует из (IV. 2,27) [ср. соотношения (IV. 3,10)].
Мы видим здесь, что условие равенства априорных вероятностей

и случайности априорных фаз для различных состояний инвариантно
как относительно времени, так и относительно преобразований
•от одного представления к другому. Предположение о случай-
ности априорных фаз необходимо для того, чтобы с уверенностью
установить эту инвариантность, ибо матрица плотности, даваемая
выражением

Р « = Р А / - М « ( 1 - З * / ) . (iv. з,1б)

*) Некоторые другие стороны пгргхода от кзантозой к классической
статистике содержатся в статье Уленбека з е и .
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удовлетворяла бы требованию равенства априорных вероятностей,
но не была бы стационарной плотностью, или плотностью, инвариантной
относительно унитарного преобразования.

Можно отметить здесь, что Дирак 2 3 D (см. также 2 7 т ) выделил
однородный ансамбль, поскольку он остаётся инвариантным относи-
тельно произвольного малого возмущения гамильтониана и, таким
образом, даёт априорное распределение в квантовой статистике. Он
обратил также внимание на тот факт, что такой ансамбль приводит
— как это мы только что видели — к равным априорным вероят-
ностям для всех невырожденных состояний.

Равенство априорных весов для невырожденных состояний выте-
кает из так называемого а д и а б а т и ч е с к о г о п р и н ц и п а , кото-
рый обычно связывают с именем Эренфеста. У нас нет возможности
входить в подробный разбор этого очень важного вопроса и мы
вынуждены отослать к литературе*) (06Е1> UEI, НЕ, ΐ6Ε, ΠΒΙ, ΐ7Β2, ивз,
17Β4, ΠΕΙ, ΐ8Β, 23Β2, 27U и в особенности 2 3 Ε 1 , где можно найти дальней-
шие ссылки). Этот принцип гласит, что если внешние параметры
меняются адиабатически, то относительные веса различных состояний
не могут измениться. Из этого непосредственно следует, что в слу-
чае систем, обладающих многими периодами (multiply periodic sys-
tems), каждое невырожденное квантовое состояние обладает одним
и тем же априорным весом.

Мы подошли теперь к важному вопросу о том, полностью ли
определён выбор априорных вероятностей, если мы имеем дело с
эргодическими системами, как это было в классическом случае. В
разделе III.3 мы видели, что в классической статистике это было
так благодаря тому, что отличные от энергии константы дви-
жения принимают свои возможные значения практически одинаково
часто в разных частях фазового пространства, или, как иногда гово-
рят, они практически постоянны на энергетической поверхности. Это
последнее свойство справедливо также и для эргодических систем в
квантовой механике, в чём нетрудно убедиться. Если все энергети-
ческие состояния невырождены, собственные функции энергии
образуют полную ортонормированную систему. Поскольку кон-
станта движения соответствует оператору, коммутирующему с опера-
тором энергии, из квантовой теории следует (см., например, 3 8 К, раз-
дел 38), что собственные функции энергии являются также собствен-
ными функциями всех операторов, соответствующих интегралам
движения. Отсюда следует, далее, что в любом энергетическом
состоянии, которое ввиду невырожденности соответствует одной и
только одной собственной функции, интегралы движения имеют вполне
определённые постоянные значения. К сожалению, однако, из этого

*) В некоторых из статей Эренфеста также обсуждена существенность
этого принципа для выбора априорных весов в классической статистике.
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не вытекает с необходимостью наш выбор априорных вероятностей
и априорных фаз. Что касается априорных вероятностей, то вряд
ли нам нужна эргодичность рассматриваемых систем, ибо, как мы
только что видели, адиабатический принцип допускает лишь такие
априорные веса, которые мы постоянно использовали. Выбор апри-
орных фаз, однако, более затруднительно обосновать, исходя из
основных принципов — это как раз мы и пытаемся сейчас сделать.

Допустим на мгновение правдоподобность существования эрго-
дических систем. Из квантовой теории известно, что вырожденные
уровни являются скорее правилом, чем исключением, когда мы имеем
.дело с такими простыми системами, как атомы и молекулы, и пред-
ставляется маловероятным, чтобы положение изменилось при переходе
к более сложным системам, рассматриваемым в статистической меха-
нике. В этой связи полезно вспомнить, что не удалось даже доказать,
что основное состояние произвольной системы является невырожден-
ным — свойство, которое играет важную роль при рассмотрении
третьего закона термодинамики, так называемой тепловой теоремы
Нернста*). Следовательно, мы тоже должны принять во внимание
возможность, что физические системы не являются эргодическими.
Кратко рассмотрим здесь, как далеко можно всё же оправдать эрго-
дическую теорему части V, т. е. равенство средних по времени и
по ансамблю. Это равенство основывается на соотношении (V.26),
доказываемом в Приложении V. Из рассмотрения этого выражения
видно, что соотношение (V.26) можно доказать также и в том
случае, если мы можем провести усреднение по фазам в правой части
выражения (Пр. IV. 7)**). Хотелось бы думать, что это усреднение
находится в соответствии с основными представлениями квантовой
механики. Хорошо известно, что (начальные) фазы волновых функций
не играют роли ни в каких физических величинах, ввиду чего заман-
чиво предположить, что любая волновая функция должна рассматри-
ваться как среднее (или, лучше сказать, смесь) большого числа вол-
новых функций, различающихся лишь своими фазами, а в остальном
совпадающих. Это не изменило бы никакие результаты, получаемые
из обычной волновой механики, и обеспечило бы выполнение эргодл-
ческой теоремы, а также оправдало бы способ, которым мы строили
изображающие ансамбли. Таким образом, предположение о слу-
чайности априорных фаз переносится из статистической механики на
саму квантовую механику.

В заключение настоящего раздела рассмотрим, каким образом
наши классические априорные вероятности являются предельным слу-
чаем предположения относительно априорных весов и априорных фаз,
делаемого в квантовой статистике. Этот переход легко оправдать в
старой квантовой механике, во всяком случае, если иметь дело с

*) Обсуждение см. в aos, 5is, 16S и ESM, Приложение III.
**) Ср. также EOfs.
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системами, обладающими многими периодами (ср. 1 8 В ) , поскольку в-
старой квантовой теории энергетические уровни как раз получались-
путбм подразделения фазового пространства на ячейки, с объёмом
hs (h — постоянная Планка, s — число степеней свободы) и припи-
сывания каждой ячейке одного уровня.

В современной квантовой механике положение более сложное.
Часто встречается не вполне ясное утверждение о том, что припи-
сывание каждому состоянию объёма hs в фазовом пространстве
связано с соотношением Гайзенберга 2 7 Ш , которое при этом берётся
в виде

Δ ρ . Δ ? > Α , (IV.3,17)

где ρ и q — канонически сопряжённая пара импульс-координата, а
Ар и Δ# — пределы точности, с которыми они могут быть измерены
одновременно. В этих случаях не поясняется, почему бы объёму не
быть равным (hji^Y, ибо правая часть неравенства (IV.3,17) в
более строгой форме должна быть /ζ/4π, а не h 3 0 H 1 .

Однако, вероятно, возможно оправдать выбор объ5ма следующим
образом (ESM, стр. 60; ср. также 3 5 D, раздел 37, 4 9 М ) . В классической
механике фаза частицы даётся изображающей точкой в фазовом
пространстве. Эту точку можно рассматривать как комбинацию точки
в координатном или ^-пространстве и точки в импульсном или
р-пространстве. В квантовой механике необходимо, однако, рассма-
тривать плотности вероятности. Две плотности вероятности в р- и
^-пространствах не являются независимыми. Плотность вероятности
в «^-пространстве определяется волновой функцией ψ и равна |ф|2

г

причём функция ψ нормирована

l\Wdq=\; (IV.3,18)

здесь dq обозначает элемент объёма в ^-пространстве. Плотность-
вероятности в /^-пространстве получается прежде всего путём преоб-
разования волновой функции Ф(<7)в координатном представлении к ампли-
туде вероятности А(р) в импульсном пространстве. Плотность веро-
ятности в /7-пространстве равна тогда \А\2· Из теории преобразований
следует, что Л и ψ являются Фурье-пресбразованиями по отношению
друг к другу, если q и pjh считать переменными*), и, стало быть,.

Мы можем теперь сказать, что полный сбъём фазового простран-
ства, соответствующего одному состоянию системы, получается путбм
перемножения плотностей вероятности в р- и < 7 - п Р 0 С Т Р а н с т в а х и инте-
грирования по всему фазовому пространству; в окончательном резуль-
тате получаем объём hs, что видно из (IV.3,18) и (IV. 3.19).

*) Именно в этом месте входит постоянная Планка либо через соотно-
шение де-Бройля, либо при помощи коммутационных соотношений, которые
также приводят к соотношению Гайзенберга.



ОСНОВАНИЯ СТАТИСТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ, Ч. II 3 1

Из приведённого рассуждения можно заключить, что в пределе
h —* 0, действительно, равные объёмы фазового пространства, содер-
жащие равное число ячеек объёма hs, соответствуют равным априор-
ным вероятностям, поскольку мы приняли равенство априорных
вероятностей для всех невырожденных состояний. Необходимость слу-
чайности априорных фаз в этой связи не столь очевидна. Однако-
последняя вытекает из рассмотрения однородного ансамбля. Жела-
тельно получить равные веса для невырожденных состояний незави-
симо от используемого представления, а этого можно достигнуть,,
лишь если мы примем дополнительнее предположение о случайности
априорных фаз, что было видно из рассмотрения настоящего раздела.

V. ЭРГОДИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА В КВАНТОВОЙ СТАТИСТИКЕ

Мы видели выше, что наряду с подходом к изучаемой проблеме
посредством //-теоремы можно оправлять использование статистиче-
ских методов при помощи использов; ния эргодической (или квази-
эргодической) теоремы и доказательства эквивалентности равенств,
средних по времени и по ансамблю. Точно такой же выбор
подхода имеется и в квантовой статистике; в настоящей части
будет рассмотрена квантовостатистическая эргодическая теорема.
По аналогии со старой эргодической теоремой (раздел II. 1), можно
предположить существование эргодических систем. Эти системы
определим как такие системы, в которых все состояния Eh, лежа-
щие внутри заданного энергетического интервала

могут быть достигнуты исходя из любых других состояний внутри
того же интервала — даже если это возможно лишь путём иных
промежуточных состояний *).

Пусть Рк опять обозначает вероятность найти систему в k-u
состоянии, и пусть wkl будет вероятность перехода из й-го в 1-е
состояние. Для уравнения, описывающего изменение Pk со временем,
тогда получим

dpjdt=- Σ , pk^i + Σ , Ρι·α>ι*·= Σ «»*/ (л - pk), (v,2)

где использовано условие wkj = wik**). Равновесное решение урав-
нения (V,2), достигаемое экспоненциально, имеет вид

ρ = const =^1 /я, (V,3)

*) См. 3 3 J раздел 22, 4 0 М стр. 56, 4 6 J стр. 152.,
*к) Ван-Кампен 5'1К показал, что уравнение (V,2) можно также вывести

При УСЛОВИЯХ W/il Ф Wp..
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если η — число состояний в интервале (V,l). Отсюда следует, что
среднее время нахождения в любом из η состояний одинаково и что
для вычисления среднего по времени от любой величины можно
усреднить её по состояниям интервала (V,l) или по изображающе-
му микроскопическому ансамблю [ср. (V.2,15), где дана плотность
для такого ансамбля]. Таким образом, мы доказали, что для эрго-
дических систем два типа средних совпадают. Остаётся открытой
проблема, существуют ли эргодические системы; в настоящем случае
весьма вероятно, что существуют. В замкнутой системе необхо-
димо учесть излучение, которое должно сделать возможными пере-
ходы из одного состояния в другое *).

В квантовой механике также имеется, однако, и другой метод
подхода, аналогичный эргодическим теоремам Биркхофа или Хопфа.
Этот метод состоит в прямом доказательстве эквивалентности сред-
них по времени и по ансамблю. Первоначальное доказательство
Неймана29N было затем упрощено Паули и Фирцем37Р и Фирцем
(частное сообщение) * * ) .

Как и в классическом случае, можно различать две разные эрго-
дические теоремы в соответствии с тем, разрешается или нет
«укрупнение» энергии системы. В квантовостатистическом случае
вторая эргодическая теорема более важна, однако первоначально
будет кратко изложена первая эргодическая теорема, причём мы бу-
дем придерживаться изложения Розенфельда52R.

Первоначально рассмотрим чистый случай. Пусть ψ (t) — волно-
вая функция, описывающая рассматриваемую систему. Выберем в ка-
честве полной ортонормированной системы функций φ η собственные
функции оператора энергии Η и обозначим через Еп соответствую-
щие собственные значения. Напишем

ψ(Ο) = Σ «Λ, (V,4)
η

где

пп = Гп е Х Р (ί<Χη), ( V ' 5 )

причём rn — модуль, a αη — фаза величины ап. Для ψ (t) получим
обычным образом

ψ (ί) = Σ Γ

η

 е х Р (ian) е х Р ( ^ iEt№) • V (V,6)

*) Можно упомянуть в этой связи недавнюю статью М. Клейна5 , ко-
торый делал некоторые явные предположения относительно взаимодейст-
вий, обеспечивающих наличие переходов.

**) Я весьма признателен проф. М. Фирцу за предоставление
в моё распоряжение его последних исследований, обсуждавшихся
в 1953 г.
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Матрица плотности, как функция времени, даётся выражением .

Кп ( 0 = гюгя ехр [/ К - ая)] ехр [_ I (Ет - Еп) ψ]. (V,7)

Среднее значение любой физической величины А представляет собой
квантовомеханическое среднее, даваемое выражением

Amn, (V,8)

(V,9)

где Атп даётся соотношением

Теперь можно взять среднее по времени от (А), причем видно,
что если отсутствует вырождение, т. е. если никакие два собствен-
ных значения энергии не совпадают, то

последнее не зависит от начальных фаз (ап).
Мы видим, что {А) не будет зависеть от начальных условий,

в нашем случае от начальных фаз, только если отсутствует выро-
ждение. Требование отсутствия вырождения, таким образом, заменяет
собой требование метрической транзитивности в классическом
случае.

Соотношение (V,10) даёт (А) в виде статистического среднего;
это можно усмотреть, введя так называемый проекционный опера-
тор R (φ). Этот оператор определяется соотношением

•R(<ρ)χ = ? Γ φ * χ β Κ (v. i i )

которое должно выполняться для любой пары функции φ и χ.
Геометрический смысл проекционного оператора легко выяснить, вре-
менно воспользовавшись терминологией гильбертова пространства.
Интеграл [φ*χύ?τ соответствует тогда скалярному произведению
двух векторов χ и φ в гильбертоЕОм пространстве, а правая часть
соотношения (V, 11) даёт, стало быть, «проекцию» γ на φ, если φ
нормирована и соответствует, следовательно, единичному вектору
в гильбертовом пространстве *).

Легко видеть, что в том случае, когда система характеризуется
волновой функцией ψ, оператор R (ψ) диагоналей и его диагональ-
ные элементы равны диагональным элементам матрицы плотности,

*) Обозначение R использовано вместо Ρ для того, чтобы подчеркнуть
связь с матрицей плотности.

3 УФН, т. 60, вып. 1
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так что можно переписать (V,10) в виде

( J ) = Tr (R (ψ) A). (V.12)

Из (V,7) следует также, что R (ψ) можно получить, усредняя
матрицу плотности по различным значениям начальных фаз, или

Индекс «ср» обозначает здесь усреднение по значениям ап, причём
выражение (V,12) или (V,10) можно записать в виде

Говоря не совсем строго, мы можем интерпретировать этот ре-
зультат в том смысле, что изменение волновой функции со време-
нем соответствует равномерному распределению по всем возможным
значениям, в соответствии с классическим представлением о траекто-
рии, полностью покрывающей энергетическую поверхность.

Если мы имеем дело с изолированной системой постоянной энер-
гии, то ψ (0) совпадает с одной из φπ; это чистый случай
с микроканонической матрицей плотности. В рассматриваемом здесь
общем случае усреднение по времени приводит к замене чистого
случая смесью, получаемой путём усреднения по начальным фазам.

Первая эргодическая теорема важна главным образом при
обсуждении влияния наблюдений над состоянием системы и при
обсуждении перехода от чистого к смешанному случаю в результате
наблюдения. Некоторые стороны этой проблемы были затронуты
в конце раздела (IV.2) и здесь не будут обсуждаться более по-
дробно.

Вторая эргодическая теорема, как и эргодическая теорема Хопфа,
оперирует с энергетическими слоями. В то же время она сталки-
вается с той трудностью, что часто при описании системы исполь-
зуется ряд физических величин, не соответствующих коммутирующим
операторам, так что невозможно получить волновую функцию, ко-
торая являлась бы собственной функцией для всех этих операторов.
Ввиду этого необходимо вместо этих микроскопических операторов
ввести так называемые макроскопические операторы, как это было
впервые сделано Нейманом *). Грубо говоря, макроскопический опе-
ратор может быть получен из соответствующего ему микроскопиче-
ского оператора следующим образом. Пусть А будет непрерывная
переменная, могущая принимать любое значение между — оо
и -j- σο, и пусть макроскопические измерения будут таковы, что
можно различать лишь интервалы

ft < Л < ft 4 - 1 . fc = 0, ± 1, ± 2 , . . . (V,15)

*) Здесь необходимо указать статью ван-Кампена5 к , опубликованную
после написания настоящей работы; там весьма подробно и строго прове-
дено обсуждение введения этих макроскопических операторов.
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Пусть, далее, f (х) определена соотношением

f(x) = k', Л О < Л + 1. к —0, ± 1, ± 2 , . . . (V.16)

Макроскопической переменной, соответствующей А, будет тогда/(Л).
Как подчёркивается Нейманом *), макроскопические переменные
всегда могут быть измерены одновременно. Полезно воспроизвести
его собственное замечание: «При макроскопическом одновременном
измерении координаты и импульса (или другой пары величин, кото-
рые не могут быть одновременно измерены в силу соотношения
Гайзенберга) мы действительно измеряем одновременно и точно две
физические величины, однако эти две величины не являются, строго
говоря, координатой и импульсом. При измерении, например, поло-
жения кончиков двух иголок, или же положения двух изображений
на фотопластинке, ничто не препятствует нам измерить их одновре-
менно и как угодно точно, однако связь между ними и интересую-
щими нас величинами (qk и pk) неопределённа, причём неопределён-
ность этой связи даётся соотношением Гайзенберга».

Введём прежде всего энергетические слои, группируя энергетиче-
ские уровни, как это делалось раньше, и приписывая каждой группе
из St уровней одно соответствующее значение энергии Ег Внутри
каждого слоя введём (фазовые) ячейки [ср. раздел 1.3], содержащие
каждая, скажем, sv состояний. В каждой ячейке интересующие нас
макроскопические переменные А, В, . . . будут иметь постоянные
значения. Это значит, что мы ввели макроскопические операторы
энергии, А, В а т. д. таким образом, что все они коммутируют,
а их собственные значения Sy-кратно вырождены. Если <οτ являются
собственными функциями от макроэнергии и от макрооператоров,
соответствующих А, В, ..., то внутри ячейки они соответствуют
одинаковым собственным значениям. Имеем, далее,

где ν пробегает значения от 1 до Nt; Nt — число ячеек в слое.
Пусть Рч — вероятность найти систему в v-й ячейке и пусть

pw — вероятность найти систему в одном из состояний, принадлежа-
щих v-й ячейке **) . Имеем тогда [ср. соотношение (IV.2,42)]

А = s;>v. (V.18)

Определим величину Σ (t) выражением [ср. (IV.2,43)}

Σ = £ Λ In (Λ/Ο- (V.lSi)

*) Ср. также у Вайцзекера 4 9 W 1 . •
**) Ρ-, будет крупноструктурной плотностью ансамбля, в котором все

системы соответствуют одной и той же волновой функции, а именно вол-
новой функции рассматриваемой системы.
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Необходимо иметь в виду, что число ячеек в энергетическом
слое, т. е. число состояний, которые могут быть различены наблю-
дателем, будет порядка величины, скажем, 1020 (самое большее).
С другой стороны, величина — Σ, являющаяся мерой энтропии си-
стемы в единицах k (постоянная Больцмана), также будет поряд-
ка 1020, т. е. порядка числа Авогадро. Это значит, что sv будет
чудовищно большой*)

s, ~ехр(10 2 0 ) , также и S ; ~ ехр.(1020). (V,20)

В результате P v будет порядка величины 10~20, a lnsv будет
чрезвычайно большим, по сравнению с — ΙηΡ ν, так что вместо (V.19)
можно написать

Рассмотрим, далее, величину

{Σ)ορ=-Σ>/^)1π^. (V.22)

Для (Σ) ς ρ легко можно доказать следующие неравенства:

S i = =-<E) C p , (V,23)

) Σ 0 / t y ( г / г > = In 5 , - In Nt. (V.24)

Первое неравенство следует из того, что 0 < ^ в , / 5 г < ^ 1 , второе —
1̂ з того, что сумма типа £αν1ηαν при условии £ач = 1 минимальна,
Когда все αν равны. Согласно (V,20) 1л St порядка 1020, в то вре-
мя как liiA/j порядка лишь 50, так что можно пренебречь \nNt

по. сравнению с In St и написать

(Σ) = - 1 п 5 / . (V.25)

Так как S{ есть число состояний в энергетическом слое, то — (^) с р

можно интерпретировать (отвлекаясь от множителя k) как энтропию
микроканонического ансамбля (ср. рассуждения перед уравнением
flV.1,28).

Эргодическая теорема будет доказана, если мы сможем доказать,
что (Σ) является средним по времени от Σ (t), заданной в (V,21),

*) Этим замечанием я обязан проф. М. Фирцу.
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ИЛИ ЧТО

Λ = *,/£,; (V.26)

последнее выражение весьма напоминает соотношение (Υί3).'
Возможно, что (V,26) справедливо при усреднении,' причём

усреднение берётся по всем возможным подразделениям слоя на
ячейки. Вейль 2 5* дал метод, который позволяет приписать опреде-
лённые веса различным подразделениям. В Приложении IV мы обсу-
дим доказательство соотношения (V,26). Необходимое условие для
доказательства состоит в том, чтобы отсутствовали вырожденные
энергетические уровни *).

Мы доказали теперь эквивалентность средних по времени и по ан-
самблю в случае функции Σ. Однако, если имеет место соотноше-
ние (V, 26), то можно также .доказать эквивалентность средних по
времени и по ансамблю и для других переменных. Это вытекает из
рассмотрения Неймана **), а также из аргументации, подобной той,
которая приведена во Введении; эта аргументация строится следую-
щим сбргзом. Из того, что Σ и (2}с„ совпадают, вытекает, что
система большую часть времени проводит в равновесном состоя-
нии и что, следовательно, среднее по времени от любой величины
будет соответствовать равновесному значению. Необходимо также
отметить, что при доказательстве выражения (V,26) мы в действи-
тельности дсказгли бстьше, нежели только эквивалентность Σ и (Щср,
а именно мы сделали утверждение сб относительных промежутках
времени, проводимых в различных ячейках; выражение (V,26) соот-
ветствует выражению (II. 1,5) классического случая.

В заключение можно сказать несколько слов о недавней статье
Клейна52К. Его точка зрения сходна с точкой зрения Борна и Гри-
на в том, что рассматриваются лишь системы во вполне определён-
ных состояниях. В этом случае необходимо ввести взаимодействие
между системой и внешним миром. Это взаимодействие, при усло-
вии, что оно удовлетворяет определённым требованиям, будет обес-
печивать эквивалентность средних по времени и по ансамблю. Однако
этот метод рассмотрения, по нашему мнению, не отдаёт должного
тому факту, что наблюдатель имеет дело с макроскопическими
переменными. Для подробного ознакомления с весьма интересными
рассуждениями Клейна мы отсылаем к его работе.

*) Следует здесь отметить, что если использовать уравнение (V,21)
для Σ (0 (как это делал и Фирц), то необходимым будет лишь условие
невырождения, но не весьма сильное ограничение случаем отсутствия ре-
зонансов. Это весьма удовлетворительно, поскольку в то время как раз-
ности энергии имеют физический смысл (они входят, например, в выраже-
ния для времён релаксации), вторые разности не имеют такого физиче-
ского смысла. Я благодарен проф. Фирцу, обратившему на это мое'
внимание.

**) См. Приложение IV. '
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РЕЗЮМЕ ПОЛОЖЕНИЯ В КВАНТОВОЙ ТЕРМОСТАТИКЕ

Кратко подведём итоги рассмотрения двух предшествующих ча-
стей (IV и V). Нет необходимости вновь обсуждать утилитарный
подход, поскольку здесь нет отличия между классическим и кван-
товомеханическим случаями.

В случае формалистического подхода снова проводится исследо-
вание необходимых условий для равенства средних по времени
и по ансамблю. В квантовомеханическом случае необходимым
является условие невырожденности всех собственных состояний
энергии.

В случае физического подхода мы снова имели дело с изобра-
жающими ансамблями и показали, что развитие неравновесного
состояния будет происходить так, что ансамбль, изображающий рас-
сматриваемую систему, будет с течением времени приближаться
к каноническому ансамблю. Проблема здесь сводится к отысканию
правил, в соответствии с которыми можно было бы строить изобра-
жающие ансамбли. Эти правила совпадают с предположениями о ра-
венстве априорных вероятностей для всех невырожденных состоя-
ний и о случайности априорных фаз для амплитуд вероятности.
Если такие предположения сделаны, то далее можно использо-
вать либо квантовомеханическую форму статистической //-теоремы,
либо использовать /f-теорему в применении к ансамблям. Рассмо-
трение здесь весьма сходно с тем, которое велось в классическом
случае.

В классическом случае мы видели, что в конце концов основные
идеи физического и формалистического подходов одинаковы. Если
доказано, что физические системы являются квазиэргодическими,
то отсюда следует эргодическая теорема; можно, однако, оправ-
дать также и выбор априорных вероятностей, исходя из фундамен-
тальных принципов. В квантовомеханическом случае положение не
столь просто. Из фундаментальных принципов можно оправдать
предположение о равенстве априорных весов, однако остаётся ещё
предположение о случайности априорных фаз. С другой стороны,
мало вероятно, чтобы физические системы были на самом деле
эргодическими в квантовомеханическом смысле, а в этом случае
квантовомеханическая эргодическая теорема также должна исполь-
зовать предположение относительно распределения фаз. Поскольку
в квантовой механике (начальные) фазы не имеют физического
смысла, можно с некоторым оправданием сказать, что в действитель-
ности необходимо всегда усреднять по этим фазам. В этом случае
квантовомеханическая эргодическая теорема будет всегда справед-
лива, причём предположение о случайности априорных фаз также
оправдывается. Как и в классическом случае, мы видим, что два
различных метода подхода не столь уж отличаются друг от друга,
как это можно было бы думать с первого взгляда.
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ПРИЛОЖЕНИЯ

I. МОДЕЛЬ ЛОРЕНЦА *)

В разделе 1.1 была введена модель физической системы, обла-
дающая следующими свойствами. Частицы одного сорта закреплены
в пространстве и беспорядочно распределены с плотностью η в еди-
нице объёма. Частицы второго сорта движутся сквозь решётку,
испытывая упругое и ' изотропное рассеяние на частицах первого
сорта, причём взаимодействие с частицами своего же сорта отсут-
ствует. Плотность частиц второго сорта равна N в единице объёма
и их скорость равна с. Сечение столкновения обозначено через σ.

Предположим, что фазовое пространство, которое в этом случае
является единичной сферой, подразделено на 2т-\-1 конечных
ячеек, размером ш каждая,

ε ω = 4π/(2/»-|-1)1 (Пр. 1,1)

и перенумеруем их индексом г», пробегающим последовательность
— т, — т~\- 1 . . ., О, . . ., т— 1, т. Обозначим через fv число
частиц второго сорта (назовём их электронами по аналогии с ло-
ренцевой моделью металла) в единице объёма, которые движутся
в направлении, характеризуемом v-ы элементом телесного угла. Ве-
личины fv удовлетворяют условию

lvfv=N, (Пр. 1,2)

а их равновесные значения удовлетворяют условию

/* = Л//(2/я+1). (Пр. 1,3)

Для того чтобы характеризовать состояние системы, введем ве-
личину Δ

Δ = Σ,(/,-/£)2· (Пр. 1,4)

Будем интересоваться теперь вероятностью w (Δ) ίίΔ найти зна-
чение Δ в интервале Δ, Δ —(— ίίΔ. Для нахождения распределения
вероятности величины, представляющей собой сумму ряда функций,
распределение вероятностей которых известно, мы используем метод
Маркова (1 2 М; см. также 4 3 С · 4 6 С). Приведём без доказательства
{см. 4 3 С) результат. Если

Μ . (Пр. 1,5)

где <7г являются стохастическими переменными, так что

Ρ {Яд Πά4ι (П Р . 1,6)

*) С м . 5 4 0 ; ср. т а к ж е 5 5 G ' 5 5 H 2 .
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есть вероятность найти qt внутри интервала qt, qi ~\- dqit то ве-
роятность w(Φ)άΦ найти Φ между Φ и Φ - f άΦ даётся выра-
жением

со

w (Φ) άΦ = (ίίΦ/2π) Г ехр (— 19Ф) А (р) dp, (Пр. 1,7)

о

где А (р) определяется из

А (Р) = J · · ·J ехр (1Р$Ък) ρ (q,) Πά4ι. (Пр. 1,8)

В нашем случае выражение (Пр. 1,4) берётся вместо выраже-
ния (Пр. 1,5) и вероятность найти определённую совокупность
значений fv является сложной вероятностью. Используя (Пр. 1,2),
находим

Ρ if ν) = [М//7Д!] (2m + 1) -", (Пр. 1,9)

что при больших значениях fv, близких к /«, принимает вид *)

ρ (/„) = [(2т + 1)/2πΛ/] - (2m + 1) ' ' , χ

X ехр [ - (2/й + 1) Σ (/„ - /^)2/2Л/]; (Пр. 1,10)

последнее выражение нормировано.
Для функции А (р) получаем

А (?) = J . · · j /»(/J ехр ( - ipA)rf/_m . . . dfm, (Пр. 1,11)

где . интеграл 2т-кратен потому, что в силу (Пр. 1,2) лишь 2/я из
fv являются независимыми. Поскольку одно из fv должно быть исклю-
•чено (пусть это будет / 0 для сохранения симметрии), интегрирова-
ние оказывается довольно громоздким, но, к счастью, выполнимым,
и даёт

А (Р) = [1 - 2iNpl(2m + 1)] - * . (Пр. 1,12)

Подставляя (Пр. 1,12) в (Пр. 1,7), находим при помощи контурного
интегрирования

w(A) db = [(2т-\- \)j2N]m [А»1-1/(т. — 1)!] X

Хехр {- (2т -f 1) Δ/2Λ/} dA, (Пр.1,13)

что совпадает с (1.3,13).

*) При выводе уравнения (Пр. 1,10) используется формула Стирлин-

га In х\ = χ In χ — χ + -ψ- In x -\- -PJT In 2π и разложение по степеням
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Из (Пр.1,13) получаем

) (Пр. 1,14)

(Д2)с р = Г Δ 2 ^ (Δ) db. = 1т (2т + 2) Л/2/(2т 4-1 )2, (Пр. 1,15)

откуда вытекают соотношения (1.3,16), если в окончательном ре-
зультате пренебречь 1 по сравнению с 2т, так как /м^>1.

Теперь нам нужно вычислить вероятность w (Δ, Δ') того, что Δ
изменяет своё значение с Δ на Δ' в течение интервала времени τ.
Изменение Δ связано с изменениями значений fv соотношением

Δ' - Δ = 2Σν (/„ - /ι) (/; - fv) = 2ijv (/; - /„), (nP.i, щ

так как из (Пр.1,2) вытекает, что %f'v — Σ/»·
Пусть χνν· равно истинному числу электронов, приходящих из

ячейки ν в ячейку ν' за интервал времени τ. Если бы мы могли.
использовать гипотезу о числе столкновений, то получили бы

Xvf = afv, (Пр. 1,17)
где

д==яотс/(2/ге+1), (Пр. 1,18)

причём мы использовали и предположение об изотропии рассеяния
[ср. выражение (1.1,15)].

Нас интересуют, однако, флуктуации и вместо выражения
(Пр. 1,17) нам необходимо рассмотреть распределение величин
хт· около среднего значения, даваемого выражением (Пр. 1,17).
Если распределение закрепленных частиц в пространстве беспоря-
дочно, мы можем предположить, что оно является распределением
Бернулли.

Интервал времени τ выберем так, чтобы вероятность претерпеть
любому электрону более одного столкновения за время τ была пре-
небрежимо мала, или

т < 1 / я о с . (Пр. 1,19)

Если выбрать /V столь большим, что αΝ всё ещё велико по срав-
нению с единицей, так что имеем неравенства

Ν^>αΝ^>\, (Пр. 1,20)

то можно использовать для χνυ· распределение Гаусса

ρ (Χνυ.) = (2 г е вД) -Ъ е х р [_ (Xvv, _ afvfl2afv]. (Пр. 1,21)

Изменение величин /„ за интервал времени τ определяется ве-
личинами хш·, причём имеем

fv ~fv = Σν (x*v - xw). (Пр. I, 22)
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Комбинируя (Пр. 1,16) — (Пр. 1,22), видим, что мы возвратились
к проблеме, приводящей к w (Δ). Выражение w (Δ) w (Δ, Δ') стоит
теперь вместо Φ в выражении (Пр. 1,5), а Фк являются функ-
циями от /„ и хт·. Из (Пр. 1,7) имеем теперь

w (Δ) w (Δ, Δ') =

= ± ^ ехр [ - ίσΔ - /ρ (Δ' - Δ)] Α (ρ, σ) dp da, (Пр. 1,23)

где

А (Р. °) = J · • • J df-m • • -dfm dx-m, _ m . . .dxmm X

Χ Ρ (fv) Ρ (X-m, -m) • • -P (Xmm) X

X exp [/σχ (Д - /J)» + 2/p2 (/; - /„)] · (Пр. 1,24)

Интегрирование по (2/я-{-1)2 переменным χνν· выполняется без
особого труда после того, как использованы выражения (Пр. 1,21)
и (Пр. I, 22). Интегрирование по 2т переменным fv (ν ψ 0) более
сложно. Введём новые переменные αν

'v=(fv-ft)/fe

v (Пр. 1,25)

и пренебрежём кубическими членами в экспоненте по сравнению
с квадратичными. После этого в экспоненте останется квадратичное
выражение, которое можно проинтегрировать. Окончательный ре-
зультат имеет вид

А (р, о) = [(2т + 1)/2] т [4Μφ (2/Vp + 2т

— 2Ma + 2m + l ] - m (Пр. 1,26)

и из (Пр. 1,23) и (Пр. 1,13) получаем нормированное выражение

w (Δ, Δ') =

•= (32πΛ/αΔ) - V. ехр [— (Δ' — Δ -f- 2 (2m + 1) αΔ)2/32№ζΔ], (Пр. 1,27)

совпадающее с выражением (1.3,19).
Выражение (1.3,21) вытекает из соотношения

'«(Δ, A')dA' (Пр. 1,28)

при использовании (Пр. 1,27).
В части I было упомянуто, что имеет место следующее соотно-

шение:
w (Δ) w (Δ, Δ') == w (Δ') w (Δ', Δ). (Пр. I, 29)
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Необходимо обратить внимание на то, что при доказательстве этого
соотношения пренебрегают членами высшего порядка по а, что до-
пустимо ввиду неравенства (Пр.1,19).

Используя выражение (1.3, 27), (1.3,28), (1.3,31) и (Пр.1,27), по-
лучаем выражения (1.3,19) и (1.3,32), снова с точностью до членов
первого порядка по а. Аналогично выражение (1.3,30) следует из
(1.3,29) при пренебрежении членами порядка а2 и более высокого
порядка.

Если справедлива гипотеза о числе столкновений, то можно
использовать для скорости изменения fv выражения (Пр. 1,22) и
{Пр. 1,17), которые дают

dfjdt = (/; - /ρ)/τ = Σν (xw - xw) =

= (Φ) \Σν/ν - (2/я + 1)/„], (Пр. 1,30)

откуда, после использования того, что 2/0> = Σ / £ ' = (2/w-f- 1)/*,
вытекает уравнение (1.3,34).

II. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СУЩЕСТВОВАНИЯ КВАЗИЭРГОДИЧЕСКИХ
СИСТЕМ *)

Доказательство квазиэргодичности к а н о н и ч е с к и х нор-
м а л ь н ы х с и с т е м с более чем двумя степенями свободы, пред-
ложенное Ферми, состоит из двух частей. В первой части даётся
доказательство того, что энергетические поверхности @ являются
•единственными семействами поверхностей в фазовом пространстве,
обладающими тем свойством, что любая орбита, исходящая из ка-
кой-нибудь точки одной из поверхностей семейства, всегда будет
оставаться на той же самой поверхности. Во второй части показы-
вается, что если имеются две произвольные области σ и σ* на ©,
то найдутся орбиты, проходящие как через σ, так и через σ*.

Доказательство первой части несколько сложно и идёт следую-
щим образом. Каноническая нормальная система является системой,
в которой можно ввести канонически сопряжённые координаты х ;

и yt, так что:
а) энергия не зависит от времени;
б) гамильтониан Ш системы можно разложить в степенной ряд

по параметру а,

se = s e 0

J

r « < $ ? ! + а 2 < $ ? 2 + · · . ; ( п р . ΐΐ,ΐ)
в) гамильтониан, а стало быть и все S6-v являются периодиче-

скими функциями по всем хг Можно, далее, выбрать наши х1 так,
чтобы период был для всех xi одинаков и равен, скажем, 2π;

г) первый член в разложении (Пр. 11,1), ЗВй, не зависит
от х,.

*) См. 23F1
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Предположим теперь, что уравнения

Φ (χ, у; α) = 0 (Пр. 11,2)

описывают семейство поверхностей 3ϊα и что функции Φ однознач-
ны, аналитичны и периодичны по χ.·.- Нам нужно показать, что
каждая из ffia совпадает с энергетической поверхностью ©.

Разложим Φ по степеням α

Φ = Φ0 + α φ 1 + « 2 Φ 2 + . . . (Пр. 11,3)

Если ffia заданы, то всё же в широких пределах можно произволь-
но выбирать Ф г, в частнссти, можно показать*), что для данной^,,
можно вьбрать Ф о , не зависящую от хг Более того, Ф,- могут
быть выбраны произвольно вне 5ϊϊ0.

Так как $1а являются такими поверхностями, что орбита, исхо-
дящая из какой-нибудь точки поверхности, будет оставаться на той
же самой поверхности, то уравнение

?, Ф} = 0 (Пр.11,4)

должно быть следствием уравнения (Пр. 11,2); здесь {А, В] —
скобки Пуассона,

{А, В] = 2 г [(дА1дУ!) (dBldxt) - {dAjdx,) (dBjdyt)]. (Пр.11,5)

Из уравнения (Пр. 11,4 и рядов (Пр. 11,1) и (Пр.П,3) вытекает,
что должны иметь место следующие уравнения:

= О, (п Р . н,б)

Ф о ) = О , . . . (Пр. 11,7)

Уравнение (Пр. 11,6) тривиально, ибо ни $6й, ни Ф о не содер-
жат х ;.

Так как Ф 1 и $вх являются периодическими функциями по всем
хп можно написать

. · (Пр. П,8)

, (Пр. 11,9)

где

^ - ' ( « № + ¥ 2 + · · · +тпхп); (ПР· п ' 1 0 )

здесь при помощи т кратко обозначены все η величины mt и сум-
мирования в (Пр. 11,8) и (Пр. 11,9) ведутся по всем η значе-
ниям тг

*) См. 2 3 F 1, раздел 3; используется тот факт, что 91я являются поверх-
ностями, на которых расположена орбита.
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Из выражений (Пр. 11,7) и (Пр. 11,9) получаем

Σ ехр К [Aml,mia>t - Bmljmj7j] = О, (Пр. II, 11)

или

AnX-jnPi = Bmlj^/j, (Пр. II, 12)

тде

(Пр. 11,13)

Если исключить возможность того, что все Вт могут быть
равны нулю*), то из (Пр. 11,12) следует, что в любой точке на
3ΐ0, в которой Х/я;а>; равна нулю, ^mf/j также должна быть равна
иулю.

Возьмём теперь η = 3. Рассмотрение справедливо также и при
я ^ > 3 , но не при л = 2 (ср. 2 3 F 1). Вообще говоря, из трёх отноше-
ний co2/cuj, ω3/ω·|, ш3/со2 самое большее одно отношение будет по-
стоянным на Ro. Мы можем, стало быть, предполагать, что первые
два отношения изменяются на Шо. В этом случае 3ΪΟ плотно покры-
то точками, где cog/cuj принимает рациональные значения, так что
можно найти такие т1 и т2, что

0. (Пр. 11,14)

Имеем, далее, в этих точках

«]Xi + ™2Z2 = 0, (Пр. 11,15)

-так что

(Пр. 11,16)

Поскольку соотношение (Пр. 11,16) справедливо на точечной по-
следовательности, всюду плотной на 0ΐ0, то оно выполняется то-
ждественно на 9!0. То же самое верно и для соотношения

» з К = Zs/Zi- (Пр. 11,17)

Из соотношений (Пр. 11,13), (Пр. 11,16), (Пр. 11,17) и того факта,
что $Вй и Ф о не зависят от лгг, вытекает, что на 9ΐ0

ф о = ( ^ п 4 - с 0 , (Пр. 11,18)

где сп — константа. Так как Ф о может быть выбрано произвольно
вне 910, мы можем выбрать её так, чтобы (Пр. 11,18) выполня-
лось всюду в фазовом пространстве.

Если наша система не вырождена, то соотношение

2>;°>/ = 0 (Пр. 11,19)

*) Рассмотрение этого случая дано в 92Р
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не может выполняться тождественно на 9t0, и мы имеем право раз-
делить (Пр. 11,12) на 2т(.со., что равно 2>,χ,- в силу (Пр. 11,18).
В результате имеем

за исключением случая, когда все /и; = 0. (Пр. II,20)
Мы видим, далее, что на 9ΐ0

Φι (*/, Уд = SB-,(xt, уд +ЛСУ,), (Пр. π,2ΐ>

и снова можно выбрать Ф х вне 3i0 так, чтобы (Пр. 11,21) удов-
летворялось всюду в фазовом пространстве.

Теперь легко доказать методом полной индукции, исходя из·
уравнений (Пр. 11,18) и (Пр. 11,21), что

ф. = ( ^ . + С/, (Пр. 11,22)

где ci — константы. Доказательство этого аналогично доказатель-
ству уравнений (Пр. 11,18) и (Пр. 11,21).

Уравнения (Пр. 11,22) приводят к выводу, что (Пр. 11,2) экви-
валентно уравнению

SB(xt, У-, а) = 2с„а« = с, (Пр. 11,23)

и, стало быть, 91а совпадают с энергетическими поверхностями.
Вторая часть доказательства Ферми гораздо менее сложна.

Пусть σ и σ* — две произвольные области на @. Пусть а' — та
часть @, которая покрыта орбитой, исходящей откуда-то из <2L
Если бы σ' покрывала всю @, наше доказательство было бы выпол-
нено. Если о' не покрывает всю ©, то пусть σ" будет той частью ®,
которая не покрыта, и пусть 3? будет граничной поверхностью·
между σ' и а". Можно убедиться, что не могут существовать
орбиты, имеющие точки как в σ', так и в а". В самом деле, пусть
Р' в о' проходится в момент V орбитой, которая в момент t" про-
ходила Р" в σ". Поскольку решения уравнений движения являются
аналитическими функциями, то можно найти такие малые области ч{
в а' около Р' и η " в о" около Р", чтобы орбита, проходящая
через произвольную точку Q' в η' в момент f', проходила бы че-
рез η " в момент t". Так как, однако, η ' лежит в σ', то найдутся
точки Q', лежащие на орбите, исходящей из σ, и мы пришли
к противоречию.

Пусть теперь Ρ будет точкой на 3S, и пусть снова Р' и Р" —
точки в σ' и а" соответственно. Если рассмотреть орбиты, прохо-
дящие в момент t через Ρ, Ρ', Ρ", то эти орбиты в момент ij
будут проходить через точки Рг, Р[, Р'[, в момент t2 через Р2,
Р'2, Р2 и т. д., где P'v P'v . . . все лежат в σ', а Рг[, Р"2, . . . все
лежат в σ". Можно выбрать Р' и Р" столь близко к Р, чтобы
Р\ и Pj' были бы близки к Р1У ТОЧКИ Р'2 И Р"2 близки к Р2 и т. д.
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Отсюда следует, далее, что Р, Ръ Р2, . . . должны все лежать
на 38 и что 38, таким образом, содержит орбиту. Мы видим,
однако, что единственной поверхностью, на которой может нахо-
диться орбита, является энергетическая поверхность. Следовательно,
38 не может существовать, или а' должна покрывать @ полностью.
Это значит, что σ* будет частью о', и что найдутся орбиты, исхо-
дящие из σ и проходящие через σ*. Поскольку как σ, так и σ*
могут быть выбраны произвольно малыми, то мы получили доказа-
тельство квазиэргодичности рассматриваемых систем.

III. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО КЛАССИЧЕСКОЙ ЭРГОДИЧЕСКОЙ ТЕОРЕМЫ*)

Эргодическая теорема Биркхофа показывает эквивалентность
среднего, взятого по энергетической поверхности, и среднего по
времени, взятого практически по Есем орбитам на энергетической
поверхности, при условии, что энергетическая поверхность метриче-
ски неделима. Пусть f (Р) — фазовая функция с достаточно хоро-
шим поведением**), т. е. функция от фазы, изображаемой точкой Ρ
на энергетической поверхности ©.

Рассмотрим функцию f(P, ta, T), определённую выражением

/(Ρ; ta, T)=-L^ f{Pt)dt, (Пр. Ill, 1)

ίο

где Р{ — проходимая в момент t точка орбиты, проходящей в мо-
мент t0 через Р. Прежде всего мы докажем, что почти для всех
орбит существует следующий предел:

J(P; t0, oo) = lim 7(P; t0, T). (Пр. 111,2)
Г—>оо

Далее будет показано, что этот предел не зависит от tQ. На-
конец, мы покажем, что этот предел является константой почти
всюду на @.

Для доказательства первой части подразделим временную шкалу
на конечные отрезки и напишем

T = nz, (Пр. 111,3)

1«{Р\ to)=fo(P; t0, ητ). (Πρ.ΙΙΙ,4)

Если бы Ρ была фазовой точкой, для которой предел (Пр.Ш,2)
не существовал, то нижняя граница L (Р) величин fn (Ρ; t0)
и верхняя граница U (Р) величин / л (Р; t0) были бы различны и мож-

*) Приведённое здесь доказательство дано Колмогоровым (см. 2 5 R | 4 9 K).
**) Хорошее поведение понимается здесь в смысле суммируемости на

энергетической поверхности, которая предполагается конечного объёма.
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«о было бы найти две такие величины а и р , чтобы

Ι ( Ρ ) < α < β < ( / ( Ρ ) . (Пр. 111,5)

Более того, если последовательность 35 фазовых точек, для ко-
торых предел (Пр.III,2) не существует, была бы положительной
меры, то можно было бы найти подпоследовательность ЗУ последо-
вательности 35, также положительной меры, и такую последова-
тельность значений α и β, что неравенства (Пр.Ш,5) удовлетво-
рялись бы для всех точек Ρ из ЗУ. Это, однако, приводит к про-
тиворечию, что видно из следующего.

Пусть Рк—фазовая точка в момент to-\~kx и пусть х^(Р)
определено выражением

*ЛР) = -т \ f(Pt)dt. (Пр.Ш,6)

Смещая начало отсчёта, убеждаемся, что

хк{Р) = х0(Рк). (Пр.Ш,7)

Среднее по времени / я (Р; t0) можно выразить через хк сле-
дующим образом:

п - 1

1п{Р\ Ό) = 4 - Σ хк{Р). (Пр.Ш,8)

Проинтегрируем теперь /„ (Р; t0) по последовательности точек ^
являющейся подпоследовательностью из 5)' такой, что для любой
точки из 35(п) имеем

Результат интегрирования имеет вид

п - 1 п - 1

= Σ ) х" (ρϊ άφ° = Σ j χο (Ρid «to», (Пр. шло)

где Ш (55^я)) — мера последовательности 5^"\ da>(n) обозначает ин-
тегрирование по последовательности D£n) и dco "̂' — интегрирование
по последовательности 5^"\ получаемой из DM преобразованием
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Предположим, что последовательности <DJW не перекрываются
и пусть их сумма будет )

(Пр. 111,11)

j х0 (Р) rf» > Щ (£<»>), (Пр. 111,12)

из (Пр. 111,10) имеем

где Juto(") обозначает интегрирование по 2МЛ), пркчгм использован
тот факт, что Ш (ЭДЛ*) = Ж (5^,"') для всех Л ввиду наличия тео-
ремы Лиувилля.

Можно показать, что такие суммы <£<"> неперекрывающихся
последовательностей могут быть найдены для каждого значения η
таким образом, чтобы они исчерпали £ ' ; из неравенства (Пр. 111,12)
тогда будет следовать, что

(Пр. 111,13)

0 (Ρ) dm' < аШ (£>'). (Пр. Ill, 14)

Комбинируя неравенства (Пр. Ш,13) и (Пр.111,14) с допущением
Ш (3)') ^> 0, приходим к противоречию с нашим вкбором а<^|3. Мы
получаем, таким сбразом, что ® имеет меру нуль и что предел
(Пр. III,2) существует практически для всех орбит.

Первая часть доказательства завершается рассмотрением величины

х0 (Р) dm' > Щ (2У),

где Jrfu/ сбсзначгет интегрирование по всей 5У.
Аналогично можно доказать неравенство

А =
4+7

J
4+ ,+

± J f(Pt)dt-±. \ f(Pt)dt (Пр. 111,15)

где теперь (Пр. Ш,3) не обязательно должно выполняться, но η
есть нгибольшее из целых чисел, содержащихся в Γ/τ. Разобьём А
на две части

А = А1-±-А2, (Пр. 111,16)
где

А-, —
1 1

~ - ~ f(P,)dt

-i- J f{Pt)dt-±- j' f{Pt) dt

(Пр. 111,17)

(Пр. 111,18)

4 УФИ, т. 60, вып. 1
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Так как fn(P; t0) обладает предельным значением при п—» оо,
(назовём его F), то для Аг имеем предел

пх — Т

и мы видим, что Ах —> 0 при Τ —» оо.
Для Л2 имеем неравенство

τ

Ύ

(Πρ. 111,19)

(Πρ. 111,20)

и для любой достаточно хорошей функции / (Я) величины хп (Я)
будут ограничены и, таким образом, Л2 —»0 при Τ-^ со. Этим за-
вершается первая часть рассуждения.

Тот факт, что / (Я; t0, оо) не зависит от t0, следует из ра-
венств

Ό+ τ ι,+r

lim - i- j ' / (Я,) rfi = lim - i- f / (Я,) di -i

-;-lim -i- / (Pt) dt - lim -i- С f{Pt)dt (Пр. 111,21)
с'

и для любой достаточно хорошей функции / (Ρ) последние два пре-
дела будут равны пулю.

Последняя часть доказательства эргодической теоремы Биркхофа
вытекает из того, что если бы / (Я; it], то) не было постоянно
практически всюду на ©, то было бы возможным найти такое зна-
чение F величины / ( Я ; ί0, то), что условия /(Я; t0, ~o) <^ F и
/ (Я; ta, σο) 5>- F определяли бы две последовательности положи-
тельной меры на S, которые были бы инвариантны относительно
преобразований Р—*Р(, ибо / ( Я ; tn, оо) инвариантно относительно
таких преобразований. Это, однако, находилось бы в противоречии
с предположенной выше метрической неразложимостью 5 .

IV. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО КВАНТОВОМЕХАНИЧЕСКОИ ЭРГОДИЧЕСКОЙ
ТЕОРЕМЫ *)

В части V было установлено, что квантовомеханическая эргодичес-
кая теорема будет доказана, если только можно показать, что среднее
по времени Я, от вероятности Яу найти систему в v-й ячейке прак-

*) См. 2»N, 37P, 52R.; я признателен проф. М. Фирцу за информацию по
этому вопросу.
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тически всегда равно отношению числа состояний .9» в ячейке к чи-
слу состояний St соответствующего энергетического слоя. При рас-
смотрении было использовано то, что как sv, так и 5(- порядка
величины exp (1020); этот факт будет использован также и в даль-
нейшем. Выражение «практически всегда» понимается в том смысле,
что соотношение (V,26) имеет место практически для всех подраз-
делений фазового пространства на фазовые ячейки, причём веса
различных подразделений будут определены ниже.

Пусть ψ будет волновой функцией нашей системы, а φσ — пол-
ная ортснормированная система, соответствующая гамильтоновскому
оператору Н, и пусть ωτ будет полной ортонормированной системой,
соответствующей макроскопическому оператору, рассмотренному
в части V. Последовательность со- будет зависеть от способа выбо-
ра наших фазовых ячеек. Можно выразить ύ через φ0 или через ωτ:

•i - £ U сот. (Пр. IV.2)

Величины φ3 и сот связаны друг с другом ушг^рным преобразованием

U-.,";,, ~, — У1 V . ω-, (Пр. IV,3)

причём различные способы выбора фазовых -г-к-о.;: н;;ходят своё от-
ражение в различных матрицах U.

Из выражений (Пр. IV, 1) — (Пр. IV,3) !>;.<текгет, что

t-_ •- -^У] г ; С,.., (Пр. 14,4)

и поскольку φ3 являются собственными функция\:и оператора энер-
гии, имеем

г, = }Г;\ exp (iEz tjfi). (Пр. IV,5)

Величина Pv даётся выражением

Λ = ΣΙ ίτ p, (Πη. ΐν,6)
где суммирование распрсстранено на s., уровней v-й я-сйгн. Лз
выражений (Пр. IV,4) — (Пр. IV,6) получаем

Λ = Στ,Ρ М Ы £/:, ί/тр exp [/ (f= - /-р) Щ (Пр. I V.7)

и для среднего по времени

Λ = Σ τ ΐ | Γ σ | 3 | ί / , ; | 2 , (Πρ· IV.8)

где мы использовали то обстоятельство, что никакие два уровня
энергии не совпадают *).

*) Следует отметить, что дополнительное условие отсутствия выро-
ждения резонансов не необходимо.

4*
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Рассмотрим теперь

. . ι. . \Р* - sJSl\ = [la\ra\
!l(Ca —sJSt)\, (Пр. IV,9)

где , ;
с„ = Στ | и„ |2, (Пр. ΐν, ίο)

причём использован факт, что

Σ . | Γ , | 2 = 1 . (Пр. IV.11)

Из (Пр. IV,9) и (Пр. IV.11) следует, что

|Я, — sv/5; | < m a x | Cv — s v/5 ; j. (Пр. IV,12)

>·' ' Если нам удастся показать, что практически для всех матриц
пресбразований £/, Са практически равны sv/5(·, то наша теорема
будет доказана. Мы должны, стало быть, найти вероятность рас-
пределения величины Со, даваемой выражением (Пр. IV, 10). Вели-
чины и„ являются компонентами унитарных единичных векторов
в гильбертовом прсстранстве, а С3 являются квадратами длин
проекций этих векторов на подпространство, соответствующее sv

состояниям рассматриваемой ячейки. Если теперь предположить, что
вероятность найти подразделения, соответствующие унитарным еди-
ничным векторам [/, лежащим внутри заданного телесного угла
в гильбертовом пространстве, пропорциональна мере этого телесного
угла (или площади поверхности, вырезаемой на единичной сфере
в гильбертовом пространстве), то определение вероятности W (С) dC
того, что Са лежит между С и С -j- dC, сводится к проблеме мно-
гомерной геометрии. Сходные проблемы рассматривались Нейманом29N

и Паули и Фирцем37р, и мы приведём здесь лишь окончательный
результат для W(С)

W(C) = k-Cs*(l — Cfi ~ % (Пр. IV, 13)

где k — нормировочная постоянная, причём использовано соотноше-
ние (V.20).

Из (Пр. IV, 13) видно, во-первых, что наиболее вероятное значе-
ние для Са равно sv/S f, и, во-вторых, что максимум чрезвычайно
резок. Действительно, функция W (С) убывает вдвое на расстоя-
нии S~'^"- от её максимума. Из этого следует, что для «практически
всех» подразделений Οσ будет иметь значение, «практически» рав-
ное swjSiy и что, таким образом, соотношение (V,26) удовлетворяется
«гпочти Б-сюду».

V. ПЕРЕХОДЫ, ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫЕ ВРЕМЕНИ *)

В этом приложении мы хотим наметить вывод выражений
(IV.2,45) и (IV. 1,30), игравших столь важную роль в нашем рас-
смотрении квантовомеханической /"/-теоремы.

*) Ср. Β Ι , разделы 99, 100.
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Напомним прежде всего, что в обычной квантовомеханической
теории возмущений из метода вариации постоянных (26D> 27D> 2 8 P i 38fV
раздел 53) следует, что если ak (0) являются амплитудами в момент
/ = 0, то в последующий момент / амплитуды даются формулой

а„ it) = Σ , Vkn {exp [I (En - Ek) tit] -\)ak(0)/(EA -Eaj, _ ( П р . V , l )

где суммирование распространено на все те состояния, которые были
представлены в момент t = 0, причём состояние η не было представ-
лено в момент t = 0; здесь Vkn — матричный элемент оператора
возмущения V, благодаря которому осуществляются переходы
(ср. обсуждение рассмотрения Борна и Грина в разделе IV.2);
Ek — значение энергии состояния k.

Рассмотрим теперь случай, когда мы хотим знать число перехо-
дов от одной группы St энергетических уровней к другой группе Sj.
Предположим прежде Есего, что в момент времени t = 0 мы знаем
из наблюдения, что система находится в одном из 5 ; состояний г-той
группы. В соответствии с нашим основным предположением о равен-
стве априорных вероятностей и случайности априорных фаз, имеем
в момент t = 0 для матрицы плотности, представляющей нашу
систему, выражения

(Пр. V.2)

> = t>kl\Si, если состояние k

принадлежит к г'-той группе;

pkl = 0 в других случаях.

Эти выражения вытекают из того, что если оба k и! / принадлежат
i-той группе и не равны друг другу, то <^ afta* ^> = 0, если усред-
нить по фазам; остальное получается уже просто *).

Вероятность Р'. найти систему в момент t в состоянии у'-й груп-
пы следует из выражения (Пр. V,l):

Ρ) = In «; (0 β» (0 = Σ*, ι. η V*kn Vln {exp [ - i (Ek - Εη) t\%] - 1} Χ

Χ α\ (0) at (0)Ι(Εα - EJ (Ea ~ Et). (Пр. V,3)

Усредняя по изображающему ансамблю и используя (Пр. V,2), полу-
чаем для Ρ) выражение

Ση, k I Vkn ρ [sin2 Α χ (Ek - Е„) t\% ] (Ek - Enf. (Пр. V,4)

*) Принимается во внимание, что р нормирована.



54 Д. ТЕР-ХАР

В выражениях (Пр. V,3) и (Пр. V,4) состояния k и / принадлежат
1-й группе, а состояния η •— к у'-й группе. Для вычисления суммы
в (Пр. V,4) заменим её двойным интегралом и получим (ср. 3 8 Т ,
раздел 99)

Р} (t) = (2π/*5£) 2*. „ i Vkn |
2 an (E) ok (E) Ш, (Пр. V,5)

где ап (ak) — плотности энергетических уровней в у-й (1-й) группе,
а Δ£ — интервал энергии, соответствующий у'-й группе.

Выражение (Пр. V,5) можно переписать в виде

PJ=TutjSi, (Πρ.ν,6)

причём если бы мы интересовались случаем, когда первоначальное
наблюдение показало, что система находится в у'-й группе и мы
хотели бы знать вероятность найти систему в состоянии 1-й группы,
то мы получили бы результат

Pt = Tji tjSj, (Пр. V,7)

причём из (Пр. V,5) и эрмитового характера V следует также, что

T
u
 = Tj, (Πρ.ν.8)

Если наблюдение показало лишь, что в момент t = 0 различные
группы заняты с вероятностями Pt, Pj,. . . , то вместо (Пр. V,2)
для р необходимо использовать выражение

Ы = hi

(состояние k принадлежит /-й группе), (Пр. V,9)

причём при помощи рассуждений, аналогичных только что приве-
дённым, мы нашли бы, что интенсивность перехода Nu- из 1-й груп-
пы в у-ю группу даётся выражением

Nu^TuNSi, (Πρ.ν,ΙΟ)

которое сводится к (IV. 2,45) подстановкой

Aj^TulSiSj, (Пр. V,ll)

а из (Пр. V,8) и (Пр. V.11) следует выражение (IV. 2,46).
Для вывода выражения (IV. 1,30) вспомним, что мы имеем дело

с системой, содержащей N практически независимых частиц, так
что гамильтониан системы можно записать в виде

H = H0-i-V, (Пр. V,12)
где

но = 2гн;, (Пр. ν,ΐ3)

Η.· — гамильтониан ί-Ά частицы, V — оператор взаимодействия,
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которым в первом приближении пренебрегают, но который необхо-
дим для того, чтобы переходы между различными состояниями си-
стемы могли иметь место*). Собственные функции Н о имеют вид

Ф, = П ; ? г , ЕЛ = 2 Л , (Пр. V.14)

где φ; — собственные функции Нг, Ek — собственное значение опе-
ратора Но, соответствующее ФА, а гг — собственные значения Нг.
Волновая функция РФ^, получаемая из ФА путём перестановки ар-
гументов N частиц, является также собственной функцией Но, при-
надлежащей Ek.

Если мы имеем дело с системой Ферми-Дираковских частиц, то
допустимы лишь те волновые функции, которые антисимметричны
по аргументам всех N частиц, и, стало быть, в этом случае имеется
лишь одна допустимая комбинация РФк, а именно

Ф Ф . - Д . = С£ (~)рРФк, (Пр. V,15)

где ( — ) р равно -\- 1 или — 1 в соответствии с тем, четна или не-
чётна перестановка.

В случае систем Бозе-Эйнштейновских частиц единственная до-
пустимая волновая функция полностью симметрична, т. е.

Ф Б . - Э . = С£РФ„ (Пр. V.16)

причём в (Пр. V,15) и (Пр. V,16) суммирование ведётся по
всем Л/! перестановкам, а множители С в обоих случаях являются
нормировочными константами.

Ограничимся ниже системами Бозе-Эйнштейновских частиц. Слу-
чай Ферми-Дираковских частиц более прост и рассматривается ана-
логично. Предположим прежде всего, что V имеет вид

V = 2 V « 3 , (Пр. V.17)

где а и р нумеруют N частиц, причём суммирование распростра-
няется на все пары системы (α <^ β). Это значит, что лишь двой-
ные столкновения предполагаются существенными, а тройными и бо-
лее высокого порядка столкновениями можно пренебречь. Такое
предположение представляется естественным**), поскольку мы

*) Ср. аналогичное положение в случае Я-теоремы Больцмана, где
распределение Максвелла — Больцмана, предполагающее в действительности
независимые частицы, устанавливается' посредством столкновений, т. е.
путём их взаимодействия.

**) Имеется очень мало случаев, когда тройные столкновения принима-
лись во внимание. Они входят в вычисление третьего вириального коэф-
фициента 3 9 3 3 ' 4 0 В > 4 1 М, но до настоящего времени изучался лишь класси-
ческий случай; трудности, ожидаемые в квантовомеханическом случае,
представляются пока мало преодолимыми.
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уже допустили, что система столь разрежена, что в первом прибли-
жении можно пренебречь V.

Волновая функция Фк может содержать пх множителей Ф1Г

п2 множителей φ 2 , . . ., ni множителей <о-,..., где срг — система орто-
нормированных собственных функций. Для вычисления множителя С
в (Пр. V,16) необходимо учитывать лишь те перестановки, кото-
рые не приводят к произведению ортогональных <р(· с одинаковыми
аргументами*),' так что для С в конце концов получается вы-
ражение

| С | 2 = [Л/!« 1 !я 2 !« 3 ! . . .л ; ! . . . ]- 1 . (Пр. V.18)

Подобным же образом можно вычислить матричные элементы Vkl,
соответствующие переходу из первоначального состояния в состоя-
ние, в котором вместо п( величин φ,·, rij величин Фу, я,< вели-
чин φ,- и пу> величин Фу имеется щ ~\~ 1 величин φ(·, яу -j- 1 вели-
чин φ,·, я,·' — 1 величин φ,·» и яу — 1 величин Фу. Введём два
интеграла

Л = J ?; («) ?; (β) V.p φ," («) ?у (β) β?τα dtp, (Пр. V, 19)

h = J ?! (β) «Ρ,* («) V.p?i' (α) ? / . (β) Λ α ώτβ; (Пр. V,20)

находим

Ун = Ι Λ + ' 2 1 2 («, + 1) («y + 1) «/'«у. (Пр. V,21>
В Ферми-Дираковском случае вместо (Пр. V,21) мы нашли бы

выражение **)

Vkl = I h - h I 2я/'Яу (я,- - 1) (nj - 1). (Пр. V, 22)

До сих пор мы не вводили группы энергетических уровней, рас-
смотренных в разделе IV. 1. Введём их теперь и будем интересо-
ваться числом происходящих в единицу времени переходов от Zi

и Zj к Zt· и Zj·, где, стало быть, Nt, Nj, Νι>, N у меняются на
Nt — 1, Nj — 1, Nr -j- 1, Nf - j- 1. Опять мы используем метод
вариации постоянных, причём рассмотрение очень схоже с тем, ко-
торое привело к выражению (Пр. V,6), так что оно будет лишь
намечено.

Вероятность Pf (t) ***) найти систему в момент t в одном из со-
стояний, соответствующих Nl—1, Nj—1, Λ/i'-j-l, Λ/y-j-l, если
система первоначально находилась в одном из состояний, соответ-

*) Мы лишь наметили здесь аргументацию и отсылаем за более по-

дробным выводом к Толмену ( 3 8 Т , раздел 100).

**) Эту формулу можно найти в статьях Иордана 2 5 J l 2 7 J 1 , Орнштейна

и Крамерса 2 7 ° и Бозе 2 В В ; дальнейшее развитие принадлежит Толмену.
***) Индекс f означает конечное состояние, индексы о н о ' означают

первоначальные состояния.
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ствующих Л/;, Л/у, Л/,·-, Л/у, даётся выражением

Р, = 2, | α, (ί) 12 = 2MVwVb9m. (0) {ехр [_ / (Е, - Бо) f/A] - 1} X

X { e x p [ - / ( £ f - Е„)Щ] - 1 }/(£.- - £,)(£» - £,), (Πρ.ν,23)

где рОТ' (0) — матрица плотности при t = 0,

Ρ..'(0) = <,(0)α ο (0), (Πρ.ν,24)

причём й|И а0 — снова амплитуды вероятности.
Предположим опять, что мы совершили измерение в момент t = 0т

давшее нам сведение о том, что при t = 0 одно из начальных со-
стояний было реализовано, так что для матрицы плотности можно
записать

р00, (0) = (l/gO)30Oi если состояние о удовле-
творяет нашим требованиям, и

р00, = 0 в противном случае;

(Пр. V.25)

здесь g0 — число состояний, удовлетворяющих нашим требованиям.
В (Пр. V,23) можно теперь подставить выражения (Πρ.ν,21)

и (Пр. V,22) для Vkl и написать для Е\ — Е*

Et - Ео = в, + *j - ε? - BJ.. (Пр. V.26)

Написав, далее,

т. е. заменив л ( ) . . . их средними значениями в соответствующей
группе и интегрируя, получим, наконец, для Pf(t) выражение

Pi (ί) = (2π/*) [\ΙΧ±12\
 21Щ N№ Χ

r ± Nr)t, (Пр. V,28>

где Δ£ — ширина энергетической группы. Из (Пр. V,28) легко
получается выражение (IV.1,30), а выражение (IV.1,31) является
теперь следствием эрмитовского характера оператора V.

Таким образом, мы вывели выражения (IV.1,30) и (IV.1,45),
игравшие столь важную роль при рассмотрении квантовомеханиче-
ской /f-теоремы. Было использовано: (1) квантовомеханическое пред-
ставление о зависящих от времени переходах и (2) статистическое
предположение о равенстве априорных вероятностей и случайности
априорных фаз. Второй пункт был обсуждён в разделе IV.3; что
касается первого пункта, то нам хотелось бы закончить настоящее
Приложение цитатой из классической работы Паули 2 8 Р : «Статисти-
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ческие законы для частот переходов между стационарными состоя-
ниями, имеющие такой же характер, что и законы радиоактивного
распада, гарантируют сами по себе ровно столько случайности,
сколько необходимо для статистической интерпретации второго за-
кона термодинамики» *).

VI. ЛЕММА КЛЕЙНА **)

В разделе IV. 2 был использован тот факт, что выражение
(VI. 2,56) никогда не может стать положительным. Это свойство
будет здесь доказано. Мы имеем две матрицы плотности р ' и р " ,
представляющие систему в моменты /' и /", с матричными элемен-
тами р'ы и р"ы, где

Р « = Р « 8 « - (Пр. VI,1)

однако Ρ " не обязательно диагональная матрица. Диагональные эле-
менты p'kk (p"kk) являются, как мы видели в разделе IV. 2, вероят-
ностями найти систему в момент t (t") в k-м состоянии. Они, стало
быть, не могут быть отрицательными и выражение

Qkn = Р ; > Р ; * - Щ"м - 1] + Кп (Пр- VI.2)

также не может быть отрицательным ввиду соотношения (IV. 2,58).
Величины р"ы определяются при помощи (IV. 2,7) через ампли-

туды вероятности в момент t", которые в свою очередь получа-
ются из амплитуд вероятности в момент f интегрированием урав-
нения Шредингера. Известно, что можно получить, амплитуды ве-
роятности ak

n(t") в момент t" из амплитуд ak

n{t') в момент f уни-
тарным преобразованием U:

п М П и щ - (πΡ.νΐ,3)
Используя (Пр. VI,3), получаем из (IV. 2,7)

Кп = Σ* I unk I %k + Ъф&'пРпЯы (ПР. vi,4)

или, используя (Пр. VI, 1).

?"nn=^\Unk\Ykk. (Πρ.νΐ.5)

*) После написания этой работы была опубликована статья ван-Кам-
пена 5 4 К , в которой исследована симметрия матрицы перехода. Ван-Кампен
обратил особое внимание на тот факт, что если присутствуют магнитные поля
или силы Кориолиса, эта симметрия должна быть заменена несколько бо-
лее слабым условием, не следующим из эрмитовости гамильтониана. Ван-
Кампен в своей статье рассмотрел также связь между соотношениями Он-
загера 3 1 0 1 > З Ю 2 > 4 5 С и симметрией матрицы перехода.

**) См. 3 1 К > 3 8 Т разделы 101 и 106.
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Умножая (Пр. VI,2) на положительную величину | Unk | 2 и сумми-
руя по всем значениям η и k, получаем

Σ*. n\Unk\
 2

Pkk In P'kk - Σ*, η 1 Unk 12p'kk In 9"nn -

- Σ*.»I ̂  I 4 * + Σ*. n\unk\ ynn > ο. (πΡ. νΐ,6)

Используя соотношение (Пр. VI, 5) и свойство унитарности

ЪпКииш = \и (Пр.У1,7)

приводим выражение (Пр. VI, 6) к виду

l*hk m p'kk - Ση?:η in С - lk?'kk + Ση'Ι, > °' (πρ· ν ΐ- 8)

или

- Σ Β ρ ; Β 1 η ρ ; Β > 0 , · (Πρ.νΐ,9)

так как ввиду нормированности р ' и Р " [выражение (VI. 2,10)J
имеем

Σ*ρ« = Σ Β ρ Β η · (ПР. νΐ,ιο)

Таким образом, лемма Клейна доказана. Паули 4 9 Р подчёркивал,
что главное содержание этой леммы состоит в том, что Тг(Р 1η ρ )
возрастает при замене ρ диагонализованной матрицей, в которой
недиагональные элементы полагаются равными нулю. Поскольку
это установлено, то доказательство Борна и Грина убывания σΣ
становится тривиальным и может быть заменено ссылкой на лемму
Клейна.

VII. ПРИНЦИП ДЕТАЛЬНОГО РАВНОВЕСИЯ")

В разделе IV. 2 упоминалось, что выражение (IV. 2, 50) выра-
жает тот факт, что в равновесии происходит столько же переходов
из ί-й группы энергетических уровней в у-ю группу, сколько и
обратно. Это является примером принципа, справедливого в огром-
ном количестве случаен, который утверждает, что в равновесии
число процессов, приводящих к разрушению состояния А я к обра-
зованию состояния В, равно числу процессов, образующих А и раз-
рушающих В. Другие примеры состояний, в которых имел место
принцип детального равновесия, встречались в разделе 1.1 [выра-
жение (1.1,12)] в случае газа, состоящего из сферических моле-
кул, в разделе 1.3 в случае некоторых общих моделей газа и в

*)См. 2 5 F 2 · 2 5 T ' 3 8 Т раздел 50, ESM, стр. 381.
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разделе IV. 1 [выражения (IV. 1,4) и (IV. 1,31) в сочетании с
(IV. 1,30) и (IV. 1,27)].

Из этих примеров можно было бы вынести впечатление, что-
детальное равновесие имеет место всегда. Однако в классической
статистике Лоренц 8 7 L показал, что оно не имеет места в случае
многоатомных молекул, которые не могут считаться сферами (см.
также 9 8 В ) . Он показал, каким образом всё же можно доказать,
//-теорему, если вместо столкновений и сбратных им столкновений
рассматривать циклы переходов *).

Такая же трудность возникает в квантовой статистике **). Га-
мильтон и Пенг 4 4 Ш (см. также 4 4 Н 2· 5 2 S 2 ) показали, что к системе,,
состоящей из частиц со спином и электромагнитного излучения,,
принцип детального равновесия неприменим ***).

Этот принцип очень важен в приложениях, например, при рас-
смотрении кинетических процессов И К 1 · 1 5 М > 2 3 С 2 (rate processes). Если,,
например, мы хотим вычислить число столкновений в газе, приводя-
щих к возбуждённым состояниям молекулы — эти состояния могут
быть химически активны, — то можно вычислить число столкновений,
приводящих к переходам в нормальное состояние и использовать
детальное равновесие для получения первой величины. Поскольку
второе число более легко найти, чем первое, то выгода очевидна.

В 1925 г. статья Льюиса 2 5 L 1 вызвала дискуссию 2 5 F 2 · 2 S L 2 · 2 5 T

относительно принципа детального равновесия, названного Льюисом
принципом полного равновесия, или законом обратимости во всех
деталях * * * * ) . Фаулер и Милн привели внушительный перечень его·
применений. Они отметили, что этот принцип в значительной степени
был основан на классической работе Эйнштейна 1 7 Е 2 о вероятностях
переходов. Они отметили также, что принцип в действительности
является обобщением идей Кирхгофа60К и впервые он был сформу-
лирован, повидимому, Ричардсоном 14RI> 2 4 R .

В 1916 г. ЛэнгмюрI6L, применяя этот принцип к проблеме испарения
и конденсации, говорил: «Поскольку испарение и конденсация,
вообще говоря, являются термодинамически обратимыми явлениями,
м е х а н и з м и с п а р е н и я д о л ж е н б ы т ь в т о ч н о с т и о б -

*) Для обсуждения этой более общей //-теоремы отошлём к моно-
графии Толмена 3 8 Т . На стр. 119 этой монографии имеется пример столк-
новения, не обладающего обратным столкновением.

**) Утверждение в ESM о том, что в квантовой механике принцип
детального равновесия всегда выполняется, является неверным.

***) См. также недавнюю статью ваи Кампена 5 4 К , показавшего, что то же
самое применимо к состояниям, в которых присутствуют магнитные поля.
См. также статью ван Клейна 5 5 К 1> в которой показано, что детальное рав-
новесие для неравновесных устойчивых состояний, вообще говоря, не имеет
места.

****) Толмен24Т, 2ST иногда пользуется выражением «принцип микро-
скопической обратимости».
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•ратным механизму конденсации*), даже в самых мельчайших
деталях».

В 1921 г. Клейн и Росселанд21К использовали принцип деталь-
ного равновесия в своём рассмотрении неупругих столкновений между
атомами и электронами. Франк и Карио 2 2 F · 2 2 С 1 · 2 2 С 2 · 2 3 С 1 · 2 3 F 4 · 2 4 F 4

также применяли его к процессам столкновений. Фаулер 2 4 F 1· 2 * F 2 · 2 4 F 3

применял его к явлениям захвата и потери электронов α-частицами,
движущимися с большой скоростью. Беккер 2 3 Ш , Крамерс2зк и Милн24М

применяли его к фотоэлектрическим процессам ионизации и захвата.
Зддингтон 2 2 Ε· 2 4 Ε 1 использовал его при исследованиях коэффициен-
тов поглощения в звёздах. Паули2 3 р и Эйнштейн и Эренфест23Е2

обсуждали с его помощью рассеяние излучения на электронах.
Дирак 2 4 0 использовал его при рассмотрении процессов многократных
столкновений. Льюис 2 5 L 2 применял его при обсуждении закона излу-
чения Планка. Из этого перечня видно, что принцип детального
равновесия, несомненно, является одним из наиболее важных поло-
жений, который может быть применён к большому числу различных
проблем.
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