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УСПЕХИ ФИЗИЧЕСКИХ НАУК

ВЕКТОР-ПАРАМЕТР СТОКСА

(Матричные методы учёта поляризации излучения
в приближении лучевой оптики)

Г. В. Розенберг

§ 1. ВВЕДЕНИЕ

Приближение лучевой оптики, как известно, применимо при
рассмотрении самых разнообразных оптических проблем, обширный
круг которых отнюдь не исчерпывается задачами инструменталь-
ной оптики, а охватывает все случаи, когда имеется возможность
придать достаточную определённость понятию светового пучка
и проследить судьбы отдельных пучков в актах их взаимодей-
ствия с веществом. При этом следует различать явления двух
типов. Во-первых, это явления распространения в квазиоднород-
ных средах (рефракция, двулучепреломление, поглощение, интер-
ференция и т. п.), когда параметры светового пучка плавно ме-
няются по его протяжению и задача сводится к выявлению харак-
тера этих изменений в зависимости от свойств среды. Во-вторых,
это явления рассеяния, отражения, преломления и т. п., в кото-
рых световой пучок претерпевает резкие локальные преобразова-
ния и порождает световые пучки иных направлений. В последнем
случае приближение лучевой оптики применимо к излучению до
и после его взаимодействия с веществом, но только за пределами
волновой зоны (в бесконечности), причём задача формулирования
законов локального преобразования световых пучков оказывается
аналогичной той, с которой мы встречаемся в квантовой механике,
рассматривая явления соударений при помощи матрицы рассеяния.

Как нетрудно убедиться, такая постановка проблемы адэкватна
обращению к корпускулярному аспекту излучения, что, в частно-
сти, выражает известную аналогию между лучевой оптикой и клас-
сической механикой. Следуя этой аналогии, надлежит, однако,
обратить внимание на то, что она простирается не только на во-
просы, связанные с траекторией фотонного потока, но и на дина-
мические характеристики последнего (поток энергии, спин), выхо-
дя, тем самым, далеко за рамки непосредственно геометрической
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оптики. Переход к полуклассическим фотонным представлениямг

соответствующий переходу к приближению лучевой оптики, тре-
бует непременного учёта как интенсивности, так и поляризации
светового пучка, ибо результат взаимодействия последнего с ве-
ществом существенным образом зависит от этих параметров. Ор-
ганическое включение названных характеристик в систему лучевой
оптики ещё не достигнуто. В этом направлении делаются лишь-
первые шаги, одним из которых и является разработка матричных
методов учёта поляризации, служащих предметом данной статьи.

В настоящее время матричные методы достаточно подробно-
разработаны только для двух крайних случаев — полностью коге-
рентного и полностью некогерентного монохроматического излуче-
ния. Это позволяет эффективно использовать их для решения
наиболее существенных задач, касающихся квазистацаонарного
поля, т. е. в условиях, когда сохраняется некогерентность раз-
личных спектральных компонент излучения. Более общий случай
частично когерентного и, в том числе, импульсного излучения ещё
нуждается в подробном исследовании и оставляется за границами
нашего рассмотрения. Точно так же мы обойдём молчанием и неко-
торые другие, весьма интересные и существенные проблемы, свя-
занные с введением в систему лучевой оптики динамических ха-
рактеристик светового потока (например, вопросы корректного
перехода к приближению лучевой оптики с учётом векторного
характера электромагнитного поля). Целью статьи является не
столько строгое математическое обоснование самого матричного
метода, сколько ознакомление широкого круга читателей с его
основами и способами его применения, имея в виду то большое
практическое значение, которое он приобретает за последние годы,
особенно в связи с проблемами рассеяния, где его использование
позволяет ставить и решать ряд ранее недоступных задач (скажем,
формулирование уравнения переноса излучения с учётом поляриза-
ции последнего). Такой обзор тем более необходим, что в отече-
ственной литературе матричные методы учёта поляризации излуче-
ния совершенно не освещены, а в иностранной литературе сведения
о них рассеяны по довольно многочисленным статьям, посвященным
совершенно различным вопросам и, по существу, до сих пор не
систематизированы надлежащим образом, что серьёзно препятствует
их практическому использованию.

§ 2. РАЗЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРА НАПРЯЖЁННОСТИ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО
ПОЛЯ ВОЛНЫ- НА ЭЛЛИПТИЧЕСКИ ПОЛЯРИЗОВАННЫЕ КОМПОНЕНТЫ

И МАТРИЧНЫЙ МЕТОД ДЛЯ КОГЕРЕНТНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ

Рассмотрим плоскую электромагнитную волну угловой часто-
ты со, распространяющуюся в некотором направлении /, комплекс-
ный вектор напряжённости электрического поля которой равен
Ε = (E°t°l-{-E%e<heio't, где Е°. — не зависящие (или слабо завися-
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щие) от времени t комплексные амплитуды, a ej и е° — орты,
ортогональные направлению распространения волны. Наиболее об-
щим разложением Ε на компоненты, удовлетворяющие требованиям
ортогональности и нормировки, является разложение на два эллип-
тических колебания со взаимно противоположными направлениями
вращения, взаимно ортогональными большими осями эллипсов
и одинаковым отношением их полуосей. Без уменьшения общно-
сти можно полагать оба колебания синфазными, ибо различие
в фазах автоматически учитывается комплексными коэффициентами
разложения. Обозначим через tg γ отношение малой полуоси эллип-
са к его большой полуоси и через ψ — угол, образованный с
ортом е° большой полуосью эллипса, имеющего правое вращение.
Плоскость Q, определяемую направлением орта ej и направлением
распространения волны, назовём плоскостью референции.

Нетрудно убедиться 3 1 , что преобразование вектора Ε от пред-
ставления γ, ψ к представлению γ', ψ' даётся тогда выражением

Ε (Г, *') = /-(γ', ψ', γ, ψ) Ε (γ, ψ), (ΐ)

где L — матрица, имеющая вид:

cos (γ' — γ) cos (ψ' — ψ) — — cos (γ' -f- γ) sin (ψ' — ψ) +
— ί sin (γ' -\- γ) sin (ψ' — ψ) -f г sin (γ' — γ) cos (ψ' — ψ)

—cos (γ' -f· γ) sin (ψ' — ψ) -[- cos (γ' — γ) cos (ψ' — ψ) +

+ i sin (γ' - γ) cos (ψ' - ψ), + 1 sin (γ' + γ) sin (·/ - ψ)

Вследствие линейности и однородности уравнений электроди-
намики *) напряжённость электрического поля Е' в световом пучке,
испытавшем взаимодействие с веществом и распространяющемся
в некоторой точке г' в направлении Г, будет линейной однород-
ной функцией вектора Ε в световом пучке до взаимодействия,
распространявшемся в некоторой точке г в направлении 1. Следо-
вательно, результат взаимодействия излучения с веществом может
быть представлен в виде

Е\(г', 1') = Σμ«(Γ', У, г, 1)Ек(г, 1) (3)
k

(i, *=l, 2),

где компоненты μ,£ матрицы μ, описывающей воздействие вещества

*) В случае нарушения линейности уравнений электродинамики (ска-
жем, при явлениях насыщения поглощения и индуцированного излучения,
наблюдаемых в микроволновом диапазоне) всё дальнейшее теряет силу.
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на световой пучок, вообще говоря, комплексны. Поскольку
рассматривается квазистационарный случай, μ** не зависят от вре-
мени. Общий временной множитель еш везде далее отбрасывается.

Всегда можно найти такие представления γ, ψ для преобразуе-
мого и γ', ψ' для преобразованного лучей, что матрица μ диагона-
лизируется. Это означает, что световой пучок можно разложить
на две альтернативно поляризованные компоненты, преобразующие-
ся в данном акте взаимодействия с веществом независимо друг
от друга. Поскольку (см. ниже) разложение на эллиптически по-
ляризованные компоненты, даваемые матрицей L, является, по
существу, разложением по линейным формам относительно соб-
ственных функций оператора спина фотона, постольку всякое вза-
имодействие излучения с веществом представляет собой спект-
ральное разложение светового пучка на альтернативные спинорные
компоненты и независимое преобразование этих компонент.

В некоторых случаях оказывается возможным найти такое, об-
щее для преобразуемого и преобразованного лучей представление
-γ, ψ, в котором матрица μ диагонализируется. Необходимым и до-
статочным условием этого является соотношение

μμ+ = μ+μ, (4)

тде μ^ = μ* (звёздочкой, как обычно, отмечаются комплексно со-
пряжённые величины) или, что то же самое

I h>i I = Ι μι» i. \ /5\
( — μ η ) . J K>

Необходимым и достаточным условием приводимости матрицы μ
к диагональному виду с действительными компонентами является
её эрмитовость.

Таким образом, всякое воздействие вещества на световой пучок
данной частоты можно рассматривать как линейное, вообще говоря,
комплексное преобразование комплексного вектора напряжённости
электрического поля, сопровождаемое, быть может, изменением
направления пучка и зависящее от координат исходной (г) и ко-
нечной (г') точек, к которым относится описание его состояния.
Результат ряда п о с л е д о в а т е л ь н ы х преобразований получает-
ся последовательным применением соответствующих матриц μ,
т. е. м а т р и ц а п о л н о г о п р е о б р а з о в а н и я я в л я е т с я
п р о и з в е д е н и е м м а т р и ц ч а с т и ч н ы х п р е о б р а з о в а н и й .
Матрица, соответствующая ряду п а р а л л е л ь н ы х (одновремен-
ных) когерентных преобразований, является с у м м о й матриц ча-
стичных преобразований.

При распространении пучка в квазиоднородной среде изменение
его параметров происходит непрерывно в результате дисперсион-
ных явлений (двойное лучепреломление, абсорбция). В этом случае
может быть введена дифференциальная матрица преобразования ν,
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определяющая изменение пучка на элементе его длины dl\

dE = - vE dl. (6)

Воздействие квазиоднородной среды на проходящий через неё све-
товой пучок сводится, помимо рефракции, во-первых, к изъятию из
пучка некоторого количества квантов определённой поляризации и,
во-вторых, к изменению поляризации остаточного потока за счёт раз-
личия скоростей распространения двух альтернативно поляризованных
компонент. Поэтому матрица ν распадается на сумму двух матриц,
соответствующих указанным двум параллельным преобразованиям
пучка:

ν = ν3 -j-~v* . (7)

Всегда можно найти такие представления γ, ψ, в которых диаго-
нализируется либо матрица экстинкции

* = * й Л , (8)
соответствующая дихроизму, либо фазовая матрица

νΦ =
if О
О - ίγ

соответствующая двойному лучепреломлению. Отметим, что диаго-
нализированная матрица экстинкции должна иметь действительные
компоненты, т. е. в произвольном представлении γ, ψ будет эрмито-
вой, так же как и матрица г\Ф, ибо φ и ср0 в (9) действительные.

В общем случае матрицы ν3 и νΦ могут оказаться неприводимы-
ми одновременно к диагональному виду. Если, однако, ν удовлет-
воряет условию (4), то среда дихроична и двоякопреломляюща для
одних и тех же альтернативно поляризованных (эллиптически) ком-
понент, соответствующих некоторому представлению γ, ψ. Тем са-
мым появляется возможность р а з д е л ь н о г о прослеживания судьбы
каждой из компонент в отдельности, а гместе с тем и введения
для них показателей преломления. В самом деле, в соответствую-
щем представлении γ, ψ матрица ν принимает в рассматриваемом
случае вид

(•fo-ff)1 О
О /(?„-?)

(10)

где « „ и » — комплексные величины с неотрицательной мнимой
частью (отсутствует усиление луча), вследствие чего

Е, (/) = F, (0) е-1 «ρ» ± ?) ' =Е, (0) е -ik°"il,

где показатель преломления для г-й компоненты определяется со-
отношением

л, = - 5 Г (?„=£?) (И)

(Ао — волновое число для вакуума).

β УФН, т. LVI, вып. 1
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В случае, когда можно пренебречь когерентным взаимодействи-
ем частиц, рассеивающих излучение, т. е. в условиях, когда рас-
стояния между рассеивающими частицами превышают длину волны
излучения, дифференциальная матрица ν принимает вид 3 1

где д^ — число частиц в единице об ьёма, k — волновое число (во-
обще говоря, комплексное) для среды, в которой находятся части-
цы, и g[r(l, 1 ) — коэффициенты разложения компонент амплитудной
матрицы рассеяния индивидуальной частицы (например, амплитуд-
ных коэффициентов рассеяния в задаче Ми) по плоским волнам,
соответствующие плоской рассеянной волне, распространяющейся
в том же направлении 1, что и облучающая волна, и усреднённые
по всевозможным ориентациям рассеивающих частиц.

Изложенные соображения относятся к преобразованию исклю-
чительно когерентных пучков (дисперсия, отражениг, прзломление,
рассеяние, интерференция и т. д.). В частности, они могут быть
положены в основу учёта поляризации при расчётах разнообразных
оптических приборов, особенно поляризационных (компенсаторы,
анализаторы и т. п.) и интерфгренционных. В этом случае задача
сводится к определению вида матриц μ для каждого из элементов
прибора и отысканию полной матрицы, соответствующей всему
комплексу последовательных преобразований, испытываемых свето-
вым пучком при прохождении им прибора. В случае наличия не-
когер-нтных пучков (например, «естественный» свет) судьба каж-
дого из них прослеживается нгзависимо. Отметим, что математиче-
ская сторона вопроса для представления γ = 0 (разложение по
линейно поляризованным компонентам) частично рассмотрена в ра-
ботах Джонса1 и Парке2, а примеры практического применения
изложенного метода (также для представления γ = 0) можно найти
в работах Цзян Ю-цзы, Ричардса и Янг Канг Лианга3, Билингса и
Лэнда4, Ричардса и Цзян Ю-цзы ;i и некоторых других (см. также
книгу А. В. Шубникова «Оптическая кристаллография:»).

§ 3. СТАТИСТИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ ДЛЯ ОПИСАНИЯ
НЕКОГЕРЕНТНЫХ СВЕТОВЫХ ПУЧКОВ

Описанный выше матричный метод, предназначенный для ана-
лиза преобразований, испытываемых полностью поляризованными
когерентными световыми пучками при их взаимодействии с веще-
ством или интерференции друг с другом, оказывается непригодным,
когда мы встречаемся с частично И1И полностью деполяризованным
светом и статистическими процессами его взаимодействия с веще-
ством, например в явлениях многократного рассеяния. В самом деле,
каждый световой пучок, распространяющийся в мутной среде,
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представляет собой комплекс множества некогерентных между со-
бой световых пучков, имеющих различную предисторию и, следо-
вательно, различные интенсивности, фазы и характер поляризации.
Вместе с тем в актах преобразований, испытываемых световым
пучком при его взаимодействии с веществом, отдельные, вообще
говоря, эллиптически поляризованные «чистые» компоненты этого
пучка выступают независимо друг от друга. Преобразования каж-
дой из этих компонент даются законами локальных преобразований,
одинаковыми для всех компонент. Однако р е з у л ь т а т преобразова-
ний для различных компонент «смеси» будет различным, и резуль-
тат преобразования такого «смешанного» светового пучка будет
очевидным образом определяться его «составом», отыскание кото-
рого представляет собой статистическую задачу. Поэтому возникает
необходимость отказаться от описания светового потока при помощи
векторов напряжённости поля, а обратиться к отвечающим суще-
ству рассматриваемых явлений статистическим параметрам.
Последние должны, с одной стороны, обеспечивать п о л н о т у
описания свойств светового пучка и, с другой стороны, быть
а д д и т и в н ы м и д л я н е к о г е р е н т н ы х к о м п о н е н т «сме-
шанного» светового потока."

Ниже мы убедимся, что такими параметрами могут служить
квадратичные и билинейные относительно Fl формы или их линей-
ные комбинации. Как известно, совокупность четырёх линейно не-
зависимых усреднённых повремени квадратичных и билинейных отно-
сительно Fj форм соответствует полной совокупности наблюдаемых
(в квантовомеханичёском смысле этого слова) величин при условии,
что приёмниками излучения являются энергетические (т. е. квадратич-
ные) устройства—единственные, существующие для излучений доста-
точно большой частоты (в том числе света)б —8. Соответствующие
средние квадратичные и билинейные относительно Ft формы могут
быть введены следующим образом (Винер6, Парке2).

Рассмотрим полностью (эллиптически) поляризованный световой
пучок, для которого F-t являются функциями координат и времени,,
и найдём м а т р и ц у и н т е р ф е р е н ц и и для величин Ft и Е*
в некоторой точке г пучка *):

1 У
Ъ} (г,т) = "и ~ Е, (r,t + Ό Ε) (r,t) dt. (13)

-T

Производя, далее, преобразования Фурье, получаем с п е к т р а л ь -

*) Устанонление корреляции между Е[ и £ , в р а з л и ч н ы х точках
квазистационарного светового поля, повидимому, должно позволить сфор-
мулировать законы оптики непосредственно в терминах наблюдаемых вели-
чин; см., например,9. •

€*
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-Η»
(14)

совокупность компонент которой и исчерпывает совокупность на-
блюдаемых величин. Если излучение монохроматично, т. е. если

,(г, ή = Ει

то

(15)

(16)

(17)

откуда интегральная спектральная матрица, т. е. полная совокуп-
ность средних билинейных форм, принимает вид

оо

S,j (Г) ^ J StJ (г, ω) dco = -L Et (Г) Г. (Г). (18)

Наиболее удобными для практического использования, повидимому,
являются следующие четыре параметра:

(19)
о _ _ <

S3 = 2|

s 4 = - /2 (s M - s;2) = - i (EXE\ - E;E,),

образующие компоненты некоторого ч е т ы р ё х м е р н о г о вектора

5 в соответствующем четырёхмерном функциональном простран-

стве *) . В дальнейшем вектор S мы для краткости будем называть

*) Для полностью (эллиптически) поляризованного пучка разложение
Ε на альтернативнее линейнс-поляризованные компоненты (γ = 0) имеет

<с точностью до общего фазового множителя) вид:

£i = c t ; Е2 = а2е'*'

где ал и Й 2 — действительные числа и ί -разность фаз компонент, зави-
сящая от угла φ наклона большой оси эллипса к плоскости референции Q

при φ = О Ь — -ψ ) · Соответственно,

·= а\-\- а\; 5 г = а\ — • cos 8; 5 4 = — 1а^а2 sin Ь.
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в е к т о р - п а р а м е т р о м светового пучка. В представлении γ —О
(разложение на линейно поляризованные компоненты) компоненты
вектор-параметра совпадают (с точностью до постоянного множителя)
с параметрами, введёнными Стоксом10 и носящими его имя*).

Поэтому 5 можно было бы назвать о б о б щ ё н н ы м в е к т о р -
п а р а м е т р о м С т о к е а.

Отметим, чтр выражение (19) для компонент вектор-параметра
можно записать в виде:

St—.Έ,-ο,Ε*,

где а1 — единичная матрица ?/й, а σ2 = <sx, σ3 = ау, cti=oz суть
спинорные матрицы Паули.

Поскольку для некогерентных световых пучков перекрёстные
члены матрицы интерференции Уц обращаются в нуль, постольку
в е к т о р - п а р а м е т р ы н е к о г е р е н т н ы х п у ч к о в а д д и -
т и в н ы . С точки зрения квантовой механики полностью поляризо-
ванный пучок представляет собой «чистый случай», в то время
как частично поляризованный пучок, являющийся некогерентной сово-
купностью полностью поляризованных пучков, образует «смесь» °~8.
Следовательно, в е к т о р - п а р а м е т р с м е с и о б р а з у е т с я из
в е к т о р - п а р а м е т р о в её ч и с т ы х к о м п о н е н т п р о с т ы м
с у м м и р о в а н и е м . Таким образом, состояние светового пучка
полностью определено, если заданы его направление 1, частота со

— > •

и вектор-параметр 5.

§ 4. СВОЙСТВА ВЕКТОР-ПАРАМЕТРА

Как явствует из способа введения вектор-параметра, его ком-
поненты существенным образом зависят от выбора плоскости рефе-
ренции Q (включающей направление луча 1 и направление орта ej)
и представления γ, ψ. Поэтому существенно найти закон преобра-
зования вектор-параметра от одного представления к другому,
а также инварианты этого преобразования, т. е. величины, имма-
нентные данному пучку и определяющие его свойства, независимые
от системы отсчёта. Очевидно, отыскание закона преобразования
позволит ответить также на вопрос об интенсивности пучка, если
последний рассматривать через анализатор, пропускающий ту или иную
из эллиптически поляризованных компонент, т. е. найти вероятность
обнаружения фотонов с данной поляризацией.

*) В лиературе для параметров Стокса нет общепринятых обозначе-
ний. В частности, их обозначают или 10> 1 ] 5, = /, S·, = М, 5 3 = С, S$ = S,
или" S t —/, S2 = Q, S3 = U, S4=V, или 5 t = 7 , S, = Pv S3=--P2,
S4 — P3. По соображениям, очевидным из дальнейшего," принятые здесь
обозначения представляются наиболее удобными.
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- Легко показать31, что преобразование вектор-параметра от пред-
ставления γ, ψ к представлению γ', ψ' является однородной линей-
ной операцией

S(r, у , ψ') = Κ(γ', ψ', γ, χ) У (г, γ, ψ), (20)
где матрица К имеет вид

, ψ', γ, ψ) = · (21)
1 0 0 0
0 cos 2γ' cos 2γ Χ cos 2γ' sin 2γ Χ

Χ cos 2 (ψ'—ψ) + cos 2f sin 2(ψ'—ψ) Χ cos 2 (ψ'—ψ) —
-f- sin 2γ' sin 2γ — εϊη 2γ' sin 2γ

0 cos 2γ sin 2 (ψ'—ψ) cos 2 (ψ'—ψ) — sin 2γ sin 2 (ρ'—ψ)

0 είη 2γ' cos 2γ Χ sin 2γ' sin 2γ Χ
Χ cos 2(ψ'—ψ)— sin 2γ'sin 2(ψ'—ψ) Χ cos 2 (ψ'—ψ) +
— cos 2γ' sin 2γ -f- cos 2γ' cos 2γ

Инвариантами этого преобразования являются:

/ = S, (22)

(23)

(24)

+ 5̂ , (25)
и, наконец,

(1 - г») S? = S* - ( 5 | + 53

2 + S*). (26)

Физический смысл инварианта / = 5, очевиден. Это и н т е н -
с и в н о с т ь пучка, т. е. модуль вектора Пойнтинга (в дальней-
шем термин «интенсивность» везде употребляется в этом смысле).
Не менее очевиден и физический смысл инварианта Μ—это п л о т -
н о с т ь п о т о к а м о м е н т а и м п у л ь с а (спинового) плоской
электромагнитной волны, умноженная на частоту излучения. В са-
мом деле, нетрудно показать, что

М = ± о > 1 [ Е А ] | , (27)

где А — вектор-потенциал электромагнитного поля волны, выраже-
ние же, стоящее справа, как известно1 4"1 6, является интегралом
движения для распространения электромагнитных волн в вакууме
и соответствует спиновому моменту импульса волны. Справедли-
вость соотношения (27), впервые (в неявной форме) указанного
А. А. Садовским17, подтверждена, например, опытами Бета 1 8

и Каррады 1 9 .
Величина д, характеризующая отношение потока вращательного

(спинового) импульса пучка к потоку энергии, может быть названа
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с т е п е н ь ю э л л и п т и ч н о с т и . q~^>0 соответствует правому
вращению, q <^0 — левому вращению, q = zlz I — циркулярной поля-
ризации; в чистом случае q = 0 соответствует линейной поляриза-
ции. Инвариант \р\ представляет собой не что иное, как отноше-
ние разности экстремальных значений интенсивности пучка при рас-
сматривании его через различным образом ориентируемый анализатор
к их сумме:

^ ^ - , (28)
н

т. е. то, что обычно называется с т е п е н ь ю п о л я р и з а ц и и .
ρ = 1 соответствует линейной поляризации, а р = 0 в чистом слу-
чае — циркулярной поляризации. Что касается инварианта г2 =
= /?2-|-92, то для чистого случая г г = 1 . Однако для смеси это
соотношение уже не имеет места. В частности, для «естествен-
ного> света г2 = 0. Таким образом, параметр г характеризует сте-
пень различия в поляризации отдельных чистых компонент, обра-
зующих смесь. Поскольку смесь одинаково поляризованных компо-
нент («однородная» смесь) неотличима от соответствующего чистого
случая (что является выражением их экспериментальной неотличи-
мости), постольку инвариант г следует считать мерой « с т е п е н и
о д н о р о д н о с т и » смеси. Известно, впрочем, что частично поляри-
зованный свет можно рассматривать как смешение в известной про-
порции полностью поляризованного и естественного света20. Очевидно,
что параметр г характеризует именно эту пропорцию, т. е. его мож-
но трактовать (в указанном смысле) как меру степени поляризации
(как это иногда и делается). Однако такая терминология, хотя
и больше отвечает существу дела, представляется нецелесообраз-
ной, ибо вносит путачицу с общепринятым определением степени
поляоизации, соответствующим величине р.

Приведём некоторые соотношения, связывающие компоненты
вектор-параметра и инварианты преобразования (21) с некоторыми
другими величинами, используемыми для характеристики луча. Соот-
ношения эти оказываются полезными при практических расчётах.

Для чистого случая можно найти такое представление γ,,, '!>0,
в котором остаётся только одна из двух альтернативно поляризо-
ванных компонент (например, Ел\ f2 = 0). Тогда 3 1

Я = sin 2γ0, (29)

/7 = cos2y0, (30)

' „ £ K : = - V 0 S 2 Y U , (31)

Λ™ = $ι sin2 γ0, (32)

^ · » (33)
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Соотношение (33), в отличие от (29)—(32), сохраняется и для
смеси, причём под ψυ здесь следует понимать значение ψ, соот-
ветствующее экстремальной интенсивности излучения, пропускаемого
анализатором, выделяющим компоненту, линейно поляризованную

в плоскости, составляющей с плоскостью референции Q угол φ - | — γ

(так называемые направления «наибольшей» и «наименьшей» поляри-
зации).

Для смеси справедливы также соотношения:

S 3 = / p s m 2 ( i > u - 4 ) , (34)

S2 cos 2 γ -f Si sin 2γ = Ip cos 2 (ψ0 — ψ), (35)

S, sin 2γ — 5 4 cos 2γ = lq. (36)

§ 5. МАТРИЦА ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ИЗЛУЧЕНИЯ С ВЕЩЕСТВОМ
И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕКТОР-ПАРАМЕТРА

Вследствие линейности и однородности уравнений Максвелла
всякое взаимодействие излучения с веществом может быть описано
как линейное однороднее преобразование вектор-параметра свето-
вого пучка в функции его координат и направления. В самом деле,
мы видели, что для каждой чистой компоненты пучка имеет место
соотношение (3). Образуем теперь, в соответствии с (13)—(18),
спектральную матрицу преобразованного пучка. Поскольку мы рас-
сматриваем квазистационарное поле, постольку коэффициенты ма-
трицы μ не зависят от времени и для матрицы интерференции
имеем:

откуда

sik(Tf, r) = E w * A ' O · . i)· (38)

Переходя, далее, согласно (19), к компонентам вектор-параметра Sh

находим:

5 (г', l') = D(rr, Г, г, 1 ) 5 (г, 1), (39)

где матрица преобразования D имеет вид
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причём все её компоненты суть действительные величины. В случае,
когда пучок распространяется в квазиоднородной среде, представ-
ляется возможным ввести дифференциальную матрицу χ преобра-
зования вектор-параметра:

(41)dS= — х(г,

связанную с матрицей ν (см. стр. 81) соотношением31 *)

Re(v n +v. a ) R e ( v n - v S i ) Re(v ]a+va l.) — Im (v12—v2l)

Re(v n -v 2 2 ) Re(v n +v.,) Re(v l 2 -v 2 1 ) — Ι η ψ ^ + ν . ! )

3 + v 2i) —R e( vi2—V2i) R e ( v i r H a ) I rn(-'n—v2 2)

—VLI) ' m ( v i 2 + v 2 i ) — I m ( v n ~ v t 2 ) Reivn+v.j)

(42)

Нетрудно видеть," что компоненты матрицы χ удовлетворяют
условиям

I
 X

22
 κ

33 — ·
 κ
44ΐ

 X
12

 X
il'

 κ
ΐ3

 κ
31>

 κ
14

 Χ
4

κ
32 —

 κ
23Ϊ

 κ
24 —

 κ
42»

 κ
34 —

 κ
43»

(43)

что необходимо и достаточно, чтобы пучок, характеризуемый зна-
чением г = 1 (чистый случай или однородная смесь), преобразовы-
вался с сохранением значения этого инварианта, т. е. однородная
смесь преобразовывалась вновь в однородную же смесь (сохранение
когерентности).

Поскольку для дихроизма, т. е. процесса изъятия фотонов из
проходящего через среду пучка (в результате их поглощения или
рассеяния), матрица экстинкции ν3 эрмитова, постольку в произ-
вольном представлении соответствующая матрица экстинкции κ9

должна иметь вид

'22

V
22

У» 4 - ν 9 I {-/э ν 9

12 Π ν21 ι V 12 21

о
о

о '22

(44)

В представлении, в котором матрица ν3 приводится к диагональ-
ному виду (т. е. ν ] 2 = ν 2 ΐ = 0 ) , в матрице хэ исчезают все недиа-
гональные члены, за исключением « ] 3 = ха1. Исчезновение послед-
них соответствует независимости поглощения от состояния поля-
ризации излучения (изотропия).

*) При отсутствии когерентного взаимодействия между рассеивающими
частицами в качестве vift для определения r.ik следует использовать выра-
жение (12).
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Точно так же фазовая матрица χΦ связана с матрицей νΦ соот-

ношением

j
χ Φ = —

0

0

0

0

0

0

- ( ν Φ -

-/(νΦ+ν
ϋ)
fl) ' (

/φπ

0

—

0

—

0

_ / (уФ _ ν */ (уФ ч<Ь\
' Π Ι V22)

0

(45)

Если матрица ν* диагона^изирована, т. е. ес^и возможно введение
показателей преломления (см. выше), то в матрице κ* исчезают
все члены, кроме у.34 = — 7.43. В представлении γ = 0 это соот-

ветствует двойному лучепреломлению, а в представлении γ = - j -

еращению плоскости поляризации, т. е. оптической активности
среды.

В общем случае, очевидно,

κ = κ 3 _|_ χφ_ (46)

Возвращаясь к матрице конечного преобразования D, отметим не-
которые частные случаи, особо важные с точки зрения практиче-
ских применений.

а) О т р а ж е н и е и п р е л о м л е н и е на границе двух сред
описывается матрицей D, которую легко получить (в представлении
γ = 0, ψ = 0; плоскость референции Q совпадает с плоскостью
падения), если в выражении (40) положить μΤ] = г , μ22 = rs,
μ 1 2 = μ,, = О, ИЛИ μ,, = τρ, μ 2 : = T j , μ,2 = μ2, = 0, ГДе Гρ, rs И τρ,
xs — френелевы амплитудные коэффициенты отражения (г) и пре-
ломления (ι) для р- и s-компонент соответственно.

б) П о л я р и з а т о р у , пропускающему колебания в плоскости ψ
без поглощения, т. е. пропускающему без изменения свет, харак-
теризуемый в представлении γ = 0, ψ = 0 вектор-параметром

5 ( 1 , 1, 0, 0), в том же представлении соответствует матрица

т. е.

л1
2

1

1

0

0

1

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

(47)

(48)

в) К о м п е н с а т о р у , вносящему разность фаз τ между линей-
но поляризованными компонентами в представлении γ = 0, ψ = 0,
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соответствует матрица

l-L

(49)

т. е.

1
0

0
0

0
1
0
0

0
0

COST

sin τ

0
0

— sin τ

COST

(50)

(для пластинки четверть длины волны τ = π/2).
г) О п т и ч е с к и а к т и в н ы й к р и с т а л л , вращающий пло-

скость поляризации на угол Θ, характеризуется в представлении
γ = 0, ψ = 0 матрицей

(51)

а в представлении γ = — матрицей (50).

д) Д и х р о и ч н о й п л а с т и н к е , ослабляющей в μ3 и μ2 раз,
альтернативно поляризованные компоненты £, и Е2, соответствую-
щие произвольному представлению γ, ψ, отвечает (в том же пред-
ставлении γ, ψ) матрица

1
0
0
0

0
cos26

0
0

0
— sin26

0
0

0
0

0
0

о
о

о
о

о
о

0

(52)

е) Если на пути пучка поместить к о м п е н с а т о р , вносящий
разность фаз χ между компонентами Е1 и Е2 (в представлении
γ = 0 , ψ = 0), и за ним а н а л и з а т о р , выделяющий компоненту,
линейно поляризованную в плоскости, составляющей с плоскостью
референции Q угол φ-|-π/2 (τ. е. с вектором Е, лежащим в пло-
скости Q), то интенсивность света, проходящего через систему,
будет функцией χ и φ и определяется соотношением

/ (χ, φ) = —- [Sj -j- (cos 2γ cos2cp — sin 2γ sin 2φ sin χ) S2 -j-

-j- sin 2φ cos x S3-f- (sin 2γcos 2φ-j- cos 2γ sin2φ sinx) S j , (53)
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где вектор-параметр задан в представлении γ, ψ = 0. Это соотно-
шение даёт возможность указать способ экспериментального опреде-
ления компонент вектор-параметра. Очевидно, St могут быть най-
дены путём измерения / для четырёх различных значений τ и φ.
В частности, в представлении γ = 0, ψ = 0 имеем:

(54)
= 2/(0, ~

Таким образом определение компонент вектор-параметра сводится
к измерению интенсивности светового пучка, препарированного
путём пропускания его через анализатор (для трёх положений по-
следнего: ψ = 0, π 4 и π/2), а также через четверть-волновую
пластинку (γ = π/2) и анализатор в положении ψ = π/4.

§ 6. ЧАСТНЫЕ ВИДЫ МАТРИЦЫ РАССЕЯНИЯ

Поскольку рассеяние (если речь идёт не о рассеянии отдель-
ных частиц, а о рассеянии всей среды в целом) всегда пол-
ностью некогерентно 3 1 , для его исследования следует применять
вектор-параметрическое описание световых пучков. Применимость
приближения лучевой оптики здесь обеспечивается тем обстоятель-
ством, что нас всегда интересует поле рассеянного излучения на
расстояниях, больших по сравнению с размерами волновой зоны.
Поэтому мы вправе пренебречь быстро убызающим с расстоянием
радиальным полем и записать закон рассеяния на единичной неод-
нородности (атом, флуктуация, крупная частица) в виде

где 10 и 1 — направления распространения рассеиваемого и рас-
сеянного пучков, г — расстояние от рассеивающей неоднород-
ности до точки наблюдения и индексы i n k (i, k = 1,2) отно-
сятся к долготной и широтной компонентам поля излучения
соответственно *) .

*) Подчеркнём, что, вообще говоря, индикатриса рассеяния Fift соот-
ветствзет не единичным рассеивающим неоднородносгям, а элементу объёма
рассеивающей среды, т. е. комплексам неоднородностей (флуктуации, круп-
ных молекул, изолированных частиц), размеры и взаимные расстояния ко-
торых, по крайней мере, сравнимы с длиной световой волны и которые
рассеивают полностью некогерентно относительно друг друга. Строго
говоря, только в этом случае следует говорить о рассеянии, а не о явлениях
дисперсии, и применять для описания световых пучков вектор-параметр
Стокса.
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Матрица рассеяния — D ( l , Iu) для этого случая получается

непосредственно из (40), если положить

ΜΜ«)=Λ*(ΐ.ι«) ( 5 6 >

(множитель e~ikr исчезает, ибо в D входят только произведения

вида y-ikV·*^· Очевидно, что матрица -j- D(l, IJdQ представляет

собой не что иное, как дифференциальное поперечное сечение
рассеяния в данном направлении 1 внутрь телесного угла dQ,

Приводим частные виды матрицы D для рассеяний различ-
ного типа.

а) М о л е к у л я р н о е р а с с е я н и е 2 7 .

В представлении γ = 0, ψ = 0

(1 -f COS2 9) - f

— sin2 »

0

0

1
7-2

4A

1 — Δ

(1

ω* (1 — Δ)

6 T : 2 C V 3 4

— sin3 θ cos 2φ

- f COS3 θ) COS 2φ

2 cos θ sin 2φ

0

/ν

sin2 θ sin 2tp 0

V · —sin*» (i -\-cosjt>) cosϋφ —(. 1 —f— cos2 9) sin2φ Ο

2 cos 9 cos 2<j> 0

0 2 cos ι

где Θ — угол рассеяния, φ — угол между плоскостью рассеяния
(совпадающей с плоскостью референции Q' для рассеянного пуч-
ка) и плоскостью референции Q для рассеиваемого пучка, а Δ —
деполяризация рассеяния в случае облучения линейно поляризо-
ванным светом (£^ = 0) и наблюдения в направлении Θ = ~ ,

б) Р а с с е я н и е н а с ф е р и ч е с к и х ч а с т и ц а х ( М и ) 2 7 . .

В п р е д с т а в л е н и и γ = 0, ψ = О

dx d» cos 2φ — d: sin 2φ 0

d2 dj cos 2φ — rf, sin 2φ 0

0 — dt sin 2φ — di cos 2φ d 3

(58)>
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где

- Θ,Θ

(59)

суть действительные функции угла рассеяния Θ, причём:

θ , (Θ) = PW (cos θ) Л-; θ ; (θ) = Pfv (cos θ) · sin θ;

Ρ, = Re ( - 1 (60)

и функции Я'1 ', Г4, Сг и Дг имеют обычные в теории рассеяния
Ми значения.

Нетрудно убедиться, что (57) удовлетворяет принципу взаим-
ности (ср. п ) .

Если в (56) положить Δ = 0, то матрица D для молекулярного
рассеяния принимает вид (57), причём d4 = 0 (ср. 1 2 · 2 1 ) .

в) К о м п т о н о в с к о е р а с с е я н и е .
Исходя из формулы Клейна-Нишины, Фано ' показал, что матрица

рассеяния γ-излучения на электронах в представлении γ = 0, ψ = 0
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(плоскости референции Q для рассеиваемого и рассеянного пучков
совпадают между собой и с плоскостью рассеяния) имеет вид

Χ

(1 -(-cos2 δ)-|-
- (и,, — ft) (1 — cos θ)

— sin3 β

0

(1-cos θ) χ
Χ (k cos θ -f k0) s

(омпт — 2 ' ТИС*

— sin2 θ

1 + cos2 θ

0

(1-cos θ) χ
Χ [η0 π] [k s]

0

0

2 cos θ

(1 - cos8) χ
Χ (k0 n]s

(6

(1—cos θ) χ
X(k0cos8-f k)s

(1-созв) X
X[ntiu][kos]

(1-cos θ) χ

Χ [к η0] s

2 cos θ 4-
_L_(|<0_£)X

Χ (1—cos θ) cos θ,

где θ — угол рассеяния, к, и к — импульсы рассеиваемого и рас-
сеянного фотонов, выраженные в единицах тс, п 0 и η — унитар-
ные векторы направлений рассеиваемого и рассеянного пучков
и S — средний начальный спин рассеивающих электронов.

§ 7. СВЯЗЬ МАТРИЦЫ РАССЕЯНИЯ С МАТРИЦЕЙ ДИСПЕРСИИ

Обратимся теперь к связи матрицы рассеяния D с матрицей
дисперсии х. Для этого выделим участок слоя среды единичной
площади и толщины dl и подсчитаем поток вектора Пойнтинга
через замкнутую поверхность, охватывающую этот участок. Та
часть этого потока, которая определяется перекрёстными интер-
ференционными членами для полей рассеянной и рассеиваемой
волн, даёт полное количество энергии, изымаемое в единицу вре-
мени из облучающей слой волны, и полностью учитывается матри-
цей дисперсии х:

/
Эта изымаемая из облучающей волны энергия расходуется, с одной
стороны, на рассеяние:

/
где dQ — телесный угол с вершиной в рассеивающем объёме,
и, с другой стороны, на поглощение излучения самой неоднород-
ностью. В частности, если поглощение отсутствует, то

(64)



ВЕКТОР-ПАРАМЕТР СТОКСА 97

Аналогичные соотношения могут быть получены для компонент
κ4/· и Dij из закона сохранения углового момента (ср. 27)). Таким
образом, использование законов сохранения позволяет (при отсут-
ствии поглощения) связать с D,y все компоненты дисперсионной
матрицы х, за исключением κ, 3 = — х32, соответствующих поворо-
ту плоскости поляризации. Вопрос о связи х„3 с Di} остаётся
пока открытым.

При наличии поглощения сопоставление (62) и (63), а также
соответствующих выражений для dS4 позволяет определить не
только количество поглощаемой средой энергии, но и поглощае-
мый средой момент импульса. Если при этом известен закон по-
глощения изолированными неоднородностями, то это даёт возмож-
ность определять как величину, так и поляризацию э ф ф е к т и в -
н о г о поля, в котором находятся неоднородности, ибо величина
поглощения определяется именно эффективным полем.

§ 8. ВЕКТОР-ПАРАМЕТР СТОКСА И СФЕРА ПУАНКАРЕ

Из определения компонент вектор-параметра очевидно, что

5 1 = /, S2 = IPV S 3 = /P £ , 54 = /Я3, (65)

причём Pt не зависят от интенсивности пучка / и, согласно (25),
удовлетворяют соотношению

/>2+ Я2 + Я2 = Л ( 6 6 )

Как для полностью, так и для частично поляризованного пучков
в представлении γ = 0 (ср. (34) — (36))

/>!=/> cos 2 (·;»
0
-ψ),

/>s = ρ sin 2 (•;>„-ψ),

С другой стороны, в соответствии с (66) можно положить

, = г sin 2 ( f t , - β ) ,

(67)

( 6 8 )

и рассматривать Pt как компоненты некоторого трёхмерного век-
тора Р, модуль которого равен г. Нетрудно видеть, что для
полностью (эллиптически) поляризованного света (β0 — β) означает
разность фаз двух альтернативных компонент, линейно поляризо-
ванных по главным осям эллипса поляризации, а (Ьо — ψ) — угол
поворота большой оси эллипса поляризации относительно плоско-
сти референции Q. Кроме того, для полностью поляризованного
света г = 1 , т. е. Ρ является унитарным вектором. Для частично
поляризованного света величины ('{»„ — ψ) и (β0 — β) сохраняют
свои значения, но только для полностью поляризованной компонен-
ты (для полностью деполяризованной компоненты г = 0).

7 УФН, т. I.VI. вып. 1
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Таким образом, состояние поляризации пучка полностью зада-
но, если задан вектор Р, который получил название в е к т о р а

п о л я р и з а ц и и . При этом четырёхмерный вектор-параметр 5
может быть записан в виде

?=/(1,Р) · (69)

или, вводя унитарный вектор поляризации Q, совпадающий по
направлению с Р, т. е., полагая,

P = rQ, (70)

имеем:

~S = l(l,rQ). (71)

Введение унитарного вектора поляризации Q непосредственно при-
водит нас к очень наглядному и в некоторых (далеко не во всех)
случаях удобному методу описания поляризации, предложенному
Пуанкаре 2 2 .

Соотнесём компонентам <2г три ортогональные оси координат.
При этом линейно поляризованному в плоскости референции свету

отнесём ось /, свету, линейно поляризованному под углом -т-

к плоскости референции, — ось 2 и циркулярно (вправо) поляри-
зованному свету — ось 3. Построим, далее, сферу единичного ра-
диуса (сферу Пуанкаре) с центром в начале координат (рис. 1)
и введём полярные координаты конца произвольного вектора Q:

широту θ = 2 ([30 — β) |

и долготу φ = 2 ('|<u — ψ). Ι

Тогда состояние поляризации (т. е. вектор Р) полностью опре-
деляется заданием координат θ и φ точки на сфере Пуанкаре
и модуля г вектора Р. Переход к любому другому представле-
нию означает поворот поляризационной системы координат: изме-
нение ψ соответствует её повороту вокруг полярной оси, а изме-
нение γ —• смещению полюсов.

Допустим теперь, что имеется световой пучок с вектор-пара-
метром 5 = (1, rQ) и требуется найти интенсивность /', которую
приобретёт этот пучок, если пропустить его через оптическое
устройство, выделяющее полностью поляризованную компоненту

с поляризацией Q', т. е. вероятность нахождения в пучке 5 фо-
тонов с поляризацией Q'. Используя матрицу, характеризующую
действие такого устройства, получаем (в произвольном представ-
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лении), что /' определяется скалярным произведением векторов

(1, Q') и S:

V ^=~

или

Поскольку (рис. 1)

имеем:

Q'Q *= cos θ ,

1

(73)

(74)

(75)

(76)/ ' = - 1 / ( 1 + г cos θ).

Отметим, что наряду с вектор-параметрическим описанием свето-
вого пучка и описанием его при помощи сферы Пуанкаре нередко

3

Рис. 1.

прибегают непосредственно к спектральной матрице Sih или ли-
нейным комбинациям её компонент, отличным от 5 г (см., напри-
мер, 2 1 ) . Поскольку это не вносит ничего принципиально нового
и представляет только некоторые технические удобства в отдель-
ных конкретных случаях, мы не станем останавливаться на описа-
нии всех частных вариантов матричного метода и отошлём чита-
теля к оригинальным работам б—13,2i-29( B которых содержатся
многочисленные примеры применения вектор-параметра Стокса
и аналогичных ему параметров к разнообразным конкретным задачам,
а также описание различных способов введения и измерения ком-
понент вектор-параметра.

7*



100 Г. В. РОЗЕЧБЕРГ

§ 9. ЕЕКТОР-ПАРАМЕТР
И КВАНТОВОМЕХАНИЧЕСКАЯ МАТРИЦА ПЛОТНОСТИ

С квантовомеханической точки зрения полностью поляризован-
ный (г = 1) световой пучок определён, если известна его волно-
вая функция, причём в качестве переменных следует рассматри-
вать числа фотонов N в каждом из квантовых состояний, различаю-
щихся по частоте, направлению распространения и состоянию поля-
ризации. Для пучка данного направления и определённой частоты

где ψ( — взаимно ортогональные собственные функции, соответ-
ствующие двум альтернативным состояниям поляризации. Вероят-
ность нахождения фотона в состоянии ψ определяется тогда извест-
ным соотношением

Σ · ( 7 8 )
где

так называемая м а т р и ц а п л о т н о с т и (см., например, 8"). Оче-
видно, если функция ψ нормирована, то след матрицы pti

что соответствует достоверности нахождения фотона в одном из
альтернативных состояний поляризации. Весьма существенным
является то обстоятельство, что м а т р и ц а п л о т н о с т и д л я
к в а н т о в о м е х а н и ч е с к о й с м е с и я в л я е т с я с у м м о й
м а т р и ц п л о т н о с т и д л я е ё о т д е л ь н ы х ч и с т ы х к о м -
п о н е н т , т. е. м а т р и ц а п л о т н о с т и а д д и т и в н а д л я
н е к о г е р е н т н ы х п у ч к о в .

В случае электромагнитного излучения

Ε = Е& + £ 2 е г , (81)

где еу и е 2 — орты (вообще говоря, комплексные), играющие
роль собственных функций оператора поляризации, а | Ελ | * и \Ег\

х

суть вероятности нахождения фотона в каждом из альтернативных
состояний поляризации.

Таким образом, матрица плотности в случае электромагнитных

волн совпадает со спектральной матрицей: рг/- = —=- S iy·, где / — ин-

тенсивность светового пучка.
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В частности, для света, полностью (эллиптически) поляризован-
ного в направлении (комплексного) орта е,,

Sn = 4 ' S ] 2 = S 2 ] = - - = S 2 2 = 0, (82)

а для полностью деполяризованного света

S,j = 4 " bU • ( 8 3)

Поскольку частично поляризованный пучок можно рассматривать
как некогерентную смесь «естественного» и полностью поляризо-
ванного пучков20, причём доля энергии, приходящаяся на поляри-
зованную компоненту, равна г, то в общем случае (в соответ-
ствующем представлении) спектральная матрица

(84)

откуда, в частности,

/ _ J— (\ _1_ г)
' м а к с ίι ν 1 I ' 1ч

(85)
'мин 2 '

где / м а к с и /м и н — интенсивности пучков, пропущенных через поля-
ризующее устройство, полностью пропускающее, либо полностью
задерживающее поляризованную компоненту.

Напомним, что вероятность нахождения фотона (или частицы)
в состоянии поляризации, соответствующем матрице плотности р',
в пучке, характеризуемом матрицей плотности р, равна
w = Sp (ρρ'), что совпадает с (73).

В заключение приведём очевидные соотношения между компо-
нентами вектор-параметра и матрицей плотности р:

( 8 6 )
/ / _ ! \ . О Γ · / _ \ λ /

(Pl2-
откуда

(87)

*) Напомним, что по условию нормировки (80)
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§ 10. ВЕКТОР-ПАРАМЕТР ДЛЯ ЭЛЕКТРОННОГО ПУЧКА 1 3 ' 2 в

Для частиц со спином — , в том числе и для электронов,

возможны два альтернативные значения ( ziz -ψ-1 проекции спина

на некоторую (произвольную) ось, которым соответствуют две
взаимно ортогональные волновые функции <Ь1 и ψ2. Иными словами,
состояние поляризации электронного пучка определяется волновой
функцией

ψ = α 1 φ 1 +β2Ψ2· ( 8 8 )

Следовательно, матрица плотности ρ формально будет иметь
тот же вид, что и в случае электромагнитных волн, и можно вве-

сти вектор-параметр S, пользу-
ясь соотношениями (86), в которых
/ будет означать теперь интен-
си|нрсть электронного пучка.

Выберем представление, в ко-
тором ф] и il'2 являются собствен-
ными функциями оператора про-
екции спина на некоторую ось ζ,
перпендикулярную направлению
у, в котором распространяется
пучок, причём положим, что ф1

соответствует спину - |—ψ, а ф2

спину —. При ориентации спина в произвольном направле-
нии (θ, φ) (см. рис. 2) имеем (с точностью до произвольной об-
щей фазы)

й = C 0 S A а = s i n — « ' * (89)

Рис. 2.

откуда, на основании (79) и (86),

5j = /, S2 — I cos θ,

S3 = I sin θ cos cp, S4 = — / sin θ sin φ.
(90)

Отметим, что в случае электронного пучка вектор поляризации Ρ
совпадает с вектором спина s(вектор Q соответствует направлению
спина, а параметр г—среднему значению спина для данной смеси).

Способ экспериментального определения компонент вектор-
Параметра ясен из следующих рассуждений. Собственные функ-
ции tyj, ψ2 оператора проекции спина на ось ζ, как известно, свя-
заны с собственными функциями ψ'χ, Φ/2 оператора проекции спина
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на ось χ соотношениями
1 /.. (91)

и с собственными функциями ψ|, ύ'2 оператора проекции спина на
ось у соотношениями

1 1
Т1 = —F= (Ψι ~Г Ψο): ψ·> = —r=- ( 'Ψι + 'Μ·

(92)

Обозначим интенсивность компоненты пучка, поляризованной в на-
правлении (θ, φ), через / (θ, φ). Тогда, как нетрудно убедиться,

/(О, 0 ) = / р п спин-}--^- вдоль оси ζ ,

/ (π, 0) = /р„2 спин — вдоль оси ζ ] ,

ifjL 9^ = / р ' = — (о 4 - 4 - 4 - 1

спин + - к - вдоль оси χ ,

7 / " _ ^ _ _ ^ \ / , ' _ ^ _ / . ή I Ч

спин — вдоль оси Л: ,

\ Ζ Δ J Ζ

спин -f"-n- вдоль оси _у ,

\ 2 ' 2/ 22 2 ' ι 2 1 ι 2 ι^ Г. 1

спин 2~ вдоль оси j ; .

Следовательно, в соответствии с (8.6),

S1=l; S 1 = = / ( 0 , 0) — / (те, 0);

(93)



104 Г. В. РОЗЕНБЕРГ

Сопоставление (93) с (54) позволяет установить простое соответ-
ствие между физическим смыслом компонент вектор-параметра
в обоих случаях (в представлении γ = 0):

Компоненты
вектор-

параметра

5

Фотоны

Интенсивность пучка
Линейная поляризация в на-

правлении некоторой оси ζ
Линейная поляризация в на-

правлении, составляющем угол
π

- τ - с направлением оси ζ

Циркулярная поляризация
(продольный спин)

Электроны

Интенсивность пучка
Поперечный спин в на-

правлении оси ζ
Поперечный спин в на-

правлении, перпендику-
лярном ζ

Продольный спин

§ 11. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ ВЕКТОР-ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО
ОПИСАНИЯ

У р а в н е н и е п е р е н о с а и з л у ч е н и я в м у т н ы х с р е д а х
с у ч ё т о м п о л я р и з а ц и и п о с л е д н е г о

Изменение светового пучка, распространяющегося в некотором
направлении 1 внутри телесного угла dQ, при прохождении им
элемента обьёма dV мутной среды происходит вследствие сов-
местного действия двух причин: 1) дисперсии (включая экстинкцию)
и 2) рассеяния элементом dV в направлении 1 излучения, прихо-
дящего к элементу dV из других направлений — V. Поскольку
проходящая и рассеянная волны некогерентны между собой, как
некогерентны и пучки, рассеянные с различных направлений, по-
стольку имеет место аддитивность не компонент напряжённостей
поля, а вектор-параметров соответствующих пучков. Вместе с тем
нельзя ограничиваться (как это нгредко делается) учётом только
интенсивностей пучков, ибо условия их преобразования (рассеяния
и дисперсии) существенно зависят от их характера поляризации. По-
этому для одновременного учёта обеих причин изменения свето-
вого пучка при прохождении им мутной среды, т. е. для формулиро-
вания уравнения переноса, необходимо обратиться к вектор-пара-
метрическому описанию пучков. Это позволяет не только исправить
обычно используемое уравнение переноса добавлением к нему чле-
нов того же порядка величины, что и основные, но и решать за-
дачи, касающиеся характера поляризации рассеянного света (см.,
например,12· 27~29. 3i).

С целью установления единообразия в выборе представлений для
пучков различных направлений возьмём в качестве плоскости ре-
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ференции плоскость рассеяния и положим γ и ψ одинаковыми для
всех пучков.

Мощность потока излучения, пересекающего элемент объёма dV
из направления — V внутри телесного угла dQ', очевидно, равна
S1(l')dQ'dz', где di' — площадь нормального к Г сечения эле-
мента объёма dV. Следовательно, мощность светового потока, рас-
пространяющегося в направлении 1, изменяется при прохождении
им элемента объёма dV на величину

dS, (I) dQ άτ = - 2 xlft (1) Sk (1) dQft

k—л

4

"irJ Σ
a' * i

(1. 1')5* 0') d S ^ ' d V , (94)

где первый член учитывает дисперсию, а второй — рассеяние
в данном направлении света, распространявшегося во всех прочих
направлениях.

Так как все компоненты вектор-параметра представляют собой
и н т е н с и в н о с т и того же светового пучка, только подвергну-
того предварительно соответствующему п р е п а р и р о в а н и ю при
помощи компенсаторов и анализаторов, то аналогичные соотноше-
ния мы получим и для изменения мощностей таких препарирован-
ных пучков. Учитывая, далге, что dV = dtdl, окончательно по-
лучаем систему интегро-дифференциальных уравнений

{ f e ( Α ' } . (95)
которая и представляет собой « у р а в н е н и е п е р е н о с а и з л у ч е -
ния, у ч и т ы в а ю щ е е п о л я р и з а ц и ю п о с л е д н е г о » и при-
годное как для изотропной, так и для анизотропной сред *). Учёт
собственного излучения среды, очевидно, сводится к добавлению
в правую часть уравнения соответствующих компонент вектор-
параметра собственного излучения, отнесённых к единице объёма

*) Уравнение переноса с учётом поляризации излучения было впервые
одновременно и независимо сформулировано в 1946 г. Чандргсекаром12

и автором27 только для случая изотропной среды (когда матрица κ ска-
лярна и можно ограничиться представлением γ = 0). Формулирование при-
водимого здесь более общего уравнения 31 потребовало, с одной стороны, учёта
зависимости экстинкции и дисперсии от характера поляризации и, с дру-
гой стороны, обобщения вектор-пграметра Стокса на произвольное пред-
ставление γ, ψ, что в 1946 г. оставалось ещё невыполненным.
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и являющихся (~ак же, как κ и D) функциями координат и на-
правлений.

Таким же образом может быть учтено рассеяние, сопровождаю-
щееся изменением частоты (эффект Допплера, комптоновское рас-
сеяние, комбинационное рассеяние и т. п.). При этом вектор-пара-
метр 5 зависит от длины волны и компоненты матрицы рассеяния D
следует считать функциями начальной и конечной длин волн излу-
чения, причём в интегральном членг добавляется интегрирование
по начальным длинам волн излучения, рассеиваемого данным эле-
ментом объёма с некоторой (произвольной) конечной длиной вол-
ны, для которой и формулируется уравнение переноса31.

В соответствии с результатами §§ 9 и 10 сформулированное
выше уравнение переноса относится не только к электромагнит-
ному излучению, но также и к распространению в рассеивающих

•средах потоков любых частиц со спином -^-,'В том числе электронов.

§ 12. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ ВЕКТОР-ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО
ОПИСАНИЯ

К о м п т о н о в с к о е р а с с е я н и е

Дифференциальное сечение рассеяния γ-квантов с поляризаци-
ей (1, Q') в условиях, когда электроны облучаются γ-излучением
с поляризацией (1, rQ), согласно (73) равно

j g - = - - l - ( l , Q ' ) D K 0 M n i ( l , rQ), (96)

где £>компт — комптоновская матрица рассеяния, имеющая, согласно
•Фано7, вид, указанный в § 6 [см. (61)].·

Допустим сначала, что облучающий электроны пучок γ-квантов
полностью деполяризован, т. е. г = 0. Тогда

1

,1-f cos 2S-f (fc0 — k)(\ — cos6)N

X\' о '• ( 9 7 )

(1 — cos Θ) (k cos θ-f k,) s

т. е. рассеянный пучок частично эллиптически поляризован, причём
•большая ось эллипса поляризации лежит в плоскости рассеяния.
Дифференциальные сечения рассеяния для линейно поляризованных
{параллельно и перпендикулярно плоскости рассеяния) компонент
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рассеянного излучения согласно (96) равны

• ^ = = - l ( l , _ l , 0 , 0 ) D K O M n T ( l , r Q ) =

dil
(98)

X ( l - c o s S ) ] .

Допустим теперь, что облучающий пучок линейно поляризован
( г = 1 ) . Выберем плоскость рассеяния в качестве плоскости рефе-
ренции как для рассеянного, так и для рассеиваемого пучков. Если
плоскость поляризации рассеиваемого пучка составляет угол φ с
плоскостью рассеяния, то в представлении γ = 0, ψ = 0 получаем:

1

о, Q ) = ( ; O S 2 ?

\
5ΐη2φ

О

(99)

откуда

X

тс* [ко ) X

1 — sin2 θ cos 2

- fe) S i t l 2

cos2 θ cos2 φ — sin 2φ

2 cos θ sin с? cos φ

-i-(l —cosθ) [(kcosQ — AJS +

n0-
 n l [ks] COS 2 φ -f- [к0П] S Sin 2φ

(100)

и, следовательно, имеет место частичная эллиптическая поляриза-
ция рассеянного пучка, причём направление большой оси эллипса
поляризации составляет некоторый угол с плоскостью рассеяния.
Компонента S3 вектор-параметра рассеянного пучка обращается
в нуль, если мы перейдём к представлению γ = 0, ψ, где ψ опре-
деляется условием (ср. (20)):

= О, (101)
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т. е., согласно (21), угол наклона большой оси эллипса поляриза-
ции к плоскости рассеяния равен

Л — - L arctP 2 cos 8 sin φ cos φЛ — - L
V - 2

и не зависит от S. Как явствует из вида «атрицы D K 0 M n T от s
зависит только эллиптичность q. Однако, если рассеиваемый пучок
эллиптически поляризован (т. е. 5 4 = 0), то от s зависят все ком-
поненты вектор-параметра рассеянного света, в том числе и его
интенсивность. Дифференциальные сечения и степень поляризации
без труда находятся из (100) обычным путём. В частности, пол-
ное (без учёта поляризации) сечение рассеяния равно

~ \ ( l ,0 ,0,0)D K O M n T ( l , Q) =

= -ТШГ (•£)' [l - ^ θ cos*. - (ft, - ft) sin' -I-]. (103)

Если имеет место повторное комптоновское рассеяние γ-излуче-
ния, то дифференциальные сечения находятся из соотношения

- ^ 1 = i - (I, Q') Ο<κ2)ΜπτΟ<υΜπτ (1, rQ), (104)

где верхние индексы у матриц комптоновского рассеяния означают
номер акта рассеяния. Из вида матрицы DK 0 M t l T непосредственно
следует, что, каков бы ни был первичный рассеиваемый пучок,
результат двойного рассеяния существенно зависит от состояния
поляризации как первично, так и вторично рассеивающих элек-
тронов.

§ 13. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Приведённые примеры показывают, что применение вектор-
параметрического метода позволяет не только существенно упро-
щать решение широкого круга задач, но и решать задачи, прак-
тически недоступные для других мгтодов (скажем, задачи, связан-
ные с учётом многократного рассеяния или самообращенил линий
в излучении плазмы). Вместе с тем совершенно очевидно, что
аналогичные приёмы могут и должны быть использованы и вне ра-
мок оптики для анализа, например, явлений рассеяния электронных
пучков или пучков любых других частиц со спином 12. То, что
это почти не делается в явной форме (в неявной фэрме к этому ме-
тоду прибегают отнюдь не редко, а именно почти всегда, когда
обращаются к использованию матрицы плотности), следует отнести,
в основном, к незнакомству широких кругов физиков с конкрет-
ным математическим аппаратом вектор-параметрического описания
поляризации излучения. Этот пробел в обзорной литературе мы
и стремились восполнить.
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Вместе с тем, мы полностью обошли важный круг вопросов,
связанных с применением когерентных матриц ц в инструменталь-
ной оптике. Причина этого лежит в том, что за исключением бо-
лее или менее тривиальных случаев, связанных с поляризационными
устройствами, названный метод не нашёл себе пока применения,
повидимому, по той же причине — из-за незнакомства с ним ши-
роких кругов физиков. Однако нетрудно видеть, чтб его примене-
ние должно существенно облегчить рассмотрение многочисленных
вопросов, касающихся изменений поляризационных характеристик
световых пучков при прохождении ими оптических систем (линз,
призм, зеркал и т. п.). Как известно, соответствующие разделы
инструментальной оптики всё ещё находятся в зачаточном со-
стоянии.

В заключение отметим, что для ряда практических применений
крайне существенно располагать готовыми формулировками законоя
взаимодействия излучения с веществом в матричной форме, соот-
ветствующей вектор-параметрическому описанию излучения. Эта
не слишком сложная, но довольно трудоёмкая задача отнюдь не
выполнена, что заметно мешает внедрению описанных матричных
методов в обиход научных исследований.

В этой связи представляет также значительный интерес задача
создания обобщённых матричных методов, применимых и за гра-
ницами лучевой оптики. Следует полагать, что разработка подоб-
ных обобщённых методов позволит сформулировать основные за-
коны оптики (в том числе и уравнения Максвелла), по крайней
мере для квазистационарных периодических полей, в терминах опти-
чески наблюдаемых величин, что должно существенно облегчить
их применение к известному классу задач.
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