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Развитие квантовой теории поля в ее современной локализуе­
~юм форме наталкивается, как известно, на большие трудности, 
особенно nри nопытках выхода за рамки электродинамики. 

В этой связи может nредставить интерес !<ритическое изложе­
ние основtt ых положений теории поля с более тщательным анали­

зом nрироды возникающих в ней трудностеt1. Такое рассьютрение 
н составляет цель предлагаемого ряда статей, открывающегося 

данной работой . 
Эта nервая статhЯ начинается с краткого изложения схемы 

nостроения теории квантованных свободных полей (§ l ). Далее 
рассматриваются воnросы об оnределении сингулярных интегри­

руемых оr1ераторных функций, играющие основную роль nри 

исследовании матрицы рассеяния в теории взаиыодействующ11х 

полей (§ 2) . В § 4 излагается метод введения матрицы рассеяния, 
не основанный на гамильтоновом формализме. Его роль играют 
явно сформулированные физические условия, например условия 
nричинности , ковариантности и т. д. Статья заканчивается 

1 УФН, т. 55. в. 2 
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рассмотрсн11см тt'XIIIIIOI раскрытия хронологичсс1шх nроизnедсниlt 

11 :1 ос1ювс тсорсм1.1 Вика (§ 5) и nриложения с~ 1< формулировке 
нp:IIHIJI Фсllнмана дm1 оычltсления матри чных элементов (§ б). 

В cJtC.JLyющиx статьях nредnолагается исследовать вопросы 

ycтp:!I II.'IIIIR расходимастей иа асимnтотичесi<ого ряда для матрнцы 

расссншв1, воnросы обобще11ия уравнения Шредингера н изложить 
основы теории функций Грина. 

§ \. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ СВОБОДНЫХ 
ВОЛНОВЫХ ПОЛЕЙ 

В данном разделе мы J<pa·rt<O рассмотри м схему nостроения 

!{ВантоооИ теории свободных nолей, заострив онимание на IIC({O- ' 

торых nринциnиальных моментах, которые нам nонадобятся при 
далы1 •!!шем изложении основного материала . 

Как известно, величинами, играющими основную роль в nоле­

вых 'I'СОриях , яBJI IIIOтcя nолевые фунюJ,ии, nод• 1иняющиеся линей­
IIЬШ дифференцнальным уравнениям так называемым уравне­

шtям IЮдЯ . 

:)тll урав11с.шrя n J<аждом t<ОН!<ретном случае могут быть 
nOJIYIIl'llbl R l<a'ICCTBC ypa!lllli!IIЙ 3йлсра И3 ПрИ111lИ~а CTaiHIOHap­
iiOCTII IICI<OTOIIOI'O !<ВадрЗТ 1 1 1 1 1 10 1'0 фу11!ЩИ01 1 ала, 11МШуемОГО ДСЙСТОИ­
С~I . 11з тр,•боtННIИЯ инnарнантностн действия no отношению 

к четырем транстщиям. шести ,qоренцовым nоворотам и rra Iиент­
ному nреобразованию 1-ro рода (nовороту фазового множителя) 
могут быть получены соответствующие интегралы движения: 

4-nектор энергии-имnульса, тснзор момента количества движения 

11 tiЛOТJIOCTь заряда (теорема Нетер). 
У1<:!заш1ый сnособ nостроения уравнениn nоля и основных 

динамii'IССI<ИХ нсременных, целиком основан~1ый на действии 
11 et·o 1\ I IJЮтностн функции Лагранжа, о отличие от rамильто-
1101\:t 1! opм:IJ!IIIMa, основанного на функции Гамильтона и r<aнoни­
'II"CIOI со11рн 1н 1!11\.!Х вс.1ичинах . называется лагранжевым формализ­
м )М 1\,J,I!IIIHI 11р IlM) tщ'ством лаграюкеоа формализма nеред гaмиль­

'I'O IIOIIt.tм ti!IJIЩ'H"It l'I"O S1111 1ая релstтивистска н ковариантность 
11 llf!Jitl;tll (' IIШH' I'P II II " I)()C'I'PII II CTBC III IЫ X и временной I<ООрдинат. 

\ 1,1( (М tiJIII M 111'1'1')(() 'l 111' 1( •I:ICC II 'IГCI<OII теОрИИ ПОЛЯ К I<Bii iiTOBOЙ 
н•ор1111, 1\ I,H't'll'l•, l(tн• 1111111".1111\l: 1111.1 ·11 хара1<тсрн1уется тем, что 

·1 t•rtplltl 11•· р.н, ~~ 11 p1111.H'I tiiiiii.IM oftpa щм щющ•ссов n'"IЗIIИ!<IЮВения 

11 Yllll'll llll<t ll llll ( 111'1 11• ''• ll t. IIIMII' " о " lll' IIPII IItl'll ll ll) •н1Ст 1щ, cooтвe:­
t"I IIVIOIIIII \ IIIIM 11 11 1IIIM, J{ tl jl 'ljloll 1•-'loll"l ll'l\'("1(111\ фVI II( I t ll l l IIOJIII даёТ 
щ•р1111 1 11 t\" fl , 11 11\11•1( IUII\1 11 '1•11 111 111 ~ 1111,1'1 11 t.IIIIIOM СОСТЩlНИИ . 

1\ ll lloltll <lltoll l 1'ttp1111 , 1111.1'11' 11 ор 1111 1\l !ljiii'IIIOI'II 1(1\(IIITOOaHИЯ, ВОЛ-

110111 •11' фV II I< II I III Jlrt;l• 11 111111\ 1.11 1< 11!11 t'II I IIII(V IIII Щ' I' II •1 аст~щ, nроцессы 

н; I .IIIMIIt ·l\ "P' '"I " '"I' 11111\ 111111111""1 ""'""м оСi р а:юм содержатся 
11 I I'C\111111 11 1 11111111 11 1111111 <' 1 11'1 IHIJIIIOftlo!C фуiii<ЦИИ I<Вi\НТОВЫХ 
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nолей nриобретают операторный смысл и расnадаются на оnера­

торы nорождения и уничтожения частиц , "ежду которыми уста­

навливаются nерестановочн ые соотношен ия . Оnераторные волновые 
фующии оnределяются уравнениями nоля и nерестановочныыи 

соотношениями с точностыо до унитарного nреобразования . 

Функции поля, таким образоы, уже не являются больше функ-. 
циями о классичеСI<Ом смысле (с-фунtщиями) , а становятся оnера­
торами (q-функцинми), действующими на общую для всех nолей 
волновую фующию вторичного квантования, которую мы будем 

называть амnлитудой состояния*). Во вторично проквантован­
вой теории средние значения и вероятности состояний даютсSl 

квадратичными формами амплитуды состояния . 

В то время J<aJ< трансформационные свойства футщий ·nоля 
nри преобразованинх Лоренца оnределяются их тензорноl! размер-, 
ностью, трансформация амnлитуды состояния Ф nри лоренцовых 
nреобразованиях совершается с nомощью унитарного оператора И L 

ф __, Ф' =и LФ: 

Рассматривая бесконечно малое nреобразование системы координат 

х ...... х' = Lx = х -\--ох; 

-
ох'/ = ak -~- ~ gll х' Q)kl' ) 

l ,k =О, 1, 2, 3, 

( !.~) 

где ak и rok1- бесконечно малые параметры четырёх трансляций 
и шес·rи nоворотов, хО- временная nсременная, х~ (а = 1, 2, 3) ­
nространственные коорди11аты , а g- тензор МинковсJ<ого; 

J о (i * k); 
gik = t 1 (i = ll =О) 

- 1 (i = k = 1, 2, 3). 

Из nринци ла соответствия находим, что 

ИL = 1 +оИL, 

ioUL = L gkkPtak ++ L gkkguM~lrokl, (1.3) 
k k,l 

г де Р~ и мg1 соответственно 4-вектор энергии-имnульса и тензор · 

момент:~ количества движения свободного nоля . Разумеется , 

~') Амnлитуду состояння можно nредс·rаолять как вектор в некотороы 
гильбертоuом nрсс·1ранстве, ввиду чего в а мериканской литера·rуре она 
обыч но именуется вектором ссстояния (state vector). 

1" 
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в l<nантовом рассмотрении nеличины Р0 и М0 уже являются оне­
ратора~нl. llpи этом они выражаются через волновые onepaтop­
~tlыe функции теми же соотношениями, вытекающиыи из теоремы 
1-Iетер, что и в классической теории, разумеется, с установлением 
надлежащего nорядка оnераторных сомножителей, о котором мы 

.скажем ниже. 

Рассматривая матричные элементы оnераторов nоля с поъющью 
{1. 3), nолучаеы уравнение, оnределяющее трансформацию волно­
вой функции tJ. (х) nри трансляции системы координат 

tgkkд:x~x) = [а(х), Р~] - =и(х)Р~-Р~а (х), (1. 4) 

где Pg - оnераторный 4-веJ<тор имnульса . Уравнение (1. 4) играет 
важную pOJIЬ в nроцессе вторичного квантования. Из него неnо­
средственно следует физический смысл nоложительно-частотной 
и отрицательно-частотной частей оnераторных волновых фуtн<­
ций 1. Представляя поле и (х) частиц с массой т в виде 

где 

и (х) = а<+> (х) +аН (х) , (1.5) 

u<+> (x) = 5 eik.riJ(k2 -m2)и<+>(k)dk, (1.6) 

11' >о 

u<- >(x) = 5 e-ikx8(k2 -m2)u<->(k)dk, (1.7) 

11' > 0 

kx = L g11x1k1 = x0k0 - kx; 

1 

k2 = (kO)~- k2; dk = dk0dk 

с nомощью (1. 4) убеждаемся, что если Ф - амnлитуда состояния 
с оnредел~нным значением 4-ве•<тора энерrии-и1шульса К: 

Р1Ф = К'Ф, 

ТО 

Р1 (и<+> (k) Ф) = (К1 -\ k1
) Ф 

Р1 (иН (k) Ф) = (К1 - k1
) Ф, 

nрич~м в обоих случаях 

ko = Vk2+т2 >О. 

Из этих уравнений следует, что оператор и<+> (k) соответству­
ет рождению частиц.ы с массой т и 4-имnульсом k, а оnератор 
ff,-> (k)- е~ уничтожению. 
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Пут~м аналог11чных рассуждений, основываясь на законе транс­

формации операторных функций и амnлитуд состояний nри 
градиентном преобразовании 1-го рода, можно показать, что 

в случае комплексного nоля операторы и<+> и и(-) увеличивают 

на единицу заряд системы, а операторы t~<+> и ~<-> уменьшают 
его на единицу. Поэтому оnераторы комnле i<СIIОГО nоля описывают 

рождение и уничтожение част1щ двух nротивоnоложных зарядов. 

Оnределяя вакуум J<al< состояние без частиц, получим соот­

ношение 

иН (k) Фвак = О, 

которое вместе с условием нормировки 

(Фоак·Фоак) = 1 

( 1.8) 

(1.9) 

можно считать оnределением вакуума свободных полей. Очевидно 
также, что, действуя на Фоак разпичным числом положительно­
частотных оnераторов и<+>, мы можем nоJJучить амnлитуды состоя­

ний, содержащих соответствующее число частиц. Общая амnлиту­
да для nроизвольнаго состояния nредставится суперпозицией 
таких амплитуд 

Ф = L \ Fs (k1, •.. , ks) о (ki - т~) ... 
(i,j)" 

... о (k;- т;) u<]i> (k1) .. . u<j;> (ks) dk1 • •• dks Фвак· (1 .10) 

Переходя от (1. 10) •< конфигурационному представлению, 

можно nолучить фокавекое nредставление дл я амnлитуды состояния. 

Из ( 1. 8) следует наиболее у добвый nорядок оnераторных 

множителей в выражениях для динамических переменных. Требуя, 
чтобы средние значения этих динамических nерсменных по ваку­

уму равнялись нулю, т. е . 

(фоакрфвак) = О И Т. д., 

мы nолучим , что в этих выражениях все оnераторы nорождения 

и<+> должны стоять слева от всех оnераторов униЧтожения и<->. 
Такой nорядОI< оnераторов назьtоается нормальным . Разумеется, 
nроизведение любого числа оnераторов поля может быть nред­
ставлено в виде суммы операторных •1ленов n нормальной форме 
и некоторого nолинома по nереставовочным футщиям. Наnример, 

а (х) и (у) = (и<+> (х) + и<-> (х)) (и<+> (у) + uH (у))= 

=и<+> (х) и<+> (у) + и<+> (х) а<-> (у) --1-

--1- и<+> (у) иН (х) +аН (х) и<-> (у) ++ 6Н (х- у), (1.11) 
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г л.е t.\( - 1 - результат I<Ошtутации (или антикоммутаt~ии - о зави­
сныости от С'rат11стики) олераторав и<-> (х) и и<+> (у) , т. е. 

1 
[и<-> (х), и <+> (y)] =F =Т 6.<-> (х - у). 

Совершенно аналогично тому, как это сделано о ( 1. 11 ), 
о б0J1ее общем случае произоедение большего числа операторов 

и (х1 ) а. (х2) ••• и (хп) 

мщкно nредставить в виде суммы nроизведений n :::!:: -частотных 
операторов в нормальноf.! форме и некоторого nолинома Р no 
перестановочным функциям 6l-l 

и (х1) и (х~) . .. tl (xn) = 
= L (- 1)'1и<+>(х1,) a<+J (х12) •• . и<-> (x1k) .• . и<-> (x1n) + 

+Р [6.<-> (xl - XJ)j, (1.12) 

прич~м I<Оэффициенты nолинома Р содержат в свою очередь 
т < n олераторав и<+> н u(- 1, а 71- ч!:\тность ферми-nер~становок 
при переходе от nорядка ( 1, 2, ... , n) к nорядку (l1, l~ , . .. , i п> · 

Соотношение ( 1. 12) можно nереnисать в виде 

u(x1) u(x2) •• • и (xn) = :и (х1 ) и(хJ ... и (хп): +Р [6<-> (х1 - x)J, 
' 
'прич~м символом : tl (х,) .. . u (хп): 2 обозначено так называемое 
Jюрмальное nроизведение оnераторов. В частном случае (см. ( 1. 11 )) 
имеем no оnределению 

:и (х) и (у): = и<+> (х) и<-> (у) + и<+> (х) и<-> (у) :::!:: 
± и<+> (у) аН (х) +иН (х) и<-> (у). 

Таким образом, в общем случае нормальное nроизведение можно 

оnределить либо как нулевой член разложения (1. 12) по стеnе­
ням 6<->, либо, что ЭI<Виоалентно, как о.бычное произведение 
дан11ых оnераторов, nриоед!!нное к нормальноf.! форме таt<, как 
если бы в nроцессе nриведения все nерестановочные функции 
считались раоныыи нулю. 

Среднее по вакууму от нормального nроизведения осе г да рав­

но нулю. Поэтому рецеnт получения оnераторных динамических 

nерсменных Р, М и т. д. из соответстоующих l<лассичесl<их 

выражений заключается о nерсходе о этих выражениях от обыч­
ных nроизведениf.! классических оолнооых фующиf.! 1< нормальным 
nроизведениям оnераторных nолевых функциf.!. При этом из тео­
рии автоматически исклю<1аются бессмысленные нулевые вакуум­
ные энергия, заряд и т. n. 

г \ 
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· перестановочные соотношения. между оnераторными волновыми 
функциями ол.tюзначно оnределяются для каждого nоля из сообра­

жениf.! nринцила соотостстоия, требования положитеJJьности наблю­
даемого ана<1ення оnератора энергии и структуры уравнениf.! ( 1. 4 ). 
Оnуская соотвстстоующ11е nыкладi<и *), оnишем структуру rюлу­
чающихся коммут:щио1111ЫХ соотношений, оrрани ч и оаясь случаем 

~<омnлексных nOJ1Cй. Осе 110JЮжителыю-частотные операторы и<+> 
(оnераторы рождения) стро1·о коммутируют ( или анТИI<Оммутируют) 
со всеми операторами рождения . Все оnераторы уничтожения и<-> 
та1<же строго I<Ошtутируют (или :~нтю<оммутируют) между собоf.!, 
т . е. всегда 

[и<+> (х), и<+> (у) ] . = [и<+> (х), 1~<+> (у)]±= [t~<+> (х), ~<+> (у)] ± = О 

и 

• • • 
[и<-> (х), и<- > (у)] ± = [аН (х), и<-> (y)J± = [иН (х), u<->(y)J ± = О. 

Оnераторы рождени я и уничтожения частиц с различными заря­
дами также венда I<оммутируют (или анти1<оммутируют), т. е. 

[и!+> (х) , и.<- > (у)] ± = [~<+> (х), ,;н (y)J L = О. 

Отличными от нуля являются, таким образом, лишь следующие 
nерестановки: 

• 1 
tи<+> (х), а<-> (у)] :i = Т 6<+> (х - у), ( 1.13) 

• 1 
[иН (х), и<+> (у)] ± =-. 6Н (х - у), 

l 
(1.14) 

nричём зависящие от раавости х - у 6<+>- и 6<->-функции являют­
ся соответственно (-1 )- и (-)-частотными частями nолноf.! nере­
станооочноf.! функ1.1.ии: 

• 1 
(и (х), u (у)] :: = i 6 (х - у), 

~ (х) = 6<+> (х) + 6Н (у). 
(1.15) 

( 1.16) 

В том случае, если операторы данного nоля коммутируют 
между собоf.!, т. С' . 

• . • • 1 
[и (х), и (у)]_= и (х) а (у) -и (у) и(х) = - . 6 (х - у), 

l 

*) См., наnример , з. 
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ч:~стtщы 1юлн Оl<азывюотсн nодчиняющимися статистике Бозе-Эt~н­
mтсfltн1. JЗ llf'IOTHOOПOЛOЖIIOM случае 

j11 (х), ;, (у)]+== IL (х) 1; (у) +~ (у) а (х) = ~ 6 (х - у) 
l 

мы nриход~IМ к статистике Ферми - Дирака и nринцилу Паули. 
Род статистики и оид пер2становочной функции определяется 

дJIЯ l<аждого поля отдельно из уже указанных соображений. При 
этом nолу•1ается : 

Для J<омплексного скалярного поля g> (х) (спин О) 
• 1 

[f? (х), tp (у)]_= - . D (х- у), 
l (1.17) 

где D (х) - известная nерестановочная функция Паули - Иордана 

D(x ) = (2~)3f S dkeikxo (k2 - m2 )e(kO), (1.18) 

е (kO) = {+ l, kO > О, (1.19) 
- 1, kO < О. 

Для векторного J<Oмnлei<CIIO I'O nоля В11 (х) (сnин 1) 

[В11 (х), Bk(Y)] -= t(gkn + ~2 дхk~~~~ ) D(x - y). (1 .20) 

Для электромагнитного nоля А т (х) (спин 1, масса О) при кванто­
вании с nомощью индефенитной метрики 20.21 

[Ап (х), Ат(У)J = igm11D0 (x - y), (1.21) 

прич!!м 

Do (х) = D (х) 1 т-о= (2 ·~)3i .f dkeik.xo (k2
) в (ko). (1.22) 

Наконец, для спинорноr.:> nоля ф, ;:;- (спин +) 
' - 1 [\(а (х), ф~ (у) J + = -. Sa~ (х - у), 

l (1.23) 
где 

S,.~ (х- у) = (t ~ yk д~ + т) D (х), 
ll "~ 

(1.24) 

tlflll uтnм у нас 11 ринята фейнмановекая система матриц Дирака 

(1.25) 

1 

; 
1 

\ 
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и соnряж!!нный елинор ф оnредел!!н соотношением 

( 1. 26} 

Важной особенностыо nерестановочных функций всех поле/4. 
является их связь с функцией Паули -Иордана D (х). Из (1. 17), 
(1. 20), (1. 21) и (1. 23) следует , что всегда 

6а~ (х) = Р,.~ ( д~) D (х), (1. 27)-

д где Р"~ - полином по nроизводным - k- . Ввиду того, что функ-
дх 

ция D (х) обращается в нуль вне световых конусов, соотноше­
ние (1. 27) выражает независимость событий, разделi!нных nро­
странетвенно-подобным интервалом. Этим свойством обладаю.т, 
таким образом, все обычно рассматриваемые ЛОI<альные волновые 
поля. 

Важной особенностью nерестановочноf.l функции D (х) (а сле­
довательно, и вообще всех фушщиИ 6 (х)) и её ±-частотных 
частей D<+> и D<- > является их сингуляр11ый характер, выражаю­
щийся в наличии особенностей на сnетовом конусе типа ),- 1, ln Л, о (Л)· 
и конечных скачков (здесь Л - квадрат интервала, равный Л= х2 = 
= (х0)2 - (х)2). Ввиду того, что матричные элементы различных 
переходов в теории взаимодействующих полей выражаются через 

интегралы от nроизведений различных комбинаций 6-, 61+>­
и 6<->-функций, указаиные сингулярности в отдельных случаях 
nриводят к расходящимся выражениям. Для правильного понима­

ния природы таi<их бесконечностей, к которым, в частности, отно­
сятся все ультрафиолетовые катастрофы, рассмотрим нескольк(} 
подробнее свойства операторных выражени~. построенных из кван­
товых волновых функций свободных nоле~ . · 

§ 2. ОПЕРАТОРНЫЕ ВЫРАЖЕНИЯ И СИНГУЛЯРНЫЕ ФУНКЦИИ 

Прежде чем перейти к изложению теории взаимоде~ствующих: 
nолей, нам необходимо б у дет nредварительно ознакомиться с ря­
дом свойств в основном алгебраичесi<ОГО хара!<тера, I<оторымm 
обладают операторные выражениs1, построенные из J<вантованных 
волновых функций свободных nолей . 

· Возьм~м типи•IНое опера1·орное выражение, зависящее от значе­
ний :±: частотных частеJ;! таких функций в ряде пространственно­
Rременных точек х1 , ••• , х,. и Представленное в нормаЛI>НОJ;\ форме 

А (х1 , ... , Х11 ) = ~К .. . а ... ~ ••• (х1 , ... , Х11) •• • и~+> (х,) . .. 
.. . u~-J (xs)· .. (2.1) 
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В фо рмуJrс (2. 1) ... lla (х) ... - компоненты вотюnых фу111ЩИЙ, 
OI<JIIO'I:III СО11рюl<t1 1 111ЫС фу111щии и их частные произnодiiЫ<', а 
!( .. а ••• ~ •• (х 1 , ... , х") - некоторые с-фуНiщии лерсменных 
х11 ••• , х" , o6n:1 ·~11ющнс JJВ11ду однородности пространства-време11и 
сооl~ством тp:tiiCJIIЩIIOIIIIOII 111Шi1рнантности 

1(. ··"· .. ~ ... (х1 1 n, ... , xn +а)= 
= K .. <t ••• ~ ••• (x1, ••• , хп)· (2.2) 

Эти функции мы условимся 111\Зыоать I<Оэффициснтными функ­
циями данного операторного выражения (2. 1 ). В связи с сингу­
лярностью перестановочных функциИ tJ. они будут, вообще говоря, 
син1·удярными, и вопрос об их математичесi<Ой nрироде будет 

специально обсуждён ниже. Пока же заметим, что через коэф­
фициентные фуНiщии нетрудно непосредственно вырази'Гь ыатрич­
ные эле~iенты опера'Гора А (х1 , ... , хп) по всевозможным состоя­
llиям 

(2.3) 

соотвстствующнх наличию дr11111ых сортов частиц с заданными 

нмnульсами. 

Для этого необходимо л11шь оnределить матричные элемен­
ты тиnа 

(ф• р • · ·и<+> (х) ul-> (x) Ф . . ) -... ,.. . ... " r · · · ~ s · · • .. ·i ... ;J .. • -

- (Ф ·<-> ( ) <+> ( ) <-> ( ) <+> ( ') Ф ) - вак· • • IL, р . .. ILa х, .. . и~ Xs .. • и,· р . . . вак ' 

что нетрудно выполнить с nомощью перестановочных соотношений 

(1. 14), записанных в форме 

[и~-) (k), и~+> (p)J ± =о (k- р) Ра~ (k), ' (2. 4) 

где Р«$(k)-nолином, соответствующий Ра~(д~) в (1 . 26). 

В самом деле , nерейдя от и<± > (х) к имnульсному nредставле­
нию, будем переставпять операторы · рожден ия u~+1 (k,) налево, 
а операторы уничтожения и~-J (ks)- направо, до 'ГСХ пор, поr<а 
они или не с погасят> себя соответственно с и<-> (р), u<:H (р), 

i 1 
или дадут нуль, nодействовав на амплитуду состояния вакуума. 

Появившисся nри таком nогашении о-функции Сllнмут интеграции 
по k,, сделав их равными . .. р . .. , ... , р' . .. 

• 
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В результате у1<азанных оnераций мы nридём к выражениям 
вида 

(Ф ... 1 ... р •.. А (xt, ... , хп) Ф ... 1 .... 11 •• ..) = 

= ~р ... а ... ~; .. ( •• • р ... р' .. . ) К ... а ... ~ ... (х1 , i..f ... , ... , ... .. •) 

(2.5) 

n рич!'!м ыножитель 

1 (р.,, Р~) = fi 0 ( р., - Р~) 

возникает в том случае, если часть оnераторов u(+J (Р~) · из 

Ф ... 1' ... р' .. . спаривается с : оnераторами и<-> (р., ), из Ф ... 1 ... р .. . 

Ввиду очевид110ГО удобства нормальной формы лредставления 
оnераторных выражений (2. 1) приобретает интерес вопрос о со­
ответствующей методике приведенин. Ясно, что для приведения 
1< нормальной форме оnераторных выражений nолиномиально зави­
сящих от волнооых фунrщий, достаточно уметь приводить nроиз­

ведения тиnа 

в которых Ai (х) будут линейными I<Омбинациями соответствую­
щих aj+> (х i) и и~-> (х i ). Указанная рецеnтура вытекает из одноf.l 
важноf.l теоремы, установленной аВиi<Ом 2, к формулировке кото­
рой мы сейчас и перей~ём . 

Рассмотрим nрежде всего случай n = 2, когда мы имеем nро­
изведение двух линейных оnераторос 

Согласно (1. 11) это произведение ыожет отличатtся от нор­
мального произведения 

лишь на с- выражение, которое мы будем наЗывать сnариванием 
и обозначать с помощью скоб1<И снизу 

А1 (х1 ) А, (х,) = : А1 (х1) А~ (х~) :+
1 
А 1 (х1 ) А, (x2)i (2.6) 
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Очевидно, можно также оnределить сnарива1111С 
среднее от обычного nроизведения 

1((1 1( 11111( у ум 11() ~ 

Наnример, для сnинорного nоля с помощью (1. 22) находиьr: 

1 
']~ .. (х) ?~ (у)= ,s~;' (х- у). (2.8} 

Аналогичным образом можно также оnределить сnаривания других 
IIOMfl. 

) 1 Jl\1 1'01'0 •1тобы сформулировать теореыу Вика, необходимо 
' ' ''''' lll ll' t' lll IIOIIII'I' ItC нормального nроизведения со сnариваниями. 

lнмt ' IIIM , •11'0 11:1 011рсл.сления нормального nроизведения 
(t М ~~ 1) 111.1 1'1'1(1 11"1' lll'IH'C1'111IOOO'IIIOCTb (с ТОЧНОСТЬЮ ДО знака) one· 
1'11 "'111111 11 1111 IIHII<ШI нopм:IJIIoii()I'O 11роизведения, т. е. 

11(\ 1) 111 (\ 11) : 1)•1: /IIL(x11 ) ... A111 (x1") : , 

1 ' '' '' '''' 111111 11. Ф• · рм11 III'IH' t' I'IIIIIIIIOI< 110j)11 JЩ:t :t[)l'yмcн·,·on, а таюке 
'111111 /111111 11. 1111pM,IJI/,IIIIIII 11p011 : 11ICJ(~'IIIIII 110 01'11011\СIIИЮ J( КаЖдОМу 
IIIMIIЩI( IIII'JIIII, 

011fНЩ~·лнм т~нсрь нормальнос nроизведение со сnариваниями. 
ноложив по определСI!ItЮ выражение 

: А, (х1) А2 (х2) А3 (хз) ... Ak (xk) . .. А11_ 1 (х"_1) А" (хп): 
1 1 1 1 

равным nроизведению всех сnариваний 

А 1 (х 1 ) А3 (х3) ••. Ak (xk) А" (х") 
1 1 1 1 

с нормальным nроизведением оставшихся несnареиными оnераторов 
и с числом (- 1)'1, т. е. 

: А1 1 (xl) А2 (х2) Аз (хз) ... Ak (xk) . .. An- 1 (xn-J ) А" (xlt): = 
------------- 1 1 1 

= (- 1)'1 А 1 (х1) А 3 (х3) ... Ak (xk) А" (х11 ) Х 
1-----· 1 

Х : А2 (х2) А , (х,) ... Ak- 1 (xk-1) Ak f-1 (xk+t) ... An-1 (х11_ 1 ):, (2.9) 

г де '1/ - чt!тность Перестанооки 

(
]' 2, 3, ... ' k - 1' k., k + 1' ... ,'l - 1' !l ) 

1, 3, ... , k, п, 2, 4, .. . , k - 1, k+l, ... ,n-1 · 

• 
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Мы можем дать теnерь простую формулировку теоремы Вика. 
Согласно этой теореме обычное nроизведение линейных оnерато­
ров равняется сумме всех соответствующих нормальных nроизве­

дений со всеми возможными сnариваниямн, вt<лючая и нормальное 

nроизведение без сnаривани\1 

А1 •• • Ait = :А 1 •.. Ап:+ : А 1А2 .•• Ап: + ... .._... 
(2.10) 

Для дОt<азательства нам nонадобится следующая лемма: если 

А1 , ••. , An, В- линейные операторы, то 

:А 1 • . . А" : В=:А1 .•• АпВ :+ ~ 
l<;k<n 

(2.1 1) 

Замечая, что лемма очевидна для того случая, кОt'да В состоит 
1-tЭ одних оnераторов уничтожения и, следовательно, 

AkB= O, ....___. 

рассмотриы случа\1, когда В есть onepa1'op рождения. При этом, 
очевидно, достаточно ограничиться рассмотрением А1 , •.• ,An, 
являющихся оnераторами уничтоженнн. Действительно, если, 
наnример, некоторые А1 сеть оnераторы рождения, то А1В =О 

,_______; 

~~ все А 1 можно вынести налево из всех нормальных nроиэведе­

IIИЙ, сведя задачу 1< однн1-1 оnераторам у11ичтожения . Но для 
того, чтобы представнть выражещtс 

· АН А l->·в<+>- А<-> А<->в<+l '1'"11' -, ... n 

.n нормальной форме, нужно fl раз nрокоюtутировать в<+> с каж­
ДЫМ из А~-1 (i = 1, ... , п) . В результате мы и nолучим формулу 

{2. 11), которая, таким образом, доказана для случая, когда вхо­
дящие в неё А 1 , .. . , А11 , В являются l<ажды\1 по отдельности либо 
оnератором рождения, либо оnератором уничтожения. Но в силу 
()тмеченноrо свойства линейности лемма (2. 11) тем самым доказана 
и для линеl!ных оnераторов. 

Заметим теnерь, что лемма неnосредственно обобщается на слу­
чай нормальных произведений с любым числом сnариваний, так 

t<ак последнее с точностью до ( - 1)11 равно nроизведению этих 
спариваний (с-фующи1>1) на все остальные неспареиные оnераторы. 

После этого замечания приступим t< доt<азательству теоремы Вика. 
Ясно, что теорема верна при n = 2. Воспользуемся nоэтому 

методом индукции. Предnолагая, что соотношение (2. 10) верно 
для произведения n линеиных оnераторов А, nостараеыся доказать 

• 
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его дли nроизведени~ n 1- 1 оnераторов . Умножим длs1 этого (2 10) 
сnрава на неJ<оторыИ линейный оnератор А · 

Н n+l · 
о, no доказанной обобщённой лемме нормальное 

оnераторов А А б ' nроизведение 
1• • • · ' n с IIЮ ым данным числом сnариваниИ 

между ними, умноженное сnрава в обычном сыысле на А 
сумме нормальных nроизведений операторов А А n+ l равно 
торых !<роме ' ' · · · • n+l· в ко-' уже имевшихся сnаривании между оnерэто а 
Al, · · · ,А", содер>•,атс.:я все возможные (в том числе и н л~в;~и) 
сnаривания свободных операторов из А, , . . . ,А с А у 
самым уб..:ждаемся, что обычное nроизведение ~-L 1 n+l · "Теь~ 
операторов А А , лине ... 11ых 

J' ..• ' n+ J nредставляется суылюй из нормальных 
nроизведений со всеми возможными сnариваниями что и завер 
ИIIД)'IOHJJO . .' Шает 

Доказатет,стnо теоремы Вика закончено н 
'ITO эта теорема ''Р~IIюжима и к тому случ~ю ~~~fХ:ное видеть , 
IIЭ COMHOЖII'I't'JJCH ВХОДЯТ nод ЗНаJ<ОМ HOp~ta ' Н КОТОрые 

льных nроизведении 

: ;1, ... 11f1,:: 11,.., 11 ... A,,, : ... : Aks+J ··· A" :. (2.1 2} 

В sтом CJJyчae ·r·еорсмн Внr<а формулируется точно та•< же 1 а 
11 дJJ sJ 'Jнсто r·о нронзвсдснин, с тем очевидным отличием ' '. J< 
T<'JICp!. нсобход11МО не Y' Jif'I'Ыпa1'1> (nоложить равным нулю) ;na'p' го 
D1 ШI SI М •жду MIIOЖИTCJISIMif IIЗ ОДНОГО И ТО Н­
nрОИЗВСдеJJН Я . . го же нормального 

D J<ачестnс иллюстрации теоремы ВиJ<а рассмотрим произве-
дение двух сnинорtJЫХ токов. Имеем согласно (2 10) и " 
(2.8): · с учетом 

jk(x)jl (У)= :::;(х)уkф(х) : : ~(y)yt ф (у):= 

= 7 (х) yk ·~ (х) ~~У) '(1 ·,~(у) : - L : ~ (х) yk ( (х) ~~(у) yt ф (у):+ 

+ :
1 
ф (х) rk ф (х) ~ (у) yt ·~ (~) : + : ~ (х) yk ·~(х) ~(у) yt ф (у): = 

= Sp 1 У" S< -> (х - у) у1 SH (у-х)}-

-· i: ·~ (х) yk sн (х - у) ·rt Ф (у) : . _ 

- i: f (y) У' SH (х- у) yk t~ (х) : + : Jk (х) р (у): . (2.13) 

Обсудим теперь nопрос о струJ<туре коэффициентных функ­
циИ , nоявляющихся nри выполнении оnерации умножения оnера­
торных выражениИ . Возьмё~ два J<аких-либо оnератора А (х ) 
и А (у ) 1 J •" · ,xn 

: 1 • · · ·, У h , принадлежащих J< рассматриваемому типу (2 1) 
с J<Оэффициентными фуН!<циями K(J) (х ... х ) и К,2: (у · ) 
соответс Я 1

' ' " t, • · · • У n твенно. · сно тогда , что nроизведение этих оnераторов ' 

А1 (xl• · · .,х") А~ (у1 , ••• ,ут) (2.14) 

• 
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также nринадлежит J< рассматриваемому типу, и его коэффи ци­
снтные фующии согласно теореме Вика имеют вид 

K(IJ (х1 , . .. ;х11) Ю2!(у 1 , . .. ,у111 ) li М-> (х1 - yj)· (2.15) 

Ввиду того, что фунJ<ция D<-> (х), а тем более функции 

fiH(x) = Р (а:) DH (х) 
обладают высоJ<ой стеnенью сингулярности на световом конусе, 

могут возшшнуть серьёзные сомнения в наличии реального смысла 

у выражений вроде (2.14), (2.15), ВJ<лючающих их nроизведение 
в любом числе . 

В связи с этим необходимо рассмотреть воnрос о том, каJ<ие 

условия следует наложить на коэффициентные фун1щии выраже­

ниИ тиnа (2.1) для того, чтобы этим выражени ям можно было 
придавать определённый смысл, ИJJ И, ка•< это говорят, чтобы в них 
1 JC содержалось < расходимастей ) . 

Нсно nрежде все1·о, что мы не можем требовать, чтобы коэф­
фициентные фуНКЦИИ К (xJ, ... 1 Xn ) ЯВЛЯJIИСЬ фунJЩИS!МИ В обще-
11рИ11ЯТ0М в математике см ысле , так J(al< тогда мы должны были 
бы вообще исJ<лючить из рассмотрения таJ<ие с сингулярные,. или 

снссобственные) фующии, как ~ (х), D (х), и т. n., с которыми 
пост011 111 10 nриходится иметь дело в I<вантовой теории nоля. 

1 :стсствснно nоэтому считать, что К (х1 , • •• , хп) оnределены 
IlM~ 11110 1<31< HC'COбCTBCIIHI>IC фушщии. 

l loiii,I'JHCMCSJ ccl час сформулировать то, что нормально всегда 

IJICJI:J/IIdl N''l t.ll 11 ~Т() 1\0IIIIIIIC 11 работал НО I<ВаНТОВОЙ теории, НО, 
1 11 1< нр:н 11: о, 01'!! r мн,о не оговаривается. llcтpy дно заметить, что 
н oTJJit'IIJc от <lбJ,JЧJJЫX фyнJ<цJtll сингулярt1ые или несобетвенные 
фушщии онредсляются не заданием их значений для всех значе-

1 111й аргументов (для неJ<оторого множества значений аргументов 
они могут быть бесконечными или вообще неопределёнными), 
а заданием правил интеграции их произведений с достаточно 

регулярными фунJ<циями. 
Ина,Jе говоря , несобетвенная функция определяется заданием 

соответствующего линейного фуикционала в подходящем «линей­

ном пространстве) достаточно pC!'YJJstpныx фунl(циИ . 
Разумеется, мы не можем вдаваться здесь в Сl<олы<о-нибудь 

полное изложение общей теории несобетвенных функций и по­
тому ограничимся лишь основными формулиров~<ами , относящи­
мися толы<о J< тем свойствам сnециаJJ ьных J<оэффициентных функ­
ций, которые непосредственно nотребуются нам в дальнейшем. 

Заметим ЛИШJ:>, что в теории несобстоеиных интегрируемых 
фунJ<циt! доказывается, что они все г да обладают фурье-образами 
и что их всегда можно дифференцировать без нарушения свой­
ства интегрируемости. 
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Переt!д~м к формулировке оnределения коэффициентных функ­
циИ К (х1 , ••• , Х11) . Введём для этого класс С (q, г, n) функций 
Р (xl, . . . , Х11), неnрерывных со оссми своими nроиэоодными до q-го 
rюрядt<а Вl<mочительно, для ~оторых все nроизведения 

ОI'раничены. 

s = 0,1,. о о. г, 
p=O,I, ... ,q, 

а.,~ = О, 1, 2, 3, 
(2.16) 

В соответстоии с принятоИ ТОЧI<ОИ зрения мьt будем считать 
функцию /( (х,, . .. , Х11) заданноН и интегрируемоИ, CCJIИ линейный 
фушщионал 

(2.17) 

ЩI\Н'JН'л~н n llli11 CI1нoм nространстве функций Р(х1 , ••. , xn) из 
ICJIIIt' ca С ( lf, г, 11) хотя бы лишь nри достаточно бОJtьwих q и г. 
м,,, liуд,·м щtaыmt1'1> это требование условием интегрируемости. 

Ф:11С •н•н:с tсщ• /IO C'rporннc t<О9ффициентных фующий удобно 
lljiOIICI/111 1'1, t' IIШIOЩI,I() ll l' COбCTIJC III IOI'O предеЛЬНОГО нерехода. 

C\ OJIIIIIII'IIt' ll 11 lll' rol'icтв~lltiOм смысJtс назовем эдесь такую 
IIЩ 11 '111111.1 I'I'JII,IIII( 11, 

1\.м (\' 1, ••• , xn) М • <'О , 

/IЛII ,щ, opol! соо rвL"I'Cтoyющasi nослсдооатет.ность sштеrралов 

J't(t11(x1, .• . , Х11) Р(х1 , .•• ,x
11
)dx1 . . . dxn (2.18) 

сходн rся n обычном смысле для t<аждой функции Р из некото­
\)01'0 t<Jtacca С (q, г, n), входящего о линейное nространство , 
на •<?торо~t оnределён функционал (2.18). 

Следует нодчеркнуть, что несобетвенный предельныtl nереход 
в су.Jц1юсти nостоянtю исnользуется nри рассмотрении сингуляр­
IIЫХ функций в квантовой теории, хотя, J<ак правило , и не обра­
ща ется внимание на его отличие от обычного nредельного пере­
хода. Это относится, например, J<O всем предельным определениям 
о-фуlllщии Дираt<а. 

Рассмотрим сейчас с этой точки зрения воnрос об аппрокси­
~tа цни функции J~i> (х), определенной формальным соотношением 

nричем 

6~i) (х) = Ра~ ( - t д~ ) DH (х) = 

= (2~)3/ r e - ikx Р,.~(- k) О ltry ) 8 (l 2 - m2) d/1-, (2.19) 

(k0> 0), 

(k0 < 0). 
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Уставоnим прежде ncet'O, t<акоИ смысл следует nридавать фигу­
рирующему здесь инTC I'PaJIY с б~сконе•1ными пределами . 1{at< 
нэвеспю, обычный интс ,·раJt, взятый no бесконечной области 
11нтеrрации, определяетсs1 t<ак nредел интегралов с конечны~tи 

областямн и11теграции, неоrраниченно расширяющимиен и о nре­
деле охоа ·rыnающими всю данную бесконечную область. Есте­
ственно nоэтому интегралы тиnа 

(2. 20) 

с rюJII'IIIOMII11JIЫtым Р (k) оnределить как несобс1·оенный л редел интег­
рала 

К о (х) = S e-ik.r Р (k) О (kO) о (k2 - m2) dk 
о 

npft нео1·ра11ичеююм расширении области G. 

(2.21) 

Персходя к имnульсному представлению и испоJiьзуя условие 
и11тсгрирусмости, можно nоказать, что таJ<Ой несобств=нныИ пре­

дел дсвстuительно существует и не зависит от вида пОСJtедова­
тслыюстt1 областей Оп, расширяющихся к О. При этом окаэы­
настсн , ''го сел и стеnень Р (k) равна •1, то д.1я любой F (х) из 
•<мсса С ( 1 1 3, 5, 1) этот nредел имеет вид 

!l pltti /!M 

.~· t((x) 11 (x)dx;-= JГ.u~o . kYP (k", k) ~~о ; 

/t'J .::; Vk2 \- mz, (2. 22) 

(2. 23) 

Та•<им образом , соотношение (2.19) деИстоитмьно опредем1е1' 
интегрируемую несобстве~шую функцию ll~~) (х), причём 

S l!.<;_;} (x)F(x)dx = (;п)З SF(kO,k)P,.~ (- ft?,- k) :.~. (2. 24) 

Как толы<о что установлено, 6<;-~(х) является несобетвенным 
nределом лоследователыюсти ре•·улярных аналитических фуНiщиИ 

(2~)3 S е-!!г:~ Ра~ ( - k) Э~(k0) о (k2 - m2 ) dk. (2. 25) 
Оп 

Та кая аnnроксимация, однако, страдает одним недостатком. Дело 
в том, что выражения (2. 25) не ковариантны.. поскольку nри 
лоренцовски х nреобраэованиях меняется область интеграции. 

2 YФii, т. 55, о. 2 
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Чтобы аnпроксимировать t.<~> (х), раэумсстсн, 11 11• 1 оrн 111\IIIIOM 
смысле с nомощыо неnрерывных и вместе с т~·м 1(1111, 1 р1Н111111 1·1Х 

функций, воспользуемся известным методом peгyлs1p11.1;ЩIIII ll .ty 
ли - Вилларса 4 с nомощью всnомогательных масс, IIOЛ:II "\111 

.reg [t. <~> (х)} = Ра~ ( -· i :х) reg [DH (x)J, ) 
(2. 26) 

reg [DH (x) l = D<-> (х) + L c1 D<"Alj<x), 
l .,;; } ":;, I 

1 Jll' J)< 
1
' (х) - отрицательно частотная часть функции Паули с мае­

" , 111\ ,\/ , :1 •tii CM с1 оnределяются из системы уравнений 

1 
1 L с1 =0, 

1 
1 ~ J' 1 

m'j ,~ .М:! О, ~ (/ J (2.27) 
J 

1/1 '1 (/ 1) .L \/ '<' 11 1 J 
1) о. 

1 

Kat< можно nоt<азать, в нределе увеличения значе~тй всnомо­
гательных масс функции D~f"! стремятся к нулю всюду, кроме 

J 
бесконечно малой окреспюсти световых конусов, а массы М1 
можно все г да выбрать такюtи, чтобы nри М1 _, оо все коэффи­
циенты оставались огран и<tенными . Поэтому можно nоложить 

DH (х) =- li tn reg [DH (х)], 
Л!/ .. 00 

(2.28) 

11\lll'll'м 11111< ltp•·Jti'JIIolll!l o llt pt·xoщl нм сст здесь несобетвенный 
1 "l~i'olo 

\,,н, 1 ,1, 1 v•· 1 11 1 t' l·pyt< 1 yrt.t J)( >-фунtщий 4, оnределённая таки м 
oflp•t нtм н·•: 11 )1 1 (') 1 11 ~'11\Н'\11>11! 11 3 и обладает неnрерывными ча. 
1' п t t.IM II I•P•ttt,III!IJIIII•IM 11 л. о (l - 2)-ro nорядt<а включительно. По~ 
J тму 11р11 1 v 1 2 (v стеnень nолинома Р""~) фуНJщия reg [t.<~> J 
1·:шжс будс·r нс нрсрыона . 

1 kрсйдt!м теnерь к исследованию воnроса об оnределении npo· 
II ЗIJСдсний Clla \HI ЩHtий из теоремы Вика 

n ~(~) (х, - Xs), Г, S = 1, . . . , n. (2,29) 
(г < s) 

Подчеркн~и , что необходимость сnециального оnределения nроиз­
всл.ениll тиnична для несобетвенных фунющй. Дело в тои, что 
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несобетвенная функция задаt!тся установлением nравил е~ инте­
грации лишь с достаточно регулs1рными фу~11щияыи, а из таких 

nравил неnосредственно не вытсt<ает рецептура для интеграции 

произведения несколышх сингулярных функциИ. 

Поэтому нам прид!!тся воспользоваться методом несобствен­
ног~ nредельного nерехода и определить выражение (2. 29) с nо­
мощью сходящейся nоследовательности регулярных функций. 

Выnолняя в (2. 29) формальное умножение с nомощью nред-
стаолений (2. 19), находим : 

n f 
1 f.k,.x, 

!!. <-> (х - х ) - е · г !!. (k k ) dk dk (2.30"' "s~s r s - 1• ••• 1 11 . 1 • • . 11 , !' 

(г < ,s-) 

где 

!!. (kJ, о о о' kп) = (2~;N sп 8 (k, -1- L л"s~г - L Ла,~$) х 
г s< г r <s 

Х n { Ра~ (- }.,.~)О (Л~~) 8 (Л~~ - т;~) dЛ .. ~} . (2.3 1) 
r < s 

а N- число сомножителей в nроизведении (2. 29). Не составляет 
большого труда убедиться в том, что область интеграции в (2.31) 
Фактически конечна. Это основано на том обстоятельстве, что из 
условия ограниченности суммы nоложительных частот Л~il 

.L >.2,~" = k~ f .L ).~ р 
s>г s< г s r 

вытекает ограни•tенность каждой отдельной частоты ).~loi, а следо­

вательно, и имnульса 

I" .. p = УР·~р)2 - m2. 

Указанная конечность области интеграции в (2. 31) обусловли­
вает отсутствие расходимостеtt и возможность строгого оnределе­
ния выражения (2.30) кю< несобетвенного nредела nоследователь­
ности регулярных аналитичес1<их футщий 

lim К (х1 , ••• ,х11fГ) = 
г -+ 00 

r 
l 'f.k,x, 

r~: . е r 11 (lг 1 , • • • , k" ) dk1 • •• dk11 (2. 32) 
г 

nри неограниченном расширении области Г 4п-мерного nростран­
ства точек k1, ••• , k 11 в nределе охва·гывающеН вс~ это nростран­
ство. 
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При это~1 о:<азывается, •tто соответствующее нpcл~'llloll lll' 1""'''11 -
.ство функцианалов 

lim SK(x1, ••• ,хп/Г)F(х1 , ••• ,хп)dх1 ••• dхп = 
х _ ... 00 

= ~Р(х1 , ••• ,хп)П A!~~ (x, - xs)dx1 • •• dxn (2. 33) 
(r <s! 

им еет место о t<лассе C(·1+ 2N + l, 4n + 1, n), где ·;- сумма 
степеней всех N полино~юв Ра~ · 

Исследуемое произвеление (2.29) сингулярных функций o<;:i 
может бы ·rь также аппроксимировано с по~ющью соответствующих 
nрОИЗВедеНИЙ реrуJtЯрИЗОВаННЫХ КОВарианТНЫХ фунКIJ.ИЙ reg ! 0(~) ]. 
I3 этом CJIY'IaC соотношение (2.33) nримет вид 

l i111 (' Р(х 1 , ••• ,х") {П reg A~j!> (х, - xs)} dx1 •.. dxn = 
м1_ .. со J r s 

,·<s 

= S Р(.х 1 , ••• ,x"){JJ>~,~;(x,-xs) }dx1 ••• dx11 

r s 

(2.34) 

nри F(.x1, .• . ,.х")ЕС(•; +2N !- 1, 4n-J- l,n). 
Заметим ещt!, что нривед~нные рассуждения распространsнотсн 

и на общи J:! случай коэффициентных функциJ:!, получающихся 
в результате умножения двух оnераторных функций ти па (2.1) 
с различными аргументами и соответствующие выражения 

К (х1 , • •• ,хп) Q (у1 , ••• ,Jiт) n А<~> (х1 - у1) 
(в которых .х 1 , • •• ,хп• у1 , • •• ,Jirn- независимые арrу~tенты, а К 11 
Q - интегрируемые, трансляцнонно-инвариантные коэффициентные 
функции) моt·ут быть оnр~делены как интегрируеыые несобстоен-
ные фуНI<UИИ. 

Для выражениИ этого оил.а можно доказать следующую общую 
теорему: eCJI И /(AI (.х 1 , ... ,xn), Qм (у1 , .• • ,JI,n) являются трансля­
циОНIIО-иноариаi! ТIIЫМИ t<оэффициентными функциями и в несоб-
стоенном смысле 

К м (х! , · · ·, xn) -> 1( (x l , · · · ,.xn); QM (yl, · · · • У т) -+ Q (JIJ• · · · • У т), 
м-оо м-оо 

а аргуме11ты х1 , •• • , х". у1 , ••. , Ym являются незаоисимьtми, то 

Км (х1 , •• • , хп) Qм (у1 , •• • , Ут) n (reg 6.<~> (xi -· У1)) __. 

--> К (.х1 , .. • ,.хп) Q (у1 , •• • , Jlт) П (А<~> (х1 - у1)). (2. 35) 

Доказательство этой теоремы, подобно доказатеJtьстоу соотно­
шения (2. 34), ос н ооано на том просто м обстоятельстве, что нз 
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ограниченности суммы отрицатедыtых частот вытекает и ограни­
ченность каждой отдельной частоты и обусловлено теы, что мы 
рассматриваем nроизведения одних только отрицательно-частотных 

частей А-функций. Наш анализ nоэтом у тривиально nереносится 

и на тот случай, ко1·да вместо ~<-> стоят одни А<+>-функции. 
В теории взаи модеllствующнх полей приходится иыеть дело 

с nроизведеmiями так называемых n!)ИЧ1111НЫХ функций A~il (х): 

~~~ (х) = Р~~ ( - i д~ \ o r (х), 
1 s eikx dk 

ос (x) =--(:21t)4 m2 - fl2- ie ' 

{ 
о<-> (х) nри .хО > О, 

ос (х) -- - ОН-! (х) nри хО < 0, 
или иначе фейнмановсt<их факторов рас в ространения. 

Kat< видно, в Ас -фушщиях nрисутстоуют и положительные 

и отрицательные частоты. Ввиду этого nроизведение тиnа 

п Ас о (х, - Xs) 
o.,vs 

(r < S) 

уже не оказывается определ~нноИ интегрируемой функцией и не­
собственное nредельнос соотношеttие тиnа (2. 34) здесь места не 
имеет. 

Перейд~м теперь 1< рассмотрению операторных выражений, 

nредставляемых конечными суммами вида (2. 1). Замети м сначала, 
что наличие nредельных соотношениl! (2. 34) снимает одно воз­
~южное возражение 11ротив nрнведt!н1юго выше доказа'Гел ьства 

теоремы Внка, основанное на том, что о процессе этого доказа­

тельства ~~ы выnолняли умножешtс снн гулярных функций . 
Доказательство теоремы Вика, вnолне свободное от такого 

недостатка, весьма просто nроводится, наnример, по следующей 

схеме . 

Рассма~риваем сначала фиктивный случаи, когда nолевые опе­
раторы удовлетворяют nерестановочным соотношениям, в которых 

А.~ заменены на reg 1 А.;;}, и д11я него nроводим доказательство 
теоремы Вика в той точно форме, t<al< оно излагалось выше . 
Ввиду неnрерывности регулярнзооаtшых фуНiщнй такое доказатель­
ство будет уже вnолне строгим. Длs1 перехода 1< реальному слу­
чаю достаточно телерь совершить nредельный nереход М -• 00, 

снимающий регуляризацию. 

Таким же образом с помощью более общих nредельных соот­
. ношениi-1 (2. 35) нетрудно обосновать законность умножения двух 
интегрируемых операторных функциИ 

Al (.xl, • · ., xn) 11~ (JIJ, · • ., Ут) 
с независимыми аргументами. 
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Инrс1·рнру..: мы\IИ мы называе~t операторные оыражсн1111 , llf'l~'д· 
tтавлs1смы с t<онечныml суммами тиnа (2. 1), в которых вес I<O'.:Jф · 
фиuиентны~ функции удовлетворяют требованию интегрируемостн. 

Возьм~м теnерь 11е 1<оторую интегрируемую оnераторную фу111<· 
цию А (х1 , •• • ,х11 ) и рассмотрим интеграл 

S А (х1 , ••• ,х11) F(x 1 , ••• ,х11) dx1 ••• dx
11

• (2 .36) 

Переходя t< матричнюt элементам выражения (2.36), с nомощью 
формул (2.5) находим, что эти элементы будут содержать интег­
ралы 

S 
1Ер. х.- й~ Р~Ч 

К ... а ... ~ ... (х1 , .•• ,х11 ) е • Х 

X F(x1, ••• ,x
11
)dx1 • •• dx

11
, 

которые на основани :·1 свойства интеt'рируемости коэффициентных· 
функциИ !( ... 11. ... ~.. . оказыва юте я конечными. Операторные и нте1·· 
ралы (2. 36) могут nоэтому считаться сходящимися. 

В таком же смысле сходящимися б у дут и интегралы тиnа 

S А (х, х1 , • •• ,х11 ) Р (х1 , • •• ,х11) dx1 • •• dx11 (2. 37) 

с ~одной невыnолненной :. интеграцией. Этот факт непосредственно 
вытекает и з свойства трансляционной инвариантности функции 
А (х1 , ••• ,х.,). 

У становив сходИмость операторных интегралов вида (2. 36) 
и (2 .37), отметим, что благодаря общности нашего условия интег­

рируемости класс оnераторных интегралов с гарантированноf.! 
сходимостью оказывается несколько уэким. Так, в этот класс не 
входят интегралы 

взятые по всему бесt<онечному nространству точек (х1 , ••• , х"), 
nосколы<у они соответствуют функции F = 1, не убывающей на 
бесконечности . Матричные элементы оnеj)аторных интегралов дан­

ного вида нуждаются nоэтому в сnециальном оnределении. 

До сих nop мы рассматривали оnераторные функции точ е1< 
х1 , ••• , Х11 , выражао1uиеся через nоложительно и отрицательно 

частотttые части t<nантоваш1ых nолевых функций. 
Ва)I<НОе значение имеет более сnециальный тиn оnераторных 

функций, в t<оторые t<вантованиые nолевые функции входят, таt< 
сказать, с о целом ) nод ?иа•<ом иормаЛЬJ:!ЫХ nроизведений 

А (х1 , ••• , Х11 ) =~К ... " ... (х1,. · •• , х11): • •• Ua. (xi) ... :. (2.38) 
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Если · фер~tиевски е nолевые фующии входЯт сюда лишь в ч~т­
ных комбинациях, то такую сумму будем называть nолилокаль· 

ныы оnератороы. 

Из данного оnределею1 я 11 теоремы Вика сразу >!<е следует, 
что умножение нескольких полилокаль11ых оnераторов nриводит 

оnять к nолилокальному оператору . 

Полилокальные оnераторы обладают следующим важным свой· 
ством: 

(Al (xl, · · ., х");. Az (yl, · · ·• Ут)J - = О, (2.39) 

если каждая из х1 nространственно-nодобна каждой из Yj· _Это 
свойство неnосредственно вытекает из обращения в нуль пере· 
становочных функций 6.~ (х1 - yi) вие светового коиуса и из 
чётности числа антиnерестановочных фермневских функций в по· 
лилокальных оnераторах А1 и А ~ . · 

Рассмотрим теnерь случай, t<ОГ да n = 1. Тог да nодилокальный 
оnератор зависит только от поведения nолевых фующий в одной 
точке х, ввиду чего мы б у д ем называть его JIОt<альным оnерато· 
ром. Из (2.39) для двух лоt<ЭJIЬных оnераторов следует 

(2.40) 

при х, nространствеюю-nодобном с у. 
Заметим ещё, что nри n > 1 может оказаться, что nолило­

t<альный оператор фактически зависит от nоведения nолевых 

функций лишь в одной точке. 
Пусть. в самом деле, в сумме (2.38) все коэффициентные 

функции К обращаются в нуль для всех х1 , ••• , Х11 , за исключе­

нием у довлетворяющнх равенству 

Х1 = Х~ = ... = Х11 • 

Ясно, что такие К могут быть nостроены лишь из выражени я 

о (х1 - xJ ... о (х1 - х11) 
и его частных nроизводных. Так t<ак коэффициентные функции 
no оnределению должны обладать свойством трансляционной ин­
вариантности , то общее выражение для них в рассматриваемом 

случае имеет вид 

Z ( ... :; ... ) о (х1 - х2) ••• о (х 1 - Х11), 

где Z (· .. :х .. .) - неt<оторыИ nолином из д~~ с постоянными. 
l 

t<оэффициентами. 
По;шлокальный оператор с t<оэффициентиыми функциями этого 

ти nа мы будем называть t<вазилокальным. 

Интеграция квазилокального оnератора по всем точкам х1 , •• • , х", 
кроме одной, приводит к обычному локальному оnератору. 
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Од1111м 11э 11а11болсс расnространённых сnособов, исnользуемых 
n обыч110И I<DallтonoИ механ11ке для исследования поведения дюla­
ШI'ICCI<IIX систем , является извест~юе nредставление Шредингера. 
В этом nредстаnле111111 nоведение динамической системы оniiСЫ­
вается с nомощью зависящей от времени ВОJ1Новой функции \]J' (t), 
оnределяемой уравнением Шредингера 

l д ':/t) = HW. (3.1) 

Здесь Н - гамильтонов оnератор, соответствующий nолной 
энергии всей системы и не зависящий от времени для замкнутых 

систем. Вообще в этом nредставлении динамические nеременвые 
за~шнутых систем хара•<теризуются оnераторами, не зависящими 

явно от времени. Их средние значения 

~ = (W (t) AW (t)) (3.2) 

могут, однако, зависеть o·r времени через волновые фующ ии Ч!' (t). 
Считая оператор 1-J rюстояNным во времени, мы можем формально 
nроинтегрировать уравнение (3.1) и наnисать 

Ht 

w (t) =е т w·, 
l'де Ч" = COtlSt не ЗаВИС~IТ ОТ времени. 

Подставляя это выражение в (3.2), nолучаем: 

_ ( ·» _ Ht Hf ) 

At = \ 'J!"e i Ае i w· . 
Формулу (3.3) можно интерnретировать как среднее 
сящим от времени фующня~t W от оnератора 

Ht Ht 

А (t) = е- ТАе т, 

(3.3) 

по не зави-

(3.4) 

зависящего от времени . Мы nриходим, таким образом, к пред­
ставлению Гейзенберга, в котором явно зависящими O'l' времени 
оказываются не волновые функции, а динамические переменвые. 
Как видно, с точки зрения вычисления наблюдаемых значений ди­
намических величин, оба nредставлеtшя совершешю эквивалентны. 

Дv.фференuируя (3.4) по времени, мы видиы, что о представJ1ении 
Гейзенберга зa•<Oil эволюци и ди намических nеременнь•х оnреде­

ляется уравнением 

l д~?) = (А (t),/i)_ (3.5) 

1 

\ 

1 
f 
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где 

[а, Ь] - = аЬ-Ьа 

- квантовые скобки Пуассона. 

17З. 

Интересно отметить, что в l<лассическоИ механике ход вре­

менной зависимости динамнческих величин оnределяется теми же 

уравнениями (3.5) с 1<лассичес1шми скоб1<ами Пуассона. 
При nрименении nредставленнst Шредингера к интересующеыу 

нас случаю взаимодействия nроквантованных nолей nриходится 
разделять nолный гамильтониан Н на две части 

(3.6) 

nрич~м Н 0 - гамильтониан свободного nоля, Н 1 - гамильтониан 
взаимодействия: 

Н0 = Jн0 (x)dx; Н 1 = Jн,(x)dx. (3.7) 

Здесь П{!Отности энергии Н 0 (х) и Н1 (Х) есть комбинации основ­
ных функций поля, отнсс~иных I< некоторому фиi<сированному 
моменту времени, например , 

tt(O, х) = и(х) !хо- о. 

Поэтому nрн рассмотрении npoцeccon взаимодействия nолей исхо­
дят обычно из уравнени~1 Шредингера, заr1исанного в виде 

i дч> (!). = (Н 
0 
+Н 1) 'l!' (t). (3.8) 

дt 

Одним из весьма nринщ1nиальных 11едостатков современной 
квантовой теорнн nолей реальных взаимодей'ствующих частиц 
является необходlt мость вводить в рассмотр~ние nоля фиктивных 
невзаимодействующих частиц 11 трактовать взаимодействие как 
данный доnолнител~ыn фактор, изменяющий свойства динамиче­
ской системы, фактор, который может с включаться> и свыклю­

чаться > . С nервого взгляда здесь ка •< будто бы нет особых осно­
ваний для критики. Действительно, •1астицы находятся в интен­

сивном взаимодействии друг с другом лишь nри достаточном их 

сближении. Казалось бы nоэтому, что nри больших расстояниях 
между ними взаимодействие nолей несущественно, и в I<аком-то 

nриближении целесообразно отв.r1ечьсн от него и расс~tатривать 

реальные части цы как свободные . 
Рассуждая таким образом, м ы, однако, уnускаем иg виду , что 

частицы постоянно взаимодействуют с ваi<уумом как со своего 
рода физической с ередой » , в которой они движутся. 

Представляется nоэтому желателышм, чтобы при nостроении 
теории с самого начала 1: меть дело с реальными взаимодействую­
щими частиuаыи н не вво;нiть искусствешюго nредставления. 

о фиктивных свободных nолях. 
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lloct<Oлы<y, oдtt ai<O, до насТО!Iщего времени 110д0611ан про­
r·рамма 11роосдсна не была, то и nриходител nрибегать к такому 
разбнстно. 

13 слу•1ае отсутствия взаимодействия основное уравне11ие (3.8) 
Лр1111ИМЗСТ ВИД 

• дЧJ (t) -Н 1П (t ) 
L дt - О :L' • 

Выnолняя форыальвое интегрирование, находим: 

Hof 

\J! (t) =е iФ. (3.9) 

Постоянная Ф при изучении свободных полей была наыи названа 
амnлитуд ой состояния. В слу<rае взаимодействующих полей выра­
жение (3.9) уже не б у дет удовлетворять основному уравнению 
~ Ф, не зависящи~i от време1·1 и. Однако мы можем обобщить его, 
(IОлагая 

н.t 

W (t) = е-~ Ф (t), (3.10) 

и рассматривать Ф (t) JШ< новую амnлитуду состояния. С мате­
матической точки зрения мы совершаем здесь замену неизвестной 

функции сnособом, аналогичным исnользуемому в теории диффе­
ренциальных уравнений методу вариации nроизвольной nостоян­

ной. Подставляя (3. !О) в основнос ураоненuе (3.8), nолучаем: 

H0t H0t д ) H 0t 
Н0е i Ф(t) + te-1 ~~у =(Н0+Н1)е i Ф(t), 

-откуда 

д н.,t Hol 

l ...!.Ш_ - - -~ н -~ if) (t~ 
дtf - е le '* J· 

Обсудим смысл nолучен11ого уравнения . В уравне11ии (3.7) 
rl JIOT tiOcть энерги и оза11мОдсИстu11я //1 ( х) является лине!-1ной кoм-
6t11Нil!11Cfl 0Ыр3ЖС111 1Й THJt3 

н1 (х) - tto. (х, О) ... и1 (х, О), 
110 

Н ,t /f0l llof llol Но/ Но/ 

е- Т н/_;_= е --~ и,. (х , О) е -~- .. е - Uiuт (х, О) е-1-. 

Лоэтому действие оnератора 

_ " •' н.t 
е 1 .•• е i 

fia Н 1 соответствует замене операторных функций nоля u (х, 0), 

! 
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не зависящих от времени, на зависящие от времени оnераторные 

функции 

_ н.t + н.t 

и (х) = а (х, t) = е 1 и (х, О) е 1 • 

Мы nереходим здесь, следовательно, к nредставлению Гейзен­
берга· для операторных фующий свободного nом1. · 

Для оnределения Ф (t) имеем теnерь уравнение вида: 

дil> 
l дt =Н1 (t) Ф (t), 

H 1 (t) =JH 1 (x,t)dx , (3.11) 

причём оnератор Н1 (х, t) получается из Н1 (х) заменой u(x , О) 
на и. (х) . Такое nредставление урав~ения Шредингера называется 
nредставленнем взаимодействия . 

Рассмотрим воnрос о выражении динамических nеремен~ых 
~ nредставлении взаимодействия. Подставляя (3.10) в (3.2), nолу-
чаем: 

· ( H 0 t н.t ) (W (t) AW (t)) = ф (t) е- -~ Ае-1 Ф(t) , 

т. t'. 

- * At = (Ф (t) Аоз (t) Ф (t)), 
где 

H.,l /101 

/\
03 

(t) =е- -i-Ae -~- . 

Мы видим, таким образом, что в nредставлении взаимсщей­
ствия операторные выражения динамических nеремениых должны 

рассматриваться как функции полевых оnераторов о представле­

юш Гейзенберга для свободных nолей. Иначе •·оворя, операторы 
динамических nеремениых выражаются формами, зависящими от 
nолевых функций 

и(х,t)=и(х), 

удовлетворяющих однородным уравнениям свободных nоле!!. 
Как видно, основным недостатком всех указанных nредстаоле­

ний уравнения Шредииrера, в том числе и представления взаимо­

действия, является выделенная роль времени, а следовательно , 

лвная нековариантвость формулировки. Этот формальный недоста­
ток теории был устранён в особой модифиJ<ации nредставления 

взаимодействия, разработанной Томонагой и Швишером 5• 6. В ука­
занной модификации. вместо того чтобы работать с nоверхн~остя­
ми t = const четыр~хмерtюго nространства-времени, вводят оолее 

общий класс nространственно-подобных nоверхностей о. 

. l 
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Заметим, что уже с nомощью уравнс 1 1Иs1 (:3. 11 ) ~щ можем· 
ввести в рассмотрение оче~1ь важную хара1пер~1стику Сllстсмы, 

таi< называемую матрицу рассеяния, или S-матрицу. Представим 
себе, • 1то мьt изу•1аем nроцесс, в начале и в t<онце t<Oтoporo 
имеются лишь далеко отстоящие друг от друга частицы, кото­

рые можно с•1итать свободными . 
Чтобы вычислить амnлитуду вероятности для nроисходящих 

np11 этом nроцессе рассеяний и взаимных превращении частиц, 

рассмотрюt такое положение, nри t<отором взаимодействие Н, (t} 
ащ1абатичес1<И пключается в бесконечно у дал~нном прошлом 
и адиабатически вьtключаетсst в бесконечtю удал!!нном будущем. 

Тог да, обозначая а м плиту д у началыюго состояния ч~рез Ф ( -оо ), 
а а м плиту д у конечного состояния - через Ф ( оо ), мь1 можем свя­
зать их соотношениеы 

Ф (оо) = SФ (- оо), (3.12} 

в котором оnератор S называется оператором рассеяния или мат­
рицей рассеяния . I<вадраты соответствующих матричных элеыен­
тов оператора S оnределяют вероятности переходов и эффектив­
ные сечения возможных процессов рассеяния и взаимного nревра­
щения час·гиц. 

Для получения рас·•~тных формул можно бы.10 бы, отправ­
ляясь от уравнения (3.11 ), построить его решение методом nосле­
довательных nриближений в виде разложения no степеням малости 
взаимодействия. Мы получюt тогда связь между Ф(-оо) и Ф(оо} 
вида (3.12), причём оnератор S запишется в виде раз;южения 

оо +оо 1 

S = l - is H\(t)dt+ (-i)2 s Ht(t)dts Ht(t' )dt' + ··· 
- оо -оо -оо 

Именно таким нутём, т . е . отправляясь от уравнения Шредин­
гера в каком-либо варианте nредставления взаимодействия, и про­
водtt тсst исследование д-мзтрицы в большинстве существующих 
исследоваl!иt! no I<Вантовоti теории поJвl ·!, G, r-, 1 . 

По нашему мt tению, более целесообразно исходить из схемы. 
предложенной Штrокельбергом в, 9, в J<оторой вводится обобщённая 
S-матрица без обращения I< гамильтонову формализму. Его роль 
в деле конкретизации формы S-матрицы заменяют явно сформу­
лированные физические условия, важную роль среди которых 
играет условие nричинности . 

Штюкельбергу, однако, не удалось добиться достаточно ясной 
и общей формулировки такого условия, в связи с чем е•·о идеи 
и не nолучили широкого применения. 

В наnравлении дальнейшего развития этих идеИ мь1 nоnытаем­
ся ниже разработать новую формулировку условия причинности 
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н основанноt·о на нёы метода пос'rроения квантовой теории 

взаимодействующих nолей*). 
При nостроении теори и нам, как и в обычном изложении, 

придётся пользооат~JСЯ онерациями < включения ) и «Вьiключения ) 

взаимодействия. . 
Чтобы ма1·емапJО i еСI<и описать эту операцию, введём функцию 

'Т (х) со значеiiШtми из интервала (0, 1 ), nредставляющую степень 
:нтенсивност11 включения взаимодействия. Тогда в областях, где 
g (х) = О, взаимодействие отсутствует; в областях, где g (х) = 1, 
оно включено полностью и nри О < g (х) < 1 взаимодеt!ствие 
ВКЛЮЧеiЮ ЛИШЬ ЧЗСТ11ЧН0. 

Заменив действитеJJЫIЬtй Jtагранжиан взаимодеНствиfl L (х) на 
лроизведение L (х) g (х), мы получим положенне, при котором 
взаимодействие « ВI<лючеiЮ с интенсивностью g (х) • . 

Пусть те11ерь g (х) отлично от нуля лишь в некотороt! ко­
нечной пространственно -времеююй области. В этом случае в до­
статочно отдалённом nрошлом и будущем nоля являются свобод­
нь1ми 11 nотому начальные и J<Онечные состояния динамической 
системы ыожеы характеризовать обычными nостоянными амnilиту-

дами состояния . . 
Эти две амnлитуды состояния Ф(-оо) и Ф(сv) буду·г связа-

нь1 некоторым оnератором S (g), nреобразующим Ф (-со) в Ф ( ) 
н зависящим от IЮDедения фуНiщии g (х) . . 

Ф~1ксировао начальную амплитуду состояния Ф (-со) = Ф, мы 
,10жем рассматривать I<ОНечную амплитуду t<ак функционал от g 

ф (g) = s (g) ф. (3.1 3) 

По данвому о1 1 рсдслснию S (g) естественно интерпретируется 
t<ак матрица рассеяния дJtЯ того случая, I<Orдa озаимодеt1ствие 
Вl<лючено с и нтенсивностью g (х). Реальный случаИ , коrда взаимо­
действие во вс~м пространстве-- времени включено nолностi,ю, дол­
жен 0 данно~l схеме рассматриваться с n:>мощью предельного пе­
рехода, при 1ютором область, где g (х) = 1, неограниченно расши­
ряется и 0 nределе охватывает вс~ nространство-время . Если 
в этом случае хотя бы для некоторых матричных элементов S (g) 
существуют nредельные значения, то эти nредельные значсн:iя 
можно рассматривать как сuответствующие элементы обычноt! 
матрицы рассеяния, которую ыожно формально заn••сать как 

S = S(I). 

· Свяжем теnерь оператор S (g) с лагранж~1аном взаимодействия . 
Как известно, в классической теории взаиыодействие учитывается 

+:·) Доложено 11. Н. Боголюбоnым на заеедавин физttко-матсматнче: 
скоrо отделеюtn Юбилейной сессии Академии иауt< СССР в .анрс;1е 1954 1 • 
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с nомощью добавr<и 1< лагранжиану свободного IIOJНI 1.
0 
(х) 11111 p:!ll· 

жиана взаимодействия L (х) и суравнЕ;ния движения ) мщ·ут Gыть 
nолучены с nомощью nринцила стационарного деt!ствия. 

Рассмотрим действие А в системе классических nо11еи 0 слу­
чае, когда вэаимодеИствие включено с интенсивностью g (х). 
Имеем тогда: 

4= J {L 0 (x) + g(x)L(x) } dx, (3.14) 

nрич~м в (3.14) nод знаком интеграла стоят nолевые функции. 
удовлетворяющие соответствующю1 уравнениям движения. в част­

ности, если рассматривать g (х) как бесконечно малую nервого 
nорядка, то эти лолевые фующии будут отличаться от свободных 
nолевых функций таi<Же на бесконечно малые первого nорядка. 
С другой стороны, ввиду того, что уравнения свободных полей 
nолучаются из nринцила 

о J L0 (х) dx =О, 

следуст, что если nод интегралом J L 0 • dx nолевые фун1щи и на­
nисаны с точностью до бес1<0неч1ю малой nервого л ~Jрядка то 
n значении интеграла это вызовет ошибку второ1·о лорядк; ма­
лости . 

Поэтому при Вl<люченин взаимодействия с бесконечно малоt~ 
интенсивностью g (х) действие в системе изменится на nели•rину 

J L (х) g (х) dx, (3.15) 

в котороИ L (х) зависит от волновых функций свободного поля. 
J{ак известно·»), в nредельном квазиклассическом случае ре­

шение обычного уравнения Шредингера для волновой функции 
'f (t) 

принимает вид 

1\J = eiA, 

г де А - действие системы. Переходу от невозмущ~нноrо выра­
жения 

(3.16) 

~ действию (3.14) будет, очевидно, соответствовать лреобразова­
ние nолновой функции 

~о = е IAo _, 1\J = eiA =е; J L(x) g (xJ dx 1\Jo· 
-------

*) См., наnример, 11• 12• 
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Таким образом, с уч~том малости величины g (х) лереходу от 
(3 .16) к (3.1 4) соответствует бесконечно малое преобразование 
волновой функции 

9 -Ф'=Ф+~·~; ~1\J= tJ L(x)g(x)dxф. 
Исходя из nри1щиnа соответствия, мы nотребуем, чтобы закон 
преобразования втори•1н0 nроквантовэнной амnлитуды состояния Ф 
имел тот же вид, т. е. 

Ф -+ Ф' = Ф +оФ; ~Ф = tS L(x)g(x)d.xФ. 

Иными словами, ·мы nоложим, что nри бесконечно малой g (х) 
матрица S(g) имеет вид 

S (g) = 1 + i J L (х) g (х) dx. (3.17) 

Чтобы определить S (g) через лагранжиан взаимодействия L (х) 
в интересующем нас реальном случае, J<Ог да g (х) не только не 
мала, но близка к единице, необходимо сформуnировать осталь­
ные условия, которым S (g) долж11а у доnлетворять. 

Основным физическим требова11ием, t<ar< всегда,· является тре­

бование релятивистсJ<Ой ковариант11ости. Для формулировки этого 
требования рассмотрим лреобразование L из расширенноИ групnы 
Лоренца (включающей транслинии системы координат) 

х -• Lx. (3.18) 

При отсутсто1111 оэанмодеИсто~IЯ в теории свободного nоля 
заi<Он преобраэоnания амnлитуды состояния, соответствующий 
(3. 18), имел вид 

Ф' = и LФ. (1.1) 

В рассматриваеъюм случае , когда амnлитуда состояния Ф (g) 
зависит от функции g, необходимо учесть, что сама функция 
g (х), которую можно рассматривать как неr<оторое склассичесJ<Ое 
поле) nри nреобраэовании (3.18), испытывает лревращение вида 

g (х) .-. Lg (х) = g (Lx) . 

Поэтому закон nреобразования амnлитуды Ф (g) будет 

Ф' (Lg) = и Lф (g) . (3.19) 

Из . соображений релятивистской ковариантности нужно также 
потребовать, чтобы заJ<ОН лреобразования (3.13) от начальной 
функции к конечноt~ не зависел от системы отсчёта, т. е. 

Ф' (g) = S (g) Ф'. (3.20) 
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Подставляя сюда соотношение ( 1.1) и сдвинутое ( f..t.f • К) со:-~т-
ношение (3.19), находим, с уч~том (3.13), 

иLs (L - l g ) ф = s (g) иLФ. 

Ввиду nроизвольности амnлитуды начального состояния Ф это 
выражение можно заnисать в оnераторной форме 

и LS(L - l g ) = S(g) иL 

или, сдвигая аргументы на L и уын~жая сnрава на иz1 с уч~-

1'Ом увитарности и L 

s (Lg) = иLs(g) и z1= иLs (g) ИL. (3.21) 

Формула (3.21 ) и выражает условие ковариантности оnератора S (g). 
СформуJJируем теnерь друr@е общее требование, nредъs!Вляе­

мое В I<ВаНТОВОЙ мехаНИ!<е J< законам ИЗЫенеНИSI BOJI IIOBЬI X фую<­
ЦИЙ, а именно требооаиие сохранения их нормы. Применителыю 
1< дан н ому случаю мы должны nотребовать 

* * (Ф (g) Ф (g )) =(ФФ), 

OTI<Y да СJ\едует, '!'ГО 

* * * (ФS (g ) S (g) Ф) = (ФФ), 

т. е. оnератор S(g) должен быть унитарным 

* s (g) s (g ) = 1. (3.22) 
Нам необходим() также обесnечить выnолнение ус.1овия nричнн­

ности, в соответствии с t<оторым какое-либо событие, nронешед­

шее в системе, может оказать влияние на ход эволююнt лишь 

в будущем и не может оказывать влияние на nоведение системы 
в nрошлом, во времена, nредшествующие данному событ~1ю. 

Мы дОЛЖIIЫ t юэтому nотребовать, чтобы изменение закона 
вза имодеl~стuия u t<аtюИ-лнбо n ростра11стве1шо-временноl\ области 
мог л о Оt<азать вл11Я1111е · на эволюцию системы лишь в nоследую­
щие моме11ты nреме1111. 

Jl,м1 тоt'О •tтобы сформу;1ировать это условие , фи ксируем 
в t<аi<ой-либо системе отсч~та некоторый момент времени t и по­
требуем, чтобы у11итарныИ оnератор S (g), nреобразующий на­
чаJJьную амnлитуду Ф(-оо) и конечную Ф(оо) = Ф(g), можно 
было nредставить в виде nроизведения двух унитарных оnера­
торов 

s (g) = s~ (g) s; (g), (3.23) 

из которых первый оператор s; (g ) оnределяет эвOJl!OIHtiO системы 

от - оо вnлоть до момента t и потому не зависит от поведения 
функции g (х) для х0 > t, а второй оnератор S~ (g ) определяет 
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эволюцию системы, начиная от момента t и не зависит от nове­

дения g (х) nри хО < t. 
Условие (3.23} и есть выражение nринциnа причинности в тео-

рии матрицы S (g). ·. 
Заметим, что в том случае, если область О, где функция g 

отлична от нуля, распадается на две отдельные nодобласти такие, 

что все точки одной из них 0 1 лежат в nрошлом относительно 
ыомента времени t, а все другие точки другой О~ - в будущем, 
соотношение (3.23) nринимает вид 

s (g) = s (g2) s (gl ), 

где g 2 - часть функции g, отличная от нуля лишь в 0~ , а g 1 -

часть функции g, отличная от нуля лишь в 0 1• Иными словами, 
в этом случае матрица S(g) равна произведению матриц S(g2) 

и S (g1), каждая из которых отве•1ает включению взаимодействия 
с интенсивностью g 2 и g 1 соответственно и зависит лишь от своей 
области (Os или 0 1) и не зависит от момента времени t. 

8 рассматриваемом нами более Общем случае матрИllЬI S1 
и S~ зависят таJ<же от бесконечно малой Оt<рестности t и nотому 
не sшляются ыатрицами рассеяш1я длs1 соответствующих областей 

xO> t и xo<t. 
Для того чтобы сформулировать условия nричинности без 

щшого nривлечения этих величин, рассмотрим бесконечно малую 

oapиatl~tю og функtlИИ g (х) в точке у такой, что 

уО> t. 

ПредСЛJ,наst OOЛIIOOast фуiii<ЦИЯ ф {g) ПОJJУЧНТ ТОГда nрира­
щение 

оФ (g) = as (g) Ф = as (g ) s (g ) Ф (g). 

Подставляя сюда выражение (3.23), находим, с учёто~ увитарно­
сти Sf, что оnератор 

oS (g) s (g) = oS~ (g) S{ (g) Sf (g) s~ (g) = oS~ (g) s~ (g) (3.24) 

не зависит от nоведения функции g (х) nри 

хО < t < уо . 

СJJедовательно, по соображениям ковариантности, оnератор 

oS(g) s (g ) 

не может также зависеть от nоведения функции g (х) nри х ,..__у 
("'-' - знак nространствеиного nодобия, т. е. х ,..__у обозначает, 

3 УФН, т. 55, в. 2 
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11ространстве11110·1tnдоб111•1М ttll'l't•p ­чтo точки х и у разделены 

валом). 
Восnользовавшись известным nонятием вариационноtl 11рон:111о rt­

нof-1, мы может, таким о'бразом, сформулировать условие II(HI'IIIII­
нocтн как условие независимости выражения 

oS (g) s (g) 
og(y) 

от но ведения функции g (х) в точке х nри х,.,; у (символ х ~у 
выражает тот фаt<т, что точка х no вре~1ени расnоложена рань­
ше у или nространственно nодобна ей). 

Ус;ювие nричинности, очевидно, можно заnисать в ввде 

о ( os (g) 5• ( >) _ 0 .--- у g n ри х "'=' . 
og (х) ~g (у) -

(3.25) 

Ка1< будет ноюtз:~но в следующем nараграфе, указанные усJю­
uин реJIЯтивистсi<ОИ J<овариантности (3.21 ), унитарности (3.22) и 
nричинности (3.25) в сова1<уnности с nринцилом соответствин (3.17) 
позволяют nOJIIIOCTI>IO оп ределить оnератор S (g) через лагранжиан 
взаимол.еИстnиs1 L(x). 

§ 4. ЛЛГРЛIIЖИАI 1 ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ И S-MATPИUA 

Пристуnим теперь 1< фактическому nостроению матрицы рас­

сеяния через лагранжиан взаимодействия L (х). Будем искать S (R") 
в виде формального функционального разложения по стеnеням {( 

S(g) = 1 ~ ~ ~!SSп(x1 , .. • ,x11)g(x1) ..• g(x11)dx1 •.. dxn, (4.1) 

,, ,. 1 

в котором sn (xl t ••• t х,,) являются оnераторными выражениями, 
зависящими от нолных nолевых функций и их частных nроиэвод­

ных В точках х1 , . •. , Xn . Для обесnечения СКалЯрНОГО хараt<тера $ 11 

мы будем ·rai<Жe предnолагать, что фермиевекие nолевые оnера­
торы входят D sn ЛИШI> в чётных комбинациях . Иначе ГОВ0р51, мы 
будем требовать, ЧТОбЫ $

11 
(х 1 , ••• , xn) ЯВЛЯЛИСЬ ПОЛИЛОI<ЗЛЬIIЬIМИ 

оnераторами в смыСJtе оnределения, данного в § 2. С11едует nод­
черкнуть, ЧТО требооание ЗаВИСИМОСТИ $" ОТ nOJieBЫX фуiШ,ЦИf;\ 
в целом , а не o·r их отдельных :±::: -частотных частей, nрсдс rаn­
ляет собой особое физичесJ<Ое условие. При его выnолнени и имеет 

место соотношение 

(S11 (Xt, . · .,хп), Sm(Yt•· · .,ym)] = 0, (4.2) 

когда все х1 nространственно-nодобны всем у1 • Поэтому если две 
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функции g 1 (х) и g~ (х) лоt<ЭJНIЗОваны в nространственно-времен­
llых областях таких,. что любаfl точка одной области nростран-· 
ственно-nодобна всем точt<ам другоf-1 области, то S (gJ коммути­
рует с S (g1). Этим, в сущност~1, выражается тот факт, что сигнал 
не может расnространяться со скоростью, большей скорости света , 
и процессы включения взаимодеtiствия во взаимно nространственно­
nодобных областях g 1 и g 2 не интерферируют друг с другом. 
Именно для обесnечения этого важtюго физического свойства мы 
и б у д ем nредnолагать, что S

11 
является nолилокальным оnе­

ратороы. 

Заметим, в частности, что так каt< согласно (3. 16) 

SJ (х) = tL (х), 

то лагранжиан взаимодей ствия L (х) должен быть локальным опе­
ратором. Этому требованию удОВJiетворяют все обычно улотреб­
Jtяемые формы L (х). 

Для того чтобы обесnечить сходимость хотя бы от дельных 
Ч/tеНОВ раЗJIОЖеНИЯ (4.1), МЫ будем nредnОЛаГаТь, ЧТО Sn ЯВЛЯЮТСЯ 
интегрируемыми оnераторными фушщиями. Действительно, тогда 
nри достаточно глащ<их и достато•11Ю быстро убывающих фую<­
циях g(x) отдельные интегралы в (4.1) будут сходиться . Разу­
меется , сходимость отдельных членов ряда (4.1) не имеет отно­
шения к сходимости всего ряда в целом. В настоящее время 
n связи с nроводившиш1ся в nоследнее время ~tеследования­
мн 13. ~~. ts. 16 существуют даже доволыю весl<ие основания ожидать,. 
<JTO llaШICЭIOIЫU llaMif ряд ( 4.1) JI.OJIЖCII ОJ<аЭ3ТЬСЯ расХОДЯЩИМСЯ­
В J1учтем слу•1ас nрн малостн взанмодеUствня можно. надеяться. 
что, nзяв некоторое небо11ьшое ч~1сло 'IIICIIOD в разложении, мы 
nо11учим nриближение тем более точ11ое, чем с11абее взаимодей­
ствие. Иначе говоря, в некоторых случаях можно рассматривать. 
ряд (4.1) как источник асимnто·~·ических nриближений . Одниы И3 
таких случаев, важным в nрактичесi<Ом отношении, является элеt<­
тродинамика. 

Однако и nри заведомо не слабом взаимодействии (наnримерr 
мезон-нуклонноы взаимодействии) изучение формаJtьного разложе­
ния ( 4.1) nредставляет собоt-1 большой интерес, таt< как на таком 
nути мы сможем довольно nросто выясtштt, pstд свойств матри­
цы S (g ) как качественных, та1< и J<оличественных с тем, чтобы 
далее nоnытаться их установить на более строгой основе. По 
нашему мнению, изучение этого формального ряда имеет, следо­
вательно, оnределённую ценность 1<al< средство эвристического 
исследования. К тому же оно наиболее nолно соответствует· со­
временному фактичесi<ому соиоянию теории, где до сих nop не 
удаётся избавиться от разли•шых формальных разложениИ no сте­
nени малости взаимодействии и г де с их nомощью и были nолу­
чены все основные результаты. 

3* 
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Возвращаясь 1с выражению ( 4.1 ), видим, что без o,·paiiJPJ I.'I IИЯ 
<QбЩНОСТИ S

11 
(xl, ... , Х11) МОЖНО СЧИТаТЬ СИММеТрИЧНЫМИ фyiiiЩIIIIMH 

(;воих аргументов х1 , ••• , х~, так как весовые фyJJIЩIIII 
g (х1 ) ••. g (х11) входят симметричным образом. 

Будеы теперь раскрывать условия, которыы удовлетворяет 
матрица s (g} для оnределения конкретного вида функций s/1. 

Из условия (3.21) релятивистекоИ ковариантности имеем : 

S и ~,Sn (х1 , .. • , Х11) {; Lg (х1) . .. g (х11 ) dx1 .• . dx11 = 

= S S11 (X1, ••• ,X11)g(Lx1) • • • g(Lx11 )dx1 ••• dx11• (4,3) 

Производя в левой части замену nере.менных х __, Lx, nолу­
чаем отсюда: 

j' и ~,S11 (Lx1, ... , Lx11 ) U Lg (Lx1) • •• g (Lx11) dx1 ... dx11 = 

= s S" (х1 , • •• , Х11 ) g (Lx 1) • • • g (Lx11) dx 1 •• • dx11 , 

ОТКуда ПрИХОДИМ 1( УСЛОВИЮ ЛОренЦООСКОЙ КООариаНТНОСТИ д.'IЯ S 11 

и Lsn (Lx l, .. . ' Lx/1) й L = sn (xl, . .. ' х/1) 
IIЛИ 

• 
sn (Lxl, ... ' Lхп) = и Lsn (xl, ... ' ·х/1) и (,• (4.4) 

Для того чтобы учесть унитарность S-матрицы (3.22), nере­
множим разложение (4.1) с ему соnряжённым 

S(g) = 1 + ~ -,h- 5 S
11

(X1, •• • ,X11)g (~1) .. • g(x11)dx1 ••• dX11 (4.5) 

n > l 

и, обозначив длs1 симметрии заnиси 

S0 = 1, 

получим: 

1 = ~ k!~! 5 Sk(x1, ••• ,xk)g(x1) .•• g (xk)dx1 ••• dxk X 

и: ~ ~) 

Х s S
111 

(xk ~ 1 1 • •• ,Xk t m) g (xk+l) . . . g (Xk+m) dXtt+1· . . dXkt m = 

= ~ k! <п ~ k)! 5 sk (xl, ... , xk) sп-k (хн1 •. ..• х11) х 
(11, k) 

(4.6) 
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Собирая члены в (4.6) одинаковой с степени> по g (х), при 
n = О получим тождество (1 = 1 ), а nри rz > О находим: 

~ k! <11
1
_ k)! 5 s k (xl, ... , xk) sп-k (xk+l· . .. , х11) х 

k 

(4.7) 

Иэ соотношения (4.7) при произвольных g (х) ещ~ нельзя сде­
лать вывода о равенстве нулю выражения 

~ 1 • 
LJ k!(n- k)! Sk(x1, ••• ,xk)Sn-k (Xk+l•· .. , х11). (4.8) 

k 

Подобный вывод можно было бы сделать, если бы выраже­
ние (4.8) оказалось симметричным по всем аргументам х1 , • • • , Х11 • 
В действительности же в каждом члене (4.8) существует симмет­
рия лишь внутри двух групn аргументов х1 , ••• , xk и xk+l• . .. , Х11• 

Для полной симметриза ции выражения тип.а (4.8) введём CI.JMBOЛ 

р ( х1 , ... , xk) 
xk t l' .. . , х" ' 

nl 
обозначающий сумы у по всем 

1 
, ( _!. )' разбиениям совокупности 

~ . n ~ . 
точек х1 , • •• , xk на две совокуnности из k и rz - k точек. При 
этом перестановки внутри каждой из этих двух совокуnностей 

IIC УЧИТЫВаЮТСЯ, та1с К31С фуНКЦИИ Sk СИММеТрИЧНЫ ПО СВОИМ 
аргументам. 

Наnример, 

р ( ;: ) sl (xl) sl (xJ = s] (х) sl (xJ + s } (xJ sl (xl), . 

р ( х1~3х2) s! (xl, xJ s} (хз) = 

= S2 (xl, Х~) S1 (хз) + $~ (Х1 1 Хз) Sl (х2) + $ ! (х2, Хз) Sl (xJ)· 

Для симметризации выражения ( 4. 7) nереnишем его n! раз, 
каждый раз изменяя обозначения аргументов так, чтобы совоJсуп­
ность ТОЧек х1 , • • • , Х11 nерестраивалась В аргументах функций Sk 

и Sn-k новым образом . Складывая полученные соотношения в CИJIY 
неизменности весового множитсм1 g (х1 ) . • . g (х11) , получим тог да 

~ sp ( х1•···· Xk ) Sk(x1•· .. ,xk) X 
xk+l'· .. ,Xn 

k 
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откуда следует равенство нулю выражения 

ввиду его симметрии по всем n аргументам. Вспоминан что s _ 1 
имеем отсюда ' о - • 

х s"_k (xk+l, .. . ' х") = о. (4.9) 

Обратимен теnерь 1< условию nричинности (3.25). Заметим с 
са мого начала, что удобнее оnерировать не с величиной 

os (g) • 
og (у) s (g), 

1<Оторая в силу условия увитарности 

~S(g) S(g) + S(g) oS(g) =о 
g (у) og (у) 

антиэрмитова, а с выражением 

н (у; ".) = t os (g) s (о-) 
ь og (у) б , 

•<ото рое , очсuид110, эрм.1тово. Используя ( 4.1 ), находим: 

ll(y; g)=i ~ ~~~Ss",+ l (у, x 1, .•• ,x".)g(x1) •.. g(x".)X 
",:;;.о 

Х dxn,+l · .. dx" +" = "' -
1 sн (у х х) Х 

t ' ~ n! n ' I' ... ' n 
11;>0 

(4.10) 
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• ·де: введены величины 

симметричные ло всем своим аргументам, кроме nервого. Вы­
о 

числяя теперь функциональную nроизводную og (х) от выраже-

ния ( 4.9), nолучаем: 

t- o- (os (g) s ( )) _ 
og (х) og (y) g -

="' J,-SH"(y, Х, Х1, .. . ,Xn- l)g(xl) ... g (Xп-t)dxl ... dXn-1• 
~ n. 
n;>l 

от1<уда, в силу условия nричиниости (3.25) и на основании сим­
метрии функций Н" по всем аргументам, !<роме nервого, сле­

дует, что 

J-1
11 
(у, х 1 , х~, ... , Х11) = О, 

<.'СЛИ ХОТЯ бы ДJНI 0д1101'0 Xj, j = 1, .. . , 1l 

y > xJ' 

(4.1 2) 

Итак, с nомощью ус;ювий ковариантности, увитарности и nри 

чинности, которым nодчиняется матрица S (g) в цеJIОм, мы вывели 
соответствующие условия ковариантности (4.4), увитарности (4.9) 
и nричинности ( 4.12) для функций S" (х1 , ••• , х"). Покажем те .. 
nерь, что совокуnность условий (4.4), (4.9) и (4.12) вместе с со­
отношением (4.3), выражающим принцип соответствия, достаточны 
для оnределения вида функций 

s" (xl, . .. 'х"). 

Начнём с S 1 (х). По принцилу соответствия ( 4.3) мы име­
ем, что 

S1 (х) = iL (х). 

Проверим неnротиворечивость этоыу соотношению основных трёх 
требований. Выполнение условия ковариантности (4.4) очевидно, 
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услоuие nричинности дЛЯ ОдноИ функции $ 1 (х) СЩI.! не может 
быть сформулировано, а условие унятарности (4.9) даl.!т 

sl (х) + sl (х) = о, (4.1 3) 

откуда следует условие эрмитовости 

L (х) = L (х) (4.14) 

на лагранжиан взаимодействия. Таким образшt, кроме условия 
локальности лагранжиан L (х) должен удовлетворять та 1<же усло­
вию эрмнтовости. 

ПереИд~м к S~ (х, у). 
Из уеловин nричинности (4.12) nри n = 1 nолучаем nри х "6 у 

Н1 (х, у) = iS2 (х, у) +tS1 (х) S1 (у) = О, 

откуда, nринимая во внимание (4.3), следует 

s2 ( х, у) =- sl (х) SJ (у) =- L (х) L (у) nри х ~у. (4.15) 

Пусть теnерь у";:>,:. х. Имеем в виду симметрии S~ 

S2 (х, У)= S~ (у, х) = - L (у) L (х) nри у>,:. х. (4.16) 

Области определения соотношениИ (4.15) и (4.16) nерскрываются 
nри х........, у, но здесь в силу локального характера оператора L 
имеет место соотношение 

L (х) L (у) = L (у) L (х) 

и nротиворечия между (4.15) и (4.16) не возникает. 
Итак, получено оnределение функции S 2 (х, у) 

{ 
- L (х) L (у), х >,:.у, 

S~ (х, у) = - L (у) L (х), у>,:. х, (4. 17) 

беря от которого эрмитово сопряжение, имееы, с учl;!том (4. 14) 

S• ( ) _ { - L (у) L (х), х >,:.у, : х, у -
- L (х) L (у), у>,:. х. 

(4. 18) 

Симметрия и nолилокальность S~ (х, у) следует из формы 
заnиси. Ясно, что выражение ( 4.17) удовлетворяет условию J<оnа­
риантности. Нетрудно убедиться таi<Же в выnолнении условия 
унитарности. В соответствии с (4.9) нам нужно проверить соот­
ношение 
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справедливость которого непосредственно следует из формул 

(4.3), (4.13), (4.17) и (4.18). Деиствительно, имеем, наnример , 
при х>,:. у 

S2 (х, у) + s-~ (х, у) + sl (х) sl (у)+ sl (у) sl (х) = 
= - L (х) L (у) - L (у) L (х) + L (х) L (у)+ L (у) L (х) = 0 .. 

Аналогично убеждаемся в его справедливости nри у> х. 
Мы уст::шовили, та1<им образом, что выражение (4.1 7) удов­

летворяет всем наложенным на S~ требованиям. 
Целесообразно ввести теnерь nонятие уnорядоченного или xpo­

нoлorи•Jeci<oro произведения операторов. Мы введём его пОJ<а лишь 

для локальны х операторов. 

Хронологическое nроизведение ряда локальных оnераторов 
Ф 1 (х1 ), . . • , Фп(хп) обозначается символом Т[Ф1 (х 1 ) ... Фп(хп)J 
и no оnределению ра вно обычному произведению этих операто­

ров, взятых в определённом nорядке, соответствующем убыванию· 
временных J<омпо tiент аргументов сомножителей слева нап ра­

во, т. е . 

(4. 19)· 

г де nоследовательность xj1, • •• , x1n nредставляет собоЙ nоследо­
вательность аргументов х1 , •• • , xn, расnоложенных в порядке убы-· 
вания временных компонент, т. е . 

х~ 1 > ~"2 "# ... "# x~n· 

Дли 1<раткости мы часто будем называть хронологичесi<Ое nро­
изведеtlие Т-произоеденнем . Нам потребуется также nонятие анти­
хронолоrичес!<оrо произоедения, по оnределению соответствующего 

возрастанию временных комnонент аргументов слева наnраво. Беря, 
наnример, эрмитово соnряжение от nравой части (4.19), nолучим · 
выражение . . 

Ф}п (xfn) · · · ФJl (X;r), 

x~n -< х~п-1 -< ... -< x~l' 
t<оторое удобно назв'ать антихронологическим произведением (или • 

Т*-nроизведением) операторов <Ь 1 (х 1 ) ... <бп (xn) · Положим nоэтому 

Т* (Ф1 (х1) ... Фп (хп)) = Фj 1 (xjl) Фj~ (xj2) ... Фjn (xjn) , (4.20) • 

x~l -< х~2 -< ... -< x~n· 

Покажем, что определение Т-nроизведения кооариантно, не­
смотря на выделенную роль времени. 



190 Н. Н . БОГОЛЮБОВ И д. В . Ш\11'1<011 

Для значения Т-произведения существенен X JIOHOJIO I 'II ' I CC I<Ий 
порядок точек х1 , ... , xn, который может меннться 11р11 lll'p..'xoдe 

от одной .11оренцовой системы отсчёта к другой nри лор~1щовом 

повороте. Нетрудно, однако, убедиться, что та i<Ой персход 11с 
изменяет значения Т-nроизведения . Представим себе для ЭТОI'О, 
что мы совершаем интересующее нас преобразование nут<!м боль­
ШОI'О числа малых преобразоnаний, что всегда nозможио ввиду 

неnрерывного характера преобразований из расш~1ренной груnnы 
Лоренца. Процесс изменеиия хронологичесJ<ого nорядка точе1< 
х1 , .•• , xn разобь~тся при этом на некоторое число этаnов, на 

каждом из которых буд~т одновременно ме 11яться временной поря­

док внутри некоторой груnnы xi, . . . , xk (двух или более) точе1<. 
Но хронологичесJ<ий nорядОI< нескольких точек xi, . .. , xk может 
быть измен~н лоренцовскиы поворотом ш1шь в случае взаимного 

nространствеиного подобия этих точек . Соответствующие оnера­
-горы Фj (xi) .. . Фk (xk) в силу свойства локальности в этом слу­
чае 1<0ммутируют между собой и nорядок их несущественен. 

Поэтому на каждом этаnе nреобразования значение Т-nроизведе­
ния не изм е:нится, а следовательно, оiю и вообще ие изменится. 

Нетруд110 заметить также, что согласно оnределению (4.19) 
лоJ<альные оnераторы можно J<Оммутировать nод знаком Т-произ­
ведения, не меm1я его значеliИЯ. Отсюда следует, в частности, 
что если все операторы Ф одинаковы, то Т-nроизведение оказы­
вается симметрич~юй фун1щией своих аргументов. 

Возвращаясь к формуле (4.17), видим, что с nомощью Т-nро­
изведеиия е~ можно записать о виде 

S~ (х , у) =- Т (L (х), L(y)]. ( 4.21) 

Соответственно ( 4.18) принимает вид 

S~ (х, у)= - Т* [L (х), L (y)l. (4.22) 

Покажем теперь, что вообще выражение 

Sп (х,, . .. , :с") = i"T [ L ( :с 1) .•. L (:с11) J, (4.23) 

являющееся естествеиным обобщением формул (4.3) и (4.21), удо­
влетворяет всем налагаемым на Sn формальным условиям . Выnолнение 
условий симметрии, ковариантности и полилокальности теnерь оче­

видны и проверки требуют лишь условия уни1·арности и при чинности. 

Нам б у дет удобнее, однако, оперировать для этого не с фор­
мулой (4.23), а с оnератором S (g) в цело~1. Подставляя (4.23) 
:в (4. 1), nопучаем для S(g) 

S (g) = l -J-~ ..; S Т [ L (:cl), · · · , L(:cn)] Х kJ 11 . 

• n;;. l 

(4.24 
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Это выражение nредстаоляет собой разложение оnератора S (g ) 
в функциоиальный ряд по стеnеням g (:с). Нас интересуют в на­
стоящий момент llei<Oтopыe свойства I<Оэффициентоо разложения. 

Подобно тому J<al< в теории сnециальных функций вередко бывает 
удобнее выводнть взаи\lные свойства фуикцнй ие 11з их конкрет­
ной структуры, а из нсl<оторой общей производяще й функции, 
в данном nоложещ1и ОJ<азывается более простым прооерить уеловис 

унитарности 11 nричинности для всего ряда (4.24) в цело~•. 
Для этого заnиiUем выражение ( 4.24) в несколы<о другой фор­

ме. Предстаnим п-й член ряда n следующем виде: 

~:', Т r s L ( :с 1) g ( :с 1) d :с 1 .. • s L (:с" ) g ( :сп) d:c 11 l = 

= ~ Т [ ( s L ( :с) g ( :с) d:c Y'l· 
Ряд ( 4.24) можно теnерь формально nросуммировать, введя 
Т-эксn оненту 17 

[ 
~ in (S "l ( iJL(x)g(x)dx) S(g) = T 1-J- k.J n! L (:c)g(:c)d:c) = Т е . (4.25) 
п;;. l 

Мы nолучим, таким образом, новое выражение матрицы рас­

сеяния. 

I< nажному n01Н1тию Т -эксnоненты можно nодойти и с другой 
стороны . Разобь~м область BI<JIЮЧeiНJЯ взаимодсйстоия, описывае­
мую фун1щ11сй g (х), nространствешю-подобными nоверхностями 
t = const на бес1<011ечно большое чиспо бесконечно тонl<их сло~в ~1 . 
Имеем тог да 

( 

i Е f L И g (х) dx) 
т(e tfr. (x)g(x)dx) = T е. /Ai = 

(п 1 J L (х) g ( х) dx) 
=Т е i . 

j 

Т-Э J<сnоненту (4.25) естественно поэтому определить как пре­

дел Т-nроизведения 

Т (е tjL (х) g(x) dx) = \im Т [П (1 -J- i .\ L (:с) g (:с) dx)J. (4.26) 
!i.J.-+0 j А. 

J 

С nомощью nредставления (4.26) свойство унитарности мат ­
рицы S (g) делается очевидным. 



192 11. 11. БОГОЛЮБОВ И д. В. ШИI' I<O II 

В самом деле, Т-nроизвсдение (4.26) явл яется обыч11ым nро•lз­
ведением 

взятыы в надлежащем хронологическом nорядке следования слоев !!.
1

. 
Но каждый сомножитель этого nроизведения nри достаточно ма­
лых !!. J является унитарным с точностью до величин высшего­
порядка малости. Поэтому все nроизведение является унитарным. 
Тем самым доказана увитарность nредела этого nроизведения. 
равного S (g). 

Перейд!!м теnерь J< nроверке условия nричинности . Вычисля~ 
вариационную nроиэводную от S (g) в точке у, найдl:!м : 

_ i fiS (g ) =Т (L (у) е iJ L (z) g (z) dz) 
og (у) . 

Разобьt:м чстырi:!хмсрное nространство на две части О+ и о_ nро­
странствеllно-nодобноИ nоверхностыо 

х0 = const = уо. 

Пусть о+ лежит с в будущем ) , а о_ < В прошедшем ) , Имеем 
'ГОГ да 

- i ~S(g) 
og(y) 

( 

i J L (z) g (z) dz i J L (z) g (z) dz) 
=Т L (у) е0+ е0- = 

( 

1 s L (Z) g (Z) dz) ( i s L (Z) g (Z) dz) 
=Т L(y)e0+ Т е0- • 

С другой стороны, получим совершенно аналогично: 

( 

1 S L ( z) g (z) dz + i J L (z) g ( z) dz) 
S (g) =Т е0+ о_ = 

( 
~J L (Z) g (z) dz) ( i S L (1.) g (z) dz) 

= Т е+ ·Т е0-
' 

и потому 

·» ·» ( i J L (z) g (z) dz) ·» ( i S L (z) g (z) dz) 
S (g ) =Т е0- . Т е0+ . 

Принимая во внимание свойство унитарности выражения 

( 

1 J L (z)g (z)dz ) 

Т е0-
' 

(4.27) 
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<>тсюда на основании (4.27) найдем: 

( 

1 J L (z) g (z) dz) ( i S L (z) g (z) dz ) 
- t ~~ ~~ S (g) =Т L (у) е0+ Т е0+ . ( 4.28) 

Т а к им образом, 

~-te зависит от nоведения функции g(x) в области 0 _, т. е . 
.nри хй <уо. 

По соображениям ковариантности это соотношение имеет место 
также и в случае nространственно t·о nодобия точек х и у 
{nри х r-.J у). Проверка условиs1 nричинности, таt<ИМ образом, за-

кончена. 

Данные выше доказате;1ьства nричинности и унитарности 
-оnератора весьма nросты и наглядны. Необходимо, однако, отме­
тить, что с чисто математической точt<И зренин они не нвляются 
вnолне nоследовательными. В самом деле , в ходе рассуждений 
мы связали вопрос о выполнении для nроизведений (4.23) элемен-
1'арных соотношении (4.9) и (4.1 2) с совершенно неясными воnро­
~ами о суммировании ряда ( 4.1) в целом, о nредельных переходах. 
и т. n. Строго говоря, всех этих элементов для доказательства 

~овеем не требуется. 
Дело в том, что вместо того, чтобы оперировать с Т -эксnо-

нентой, мы можем ввести с Т -ЭI<сnоненту с точностью до задан­
iЮй степени g' и тог да вес воnросы суммированин ряда автома­

тически снимаются. 

Мы убедились, таким образом, что выражение 

Sп (х1 , • • • ,хп) = iпТ (L (х1 ) ••• L (хп)) 

11вляется доnустимым в смысле удовлетворения всем наложенным 
на sn условиям. Оt<азывается, однаi<О, что это выражение не . яв­
.ляется самыы общим выражением, удовлетворяющим всем нало­
женным условиям . Рассмотрим nоэтому воnрос о nостроении 
СЗМОГО общеГО выражения ДЛЯ S

11 
(х1 , ••• , Хп), удовлетворяющеГО 

условиям симметрии, t<овариантности, nричинности и унитарности 
и тем самым nолностыо решим nоставленную задачу nостроения 

Qnepaтopa S (g). 
Исследуем для этого nрежде всего nроцедуру оnределения 

функции sn (xl, ... ' х/1) no данным nредыдущим функциям 
S

1
, S

2
, ••• , Sп _ 1 • Условием увитарности (4.9) Sп оnределяется 

~1ерез них с точностыо до неJ<оторого антиэрмитовоrо оnератора,_ 
который мы обозначим через tЛ" (хр ... , хп)· В соответствии 
с условием симметрии величина А11 (х 1 , • •• , хп) должна быть 
симметричной функцией своих аргументов х1 , .• • , xn. Условиеv 
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ПРИ'IИНIIОСТИ (4.12) операторtlая функция sn (х1, ... 'х") полностью 
олределнется через nредыдущие функции в области опрсде;Jения 
своих аргументов, в которой 

х1 ~ хотя бы одного из xj, j = 2, 3, ... , n. 

Поэтому в указанной области антиэрмитов оnератор 
i t\ 11 (х1 , ... , х") должен равняться нулю. Из свойства его сим­
ыетрин по всем аргументам следует, что он также равен нулю, 
если хотя бы д11я одной пары аргументов х1 и xj 

х1 ::j: xj 

11 может, следовате;1ыю, отличаться от нулSJ лишь nри nолно~t 
совnадении всех аргументов 

-·· -л.fl . 

Та1<им образом, нз успоnий nричинности, увитарности и сим­
метрии вы·rе1<ает, что эрмитов оператор А11 (х1 , • •• , х,1 ) ест1> 

квазилокаJIЬIJый оnератор, в смысле оnределениSJ, данного в § 2. 
и его J<оэфф~щие11Т11Ые функции имеют вид 

причём по соображениям трансляционной инвариантности z 11 е 
может зависеть от х1 . 

Ита1<, установлено, что условия инвариантности, симметрии, 
унитарности и nричинности при данных 5 1 , S~, ... , Sn _ 1 оnре­
деляют Sп с точностью до iA

11
, где .\11 (х1 , .•• , х11) - эрмитовый 

симметричный J<вазилокальный оnератор, преобразующийся как 

скаляр. Поэтому для того, чтобы nолучить выражение для 
S1, S~, ... , S", кро~tе локального оператора L (х), необходимо 
задать ещё целоч1<у l<вазилокальных оnераторов 

(4.29) 

Мы nришли на первый вз1·ляд к несколько странным результатам. 
Для nолного оnреде11ении матрицы S (g) задание лагранжиана 
взаимодействия Оl<азывается недостаточным, и необходимо задать 
ещ~ бес1<оне•1ную цеnочку 1<вазилока;1ьных операторов (4.29). 

Для уяснения существа положения nодойд~м J< рассматривае- . 
мому нами воnросу неско11ько с другой стороны. Рассмотрим для 
этого выражение 

Т (ei JL(x; g) g(x)dx), (4.30) 
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где с лагранжиаю L (х; g) оnределяется соот11ошеннем 

L (х; g) = L (х) + 
.J_ ~ ~! Х JA. (х, х1 , ... , х._ 1 ) g (х1 ) ... g (х._,) dx1 ... dx• - l· (4.31) 

·;;>.2 

В силу квазилокальноrо характера функций А. все интеграции 
8 (4.31) снимаются и L (х; g) фактичесi<И зав1tсит от nолевых 
функций и (х) в точке х. Поэтому L (х; g) является локальным 
оператором, который, кроме nолевых операторов n (х), зависит от 
функций g (х), которые можно рассматривать как С({Лассическое> 

noJ1e. Следовательно, выражение (4.30) удовлетворяет всем нало­
женным на S (g) условиям, в том числе и условию соответствия 

( 4.3), и может рассматриваться I<ак матрица рассеяния S (g). Раз­
лагая ( 4.30) в ряд по стеnеням g , мы nо11учим поэтому некоторые 
выражения для 5

11 
(х1 , ... , x,J, удовлетворяющие всем наложен­

ным условиям . Имеем: 

т (eiJL(x;g) g(x)d.\ ) = 1 -[- ~ :;:~ Sт {L (x];g) ... L(xrn;g)\X 

m ;> 1 

Подставляя сюда разложения ( 4.31 ), nолучаем: 

(\. ) l: '/11 1 Т ei . L (х: g) g (х) d x = 1 1 - , ' 1 Х 
т. v, .... "т· 

(11 1 
(•• :>О, · · ·, •т О) 

xSт {A., (xl, ... ,х.,) ... А. п (х.,+ .. ·+•т 1+• ... 

х., + ... +•т )} g(x1) ••• g (х.,+ .. · +•т ) Х 

Х dxl ... dx., + ... + •т ' 

1·де мы положили для симметрии L (х) = А1 (х). Символом 

т {А., (х] , ... , х •• ) ... л .s (хл . '. X•+•s)} 

обозначено nроизведение оnераторов л ... ... ' А 's' взятых в хроно­
логическом nорядке временных аргументов. Множественность ар-
1-ументоn у каждого из л. не должна нас смущать, так J<ак по 
оnределению Л. отлично от нуля лишь nри совnадении своих 

аргументов. 

Перестроим теnерь этот ряд по стеnеням g (х), выделив члены, 
в которых g (х) входит в определ~нной п-й стеnени и которые 
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.содержат ровно n интеграций: 

Т (е/ J L (х; g) g (х) dx ) = l + ~ ~ 

Х J Т (А. (х1 , • • • , х.,) 

Последнее разложение отличается еще от разложения ( 4.1) 
flесимметричным характером коэффициентов при «СТеnенях> функ­

ции g (х). Для их симметризации, лользуясь симметриеf.! весо­
вого множителя g (х1 ) ••• g (хп) nри каждо~1 данном n и симмет-

nl 
pиef.t функциИ л. лроизвед!!м 

1 
• 1 раз замену обозначениИ ne-

'~1· ·· ·'~т· 

ременных х1 , •• • , х" так, чтобы сумма всех nолученных выраже­
't!Иf.! с уч!!том симметрии А. была бы симметричноt1 фующиеf.! 
всех аргументов х1 , • •• , Х11 • Разделив резул ьтат на число 

п! 
1 1 , мы nриходим J< выражению 

"1· ·· · "т· 

Т (el J /, (х; g) g (х) dx) = 1 + ~ 
11;;. 1 ( l fm~n) 

ifll 
n!m! Х 

-vz=n 

Х J Р (х1, · · ·, х., 1 х., + 1 • • • 1 · · · хп) Х 
ХТ(А.,(х1 , •.• ,х.,) ... A.m( ... X 11)}g(x1) • •• g(xn)dx1 .•• dx

11
, 

т де Р (х1 , ••• , х., 1 х. , + 1 •• • 1 . . . xn)- оnератор симметри­
зации по nроизвольным разбиениям совокуnности n точек на 

n! 
1 1 (Е v1 = n) всевозможных разбиений по •J 1, v~, ... , v,

11 
то· 

~1 · · · "т· 
чек . Этот оnератор яuляется естеств~нню1 обобщение~! оnератора 

Р( х1 , ···• х~ )= Р(х1 , ... , x. / x•+ l ... Х11) . 
х, + 1 • • • .х,: 

.Итак, матрица ( 4.29) nредставлена в виде 
Т (е/ S L (х ; g)g (х) dx) = 

= l + ~ ~ J s" (х), ... ' х/1) g (xl) g· (х/1) dxl . .. dxn, 
n ;;.. l 

тде коэффициенты s" имеют вид 

~ 
im 
-,-Р(х1 , 
т. 

(1.< т<;;п) 
lvl e: n 

Х Т {А., (х 1 , ••• , х • .) 

· · · , х., 1 · · · 1 · · · хп) Х 
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Всnоминая , ЧТО Al (х) = L (х), можем лереnисать sn в виде 

Sп (х1 , ... , хп) = iпТ [ L (х1) ... L (x
11
)j + 

+ ~ ;т' Р (xl, ... , х., 1 ... 1 ... хп) Х ~ т. 

(2 <. .т <; 11 - 1) 
l:'Yl - " 
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Х Т [А., (х1 , ... , х.,) ... A.m (l ... xn)] + iA11 (х1 , ... , Х11). (4.32) 

Рассмотриы несколько nростых конкретных случаев полученной 
формулы (4.32). 

При n = 2 nолучаем: 

S2 (х1 , х2) = i 2T [ L (х,) L (х2)] + iA 2 (х1 , х2) . ( 4 .33а) 
При n = 3 имеем соответственно: 

53 (х1 , х2 , х3) = t•т [ L (х1) L (х2) L (х3) ] + 
+ ~ ~~ Р (х1 , х. 1 ... хз) Т [Л., (х1 , х., ) л., ( . .. х3) ] + 

c· t::2 3
) 

+ n.3 (х1 , х2 , х3) =- iT [ L (х1 ) L (xJ L (хз)J -
-Т [L (х1) i\ 2 (х2 , х3)] - Т [L (х2) L (х1 , хз)]-

-Т [ L (хз) L (х1 , x~ )J + i.Аз (х1 , х2 , хз)· (4.336) 

Мы В~IДИМ отсюда, что 1<3Ждая nоследующая функция s/1 
uыражается через nредыдущие S1, •• . , Sn - 1 с точностью 
ДО СШ!М СТрИ 111101'0, анТ~1Эрщ!ТОВОГ01 1(033ИЛОI<аЛЬНОГО Оnератора 

i .\ 11 (х1 , .•• , xn)· Поэтому выражение (4.32) s1вляется саыым общим 
выражением для 5

11
, а выражеt1ие 

S(g) =Т (ei J L(x ;g)g(x) cl x )' (4.34) 

где L (х; g) оnределяется разложением ( 4.31 ), самым .общим вы­
ражением для матрицы рассеяния. 

Таким образом, целочка квазилокальных оnераторов (4.29), 
l<оторую необходимо задать для nолного оnрею.еления матрицы 
рассеяния S (g), фактически может быть включена в слагранжиан > 
взаимодеt1ствия. 

Возникает телерь воnрос о физическом смысле линейной ком­
бинации ( 4.31 ) L (х) и интегралов от J<оазилоi<алыiЫХ оnераторов, 
играющеt1 роль наиболее nолного доnустимого лагранжиана . 

Дело в том, что в наших рассужден иях была исnользована 
нефИзическая олерация t nключения > nзаимодеt1ствия. При этом 
nолучилось, что часть Jtагранжиана «ВJ<лючилась> в nервом nри­

ближении, часть- во втором, часть - n n-м и лаrранжиан взаи­
модействия оказался разбитым на цеnочку отдельных кусков. 

ФизичесJ<ий смысл, однако, имеет nоложение, I<Огда взаи модеt!ст-

4 УФН, т. 55, а. 2 
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DИе ВКЛЮЧеНО nOЛIIOCTbЮ. При ЭТОМ фуНКЦИЯ g (х) priiJIIII t' ДIIШHJ.C 
и выражсш1я (4.31) и (4.34) принимают вид 

L (х; 1) = L (х) + 

+ ~ -+ S А. (х, х1 , ••. , х. _ 1)dx1 •.. dx. _ 1, (4.35) 

(4.36) 

Поэтому действительная матрица рассеяния S ( 1) подиостью 
характеризуется действительным лагранжианом взаимодействия 

системы L (х; 1), который в теории возмущений иногда nредстав­
лястен в виде ряда отдельных членов . 

При обычном изложении теории поля, исходя из уравнения 
Шредингера, nолучают представление для матрицы рассеннин 
в виде 

(4.37) 

где Н (х) - nJIOTIIOC'I'b l'а мильтониана взаимодействин. 
Н (х) совnадает с - L (х) лишь в особо nростых с;1учаях, 

когда L (х) не зависит от nроизводных функций nоля. В общем 
случае Н (х), кроме члена - L (х), содержит ещ~ некоторые неi<О­
вариантныс члены. Однаt<О в результате доволыю сложной nро­
цедуры 18 эти члены полностью исключаются и выражение ( 4 .37) 
приводится к виду ( 4.36). 

§ 5. РАСКРЫТИЕ ХРОНОЛОГИЧЕСКИХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ 

Обладая явныы выражением для матрицы рассеяния, ыожем 
приступить к вычислению е~ ыатричных элементов по различным 
состояниям. 

В nроцессе этого вычисления нам nрид~тся приводить 'IЛCIIЫ 
матрицы 1< нормальной форме, т. е. к такой форме, когда в от­

дельных сла1·аемьtх все операторы уничтожения стоят справа, 

а операторы nо~ждсния - слева. 

ЗаИмl!мся nоэтому выражением Т-произведений локальных оnе­
раторов L (х) через нормальные nроизведения соответственных 
nолевых операторов . Нам будет удобно для этого распространить 
nонятие Т-произведения на случай общей системы линейных оnе­
раторов, оnределl!нных в § 2. 

OnpcдcJtИM хронологичесi<Ое или упорядоченное произведение 

Т (А1 (х 1 ) ••• An (хп)) 

линеИных оnераторов А1 (х1 ) •.• An (хп) как обычное nроизведение 
в хронологическом nорядке, умноженное на е= ( -- 1) 1J, г де 'У) -
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•1t!тность ферми-перестановок при переходе от nорядка 1, ... , n 
t< хронологическому порядl<у, т. е. 

Т(А1 (х 1 ) ... An (xn)) = eAjl(xjl) ... А1п(х1п) (5.1) 
нри 

xJ1 > х~2 > ... > ~n; е = (- 1 )"'~ , 

где 'У)- ч~тность перестановки ферми-операторов nри переходе 
от порядl<а (1, 2, ... , n) к порядку (11, j 2, ... , jn). 

Рецеnт раскрытия таких nроизведений да~т стеорема Вика 
для Т -произведениИ >, являющаяся аналогом с теоремы Вика для 
обычных nроизведениИ > . Прежде чем nриступить к доказательству 
этои теоремы, введём важное понятие схроноJiогического спарива­
ния операторов > . 

Рассмотрим для этого (5.1) в случае n = 2. Тог да 

т (А ( ) А ( )) = { А1 (х1) А~ (х2), х? > xg; 
1 Х1 2 Х2 А ( ) А ( ) о о е2х2 lx1, . x2>xl. 

Это выражение в соответствии с определением обычного с11а­
ривания 

может быть nрсобразовано к виду 

Т (А 1 (х 1 ) 112 (х.)) = 
:А 1 (х 1 ) 11~(х2): ~ 11 1 (x 1)A~ (xJ, 4 > xg, 

l е: А~ (х~) А 1 (х 1): + еА2 (х:) А 1 (х1 ) = 

= : А1 (х1 ) А2 (х2): + еА 2 (х2) А 1 (-х 1 ), xg > х?. 
(5.2) 

Мы видиы отсюда, что u любом случае Т (А 1 (х1 ) А2 (х2)) отли­
•Jается от : А 1 (х1 ) А2 (х2): на с - число, которое мы назовёы 

хронологическим сnариванием и обозначим символом А1 (х1 ) А2 (х2), 
т . е no определению 

Т (А1 (х1 ) А2 (х2)) =: А 1 (х1 ) А~ (х2): -f А1 (х1) А2 (х2), (5.3) 

nрич~м согласно (5.2) 

r 
А 1 (х1 ) А 2 (х2), х? > xg, 

А 1 (х1) А2 (х2) = (5.4) 
[ еА 2 (х2) 111 (х1), х~ > х?. 

Отметим прежде всего характерное отличие хронологического 
сnаривания. Под знаком хронологичесi<ого сnаривания можно из; 

4* 
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мени ·rь норядок сомножителей, так же как и под :1113t<ом 110р ­

. ма;1ьного nроизоедения, т. е. 

что неnосредственно вытекает из (5.4). 
Оnределим сеичас хронологическое сnаривание для основных 

тиnов нами исследованных nолеИ. 
Для комnлексного скалярного nоля, исnользуя выражения 

обычных сnариваниИ (тиnа (2.8)), находим: 

r--;,' { - i DH (х- у), хО > уо, 
<fi (х) <fi (у) = - tDH (у - х) = tD<+> (х-у), уО > хО. (5.5) 

Таким об;>аэом, мы видим, что nри хО > у0 и уо > х0, а также и при 
х ..-....-у, где обе формы совnадают, хронологическое сnаривание 

г-----о 

<р (х) ~(у)' совnадает с причинной функцией Грина Dc (х - у) 
(с точностью до множителя t- 1). Мы условимся считать nоэтому, 
что это совnадение· имеет место и в бесконечно малой окрестности 

точки х = у. т. е. всегда 

r---;' 1 с 1 s eik <х - Y>dk 
<р (х) t? (У) = Т D (х - У) = (2")4i т2 - fl2 - ie · (5.6) 

I<ак видно , nри введении сnариваний юtеется некоторый nроиз­
вол. Действительно, соотношения (5.5) оnред~ляют его лишь 

nри х :f= у. 
Правила же интеграции данного выражения в бесконечно 

малой окрестности точки х = у можно фиксировать проиэвольно. 
Всегда можно, наnример, добав11ть к nравой части (5.6) любую 
J<Оэффиu.иентную футщию J<ваэилокального оnератора 

Р ( ддх ) о (х- у), 

где Р ( ддх) - какой-либо nолином из д:" . Эта необходимост~ 
доn<;>лните~ьного. дооnределения сnаривания в бесконечно малой 
окрестности точки х = у является частным nроявлением nроизвола, 
содержащегося в Т -nроиэведеиии. Дело в том, что само Т-nроиз­
ведение задаНО наШИМ формаЛЬНЫМ «ОЛределеНИСМ > ( 4.19) JIИШЬ 
nри несовnадающих значениях своих аргументов. 1:-I еобходимо 
поэтому вообще дооnределить Т-nроизведения в соответствующих 
бесJ<Онечно малых окрестностях точек совnадения аргументов, 
задав nравила интеграции их коэффиu.иеитных функций, т. е., 
иначе говоря, следует оnределить коэффициентные функции 
Т-nроизведений J<ак интегрируемые несобетвенные функции. 
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Таким образом, мы nр11ходим •< выводу о необходимости не 
только выбора лагранжиа11а взаимодействия, но и одновременног<? 

дооnределени я Т -nроизведевиtl . 
Следует, однако, отметить, что влияние изменения Т-nроиэве­

дений на S (g) можно учесть изменением лагранжиава L (х). Дей­
ствительно, nри изменении Т-nроиэведе11иn функциИ nоля мы тем 
самым вводим в Т-nроиэвед~ни я ла гранжианов взаимодействия 
различные квазиJЮI<алыJые оnераторы, что, как было nоказано 
в nредыдущем параграфе , сводится к добавлению некоторых вы­
ражсниn J< лагранжиану взаимодействия. 

Тем самым мы nриходим к выводу, что для nолучения ма­

тричных элементов матрицы рассеяния S (g), оnределяJQщих собоИ 
стру1<туру физических nроцессов, необходимо одновременно задать 
лаrранжиан взаимодеИствия и nравила интегрирования Т-nроиэве­
дений. Если правила интегрирования Т-nроиэведениИ уже фикси­
рованы, то лагранжиан взаимодействия L (х) необходимо выбирать 
nрименитедьно к этим nравилам. 

Зависимость формы лаrранжиана от неi<Оторых дополнитеJIЬ­

ных соображений отнюдь не является сnе цифической особенностью 
вторичного квантования. В классичесi<Ой физике, наnример, для 
фиi<Сирования формы лагранжиана необходимо nрежде выбрать 
нсэависимые ди намические nеременвые (сравни, наnример, трак: 
TOBI<Y скалярного поля обычным пут~м и в формаливе Кеммера 19

). 

Итак, нам необходимо сначала дооnределить все сnаривания, 

а таюке н их nроиэведеtiИЯ, чтобы nоследиие оказались иитеrри­

руемымн фун1щ11ЯМИ. Тем самым Т-произосде11ия Оl<ажутся noл­
IIOCTI>IO зaд:IIIIIЫMII 11 ст:111СТ возможным фи l<сировать лагранжиан. 

Э1 11MII oo r~ poc:.Jмll, со s1 з3нными с зада•1сй регуля ризаци.и S-мат­
rнщы. мы за ймСмея 110дроб110 в C Jieдyющetl статье. Здесь же мы 
ограш1чимся доопределеннем сnаривавиИ nолевых функций. Мы 
условимся сч~1тать, что есл и nри х :/= у сnаривание совnадает 

с некоторой фун1щией Грина 

6~\i (x - у) = Р,.~ ( д~ ) Dc(x - у), 
то оно совnадает с этой функцией и в бесJ<онечно малой окрест­

ности точки х = у. 

Так, nроводя соответствующие вьн<ладки для электромагнит­

ного и сnинорного nолеи, убеждаемся, что хронологичесJ<ие сnа­

ривания nолевых функций этих noJteИ 

{ 
tg111"D&- > (х - у), хО > уо, 

Am (х) А" (у) = - tgmn.D~I-) (х - у), уО> хО, 

г----:2. { - tS<-> (х - у), хо> уо, 
. ф (х) 1\J (у) = . + tS<+> (х - у), у0 > х0 
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nри х :f: у совnадают с nричинными функциямн соот1н~тстнующих 
nолей. Мы будем считать nоэтому, что всегда 

gmn s dltelk (х -у) 
Am (х) An (у) := lgmnog (х- у)= (2~t)4i k2 + ie (5.7) 

г---"'_ 1 1 s dpe1P(x-yi(Jj- m) 
9 (х) У (У) =т Sc(x- У) = (2, )4f pz- mz+ie (5.8) 

Как уже отмечалось в § 1, функции обычно рассматриваемых 
nолей удовлетворяют nереставовочным соотношениям 

+ ' 1 ( д ) [и .. (х), щ (у)] =Т L\,.~ .(x - у) = Ра~ д :с D (х - у), 

+ 1 (д) [ui-> (х), ц~+> (у)] = Т L\~i> (х - у) = Ра~ дх DH (х- у). 

Поэтому, вычисляя обычное сnаривание, nолучаем: 

г---"' 

+ 1 
tla (х) Щ (у) = Т L\i'i> (х- у), 

откуда стандартным nутём находим для хронологического сnари­

вания выражения 

r-----:j.. J -LL\~i> (х -у), хО > уо, 
tt,. (х)щ (у) = 1 + tL\if> (х - у), уО > хо, 

nри х :f: у совnадающие с 
. 1 1 (д) 

TL\~~ (x - y) =тР .. ~ дх ос(х-у). 

Мы nоложим nоэтому, что nри любых х и у 

г---"' 

+ 1 . 
Ua (х) Щ (у)~= - l L\~~ (х,-у). 

В ряде с~учаев в лагранжиан взаимодействия могут 
nроизводные nолевых функций. Целесообразно ввести 

условие для nолного оnределения и их сnаривания. 

Замечая, что nри x u ~ уо 

(5.9) 

ВХОдИТЬ 

nоэтому 

ВОПРОСЫ КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ ПОЛЯ 

мы nоложим по оnределению 

-------, 

(дхо)kо ... (дхЗ)k• 
дk 

= - -(д_хО_)..,..k·-.-. -. (-д.х--з-) •kз • 

+ 
дQu~ (у) 

(дуО)'l• ... (ду3)Q3 

дq L\c (х - у) 
(дх0)q0 ••• (дуЗ)1З а~ • 
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(5. 10) 

Оnредел~10 хровологическое сnаривание, перейдём 1< формули­
роОJ<е теоремы Вика для Т -nроизведения. 

с Теорема Ви1<а для Т -nроизведений » состоит в утверждении, 
что сТ-nроизведение системы n линейных операторов равно сумме 
их нормальных nроизведений со всевозможными хронологическими 

сnариваниями (включая член без сnариваю1й):.. 
Доказательство сводится фактически к доказательству теоремы 

Вика для обычных nроизведений. В самом деле, согласно onpeдe­
JJCIIИЮ (5. 1) Т-nроизведение равно не1<оторому обычному nроизве­
дению 

Т(А1 (х1 ) .. . An(xn)) =eAjl(x11) ... А1п(х1п)· 
Применяя для этого обычного nроизведения теорему Вика, 

щ1дим, что оно равно сумме нормальных nроизведений оnерато­

ров А Jl (хг) . .. Ain (х111 ) со всеми возможными обычиыми сnари­
JНI1111Ями . Но та1< l<al< nорядок следования xJ1, • •• , x1n является 
Х !ЮIЮлоrически правильным, то обыч11ые спари вания совпадут 
с хро1юлоr~tчес1<ими. Мы nришли 1< JЗыводу, что 

ра1111S1ется сумме умноженных на е нормальных nроизведений оnе­

раторов 

со всеми возможными хронологическими сnариваниями. 

I<ак уже отмечалось, под знаком хронологического спаривания, 
J<ак и nод знаком нормального nроизведения, можно nереставить 

(с учётом изменения знака) линейные оnераторы. Тем самым под 
знаком нормальных nроизведений со всевозможныыи хронологиче­

скими сnариваниями мы ыожем восстановить нормальный nорядОI< 

сомножителей 1, 2, ... , п, оnустив одновременно множитель е. 
Теорема доказана. 

Введём в рассмотрение Т -произведение нескольких нормальных 
nроизведений nолевых линейных оnераторов А; (х) . . . Di (z) ... 

T(: A1 (x)A~ (x) . .. An(x): ... : D1 (z) ... Dт(z):). (5.11) 

I<ак раз такие Т -nроизведения и необходимы для раскрытия 
Т-произведений локальных оnераторов, так как по определению 
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локальный оператор L (х) представляется линеиной I<OмCi llll altиel-1 
членов тиnа 

Для Т-произведений вида (5.1 1) формулировка теоремы Вика 
имеет лишь ту особенность, что не должны учитываться взаимные 
хронологические спаривания оnераторов,, входящих в одно и то же 

норма11ыюе произведение. 

Отметим в заключение, что, отправляясь от (5.1 1), можно 
также определить Т-nроизведение нормальных произведениИ более 
общего вида 

как сумму нормальных произведении операторов 

А1 (х1) ... Dm (Z
171

) 

(5.12) 

со всем11 возможными сnариваниями, иск11юча я взаимные спаривания 

операторов, стоящих о одном и том же нормальном nроизведении. 

Основываnсь на та1<0м определении Т-произоедения (5.1 2), мож­
но ввести Т-nроизведение полилокальных оnераторов 

Т (А1 (х1 , ••• , х11 ), • •• , D (z1, ••• , Z11J), (5 . 13) 

представляя его линеиной J<омбинацией выражений типа (5.1 2). 
Прямо~ определение Т-nроизведения (5.13) по хронологическому 
nризнм<у в данном случае неудобно из-за множественности аргу­

ментов у оnераторов А , . .. , D. 
Видно отсюда, что в сущности Т-произведение представляет 

собой новую алгебраическую оnерацию, которая может быть вве­
дена и независимо от обычных nроизоедениf.\ . 

С математической точки зрения Т-произоедение особенно при­
олекательна тем, что в отличие от обычных nроизведениИ под 

энаi<ОМ Т-nроизведения можно nерестаnлять оnераторы , I<~l< если 
бы они точно коммутировали или антико~1мутирова.~и. 

§ 6. ПРАВИЛА ФЕЙНМАНА дЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ МАТРИЧIIЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ И ,ВЕРОЯТНОСТИ ПЕРЕХОдОВ 

Изложенная в предыдущем параграфе теорема Вика nозволяет 
сформулировать удобный рецеnт nриведения J< нормальной форме 
Т -произведений лаrранжианов, оnределяющих coбotl операторные 

выражения sn (х,, . ..• xn). входящие в матрицу рассеяния. Для 
большей НаJ'JIЯдности удобно начать изложение с какого-либо 
конкретного случая. Рассмотриы поэтому взаимодействие электро-
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магнитного и спинорного элеJ<трон-позитронного полей, лагранжиан 
взаимодействия которых имеет вид*) 

(6.1) 

Из теоремы Вика для Т-произведениf.t следует, что коэффи­

циент sn (xJ, ...• х") (с точностью до множителя l 11
) равен сумме 

нормальных nроизведений n лагранжианов (6.1 ) 

(6.2) 

со всеми возможными хронологичес1шми сnариваниями входящих 

в L (х) операторов А, ф и •jl. 
Ставя в соответствие сnариванию елинорных операторов 

,....--,_ 1 
ф,. (х1) ф~ (х~) = yS~~ (х1 - xJ (6.3) 

электронную линию, на правленную из точ1п1 Х2 в точку Х1 , элек­

тромагнитному сnариванию 

(6.4) 

иенаnравленную фотонную линию, соединяющую точки Х1 и Х2 , 

матрице '( из лаrраижиана L (х1) точ1<у х1, в которой сходятся 
две электрпнные и одна фотонная линии, и, наконец, несnареюlым 

оnераторам ~ (х1), ·~ (х1) и А (xk) соответственно внешнюю элеJс­
трснlllуЮ JНIIIIIIO, выходящую 11з точ1ш х1 , внешнюю ЭJiеJ<тронную 

ЛИIIIIЮ, ВХОД!ШI.УЮ В ТОЧI<У х1, И ОIIСШНЮЮ фотонную ЛИНИЮ, СВЯ­
ЗЗ НIIУЮ с точi<О/.1 xk, мы nолучим известные nравила соответствия 

для nостроен11Я так называемых фе/.!нмановских диа 1·рамм, соответ­

ствующих элементам sn (х 1• ... ' xn). 
3ти nравила должны быть ещ~ доnолнены nравилом знаков, 

учитывающим антиJ<Ошlутативность спинорных оnераторов 9 и ljl. 
Условившись записывать эти операторы и их сnаривания о nорядке 

слева наnраво, соответствующем движению против наnравления 

электронных лини~. т. е . в виде 

г-----1 

: f (х;,) 9 ( х;, ) ~ (xl. ) . .. ф (x,k - 1) ф (x;k) ·Hx,k):' (6.5) 

нетрудно nридти 1< заключению, что выражения этого типа долж­

ны быть умножены на фаl<тор 

6 = ( - I)n-1 - m, (6 .5а} 

i<·) Множитель V 4r. обязан своиы nоv.влением исnользуеъюй нами нор­
мировке nотенцнала эnектромаrнитноt·о поля (сравни также (6. 7), (6. 8)). 
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где n- nорндок диаграммы, l - число замкнутых спинор11ых JtИI<­
лов, т- число незамкнутых сnинорных циклов. 

Всnоми11ан ещ~ о множителях en и in (n!)- 1, мы nриходим 
к nростой методике nостроения членов разложения S-матриttы 

в х-nредставлении, которая, как видно, сводится к тому, <Jто по 

вышеnривед!!нным nравилам строятся оnераторные выражения, соот­

ветствующие всем возможным диаграммам Фейюtана данного nо­
рядка. 

Заметим, что nри этом вид и число несnареиных операторов 
зависят от внешних линиИ диаграмм, а структура коэффициентных 

функций nолностью определяется внутренниыи частями этих 
диаграмм. 

Изложенная методиJ<а nостроения членов S-матрицы с помощью 
правил и диаграмм Фейнмана может быть применена к любому 
другому локальному взаимодействию. При этом тоnология диаграмм 

полностью оnределs1ется структурой членов, составляющих лагран­

жиан взаимодействия, а nравила соответствия определяются ма­
тричным строением этих членов и видоы спариваниИ входящих 

в них · оnсратороn. 

Рассмотрим теnерь процедуру вычисления матричных элементов 
матрицы рассеяния, зани мающую важную роль nри расч~тах 

эффективных сечсиий различных процессов рассеявин и взаимо­
nревращения частиц. 

Для вычисления матричных элементов удобно перейти к им­
пульсному nреяставлению. Дело в том, что, с одной стороны, 
nричинные функции (хронологические спаривания) в имnульсном 
nредставлении имеют простую структуру, а, с другой стороны, 

матричные элементы, как nравило, берутся между состояниями, 

-содержащими частицы с фиксированными имnульсами. 

В целях наглядности этого nоложения заnишем имnульсные 
разложения электрон-позитронноге и электромагнитного nолей 

и соответствующих сnариваниИ. Имеем д)Jя операторов электро­
·магнитного поля: 

:лричём 

Am (х) = A~t> (х) +А~> (х), (6.6) 

АШ (х) = - 1
- s e±iiiJ 8 (k2

) 8 (kO) А<±> (k) dk (6.7) 
111 (27t)' l2 т ' 

О (х) = { 
1
' 

О, 

х>О, 

х<О. 

(6.8) 
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Здесь е. -векторы nоляризации, а~+> (k) и а~-> (k)- соответст­
венно операторы рождения и уничтожения фотона с поляриза­

цией v и 4-имnульсоы k (k2 = 0). 
ltля электрон-nозитронноге nоля 

у (х) = '{~<+> (х) + фН (х), 
~ (х) = ф<+> (х) +~Н (х), 

ф<±' (х) = _l_ Se±lpx8 (р2- m2) О (рО) у<±> (р) dp, 
('ln)•/2 

ф~±> (р) = ~ и;=• JJ. (р) а±• JJ. (р), 

~< ± > (х) = (2~) .1' S e± iP~8 (р2 - m2
) О (рО) ~Ш (р) dp, 

Ф~±> (р) = ~ и;=· JJ. (р) ~±. JJ. (р). 
JL 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 

(6.12) 

(6.13) 

(6.14) 

Здесь !!. - елиновая переменная, и±• JJ. и u±. JJ.- сnинорные амnли­
* туды, 

а+ и 

а+ и а- - оnераторы рождения и уничтожения электронов, 

* а- - такие же оnераторы для nозитронов. 

Наконец, для слариваний 

g"'n 5 eik(x-y) 
А т (х) An (у) = ig"'n D~ (х - У) = {2:t)Ч k2 + ie dk, (6.15) 

.----------, 1 
~~ .. (х) ф~ (у) = т s~~ (х - у) = 

-_i_s p+m e-iP(X- Y)dp (6.16) 
- (2n)4 р2 - m2 + ie ' 

р = iP = i 0P0 - ТР· (6.17) 

Благодаря наличию факторов тиnа 8 (k2 
- m2

) О (k0) в (6. 7), (6.11) 
и (6.13) может быть тривиально nроведсна интеграция по k 0 

(или рО). В результате мы nолучим выражение тиnа 

ф<±> (х) = -- e±rpx --=-- dp (рО = p2J+ 11t ), 1 J" . ф<±> (р) v 2 

(27t)312 ..,f2p0 
(6.18) 

ф<±> (р) = ~ и±• JJ. (р) а±• 1• (р), (6.19) 

прич~м 
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а стр~хмерные > оnераторы а (р) выражаются •1ерез с•Jетыр!!хмер­
ные> оnераторы а (р) соотношениями 

a±(p) =a+(p) l = 
V 2р0 P' -+Vp•+m' 

= S а± (р) V 2р0о (р2 - m2
) в (ро) dpo (6.20! 

и nодчиняются коммутационным соотношениям тиnа 

* [а+(р). a - (p' )J = о(р - р'). (6.21) 

Амnлитуда состояния, содержащего т частиц различных сор­
тов с оnределённыыи значениями имnульсов, nредставится теnерь 

выражением вида 

Ф ... k •.• = а1+> (k1) а~+>(~ ) ... а~> (kт) Фож· (6.22) 

При вычислении матричного элемента 

"' (Ф .. . J1' •• • : ••• а1 (х1) •• • : Ф ... k •• . ) (6.23) 

оnераторы рождения а<+> должны коммутироваться с оnераторами 
.,.. 

уничтожения а<-> (k') из амnлитуды Ф ... k ' ... , а оnерато­
ры и<-> с оnератора~tи а<+> (k) из амnлитуды Ф ... k .•. до тех 

* лор, nока один из нИх, nодействовав на Фозк или Ф03к, не даст 
нуль. Этот процесс был вкратце рассмотрен о § 2. 

Ограничиваясь случаем, J<Orдa ни для одной из частиц импульс 
в начальном состоянии не равен импульсу в конечном состоянии, 

nрихощ1м к выводу, что ма тричный элемент (6.23) представ11нется 
в виде nроизведения результатов I<оммутаций оnераторов 

и<-> (х1) с а<+> (k) 
и 

и<+> (х1) с а<-> (k'), 

равного выражению 

п uH(k) 
(2т.:)'i2 

(k); 

n и<+> (k') eik'xl 
e-lx .k 

J (2т.:)'12 • 
(k') 

(6.24) 

Существенным является тот фа1<1', что каждой внешней линии 
диаграммы с точJ<И зрения матричных элементов соответствует 

реальная частица в начальном ИJJИ конечном состоянии. Это об­

стоятельство и nозволяет считать фейнмановскис диаграммы схе­

матическими изображениями npoueccoв взаимодействия элементар­
ных частиц. 
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Исnользуя разложение nричинных функций тиnа (6.15), (6.16) 
и выражение (6.24), можем телерь выnолнить содержащуюся 

0 членах $-матрицы интеграцию no nерсменным х, nосле чего 
nолучим nравила Фейнмана для вычисления матричных элементов 

матрицы рассеяния 

(Ф ... k' ... S(J)Ф ... k ... ). (6.25) 

Наnример, для 

flами обозначениях 

(таблица) : 

спинорной электродинамики в используемых 

мы nолучим следующие nравила соответствия 

Таблица 

1 

Элемент 

1 

Фактор в матричноы 
Частица диаrраымы элементе 

1. Электрон в начальном СО· ь (2~t)_э/, tJ -, • (р) ----. 
стоянии 

2 . Позитрон в началыюм 

стоянии 

со- .._.f._. (2т.:г·'· и-·· <Р> 

3. Электрон в конечном со- р (2;; г·'· и+. "<Р > 
стоянии --

4. Позитрон в 

CTOIIIIIIII 

коне•1110м со- J.__. (2т.:Г·'· u +.' (р) 

е"' 
IIЗ'111ЛI,IIO~t IIЛII к 11 n = 1, 2 5. Фотон D 

I<OIIC'IH<:!M COC'ГO!IIIfi!IX с 110· ~ (2~t) .,, y2k0 
лstрнзацией е" 

1 л 

б. Виртуальный электр_?11 с н м- i p + m 
nульсом, движущttис~. 11з 1 (2~t)4 pz _ m2+ie 
в 2 или виртуальвыи по-
знтрон с имnульсом р, дви- 1 
жущийся 113 2 в 1 

/ g"'" 1 
7. Виртуальный фотон с н м- {2~t)4i k2 + ie 

nульсом k 

i{Pz 8. Вершина диаграммы 
lfij;e"(m (21t)4 0СР2- Pt± 

± fl) 

При сост.авлении матр'ичных элементов о имnульсном nредста­
влении необходимо также учитывать свойства симметрии функций 
S ( х ) Это свойство nриводит к тому, что когда сре-

Хр • • • ' n • '1 верШИН 
.д~ n вершин диаграммы иыеется k групn из '~1• v~, · · · • k • 
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входящих симметрично, все выражение должно быть умножено 
на фактор 

n l 

должен быть таюке отмечен случай, когда в начальном и ко­
нечном состоянии находится несколько частиц одной и той же 
природы (несколы<о фотонов, несколько электронов и т . л.). В этом 

* случае операторы рождения и уничтожения из амnлитуд Ф и Ф 
могут коммутировать с оnератора~ш из матрицы рассеяния несколь­
кими различными слособа11и. Соответствующие диаграммы б у дут 
отличаться nерестановкой импульсов внешних линий одинаковых 
частиц. При этом следует также учесть, что нормированная ам­
плитуда состо;~ция, содержащего ll групn из N

1
, ••• , N

11 
одина­

ковых частиц, содержит множитель 

(N1 1 N2 ! . .. N11 !)-'12 

и •1то в случае одинаJ<ооых ферм~юнов результирующий матричныА 
элемент должен быть антисимметричен относительно лерестановки 
любой nары ферми-частиц. 

l{ак было ycтaJIOBJtCJIO, матричные элементы (6.25) являются 
функциями начальных и J<Онечных импульсов р и р' и в силу 
nравил соответствия лропорциональны о-функции 

о <!: р - .L р'), 
выражающей общий закон сохранения 4-имnульса, т. е. 

* (Ф ... р' ... S(1)Ф ... p ... )=o(L P- L P')F(p', р). (6.26) 

При определении вероятностей процессов рассеяния nриходится 
вычислять квадраты матричных элементов типа 

1 <Ф ... {J' ••• s (1) Ф ... р .. . ) 12. 

нелосредственное вычисление I<Оторых с помощью (6.26) nриводит 
к бессмысленному выражению. Более детальное рассмотрение*) 
nоказывает, что в этом случае мы получаем 

/(Ф ... р' ... s (!) ф ... р ... ) 12 
= (~~4 о (1>-2>') 1 F (р', р) j2, (6.27) 

где V и Т - nространственная область и временной интервал. 
в котором nроисходит взаимодействи~ 

«') См., наnример, 10. 
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В частном случае рассеяния <Jастиц классическим стационарным 
nолем, когда имnульс не сохраняется, а сохраняется только 

энергия, мы имеем: 

(Ф ... р' ... S(1) Ф ... р ... ) = о (L.E- L Е') F(p', р), (6.28) 

1 (Ф ... р' ... s (1) Ф ... р ... ) 12 = ~ o(L,E- L Е') /F(p', р) 12• (6.29) 

Установиы, наконец, связь между матричными элементами 
S-матрицы и вероятностями лереходов. 

Рассматривая амллиту д у одночастичного состояния с фикси­
рованным имnульсом р0 как nредел амnлитуды волнового пакета 

частиц с имnуЛLсами, лежащими в малой области около р0 при 
сужении этой области, можно ЛОI<азать, что амnлитуда одноча­
стичного состояния, нормированного на единицу объi:!ма, имеет вид 

ф = (27t)'i2 а+ {Ро) Фоак· 

Поэтому нормированная амплитуда начаJJьного состояния, содер­
жащая s частиц с определi:!иными импульсами, может быть зали­

сана в форме 
~s Зs 

Ф = (2т.)2 af (pl) .. . а'}- (Ps) Фоок = (27t)2 Ф ... р ••• 

Выбирая амплитуду J<OHeЧJJOГO COCTOSIIIИЯ ф"' В ВИде 

r 3r 
ф(L ,} ф ... k • .• t/kt ... (/!<, (21t) 2 • 

(i 

(6.30) 

(6.31) 

nро~111тегрирооанвом по об11асти О, равной nроизведению объ~мов 

~р; ... ~р~. 

мы получим вероятность лерехода из состояния (6.30) в состояние 
(6.31) согласио общим nравилам квантовой механики о виде 

. . 
(Ф"'S(I)Ф)2 

dw=---= 
(<Ь"' Фа) 

(6.32) 

Здесь предполагается в связи с выбором нормировки, что 
в начальном состоянии средние чис11а частиц на единицу объ!!ма 

равны единице. Если же эти числа равны соответственно n1, ... , ns, 
то выражение (6.32) следует заменить на 

dw = n1 . . . ns (21t)3s ~р; ... ~р~ 1 (Ф ... р' ... (S) (I)Ф ... Р ... ) /2 • (6.33) 
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В качестве иллюстрации рассмотрим процесс рассея1нн1 ча­
-стицы на частице. В этом случае г = s = 2. Вместо (6.33), с уч~­
том (6.27), лолучаем вероятность перехода о единицу времени 
J1 в единичном объеме 

. . 
Ввиду того что Р2 полностью опреде.11яется р1 н начальными И\f · . . 
пульсами, выnолняя интеграцию по р2, находим: 

(6.'31) 

лрич~м в F положено 

р~ = PI + Р~ - р~ . 
Выражение (6.34) обы•1но представляют в виде произведения 

rде v 1 - модуль скорости ••астfЩЬI с импульсом р1 , равный 

.а da1 имеет размерность площад~, пропорционален элем~нту 
телесного угла импульса частицы р1 после рассеяния, называется 

дифференциальным эффективным сечением и имеет вид 

(6.35) 

rде обозн ачено 

Е1 = р?; Р; = 1 р; 1· 

Переходя от Р1 J< Е; по соотношению 

'11 выполняя интегрирование по Е;, находим окон·~ательную фор­
·мулу 

(6.36) 

.где обозначено 
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Полное эффективное сечение рассеяния получим, интегрируя 
(6.36) по Q 

(6.37) 

Заметим еще, что обычно при вычислении сечений не интере· 
суются сnиновыми состояниями частиц. Поэтому по спиновым 
индексам рассеянных частиц производят суммирование, а по сnи­

новым индексам рассеивающихся частиц усреднение. Обозначая 
эти оnерации сокращ~нно символом Еа, получаем формулы. диф­
ферен циаJJЬIIОI'О и ~олноrо эффективного сечения в виде 

(2п)1 р~ Ei' ~ .' 1 2 • , , 

dal = Vl·/ f'( Е;) 1 .l..J 1 f (р ' р) 1 d!211 р, + р,- pl- Pz =0, 

" 

(6.38) 

Подобным образом из общей формулы (6.33) могут быть полу­
чены выражения дли вероятностей и сечений других возможных 

nроцессов . 
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УСПЕХИ ФИЗИЧЕСКИХ НАУК 

ИЗОТОПИЧЕСКИЙ СПИН ЛЁГКИХ ЯДЕР 

А. Базь и Я. С.Аtородинс"ий 

Часть 1. ТЕОРИЯ 

Г л а в а 1. ИЗОТОПИЧЕСI<ИЙ СПИН НУКЛОНОВ 

§ 1. Введение 

Имеется много оснований считать, что ядерные силы, деtlству­
IОщие между нуклонами, обладаю·г эарядовоtl инвариантностью. 
Это значит, что взаимоде~tствия тр~х возможных пар нукло­
IIОН: nротон - протон, нейтрон - неИтрон и nротон - нейтрон, 

111\ХОДIIЩНХСЯ О ОД~iЩ\КООЬIХ COCTOSJIIIНIX (0 СМЫСЛе ЭЗВИСИМОСТИ 
IIOJIIIOIIIoiX фyHIЩI!fl ОТ I<OOf>дl! llaT Н CIIИIIOD), ТОЖдеСТВеННЫ друr 
с друн1м. 

Од11:11<о, щ•смо11Н1 1111 HlllfJOI<OC раснространсние, 1<0торое полу­
•lнла J'IIIIOTC:Ia :taps•дooo fl tшоариант1юсти n ядерной физике. 

ссl\час не существует nрямого доказательства её сnраведливости. 

Действительно, взаимодеt\ствие двух нуклонов неnосред-
ственно изучалось лишь в явлениях рассеяния неИтронов прото­

нами и nротонов nротонами. Хорошо, однако, известно, что 

в исследованной области энергиИ (nримерно до 10 Мэв) рассеяние. 
связанное с ядерными силами, nроисходит лишь в состояниях 

с l =О (S-состояния). Поэтому из анализа этих опытов можно 
было лишь заключить о сходстве взаимодействий н'еИтрон-лротоff 
и протон-nротон лишь в состоянии 1S (наnомним, что 2 протон~· 
не могут в силу nринципа Паули находиться в состоянии ЗS);' 
Участие в рассеянии состояний с l > О настолы<О незначительно; 
что в области низких энергиИ (до ,.....,_ 10 Мэв) ниJ<аi<ИХ заклю-' 
чений о взаимодействии в этих состояниях сделать нельзя.' 

Область больших энергий, I<ОТОрой nосnящено мно"го рабоi-, пред-" 
ставляет отдельную задачу, CDЯ331111YIO, в частности, t Зарядоnой 
инвариантностью взаимодействия нуi<лонов с те-мезонами (а таJ<же 
и другими мезонами, J<оторыс, nозможно, играют существенную 
роль во взаимодействии ие>кду нуклонами). Вnрочем; · И в облаС:т"и! 
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