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УСПЕХИ ФИЗИЧЕСКИХ НАУК

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ
ФЛУКТУАЦИИ

В. Л. Гинзбург

ВВЕДЕНИЕ - .

Электрические флуктуации представляют, как известно, боль-
шой научный и практический интерес и в то же время не могут
ещё считаться всесторонне изученными. Понятно поэтому, что
теория электрических флуктуации до сих пор привлекает к себе
ннимание, причём это относится и к такому основному в рассмат-
риваемой области положению, как формула Найквиста. В послед-
нее время автор столкнулся с тремя относящимися сюда вопроса-
ми: об особенностях электрических флуктуации вблизи точек фа-
зового перехода второго рода (точек Кюри), о применении к элек-
трическим флуктуациям термодинамики и о квантовом обобщении
формулы Найквиста. Все эти вопросы представляются не лишён-
ными интереса, и вместе с тем их понимание может, как нам
кажется, быть доведено до известной ясности. Рассмотрению этих
трёх вопросов и посвящена настоящая статья, носящая в основном
методический характер. По последней причине автор стремился
избегать излишней краткости изложения.

1. КЛАССИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА НАЙКВИСТА-

Для целей дальнейшего изложения необходимо остановиться
сначала на определении основных величин, используемых в теории
электрических флуктуации, и на выводе формулы Найквиста. При
этом сейчас речь будет итти о той хорошо известной форме фор-
мулы Найквиста, которая справедлива только при пренебрежении
квантовыми эффектами.

Тепловое движение в некотором электрическом контуре при-
водит к тому, что даже при отсутствии внешней э. д. с. в кон-
туре течёт ток 1(έ). Мгновенное значение этого тока быстро ме-
няется и по величине и по направлению, в силу чего интерес
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представляет не величина Ι(ί), а её средний квадрат Is и спек-

тральная плотность | /U) | a , определяемые соотношениями:

/ сю

Я = lim -у (' /2 dt === 4π f | /ш | 3 do,

и и

I ? -'

(1,1)

/» I3 =

Определять величину | / ш | 2 как некоторый предел приходится
потому, что / (t) не разлагается в интеграл Фурье (подробнее см.
например1, § 117, где определение величин типа 17Ш [3 отличает-
ся от (1,2) множителем 4 π*).

В ряде случаев оказывается удобным определять плотность
] / ω | 2 не непосредственно, а выражая её через плотность | $ m | '
флуктуационной электродвижущей силы e(t)'-

& " •

00 СО СС

•• 4 π {\ё„> | 2 d<s> = I' W ( ω ) d<D = (' « Ρ (

где частота ν = —— введена потому, что на практике при оо-

суждении разбираемых вопросов она используется чаще, чем о>.
Флуктуационная э. д. с. S(t) по определению есть э. д. с , не-
обходимая для того, чтобы вызвать в контуре флуктуационный
ток I(t). Но в рамках квазистационарного приближения, которым
мы ограничиваемся, ток /( ί ) не отличается в принципе от тока,
возникающего в контуре под влиянием какой-нибудь внешней э. д. с.
Поэтому если, как это будет предполагаться, система (контур) ли-
нейна, т. е. при наличии э. д. с. S (&), изменяющейся по закону

ί1""', ток в системе равен / (ω) = -Λ у , то аналогичное соотно-

шение связывает также §м и / ш :

4 π a» (ω)
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В простейшем случае, когда рассматриваемая система есть
квнтур с сопротивлением /?, ёмкостью С и самоиндукцией L,

импеданс Z = R-\-i (Ы——£-) ( д л я определённости ниже часто
будет итти речь именно о таком контуре). В общем же случае
ниже под /? следует понимать ReZ. Если мы интересуемся не
током /, а зарядом на конденсаторе, входящем в контур, то в
рассматриваемом квазистационарном случае

'rfm, (1,5)J
о

q1где q1 — средний квадрат заряда на конденсаторе. Импеданс си-
стемы Ζ (ω) можно считать известным, или во всяком случае его
определение не имеет отношения к вопросу о флуктуациях. Таким
образом, как ясно из (1,4) и (1,5), задача теории электрических
флуктуации в линейных системах сводится к нахождению функ-
ции w(w).

Спектральная плотность флуктуационной э. д. с. w (ш) опре-
деляется характером теплового движения в системе и в самом
общем случае, конечно, определена быть не может. Однако функ-
цию w (ω) можно найти2 в важнейшем частном случае, когда
система находится в состоянии термодинамического равновесия * ) .
Для этой цели наиболее удобно установить вначале одно общее
свойство функции w (ω) в равновесном состоянии. Именно, ока-
зывается, что в этом случае величина w(u>) для системы с импе-
дансом Ζ (ω) есть произведение /?(e») = ReZ на некоторую уни-
версальную (т. е. не зависящую от свойств контура) функцию
частоты ω и температуры системы Т:

w(n) = R(a>)-f(*,T). (1,6)

Для доказательства формулы (1,6) рассматривают замкнутую
цепь, состоящую из двух двухполюсников, находящихся в термо-
статах с одинаковой температурой Т. В состоянии термодинамиче-
ского равновесия средняя мощность Р13, отдаваемая первым двух-
полюсником второму, должна быть равна средней мощности Р21,
отдаваемой вторым двухполюсником первому. Но с другой сторо-
ны, например, средняя мощность Р12 = Ix (t) Vl (/)> где черта озна-
чает усреднение по времени, /ί—ток в цепи, создаваемый флук-
туационной э. д. с. Si, действующей в первом двухполюснике,
и Vx — соответствующая этому току разность потенциалов на вто-

') Разумеется представляют также интерес как неравновесные флук-
туации, так и равновесные флуктуации в нелинейных системах. Однако
никаких результатов в этой области или вообще нет, или во всяком слу-
чае они неизвестны автору. (Уже после того как настоящая статья была
написана, появилось несколько работ, посвященных флуктуациям в нели-
нейных системах; см. J. Appl. Phys. 22, 1143, 1153, 1211 (1951).)
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ром двухполюснике. Поэтому, как легко видеть, используя вве-
дённые выше выражения:

00 00

(ω) dm D _ С /?i ze>2 («••) rfu> ,, ,
1 i j I 1 '

D _ С
' 21 J

о
J

ό о
где Z t и Z2 — имиедансы двухполюсников 1 и 2, /?t = Re Z u

/?2 = Re Z 2 , Ζ = Zj -f- Z 2 — импеданс всей цепи и W\,2 — спектраль-
ные плотности флуктуационной э. д. с. соответственно в двухпо-
люсниках 1 и 2. Приравнивая выражения Plt и Р21 и учитывая,,
что это равенство должно иметь место для любых двухполюсни-
ков, приходим к (1,6), т. е. к заключению, что для любого двух-
полюсника 1, 2 , . . . , k -тг- = -ь— = · • · ·= " ΐ Γ ~ = / ( ω ! 7), где / —
универсальная функция ω и Г. На соотношении (1,6) базировался
в своём выводе формулы для w (ω) и сам Найквист3; более под-
робно и очень ясно оно доказано в § 4 статьи Г. С. Горелика3.

Универсальность функции / ( ω , 7) позволяет для её нахожде-
ния рассмотреть какую-нибудь одну простейшую («пробную>) си-
стему. Найквист для этой цели рассматривал двухпроводную ли-
нию. Иногда в качестве «пробной» системы выбирают антенну,
находящуюся в поле теплового излучения. По нашему мнению,
проще и удобнее всего в качестве «пробной» системы взять обык-
новенный электрический RCL-котур со слабым затуханием.

Средняя электрическая энергия U во входящем в состав RCL-
контура конденсаторе равна

_ J _ f Cw w
ϋ

w d«>J 2 _ Г)з
ϋ

В состоянии термодинамического равновесия, с одной стороны,
w = /?(ω)·/(ω, Τ) и, с другой стороны, в рамках классической
теории средняя энергия в конденсаторе, вполне аналогичная сред-

kT
ней потенциальной энергии осциллятора, равна ·—^—, где k =

= 1,38· 10~16 эрг/градус. Далее, для достаточно слабо затухающего

контура функция ^ а С 2 а ) 2 + (LC <sfi — Vfi ' с т о я щ а я " о д и н т е г Р а "

лом в (1,8) после подстановки (1,6), является очень острой дель-

та-образной функцией с максимумом при ω = ω0 = 7==ζ— (θ)ο

γ LC
есть собственная частота контура). Поэтому можно положить
./? (ω) = / ? (и>0) и / = / ( ω Ο ι 7), после чего интеграл оказывается
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;равным - ^ - * ) . В результате получаем - у =.· "° ^ , и, так как
£) JL у

•частота соо может быть любой, / ( ω , 7") = и

.мли ·.·

Выражение (1,9) и есть формула Найквиста, применимая в пре-
делах справедливости классической теории. По этой последней
причине формулу (1,9), которая до сих пор только и использо-
валась на практике, будем называть классической формулой Най-
квиста. Тот факт, что спектральная плотность флуктуационной
э. д. с. щ/(о>) даже в состоянии термодинамического равновесия
зависит от сопротивления R, характеризующего скорость дисси-
пации энергии рассматриваемой системы, выведенной из состояния
.равнрвесия, физически вполне понятен. Действительно, если, напри-
мер, в металле в силу флуктуации в распределении электронов
ιΐΐο скоростям пошёл некоторый флуктуационный ток, то, посколь-
•ку этот ток принципиально не отличается от всякого другого то-

*) Имея в виду дальнейшее, подчеркнём, что при любых значениях

.параметра а = —у=~ получающийся интеграл

Т] А?а С* ш2 -(- (LC ω· — 1)2 ~~ Τ J Sr^qr^ i^TT) ! "= "4~
и и

•(здесь η =r YLC • ω). Вместо рассмотрения электрической энергии U =-

= -у г̂ для выяснения вида функции /(ω, Τ) можно вычислять среднюю

магнитную (кинетическую) энергию

-р__ 1Ъ kT 1 Г С2 L^fl w (ω) rfo.
К ~-•—J~•- Τ ** ~ ) R2 & » 2 > (LC <β2 --1)3 ·

«Интеграл

Jf C^LR^du, _ 1 ? ат|̂  rf-η
2 J W&toi'-t-iLCii*— 1)3 ~ 2 3=(2η2 + (η3_ 1)2

. • •• U

ft

•также равен - j - при любом значении α. Указанные интегралы проще все-
•го вычислять, используя теорему о вычетах· При рассмотрении слабо
.затухающего контура, как это сделано в тексте, интегралы вычисляют-
ся сразу же, так как в этом случае

00 00
1 Г· . adr\ ^ 1 С *dr\ π

• " ^ 3 " Т
ϋ

^ 1 С *dr\

_1):)"~~2~3 ο2 + 4(η—
о



НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ФЛУКТУАЦИИ 3 5 3

ка, скорость его затухания, определяющая вид функций | /ш | 2

и да (ω), должна зависеть именно от сопротивления /?(»).
Рассматриваемые электрические флуктуации аналогичны броу-

новскому движению частиц в газе или жидкости. В частности,
флуктуации в колебательном контуре, описываемом уравнением

'-=$, (ΐ,ιο)
вполне аналогичны броуновскому движению осциллятора, для ко-
торого

nix -f- rx -\- kx = F, (1,11)

где F — случайная сила (F = 0). Отсюда ясно, что результаты,
полученные для электрической системы, сразу же могут быть
перенесены на механическую систему, и наоборот.

Однако в механическом случае термодинамические соображе-
ния, приведшие к важной формуле (1,6), никогда не приме-
няются, так как они были бы здесь, по меньшей мере, крайне
искусственны. Поэтому вычисление всех величин, аналогичных | /ш |8,
w (ω) и т. д., в теории броуновского движения проводится други-
ми методами.

Не останавливаясь на теории броуновского движения (см. А - 5 · 6 ),
приведём прямо соответствующий вывод формулы Найквиста для
системы (1,10). Для этого п р е д по л о ж и м , что флуктуационная
э. д. с. ййеет характер случайных, мгновенных некоррелирован-
ных между собой толчков. В этом случае спектр э. д. с. $ (t)
будет непрерывным и не зависящим от частоты [S (t) представляется
в виде суммы 8-функций, а спектр δ-функции не зависит от ω].
Таким образом, принимается, что w (ω,/?, Τ,. . ,)=w(R, T,...).
Далее, средняя электрическая энергия U и средняя магнитная энер-
гия К, соответствующие средней потенциальной и средней кине-

ьт
тической энергии осциллятора, с одной стороны, равны - = - , а

с другой стороны, выражаются через функцию w.

Cwdv kT тг ~

(1,12)

2 С 2 »2 О <*з + (LC u>2—1)з 2 ~ 2
υ

(LC 0>2 _ 1)2

Если функция w не зависит от ω, то в предположении, что
от ω не зависят также величины L, С и R, интегралы в (1,12)
вычисляются (см. примечание к стр. 352; для нахождения w доста-
точно, : конечно, вычислить один из этих интегралов) и равны

4 УФН, т. KLVI, вып. 3
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-τη? = —2~ , откуда для w получается формула Найквиста (1,9)*).

Точнее получается формула Найквиста с /?(<>) = /? = const, в то
время как в (1,9) сопротивление R может зависеть от частоты.
Это ограничение весьма существенно. Уже поэтому первому выво-
ду формулы Найквиста должно быть отдано предпочтение перед
вторым.

В заключение этого раздела сделаем ещё одно замечание.
Используя формулу Найквиста (1,9), мы можем с помощью выра-
жений для (J к К [см. (1,12)] вычислить средние электрическую
(потенциальную)" и магнитную (кинетическую) энергии контура с
произвольными не зависящими от ω параметрами L, С и / ? . В ре-
зультате при л ю б ы х значениях этих параметров получаем

На первый взгляд может показаться, что этот вывод совер-
шенно очевиден в силу справедливой в классической статистике
теоремы о равномерном распределении энергии по степеням сво-
боды (см. например в § 15 или 1 § 44). Это, однако, не вполне
так. Дело в том, что каноническое распределение для <:системы
в термостате», используемое при доказательстве закона равнорас-
пределения, справедливо, вообще говоря, только если «система»
слабо взаимодействует с термостатом, так что соответствующей
энергией взаимодействия можно пренебречь. В нашем случае «си-
стема » характеризуется некоторой макроскопической координатой q
или X [см. (1,10) и (1,11)], а её взаимодействие с термостатом
определяется значением сопротивления R или коэффициента г. Тер-
мин «система» помещён при этом в кавычки потому, что раньше
в систему (без кавычек) включался также термостат. Поэтому во
избежание путаницы вместо «системы» будем говорить о подси-
стеме— макроскопической части всей системы, части, изменение
энергии которой происходит только в результате взаимодействия
с другими частями системы. Например, в случае маятника, движу-
щегося в газе, координатой χ является отсчитываемая от положе-
ния равновесия координата центра тяжести груза маятника (масса
груза есть яг). Роль термостата выполняет газ, окружающий маятник,
а трение обусловлено взаимодействием подсистемы — груза —
с термостатом—газом, —сводящимся к ударам молекул газа о груз.
В случае контура подсистемой являются поля в конденсаторе
и катушке самоиндукции, роль χ играет заряд на конденсаторе q,
термостатом можно считать сам материал проводников, а сопро-

_ £7
*) Заметим, что использованное в (1,12) равенство £/ = /( = —γ- для

сильно затухающего контура отнюдь на самоочевидно, но при условии
К = const оно фактически имеет место (см. конец этого раздела и раз-
дел 3).
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тивление приводит к переходу электромагнитной энергии в теп-
ловое движение в проводниках.

Если сопротивление контура так мало, что за время колеба-
ния в контуре его энергия мало меняется, т. е. если

то против применения формул статистики и, следовательно, равенств
(1,13) не может быть никаких возражений*). Но при несоблюдении
неравенства (1,14), когда энергия подсистемы сильно меняется за
иремя одного периода, возможность пренебречь энергией взаимо-
действия a priori совершенно не ясна. Поэтому, считая, например,
что при изменении координаты центра тяжести маятника на вели-
чину χ потенциальная или, точнее, свободная энергия всего маят-
ника и окружающей среды с любой вязкостно изменяется только

kx" ·
на величину U ==• —г,- , мы делаем дополнительное предположе-
ние; то же относится к электрическому случаю. Предположение,
о котором идёт речь, означает, в частности, что подсистема как
таковая по существу остаётся неизменной вне зависимости от
величины затухания, т. е. скорости перекачки энергии от подси-
стемы к термостату.

В рамках классической .теории пренебрежение энергией взаи-
модействия при большом затухании в принципе возможно и, как
следует из опыта, часто является практически допустимым. Энер-
гией взаимодействия можно пренебречь, если силы взаимодействия
подсистемы с её окружением носят характер мгновенных толчков.
Например, в газе из твёрдых шариков средняя энергия взаимо-
действия (средняя потенциальная энергия) равна нулю, несмотря
па то, что при соударениях происходит передача энергии. Это
утверждение о равенстве нулю средней потенциальной энергии
в случае мгновенных соударений, т. е. когда энергия взаимодей-
ствия между частицами очень резко зависит от их взаимного
расстояния, следует из теоремы вириала (см.1 стр. 111). Оно
вполне ясно также из простых физических соображений: в момент
столкновения, когда, скажем, обе частицы остановились, мгно-
венная потенциальная энергия конечна и равна кинетической энер-
гии частиц до удара, откуда следует, что при стремлении времени
соударения к нулю средняя по времени потенциальная энергия
также стремится к нулю.

*) Поэтому использование при выводе формул л (1,9) соотношения

г qi кТ _ Lfi kT
и ~ Тс = ~Ύ' н л и Χ = " Τ " = 2.:

для слабо : атухающего контура заведомо законно.

4*
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Итак,, в случае мгновенных сил соотношение (1,13), должно
быть справедливо. Этот вывод находится в полном согласии со
сделанным выше на основе формулы Найквиста и предположения
о независимости от частоты сопротивления /?, так как именно для
мгновенных толчков сопротивление R не может зависеть от ω
(для мгновенных толчков, как указано выше, величина Ό»(ω) =

= — R (ω) · kT не зависит от ω, откуда и следует, что в этом

случае R (ω) = const).

Если же /?==/? (ω), то из формулы Найквиста и выражений
для /Си U через С, L и R [см. (1>12)] соотношения (1,13) не
получаются. В этом случае вся ситуация вообще усложняется, так
как уравнение движения для заряда q уже нельзя написать в виде
(1,10). Вместо этого уравнения, предполагая для простоты, что q(t)

"Τ
разлагается в интеграл Фурье q(t)= yq,Jt е ш dw, имеем:

+оо
S(R)= Г i

= J J -£r я (<•>)?(*--Φ

(1,15)

где $ — флуктуационная э. д. с.
Интегродифференциальное уравнение (1,15) при R^ const не

сводится, очевидно, к механическому уравнению для частицы с
одной степенью свободы, и поэтому вопрос о применении статит
стики к величинам К и U, связанным с «квазистепенью свободы» q,
нуждается в особом рассмотрении*). Другой стороной того же
вопроса является тот факт, что сопротивление R зависит от ω для
немгновенных толчков, а в этом случае, вообще говоря, нельзя
пренебречь энергией взаимодействия подсистемы с ей окружением,
и поэтому нельзя также без дальнейшего пользоваться всеми ре-

'*) В этой связи тот факт, что в механическом случае при г — г (ω)
£7"

величина К, вычисляемая с помощью формулы (1,9),-не равна ~~о~ > н е

противоречит строго следующему из классической статистики выводу
— т » 2 * kT

о равенстве кинетической энергии /С = — η — значению —Q~ вне зави-
симости от характера взаимодействия рассматриваемой частицы массы m
с её окружением.
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зулътатами статистической механики. Останавливаться на этом, не
лишённом интереса круге вопросов подробнее мы здесь не будем,
так как для дальнейшего важно было лишь выяснить характер
и смысл условий, при которых для электрического контура спра-

£7"
ведливо соотношение (1,13): U — К ——п~ •

2. КВАНТОВАЯ ФОРМУЛА НАЙКВИСТА

Классическая формула Найквиста (1,9) справедлива только при
пренебрежении квантовыми эффектами, т. е. если для рассматри-
ваемой частоты ω соблюдается условие

Ъш-^кТ, (2,1)
или

(0<С1,3-10"7\ (2,Г)

Даже для частоты (о = 2-1012 (\ = as l мм J это условие озна-

чает, что 7 ^ > 1 5 ° К . Если же, например, ω = 6·101 0 ( λ ^ ; 3 см),

то для применения классических формул нужно, чтобы Τ ]^> 0,5° К.
Таким образом, в радиодиапазоне квантовые эффекты могут

сильно сказаться на характере электрических флуктуации в про-
водниках только при низких температурах. При комнатной тем-
пературе Τ ^ 300°К учитывать квантовые поправки нужно лишь
при переходе к волнам короче 1 мм или если бы возник вопрос
о наблюдении .очень малых отклонений от классической формулы
Найквиста.

Несмотря на сказанное, вряд ли можно сомневаться в жела-
тельности получения квантовой формулы Найквиста, т. е. фор-
мулы, пригодной для любых частот ω и температур Τ и перехо-
дящей в классическую формулу (1,9) при условии (2,1). Ясно, что,
только имея такую квантовую формулу, можно для данных <о
и Г количественно узнать точность формулы (1,9), не говоря уже
о том, что область низких температур и очень коротких волн,
где классической формулой совсем нельзя пользоваться, также
представляет определённый интерес. Квантовую формулу
Найквиста можно сразу же получить, поступая точно так же, как
при выводе классической формулы, но учитывая, что средняя по-
тенциальная и средняя кинетическая энергия слабо затухающего

контура (осциллятора) в квантовом случае равна не -ψ , а из-

вестному выражению

У = К = -н- / -ψ- -t- - г — - — \, (А 2 )

где <»0 = -л_ собственная частота контура.
γ LC
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, Таким образом, для достаточно слабо затухающего контура из
(1,8) получаем

е*т

и учитывая возможность выбрать контур с любой частотой а>0

и универсальность функции f, находим квантовую формулу Най-
квиста, пригодную при любом /?(о>):

W (ω) = /?(«>) -/(ω, 7 ) = - 2 - / ? (

При условии (2,1) эта формула переходит в (1,9), как это
и должно быть. Формула (2,3), правда, без нулевой энергии

-£-, была получена ещё Найквистом2 также но существу путём

замены в (1,9); средней энергии осциллятора £ = kT на квантовое
выражение

Приведённый вывод не может, однако, считаться удовлетвори-
тельным без дальнейших пояснений. Дело в том, что, помимо
классического выражения для средне* энергии осциллятора, при
выводе классической формулы Найквиста (1,9) использовались
понятие импеданса ^ ( ω ) [см. (1,4)] и конкретное выражение
этого импеданса через параметры контура L, С и R. Вместе
с тем импеданс обычно вводится, отправляясь от уравнения
движения (1,10), носящего классический характер. Другими сло-
вами, возникает вопрос о том, ограничивается ли классический
элемент в приведённом в разделе 1 выводе формулы Найквиста
только предположением о равенстве средней энергии контура
классическому значению kT?

Для разрешения этого вопроса выясним, как нужно рассма-
тривать некоторый электрический контур (систему) в квантовой
теории.

Уже в классической области введение сопротивления, т. е.
диссипативной силы Rq в уравнении движения (1,10), является
результатом некоторого усреднения микроскопической картины,
в которой никакого сопротивления нет, и все силы носят кон-
сервативный характер. Проведение подобного усреднения и вве-
дение силы Rq возможно лишь при условии, что система (коле-
бательный контур, маятник-j-газ) имеет очень большое число
степеней свободы, т. е. является макроскопической системой
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в том смысле, который вкладывается в это понятие в статистиче-
ской физике. С точки зрения квантовой теории это значит, что
уровни энергии системы расположены очень плотно, очень близко
один к другому *). Если оператор Гамильтона для такой системы
при отсутствии внешнего возмущения есть Н0(х, р), то уровни
энергии системы Еп определяются из уравнения

Н&я{х)=ЕяЧ!я(х), (2,4)

х, р = — i k ^ совокупность всех координат и импуль-где

сов частиц, входящих в систему.
Пусть теперь на входящий в состав системы проводник дли-

ной / подано внешнее напряжение § = Во sin (at. Тогда напряжен-
„ <?

ность электрического поля в проводнике с = —г-, а энергия воз-
.чущения равна

где ek и xk — заряд и координата k-Ά частицы и Q = \\ —£-£- .

Гамильтониан системы при наличии возмущения есть Hu-\-V, а её
поведение во времени определяется уравнением Шредингера:

лиг
/ u ^ = (W0+V)¥ = tf04/+£0sinu>i-Q4·. (2,5)

Для решения этого уравнения используется нестационарная
теория возмущений, излагаемая во всех курсах квантовой меха-
ники (см., например,7, § 40). По последней причине мы не будем
останавливаться на деталях, но тем не менее приведём все основ-
ные выражения, необходимые для понимания дальнейшего. Исход-
ным моментом нестационарной теории возмущений является пред-
ставление функции Ψ (х, t) в виде разложения в ряд по функ-
циям невозмущённой задачи Wk:

(2,6)

*) Во избежание недоразумений подчеркнём, что, как уже указыва-
лось в разделе 1, в систему включаются не только её часть, характери-
зуемая некоторой координатой q или χ (эту часть называем «подсисте-
мой»), но и другие части (газ в случае маятника, проводники в случае
контура), взаимодействующие с «подсистемой» и приводящие к затуха-
нию еб колебаний. Уровни подсистемы, если отвлечься от её взаимодей-
ствия с другими частями системы, могут быть расположены на любом
расстоянии один от другого.
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Подставляя (2,6) в (2,5), получаем систему уравнений для
ak(t):

5L
dt -У V

Если в момент
при t ==0

(2,7)

система находится в состоянии я, т. е.

то в первом приближении

где

i •

В случае (2,5), когда

V=*f0Qslnat,

имеем:

fnOt, i е* (·"*/> - ш > *
-]•

= J «i
(2,8)

Под влиянием возмущения система переходит из исходного
состояния я в другие состояния, причём в первую очередь в со-
стояния, для которых частота ω близка к rfcwAn. В случае доста-
точно плотных, практически непрерывных уровней играют роль
только переходы на уровни, для которых с большой точностью
удовлетворяется условие резонанса ω = r t «>АЯ, причём вероятность
перехода системы с уровня л на эти уровни пропорциональна
времени t, а вероятность перехода в единицу времени равна

+ | { Εη - Α ωIQ\ Е„) | * Ρ ( Ε η - * « ) ) , (2,9)

где p(E)dE—плотность энергетических уровней в, интервале
Е, E-\-dE, и матричные элементы Qkn записаны в более удоб-
ном виде, так что (£„ :£ : А<о | Q\ Е„) ~Q*n и Ек = Е„±:пш.
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При переходах из состояния Еп в состояние Еп = Еп-\-%т
система поглощает квант %а>, при переходе в состояние Е/,=
== £„-— Л<о система теряет энергию Λ». Поэтому полная погло-
щаемая мощность равна

Я » ) } · ( 2 > 1 0 >

Реальная система и до включения возмущения V при отличной от
нуля температуре никогда не находится в каком-нибудь одном
состоянии п. Поэтому для нахождения мощности, поглощаемой
системой, необходимо усреднить выражение (2,10) по начальным
состояниям.

Обозначая статистический вес состояния с энергией Еп через

/ ( £ „ ) , так что ^ / ( £ п ) = 1 , Для поглощаемой мощности полу-
я

чаем:
1

(£ + Αω) -

— \(Е —

где учтено, что в интервале dE число уровней равно ρ(£) dE
и переход от суммирования к интегрированию возможен в силу
большой плотности уровней.

Результат (2,11) находится в полном соответствии с известным
выводом теории переменных токов, согласно которому средняя
мощность, поглощаемая линейной системой с импедансом Ζ (ω)
под влиянием напряжения S = So sin ωί, пропорциональна SI и.
равна 2

ρί.,Λ ° " ( м ) . (О 1О\

* ν V — 2 | Z (<n) I3 ' \~>l£)

где R = Re Z, и импеданс Ζ определяется из соотношения

е — Z(o>) / (2,13)
при условии, что S зависит от времени по закону eiwt. Отсюда
ясно, что линейность системы и, следовательно, существование
импеданса Ζ (ω) имеют место для любой диссипативной системы
(системы с плотными уровнями) при единственном условии доста-
точной малости возмущения, позволяющего ограничиться первым
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приближением теории возмущений. К этому заключению можно,
разумеется, придти и не вычисляя поглощаемой системой мощности,
-а непосредственно устанавливая связь между током и напряжением.

В классической теории полный ток в рассматриваемом проводнике

j~η-=- = Ц ΞΗ-jr (например, если заряды и скорости всех
к

частиц одинаковы и равны е и х, то V ekxh = eNx, где Л'—пол-

ное число частиц в проводе с длиной /; сила же тока равна
• дг г

хпх, где я = число частиц на единицу длины). В квантовой
теории сила тока даётся тем же выражением, но под xk нужно
лонимать среднюю скорость

ίψ*

л-де тк — масса и рк—импульс k-Pi частицы. Если до включения
возмущения система находилась в состоянии Ψ η , в котором ток
равен йулю, то после включения возмущения в первом приближе-
нии теории возмущений

и ток

.где

JCM. (2,6) и (2,8)]. Поскольку коэффициенты а^) согласно (2,8)
пропорциональны $0, то же относится к току /. При комплекс-
ной форме записи эта пропорциональность, может быть записана
в виде (2,13), что мы и хотели показать*). Выписывать явно гро-
моздкое общее выражение для Ζ(ΙΛ) здесь не нужно, так как оно
ниже не встретится. Что же касается входящей во все выражения

*} Для простоты выражение для тока / было выписано в предполо-
жении, что при < = 0 система находится в состоянии, описываемом функ-
цией Ψη. Но вывод о существовании импеданса является, очевидно,
весьма общим и сохраняется при описании системы в начальном состоя-
лии не только любой функцией Ψ, он и некоторой статистической ма-
трицей (см.').
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•неличины ΤΎΓΎΜ, ϊ 0 > сравнивая (2,11) и (2,12), получаем;

— | ( £ — fi(o\Q\E) | J p(£ — i<o)\dE. (2,14)

Если действующее на систему внешнее ноле не является синусо-
идальным, то все приведённые результаты остаются в силе для

Фурье-компонент величин | и Q = /. При этом вместо величины

— ё% фигурирует вводимая согласно (1,3) спектральная плотность

[ гЛ \

С? η I

если β (ί) = # 0 sin tot, то w (со') = -ψ δ(ω-—w')

и полная поглощаемая мощность равна

Ρ =.
где величина γ (I'm определяется формулой (2,14).

Выясненная возможность введения понятия импеданса в рамках
квантовой теории в известной мере тривиальна, так как квантовый
подход является наиболее общим, и если из опыта известно, что
для данной системы имеет место связь (2,13), то не приходится
сомневаться в принципиальной возможности получить эту связь
и в результате детального квантовомеханического анализа поведе-
ния системы. Тем не менее приведённое рассмотрение представ-
ляется полезным для лучшего понимания всего вопроса и, в част-
ности, с точки зрения выявления условий применимости понятия
о линейной диссипативной системе.

В силу сказанного ясно, что важная теорема (1,6), при выводе
которой не были использованы никакие конкретные свойства им-
педанса, остаётся справедливой и в квантовой области. Отсюда
следует, далее, что для получения квантовой формулы Найквиста
можно рассмотреть любую, простейшую, «пробную» линейную
диссииативную систему. В качестве такой системы, как и в клас-
сическом случае, выберем колебательный контур (осциллятор) со
сколь угодно малым затуханием. .

При отсутствии затухания оператор Гамильтона для осцилля-
тора, находящегося под действием не зависящей от координат
силы /"(<), имеет вид /

где ρ == : — i k -j— . Далее, для среднего значения лг= Ι Ψ* χψdx

для системы с любой потенциальной энергией V (х) имеет место
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— dV(x) ,
уравнение тх = у - (это положение иногда. называют теоре-

мой Эренфеста). В случае, когда функция V(x) квадратична отно-

сительно х, очевидно,

V дх

и для χ имеет место классическое уравнение движения, т. е. в на-

шем случае уравнение тх -]·- kx = F(f). Отсюда если F= Foe
lwt,

: • · . . .. ρ .

то .* = ~~7 JTV > и т а к к а к п 0 определению / ? = Ζ ( ω ) Λ τ ,

V то для импеданса получаем выражение Ζ (ω) = г Лет» V.

В электрическом случае роль F играет напряжение S, и нужно

заменить т на L и А на -~-, т. е. Z{m) = i(<aL рг) . Слу-

чай механического осциллятора был рассмотрен сначала потому,

что здесь всё особенно прозрачно. При переходе к электрическому

контуру, если не ограничиваться только привычной заменой т и k

на L и уг , необходимо также проследить, каким образом для

энергии в контуре получается выражение

"й = = о/ "1 оТ̂ " Ц& ·

Однако в: этом пункте нет ничего специфически, квантового
и останавливаться на нём здесь было бы нецелесообразно * ) .

Итак, при отсутствии затухания импеданс осциллятора и колебатель -
ного контура имеет в квантовой теории точно такое же выражение,
как в классической (это обстоятельство широко.используется в теории
дисперсии). При наличии сколь угодно слабого затухания.мнимая
часть Ζ может считаться неизменной, а вещественная часть есть

некоторая функция R (ев), т. е. Ζ (ω) = R (ω) j - i (mi ^ - J .

Но именно такое выражение использовано в (1,8) при выводе
формулы Найквиста, причём, как указано в начале этого раздела,
для получения квантовой формулы (2,3) выражение (1,8) нужно

*) Заметим, что в условиях, когда весь заряд можно считать сосре-
доточенным на пластинах конденсатора, к которому приложено напря-

у - . '
жение £, введённая выше величина Q—-£!£*£* как раз равна заряду
одной из пластин конденсатора q, так как в этом случае / есть расстоя-
ние между пластинами конденсатора и ^ekxk = q (хг — х{), где q есть
сумма | β/ι \, взятая по одной пластине, а хг и xt — координаты пластин,
заряженных соответственно положительным -и отрицательным зарядами.
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приравнять квантовому выражению (2,2) для средней потенциаль-
ной энергии осциллятора (контура).

Совокупность изложенных соображений может считаться вполне
строгим обоснованием квантовой формулы Найквиста (2,3). Инте-
ресно, что эта формула была недавно выведена другим путём, без
использования вспомогательной теоремы (1,6). Соответствующее
доказательство, принадлежащее Калену и Велыону8, также пред-
ставляется вполне убедительным и, кроме того, ценно с методи-
ческой стороны. Поэтому оно приведено в конце статьи (см. до-
полнение).

Перейдём к обсуждению некоторых результатов, которые
можно получить, опираясь на квантовую формулу Найквиста.
Из классической формулы Найквиста (1,9) следует, что средний
квадрат флуктуационной э. д. с. $* равен

оо оо

£3 _ ( w(<*>)du>= 2-kr{ R(a>) dm. (2,15)
о о

Не л и /? = const, то S3 —* оо. Этот результат вполне понятен,
поскольку, как указано в разделе 1, предположение о постоян-
стве R эквивалентно утверждению о мгновенности толчков напря-
жения; в спектре же мгновенных толчков сколь угодно высокие
частоты присутствуют с таким же весом, как и низкие частоты.
Фактически, конечно, при достаточно высоких частотах никакие
толчки нельзя считать мгновенными; например, если речь идёт
об ударах молекул о груз маятника, то длительность соответ-

ствующих толчков Δ τ % , где ν ^ у — - г - тепловая скорость

молекул и а^;10~ 8 —размер молекулы (для молекул воздуха при
Τst; 300° К Δ τ ^ Ι Ο - 1 3 сек.). Отсюда ясно, что для высоких частот
ω ^ Δτ сопротивление R обязательно будет зависеть от частоты,
и в результате интеграл в (2,15) будет сходиться*). При этом
использование выражения (2,15) законно лишь в том случае, если
для максимальной частоты, существенной для значения интеграла

| R (ω) rfco, ещё выполнено условие классичности (2,1). В · про-
о

гивном случае для вычисления нужно употреблять квантовую фор-
мулу (2,3), которая обеспечивает конечность зависящей от темпе-

*) Мы отвлекаемся сейчас и ниже от других моментов, могущих
препятствовать использованию всех полученных формул при высоких
частотах (в первую очередь нужно помнить, что выше везде предпола-
галось выполненным условие квазистационарности, которое несправедливо
л л я достаточно высоких частот).



3 6 6 В. Л. ГИНЗБУРГ

ратуры части $3 даже при R = const. Согласно (2,3)
оо

£Г= ЩО) 4-ЩТ)~^ ~jj Л (ω) ! _ ^ + -гг^~ duK

о

оо

— 2 Г ̂  («>
(2,16)

J

чи-Первая часть $3, т. е. величина $3 (0) = ^ I /? (οι) ί/ο), носит
о

сто квантовый характер (она является следствием существования
нулевых колебаний), не зависит от температуры и не является
поэтому источником «тепловых шумов», которыми обычно инте-
ресуются при изучении электрических флуктуации. Что же KacaeTcst
среднего квадрата тепловой флуктуационной э. д. с. §2 (Т), то

оо

при R — const 8f{T)—ft{kT)\ так как I
о

ни, состоящей только из двух проводников, каждый из которых
имеет не зависящее от частоты сопротивление /?, «флуктуацион-
ная мощность», отдаваемая одним проводником, равна

х dx π3

 η

= -jr-. В це-1

С

= 4,7-10-67-3. ц р и r ~ 3 0 0 ° K P=sO,5 эрга.
Выпишем теперь квантовые выражения для средней электри-

ческой и магнитной энергии в контуре [см. (1,8) и (2,3)]:

U : 91
2 С

CRf{<a,r)dv>

Jl·
-/LCkT )'

'•— 1)2 - — Ыц,

оо

к — Ln — — Г CRLCw2f (m< T) du> _
Λ — 2 ~ 2 J R42i«P + (/.Сшг~^1)2 ~

о

/η

о



НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ФЛУКТУАЦИИ 3 6 Г

α = Sty, η = у/С/до, и = Ϊ7 (0) + U (Г); /f = tf(0) -f Kjj).

Если контур является острым, т. е. выполнено условие (1,14}

lL!i!ffiL < ^ ю = ——=-, то для £/ и ΛΓ получается выражение (2,2)
L yLC

для средней энергии гармонического осциллятора — это обстоя-
тельство использовалось при самом выводе квантовой формулы
Найквиста (2,3), Подобный слабо затухающий контур классичен, если

у LL·
При этом условии

и = к = —ρ-·

При неисчезающем затухании какие-нибудь конкретные выводы
из формулы (2,17) можно, разумеется, сделать, лишь фиксируя,
функцию R (ω) (L и С всегда считаем постоянными). Поэтому
ниже будет рассматриваться только важнейший и в то же время;
простейший случай, когда R — const, т. е. все параметры кон-
тура не зависят от частоты.

Не зависящие от температуры Τ части LJ и К, т. е. величина
U (0) и К (0), могут быть вычислены в явном виде при любых
значениях параметров. Так, при α <^2

jl

о
2 Κ /LC J α»ηΙ + (ηί _ 1)2 ~

— ΐ_._ \—Γπ _ arct<r . ._?LIL2_
Ъъ/LC / 4 - < x » L 2 " « / 4 - а :

и при и = 2 0 ( 0 ) = —=^. Значение ΛΓ (0) при а ^ 0 и R =
2 π у Z.C

= const бесконечно, так как

"= 7 1 Ш [ 1 п Ιη4 + ( α ' 2 ~ 2)

Учёт зависимости /? от ω при высоких частотах приведёт, разу-
у"· Г)

меется, к конечности /С (0). При α = —т=—• 0 в согласии с (2,2)
У L c

11Щ= Τζψ) = JL = -Ар-*\ При я^О энергии Щб) и /("(О)

*) Если, например, считать, что R(u>)=?R при ш<^ш т = -

' = 0 при ω > ω_, то AT ( 0 ) = 5fL_ i n T4 -|. ( a 2 _ 2 ) T,^ •

/Zc

2 — »2

-) о — ί / (0), причём значение перво» части /if (0) определяется высо-
кими частотами; при а ->· 0 эта часть стремится к нулю.
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CR
равны друг другу и зависят от обоих параметров α ^χ

и -· — - . Аналогичное положение имеет место и для представляю-
у LC

ацих главный интерес частей U и К, зависящих от температуры,

т. е. для величин U (Т) и К (7):

со А

π J ( e Pi_i

(2,19)

υ>

' - О

a —
CR —L

kT yfLC

При нроязвольных α и β выразить функции Фи и Фк не через
интегралы не удаётся. Если затухание слабо, так что

/LC
(2,20)

]это условие эквивалентно условию (1,14):

ясно из сказанного ранее,

/?
:

1
], то, как

(2,21)

При условии (2,'2О) и полагая также β — — — ~ — < ^ 1 , для вычис-

ления интегралов (2,19) можно воспользоваться разложением

Д ? = I — J-L-}-~У^ . · · В результате с точностью до
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членов порядка β, например для U(T), имеем:

к 1
2 1 •KyiLCkT /4-<χ2[2 Ь α/4

*L /ι * _ %R

= 2 Г 2/ZCftT
Когда затухание сильно, т. е.

к (2>23)

существенно также отношение величин α и β. При этом имеем
(во всех случаях а^Э> 1):

^ Щ Щ-, (2,24а)

а): Щ7) = - J - ^ ' j AT1, (2,246)
~Rc

(2,25а)

£ т . (2,256)

Смысл приведённых неравенств ясен из того, что при пренебре-
жении квантовыми эффектами характерные частоты, определяющие
значения интегралов в выражениях для U (Т) и К(Т), при

1
a "^> 1 соответственно равны <•> η = —== = и ω^ = —-—- =

у AC A?C у Ло
= —=- (или η/τ = — и η*· = α): частоты ш п и о)^ суть в то же

время частоты, при которых сила трения в контуре Rq сравни-

вается соответственно с упругой силой -^- или инерционным чле-

ном Lq. Таким образом, например, условие —^-<^%Т [см. (2,24а)]

есть условие классичности контура с точки зрения вычисления
электрической энергии Щ). Это условие не совпадает с условием
классичности для магнитной энергии К(Т), которая при а ^ > 1
определяется колебаниями с более высокой частотой сод- =

R 1

Интересно, что даже в том случае, когда при малом R контур

совершенно неклассичен (т. е. Й<о0 = — ~ — ^ kT), при достаточ-
уLC

ном увеличении R и неизменных L и С средняя электрическая

УФН, т. XLvi, вып. з
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энергия 1ЯП стремится к классическому пределу —=-, а магнитная

энергия К{Т) стремится к нулю. И вообще ещё раз подчеркнём,
что средние электрическая (потенциальная) и магнитная (кинетиче-
ская) энергии в контуре не равны между собой и существенно
зависят от величины сопротивления R, даже если это сопротивле-
ние одинаково для всех частот. Зависимость U(Т) и ^"(7") от R
исчезает лишь при R —• 0 или в классическом предельном случае
при R = const.

Причина такого положения состоит в том, что в квантовом
случае в' отличие от классического, даже при R — const,- нельзя
пренебрегать изменением энергии подсистемы, связанным с её
затуханием. Это заключение непосредственно следует из соотно-
шения неопределённости для энергии, согласно которому неопре-
делённость в, энергии подсистемы Л £ ^ г — , где τ — время затуха-
ния (см. 7 , § 44). Проявлением этого общего соотношения является
тот факт, что при наличии затухания у подсистемы нет дискрет-
ных уровней и можно говорить лишь об уширенных квазиста-
ционарных уровнях, ширина которых меньше расстояния между
уровнями только при слабом затухании [в случае контура
такое условие малости затухания совпадает с условием (2,20)].
Пели же затухание настолько сильное, что ширина уровней боль-
ше расстояния между уровнями невозмущённой системы, то считать
эту последнюю не изменившейся совершенно невозможно. Напри-
мер, подсистема, получающаяся при включении сильного затуха-
ния из осциллятора, радикально отличается от квантового осцил-
лятора, уровни энергии которого дискретны и определяются

известным выражением Еп—£шо(п-\-—г-). Невозможность при

сильном затухании пренебречь изменением энергии подсистемы не
позволяет вычислять её среднюю энергию по формулам статистики.
Этим и объясняется тот факт, что в квантовом случае средние
знергии U и К при R φ 0 отличны от статистических выражении
(2,2), справедливых для средних потенциальной и кинетическом
энергий осциллятора с пренебрежимо малым затуханием.

3. О ПРИМЕНЕНИИ ТЕРМОДИНАМИКИ
К ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ ФЛУКТУАЦИЯМ

Изложенные выше результаты позволяют сделать несколько
замечаний, касающихся поставленного недавно Г. С. Гореликом3

вопроса о том, «что можно сказать об электрических флуктуациях
па основании одной только феноменологической термодинамики,
не пользуясь статистическими соображениями?. Законность такой
постановки' вопроса становится ясной, если принять во внимание
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известную условность разграничения явлений на флуктуационные
и нефлуктуационные (см.3 § 2 и" § 34). Например, тепловое
излучение обычно не рассматривается как флуктуационное явление,
хотя ничем в принципе не отличается от тепловых флуктуации
электромагнитной энергии в электрическом контуре. Отсюда ясно,
что на основе термодинамики действительно можно сделать опре-

делённые заключения о средних энергиях в контуре U = ~~г

Τη ,

и К = ~7~» π 0 · 3 · 0 " 1 1 0 тому как известное термодинамическое урав-

нение Вина характеризует среднюю спектральную плотность теп-

лового излучения и(!) :
иш(Т, ω) = 7-φ(-£-)ω2, (3,1)

Τ
где Φ — некоторая неизвестная функция отношения— . Уравнение

(3,1) получается термодинамически при учёте формулы Допплера
для изменения частоты света, отражающегося от движущегося
зеркала и справедливого для изотропного излучения соотношения

с о

U С , •

р~ -„-, где ρ — световое давление и и = |и,„ао)—полная плот-
о

ность энергии излучения*). Как формула Допплера, так и выраже-
и ,

ние ρ = · — н о с я т весьма общий характер — они получаются как
в классической электромагнитной теории, так и с точки зрения
представления о световых квантах.

Соотношение Вина (3,1), сводящее задачу о нахождении функ-
ции Μω (ω, 7) от двух переменных к задаче нахождения функции
Ф о т одной переменной, сыграло при развитии теории теплового
излучения существенную роль. Однако в настоящее время прибе-
гать к уравнению Вина нет особых оснований, так как проще
сразу же установить полное выражение для и,„ , т. е. формулу

Планка ,, — ^ ш 3

здгт
Тепловое излучение в некоторой полости можно рассматривать

как совокупность < осцилляторов поля» со средней энергией

*) Вывод формулы (3,1) см., например, в 10. Эту формулу чаще запи-
/ ω \ *

сывают в эквивалентном (3,1) виде: к(1) — щЗф/ I -у-1 , где Ф'- неизвест-

ная функция. • •
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£ = — т - ^ , причём число осцилляторов в интервале частот do*

11)2 //(Л

равно —^-g-. Отсюда явствует, что в применении к одному осцилля-

тору (контуру) термодинамика должна вместо выражения (3,1) приво-

дить к соотношению £ = Г Ф ( — ) , где ω — собственная частота

осциллятора *). При этом поскольку мы опираемся на пример
незатухающих «осцилляторов поля», речь может идти, по крайней
мере, если рассуждать по аналогии, только о незатухающем или
достаточно слабо затухающем осцилляторе. Но для незатухающего
осциллятора справедлива чисто механическая теорема вириала,
согласно которой средние по времени потенциальная и кинетиче-
ская энергии U к К равны между собой. В результате сказанного
приходим к заключению, что в случае достаточно слабо затухаю-
щего электрического контура с частотой ωο = — ^ = - соотноше-

•}/ LC

ние, эквивалентное уравнению Вина (3,1), должно иметь вид:

п=К=ТФ (VLCT). (3,2)

Как показано ниже, выражение (3,2) для слабозатухающего элек-
трического контура получается и непосредственно, не прибегая
к аналогии с уравнением Вина. Однако в своей статье Г. С. Го-
релик не стремился получить для электрических флуктуации
аналог уравнения Вина, а пытался по существу термодинамически
рассмотреть более общую задачу о флуктуациях в контуре с лю-
бым сопротивлением. Более того, в3 разобран лишь предельный
случай ^С-контура, т. е. контура, состоящего из конденсатора
и сопротивления, но без самоиндукции. Для удобства читателей
приведём кратко соответствующие рассуждения Г. С. Горелика3.

Средняя энергия /?С-контура равна О = -^тт, работа электриче-

ских сил при изменении ёмкости конденсатора на dC равна

- —Зс\ Ж/- Ί& dC'

*) На первый взгляд может показаться странной всякая возможность
получения термодинамических результатов для одного осциллятора, т. е.
подсистемы с одной степенью свободы. Дело, однако, в том, что термо-
динамика применима к идеальному газу, состоящему из осцилляторов,
а энергия такого газа равна сумме энергий отдельных осцилляторов.
Поэтому в конечном счёте термодинамически можно получить заключе-
ния и о свойствах одного осциллятора, подобно тому как это сделано
в тексте.
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и таким образом термодинамическое равенство, выражающее второе
начало термодинамики, имеет вид:

dC. (3,3)

Отсюда, полагая ^ 2 = φ(Γ, С) и вычисляя равные между собой

производные sy^r и ,„ . · , получаем для φ уравнение

из которого следует, что φ(Γ, С) — <р(7"С) и

^ (3,4)

где Φ = 2 Ду- — неизвестная функция произведения СТ. Результат

(3,4) остаётся неизменным, если считать, что энергия в контуре

равна не-—- , а -^- -\- F(T), где F — неизвестная функция Т.

Поскольку при изменении сопротивления система не совершает
работы, величины q2 и F от R зависеть не могут. Этот вывод
является общим для любой системы и сразу же следует из (3,3),
так как, например, при адиабатическом процессе, если при dR^-Q

ЪА = О, то-д5- = 0, и следовательно, энергия не зависит от R.он.

Обратимся теперь к выражению энергии -^- через параметры

контура и спектральную плотность w(ω) в.состоянии равновесия,

равную 10 (ω) —/?(ω) ·/(Γ, ω). Тогда для /?С-контура (/, = 0),

учитывая (1,8) и (3,4), получаем:

В случае не зависящего от частоты сопротивления R видим, что пра-
вая часть равенства (3,5) зависит от Τ и параметра CR, в то время
как левая часть зависит от Τ и СТ. Отсюда следует, что функция

Ф(СТ) есть некоторая универсальная постоянная—^- , т. е.

В силу (3,6а) интеграл в (3,5) не должен зависеть от RC, откуда
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следует, что *) '

f = ^~ аТ, а = const, (3,66)

т. е. получается классическая формула Найквиста (1,9), так как
универсальная постоянная *а может быть определена для какого-
нибудь одного контура и, очевидно, окажется равной постоянной
Больцмана к.

Приведённые результаты (3,6), полученные в 3, совершенно п а р а -
д о к с а л ь н ы, так как являются чисто классическими и противоречат
квантовой формуле Найквиста (2,3), в то время как при их вы-
воде, казалось бы, не делалось никаких классических предполо-
жений. Действительно, термодинамические соотношения должны
быть в равной мере справедливы и в классической и в квантовой
областях. Что же касается использования выражений для энергии

CRfdm

^,р2 ·> Г > т 0 о н и также пригодны далеко за пре-

делами классической теории (см. раздел 2).
Таким образом, несомненно, что вышеприведённый вывод фор-

мул (3,6) не является термодинамическим, а содержит в скрытом
виде какие-то далеко идущие утверждения, эквивалентные исполь-
зованию классической статистики. В свете сказанного в разделах 1
и 2 нетрудно выяснить, в чём здесь дело. Из квантовой формулы
Найквиста явствует, что средняя энергия в контуре, вообще го-
воря, зависит от сопротивления этого контура R (см. конец раз-
дела 2). Между тем, если применять к любому контуру термоди-
намику, подобно тому как это сделано выше для RC-контург,
всегда получаются выражения для энергий (J и К, которые не за-
висят от сопротивления R. Причина этого противоречия заклю-
чается в том, что в случае контура или любой системы с неисче-
зающим сопротивлением термодинамические соотношения, вообще
говоря, нельзя применять. Вся термодинамика, так же как и ста-
тистика, строится для квазизамкнутых систем, для систем, энергией
взаимодействия которых с термостатом можно пренебречь. Только
при этом предположении, как уже подчёркивалось в разделе 1,

_ ι С

•) Строгое доказательство этого утверждения см. в 3. Естественность
подобного результата ясна из того, что в силу (3,6а) соотношение (3,5)

аТ ]
записывается в виде -π- = -.у \ —1—^ γ- , т. е. правая его часть

о
не должна зависеть от CR, что является очень жёстким условием, на-

• / с \

кладываемым на вид функции / Τ,^ηβ). Полагая

= f{T), получаем (3,66). Единственность этого решения следует из теории
интегральных уравнений.
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справедливо каноническое распределение Гиббса, из которого можно
получить также и основное термодинамическое равенство. Анало-
гичное положение имеет место и при развитии термодинамики,
независимом от статистики, —здесь также невозможно продвинуться
без предположения об аддитивности энергии (см., например, '
§§ 7 и 16). Вместе с тем затухание как раз и является выраже-
нием наличия взаимодействия, приводящего к обмену энергией
между системой с термостатом, причём затухание считается боль-
шим в том случае, когда скорость этого обмена сравнима или
больше скорости обмена энергией между частями самой системы
Г R ί I

см. условие (2,22), означающее, что — ^ > __= . В нашем слу-
L L VLCJ
чае системой, к которой применяется термодинамика, является, поль-
зуясь терминологией раздела 1, подсистема, состоящая из маятника
или электромагнитного поля в конденсаторе и катушке самоиндук-
ции, но не включающая в себя окружающего маятник газа или ма-
териала проводков (см. раздел 1). Если затухание системы велико,
то энергия всей системы (маятник -|- газ, контур в целом), вообии
говоря, не рав|на сумме энергий изолированной подсистемы и ее
окружения и применять к подсистеме термодинамику, нельзя.

К системе & целом, предполагая её помещённой в некоторый
внешний термостат, с которым она слабо взаимодействует, приме-
нять термодинамику, разумеется, можно. Но в этом случае исполь-
зование термодинамического равенства не может привести ни к ка-
ким конкретным результатам, так как энергия системы есть неко-
торая неизвестная функция Τ и характеризующих состояние системы
параметров, в 4исле которых могут быть параметры С и L. (Здесь
дело опять-так^ в том, что при наличии сильного взаимодействия
подсистемы с окружением энергия всей системы не равна сумме

энергии подсистемы -~r -j—~~ и не зависящей от состояния

.подсистемы функции /"(Т).)
Таким образом, независимо от того, применяем ли мы термодинами-

ку к подсистеме или к системе в целом, результаты (3,6), полученные
для предельно^ сильно затухающего контура (/?С-контура), дей-
ствительно не!являются чисто термодинамическими, а получаются
только при д о п о л н и т е л ь н о м о ч е н ь с и л ь н о м п р е д п о -
л о ж е н и и о| равенстве нулю энергии взаимодействия, несмотря
на сильное затухание подсистемы. В квантовой области подобное
предположений вообще невозможно, так как противоречит соот-
ношению неопределённости для энергии. В классической теории
пренебрежение энергией взаимодействия возможно в случае, когда
воздействие окружающей среды на подсистему осуществляется
в результате мгновенных толчков. Но в этом случае, как ясно из
сказанного в разделе 1, формулы (3,6а) и (3,66) и должны быть
справедливы. Тем самым парадокс полностью разрешается.



376 В. Л. ГИНЗБУРГ

Парадоксальность результата Г. С. Горелика (3,66) можно
усмотреть также в том, что даже при предположении о мгновен-
ном характере толчков формула Найквиста получена им без обычно

UT

используемого статистического результата U = К = -ψ • Однако,
как указано в нижеследующем примечании, теорема о равнорас-
пределении энергии по степеням свободы следует из предположе-
ния о мгновенности толчков, т. е. независимости функции w от ω.
Поэтому и в этом пункте нет никакого противоречия.

Итак, для затухающего контура никаких чисто термодинами-
ческих выводов, т. е. выводов, не зависящих от характера сил
взаимодействия в системе, её классичности и т. п., получить нельзя*).

*) Для затухающего контура с не зависящим от частоты сопротив-
лением R в предположении, что при л ю б о м з н а ч е н и и R можно
пренебречь энергией взаимодействия рассматриваемой подсистемы с её
окружением или, другими словами, что энергию всей системы можно пред-

ка
ставить в виде суммы -^-Q +F(T), термодинамика приводит к форму-
лам (3,6). Именно это доказано Г. С. Гореликом для ЯС-контура (см.
выше). Как автору стало известно, М. Л. Левин получил тот же резуль-
тат и для любого /?С/.-контура (таким образом в этом пункте пренебре-
жение самоиндукцией, вообще говоря, как указано в следующем приме-
чании, недопустимое при рассмотрении тепловых флуктуации, не суще-
ственно). Однако этот вывод не может считаться термодинамическим в
обычном смысле этого слова. Последнее ясно, в частности, из того, что
к формулам (3,6) можно придти и не пользуясь вторым началом термо-
динамики и в то же время без дополнительных статистических предполо-
жений. Действительно, пренебрежение энергией взаимодействия при силь-
ном затухании возможно, если толчки являются мгновенными, а в этом
случае функция w = Rf не зависит от частоты (см. раздел 1). Поэтому»
поскольку, по предположению, R = const, из выражений для К и U [см.

(1,12)] получаем: К= JJ г- -|"/(Г)^,где в силу (1·6)/(Γ,ω) = /(Г) —
универсальная функция Т. Таким образом, получается результат, эквива-
лентный теореме о равнораспределении энергии по степеням свободы, и
остаётся только показать, что если Τ есть абсолютная термодинамическая
температура, то /(Т) = const· Т. Для этой цели рассмотрим идеальный
одноатомный газ, для которого, с одной стороны, в силу универсальности

функции / также К = -χ- / ( Ό и · с Другой стороны, по теореме ви-
_ _ 3

риала средняя энергия в объёме V равна Ε =• ΝΚ = -ψ Ρ V, где N —
число частиц и ρ — давление. Далее, как следует из опыта, для идеаль-
ного газа pV = const· T и, таким образом, используя лишь свойства
идеального газа, приходим к формуле (3,66) / = const-7", из которой
следует также и формула (3,6а).

Вывод формулы Найквиста Г. С. Гореликом, если ррсцросщантъ его
на RCL-контур, есть способ получения универсальной функции / на
основе рассмотрения «пробной» системы (см. раздел 1), для которой
R = const, и при любом R энергии U и К не зависят от R. Поскольку
подобная «пробная» система может быть реализована на деле только
в классической облдсти, с её помощью можно получить только классиче-
скую формулу Найквиста.
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Напротив, для достаточно слабо затухающего контура такие вы-
воды можно сделать, а именно можно получить соотношение (3,2).

Работа 8Л, связанная с изменением ёмкости контура на dC и.
его самоиндукции на dL, равна Jtt J

<?3

так как потенциальная энергия электрического поля U = -g-W r

а потенциальная функция, определяющая силы магнитного поля,,

равна j- . Энергия в контуре £ = #-f-с/ = Д ч - - j * ^ - .

Далее, для достаточно слабо затухающего контура, который
только и рассматривается, так как это позволяет без дальнейших
допущении использовать термодинамику, из теоремы вириала,
носящей чисто динамический характер, следует, что / ( = £ / * ) . .
Воспользовавшись для удобства этим обстоятельством с самого
начала и учитывая выписанные выше выражения для ЗД и Е,
можем записать термодинамическое равенство в виде:

TdS = d~E^-bA = d (Ζ,φ) + ^ydC-\- \ dL, (3,7)

где φ (Τ, L, С) — Τ5·

Приравнивая теперь производные -ζψ-ζτί и -^ -,-,-• и т. д., п о -

лучаем:

L С ^ 0dL

(3,8}

*) Это соотношение при R -*• 0 немедленно вытекает также из кн-
тегральных выражений для К к О через параметры L, С, R и функцию>
/ [см. (2,17)] и имеет место как в классической, так и в квантовой обла-
стях. Подобное доказательство для случая осциллятора эквивалентно дока-
зательству равенства К и U на основе более общей теоремы вириала-

Заметим также, что поскольку в классической области при /? = const
/ι γ

К = U — ~~п~ при любом R, при- изучении электрических флуктуации,.

вообще говоря, никогда нельзя рассматривать RC — контур, т. е. прене-
брегать-самоиндукцией и магнитной энергией. Это объясняется тем,.
что, как ясно из уравнения (1,10), пренебречь самоиндукцией можно,,
только если частота вынуждающей э. д. с. <? удовлетворяет неравенству

W<£^~7~- В то же время в случае тепловых флуктуации спектр э. д. с_

£ заранее не известен, а фактически простирается до весьма высоких,
частот, не-удовлетворяющих указанному неравенству.
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Решение этой системы есть φ = У3 = . - ф ( | / / . С / " ) , гле Ψ —

произвольная функция. Отсюда для и = К = -н- получаем фор-
мулу (3,2), как этого ч* Следовало ожидать. Поскольку формула
(3,2) получена теперь независимым способом, используя её, легко
придти к уравнению Вина (3,1).

Учитывая (3,2), выражение, например, для потенциальной
энергии в слабо затухающем контуре можно записать в виде
{см. (2,17)]:

и=тФ(Упт)= ι [^=Ш

Отсюда, так же как это делалось в разделах 1 и 2 при выводе
формулы Найквиста, сразу же находим, что

)

.или, заменяя -/Тс на — , получаем:

-). (3,9)

Этот результат находится, разумеется, в полном согласии с кван-
товой формулой Найквиста (2,3), из которой, так же как из

•сравнения выражений (3,2) и (2,2), явствует, что

Получить термодинамически, без привлечения дополнительных
предположений, ещё какие-либо результаты не представляется
возможным. Что же касается формул (3,2) и (3,9), то они могут
иметь лишь педагогическую ценность, поскольку значительно бо-
лее далеко идущая квантовая формула Найквиста (2,3) может быть
проще получена и фактически была получена без всякого привле-
чения указанных термодинамических соотношений.

4. ОБ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ФЛУКТУАЦИЯХ ВБЛИЗИ ТОЧЕК ФАЗОВОГО
Π ЕРЕХОДА ВТОРОГО РОДА В СЕГНЕТОЭЛЕКТРИКАХ,

ФЕРРОМАГНЕТИКАХ И СВЕРХПРОВОДНИКАХ

В связи с вопросами, затронутыми выше, мы хотим также
остановиться на особенностях электрических флуктуации вблизи
точек фазового перехода второго рода, именуемых также точками
Кюри. Этот случай интересен потому, что вблизи точек Кюри
флуктуации некоторого параметра, определяющего характер пере-
хода, сильно возрастают и формально даже стремятся к беско-
лечности. ' -
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Для определённости остановимся сразу на конкретном случае —
на фазовом переходе в сегнетоэлектриках: В этом случае термо-
"динамический потенциал вблизи точек Кюри имеет вид (см. п ) -

где Ρ — электрическая поляризация, Ψο, аи 8 — функции температу-
ры и давления, электрическое поле предполагается отсутствующим,
и для простоты рассматривается кристалл с одно.Ч сегнетоэлектриче-
скоЯ осью, например сегнетова соль. В точке Кюри (при Τ = θ) коэф-
фициент сц = 0, а ββ ^>ϋ; вблизи точки Кюри можно положить α =

= %'Ь(Т—0) и β = fjf) , где a e = z : (~j 'y·") ^>0, и таким образом

при Τ ^> 0 ос^>О. При 7' ^> 0 в состоянии термодинамического

равновесия Ρ = 0, а при Γ<[ί) , когда а < ^ 0 , в состоянии равно-

весия Р2 = Р'^ = -г- ^> 0.

Как известно из теории термодинамических флукту-
ации (см.1, гл. 12 и с, § 30), вероятность флуктуации

ΔΦ

некоторой величины η пропорциональна е 1Т , где ΔΦ — изме-
нение термодинамического потенциала, связанное с изменением
величины η на Δη в рассматриваемом объёме АК (температуру
и давление тела считаем постоянными). В нашем случае η = ^ Ρ

и, скажем, выше точки Кюри Δη = Ρ и ΔΦ = αΡ2ΔΚ ( членом ••,̂-

можно, во всяком случае пока флуктуации не слишком велики,

пренебречь; потенциал Φ относим к единице объёма j . Отсюда на-

ходим, что средний квадрат флуктуации поляризации выше точки

Кюри равен

При приближении к точке Кюри (Г —> 0), если пользоваться выра-
жением (4,2), величина Р* неограниченно возрастает. То же имеет
место при любых переходах второго рода, где роль Р 2 играет
какой-нибудь другой или несколько других параметров, имеющих
смысл квадрата спонтанного намагничивания Мг (ферромагнетики),
концентрации сверхпроводящих электронов ns (сверхпроводники),
плотности сверхтекучей части жидкости rJs (гелий II), квадрата
степени упорядоченности η 3 (упорядочивающиеся сплавы) и т. д.*).
Наличие больших флуктуации Р\ М"', ns и т. д. выше точки

*) Для определённости мы говорим только о переходах второго ро-
да. Фактически же все аномалии (хотя, в общем, в меньшей степени)
имеют также место для переходов первого рода, близких к так назы-
ваемой λ-точке или критической точке Кюри (см.1, § 134 и"11, § 2).
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Кюри тем более интересно, что в этой области невозможно суще-
ствование не только устойчивых, но даже и метастабильных,
отвечающих относительному минимуму термодинамического потен-
циала, зародышей упорядоченной фазы (фазы, устойчивой ниже
точки Кюри), с чем связана невозможность перегрева при фазо-
вых переходах второго рода. Но, как сказано, флуктуаиионные
быстро переменные «зародыши» упорядоченной фазы могут
появляться и выше точки Кюри и при приближении к ней стано-
виться значительными.

Возрастание флуктуации характерного параметра вблизи точек
Кюри в известной мере аналогично возрастанию флуктуации плот-
ности вблизи критической точки на диаграмме равновесия
жидкость — пар. Подобно тому как это последнее явление приводит
к критической опалесценции, рост флуктуации упорядоченности
вблизи точек Кюри приводит к аномальному рассеянию рентгенов-
ских лучей1 3.

В случае переходов второго рода, связанных с упорядочением,
электрические свойства вещества... меняются лишь косвенно,
и с точки зрения электрических флуктуации эти переходы осо-
бого интереса не представляют. Но в случае сегнетоэлектриков,
ферромагнетиков и сверхпроводников характерным и сильно
флуктуирующим является уже «электромагнитный» параметр —
поляризация Р, намагничение Μ и связанная с глубиной проник-
новения магнитного поля концентрация сверхпроводящих электро-
нов я^ (см.13).

Как проявятся эти флуктуации на опыте? Каковы особен-
ности электрических флуктуации вблизи точек Кюри в сегнето-
электриках, ферромагнетиках и сверхпроводниках? На эти
естественно возникающие вопросы нужно дать ответ. Сделать это
на первый взгляд кажется очень трудным.

В самом деле, допустим, что мы хотим вычислить флуктуацию
электрического момента некоторого сегнетоэлектрического образца.
Флуктуация момента образца в целом складывается из флуктуации
момента в отдельных его частях. Вдали от точки Кюри ьти
последние флуктуации определяются выражением (4,2), но вблизи
точек Кюри формула (4,2) уже непригодна, и нужно в первую
очередь учитывать корреляцию флуктуации в разных объёмах
[для этой цели выражение (4,1) нужно дополнить членом γ ( W ) : ;
подробнее см1·1 2]. Уже отсюда ясно, что вычислить на таком
пути флуктуацию электрического момента образца в целом
является задачей весьма нелёгкой.

К счастью, эту задачу и не нужно решать или, если угодно,
она уже решена.

Действительно, нахождение флуктуации электрического моменда
сегнетоэлектрика или магнитного-мвмента некоторого-ферроматнит-
ного образца сводится в конечном счёте к определению флуктуации.
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зарядов на конденсаторе, в котором находится сегнетоэлектрик,
флуктуации токов в катушке, окружающей ферромагнетик, и т. д.
Но флуктуации q2 и Ρ или связанная с ними величина w (ω)
в состоянии термодинамического равновесия уже определены и при
этом в общем виде, безотносительно к конкретным свойствам
веществ, находящихся в контуре: таким образом электрические
флуктуации вблизи точек Кюри так же, как в других случаях,

определяются обычной формулой Найквиста W = — R (ω) Α7**).

Поэтому, если флуктуации вблизи точек Кюри имеют какие-либо
аномалии, то они полностью характеризуются соответствующей
аномалией в ходе /?(co) = ReZ. Отсюда следует, что из измере-
ния равновесных электрических флуктуации вблизи точек Кюри
нельзя получить каких-либо интересных данных, кроме величины
R (ω), которую значительно проще измерять непосредственно.

Для полноты картины укажем всё же, каково поведение R (ш)
вблизи точек Кюри.

Если речь ичёт о конденсаторе с сегнетоэлектриком, то импе-
данс Ζ легко определить, используя уравнение движения для
полной поляризации Ρ (см.11 § 3 ; ограничиваемся случаем Γ > θ ) :

где α — тот же коэффициент, что и в (4,1), Ε — напряжённость
электрического поля, δ—коэффициент, определяющий потери,

и членом с Ρ пренебрежено, что можно сделать при достаточно

низкой частоте. Далее, по определению Ρ = — — Ε ~ — Ε

. , . . , , . . . 4 πι
(так как ε Г Ь 1 , где е = гл—ге9 = ε — ι комплексная

диэлектрическая постоянная (е — вещественная диэлектрическая
постоянная, σ — эффективная проводимость). Вместе с тем из (4,3)

ясно, что F — г— , откуда
Ι δίω -γ la. ' J

, 2 π 2 πι 4 πι 2πδω
-• ' -- = "'" ρ .ι — · ρ — _ _ _ _ _ — . ·~ л-till ^ ,

tgo'= - £ - _ . (4,4)

Мы видим, что величины slt ε2 и tgb' вблизи точек Кюри харак-
терным образом зависят от температуры, так как δ = const, a

*) Мы ограничиваемся здесь классическим случаем. Кроме того,
яеобходомо ещё раз н-одчеркнуть, что формула Найквиста характеризует
лишь флуктуации в состоянии термодинамического равновесия. Могущие
в принципе играть роль неравновесные электрические флуктуации нуж-
даются в совершенно независимом рассмотрении и учёте. Попытки обна-
ружить такие неравновесные флуктуации в специфических условиях,
имеющих место вблизи точек фазового перехода, представляли бы интерес.
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α = 0^(7" — θ). Однако вещественная часть импеданса R (ω) ни-
какого «аномального» хода при Гг^О не имеет, так как импе-
данс конденсатора с сегнетоэлектриком

1 4πά 2ld 2 a d • _ 2 8 r f • . , _<

где S — площадь пластины конденсатора и d — расстояние между
пластинами [к (4,5) приходим также сразу из (4,3), так как

SP = I, э. д. с. $ — Ed и сопротивление R = — - , т. е. 25 есть.
О

удельное сопротивление].
В случае ферромагнетиков естественно рассмотреть тороидаль-

ный ферромагнитный образец, находящийся в такой же катушке.
Импеданс этой катушки пропорционален комплексной магнитной
проницаемости образца "•'. Значение fi' в свою очередь опреде-
ляется уравнением (4,3), где Ρ нужно заменить на намагниче-
ние М, а £ на магнитное поле Н. В результате для γ-' = μχ — ίμ2

получаются формулы, аналогичные (4,4), a Re Ζ = Α? (ω) προπορ-
2πδω „

ционально μ2 = а -8 g и зависит от Τ, причём эта зависимость
может быть (при малых δ) весьма резкой.

В случае сверхпроводников характерный параметр—концент-
рация сверхпроводящих электронов ns — определяет глубину про-
никновения магнитного поля в сверхпроводник и тем самым са-
моиндукцию катушки на сверхпроводящем сердечнике. Однако
измерение шумов в этой катушке не представляет особого инте-
реса, тем более, что эти шумы должны быть очень малы как
в силу малости Т, так и ввиду незначительности потерь в сверх-
проводниках на низких частотах.

Тем не менее в случае сверхпроводников приведённые со-
ображения о флуктуациях вблизи точек Кюри интересны совсем
с другой стороны. Дело в том, что при теоретическом анализе
поведения сверхпроводников как в постоянном, так и в высоко-
частотном поле, всегда до сих пор явно или неявно принималось
(см. 13· м ) , что выше точки перехода (в нормальном состоянии)
свойства металла ничем не отличаются от свойств несверхпровод-
ников. Это допущение, которое для обычно рассматриваемых
вопросов несущественно, подкрепляется фактом отсутствия ано-
малии электропроводности в области выше точки перехода и
в случае постоянного поля не вызывает сомнений, поскольку
сверхпроводящее состояние не может существовать, даже как ме-
тастабильное (перегретое) при Т^>Ть (Г*. -^ 0 — точка перехода
в сверхпроводящее состояние при отсутствии магнитного поля).
Но флуктуации величины л ? должны присутствовать и выше Тк и
тем самым как бы предварять сверхпроводящий переход. Наличие
этих флуктуации должно как-то сказаться на свойствах сверхпро-
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водящих металлов выше, но вблизи точки перехода Τ\ . В первую
очередь в этом отношении нужно выяснить влияние флуктуации
ns на комплексную: диэлектрическую постоянную металла ε', ко-
торая при T^>Tk считается обычно такой же, как и в несверх-
проводящих металлах. Разумеется, в постоянном поле ожидать
влияния на ε' быстропеременных флуктуации ns не приходится,
но в высокочастотном поле они могли бы проявиться. Возможно
вместе с тем, что в нормальном состоянии влияние флуктуации
ns на значение г' будет практически полностью маскироваться
основным вкладом в ε', связанным с обычной проводимостью,
которая в рассматриваемых случаях (чистые металлы при низкой
температуре) особенно велика. В этой связи интересно отметить,
что одно явление ^.предварения» сверхпроводящего перехода, если
верить соответствующим экспериментам, уже наблюдалось, хотя
до сих пор и не получило какой-либо интерпретации: мы имеем
в виду аномальное поведение термоэлектрических свойств металла,
проявляющееся в интервале в несколько десятых градуса выше
Tk (см. is-и).

Связано ли это явление, существование которого ещё не мо-
жет считаться надёжно установленным (в работе1 6 оно не наблю-
далось), с флуктуациями я,5 при T~^>Tk, совершенно неясно, как
неясен и весь вопрос о роли этих флуктуации для других эф-
фектов в сверхпроводниках.

Мы надеемся ещё вернуться к этой проблеме в другом месте,
но упомянули о ней здесь для того, чтобы продемонстрировать
на этом примере, как и на примере флуктуации в сегнетоэлек-
триках и ферромагнетиках, связь затронутых в разделах 1—3 во-
просов об электрических флуктуациях в контурах с рядом со-
вершенно других физических явлений.

Д о п о л н е н и е . ВЫВОД КВАНТОВОЙ ФОРМУЛЫ НАЙКВЙСТА
ПО КАЛЕНУ И ВЕЛЬТОНУ

Вывод квантовой формулы Найквиста (2,3), предложенный Ка-
леном и Вельтоном8, основан на сопоставлении общего квантово-

механического выражения для γγτ^νγ,, приведённого в разделе 2

[см. (2,14)], с вычисляемым независимо значением среднего квад-

рата силы тока Q = I1 в состоянии термодинамического равнове-

сия и, разумеется, при отсутствии внешнего напряжения.
Пусть система находится в каком-либо стационарном состоя-

нии п, в котором энергия равна Еп и Ψ = Ψη [см. (2,4)]. В таком
состоянии ток /, т. е. среднее значение оператора силы тока

Q = jr(H0Q — QH,), имеющее вид < £„ ! Q | £ я ) = ) W*nQ4'ndx.
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равно нулю *). Среднее значение величины Q 2 равно

<Еа\<?\Еа) =

т

где ири преобразованиях использованы обычные в квантовой ме-

аанике приёмы (QWn = £ ( Ет | Q j Еп ) Wm, (Ej\\En) =

-= JW'm
{¥ndx = 8 л т ; см. также сноску на «реявтауи*вй странице).

Вводя теперь частоту ω, определяемую согласно

*» = | Еп-Ет\, (Д2)

и учитывая, что речь идёт о системе с плотно расположенными
уровнями, можно затенить в (Д1) суммирование по т инте-
грированием по ω:

* · I Q I £„ > ί3
 Ρ

ο
οο

+ Ι < £ β — Йω I QΙ £ „ > t2 ρ (Я я — Αω)} Λο, (ДЗ)
где первый интеграл отвечает членам суммы в (Д2) с Еп<^Ет,
а второй — членам суммы с Еп ^> £ т [о введении плотности
уровней ρ(£) см. в § 2].

Флуктуации, наблюдаемые в реальной системе, получаются в ре-
зультате усреднения флуктуации в различных состояниях л с ве-
совым фактором / ( £ л ) . Таким образом, интересующая нас величи-

*) В силу эрмитовости Но для любых функций рассматриваемого
класса Ψ* и. φ ГВ*Н& d χ — f ί«0Ψ* dx. Поэтому /Ψ^Η^Ψ^ίχ^
= / (0«"я) Η*0Ψ*ηάχ=.Εη f (?Ψ η ψ; Ξ £„ / Ψ ^ Ψ ^ Λ : . Тому же значению рав-
но, очевидно, выражение f*PnQH04

s

ndx, откуда и следует утверждение
о равенстве нулю величины ( Еп \ Q \ Е„).
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на Q 2 = Ρ равна

( Ε — %α> j Q I Ε ) j 2 ρ (Ε — %m)} dEΊ do>, (Д4)

так как число уровней энергии в интервале dE равно p(E)dE.
Для рассматриваемой линейной системы при наложении на неё

напряжения § =SQeiu>t Q = / = ° , где Ζ — импеданс. Поэтому

можно считать, что флуктуационные токи в системе с импедан-
сом Ζ (ω) обусловлены некоторой флуктуационнои э. д. с. ёч

причём согласно (Д4) (см. также раздел 1)

>(£ — U)}dE ίίω. (ДЗ)

Для получения квантовой формулы Найквиста необходимо

связать выражение (Д5) с выражением (2,14) для 2 , которое

выпишем здесь ещё раз:

( £ — A a > | Q | £ ) | » p ( £ — ίαο)} dE. (Д6)

Выражения (Д5) и (Д6) определяются входящими в их состав
С ( )величинами С ( ± ) :
ОО

= J Ι
о

— ta | Q | Ε ) |» ρ(£ —

6 УФН, т. XLVI, вып. З
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Произведём теперь во втором интеграле в (Д7), перед кото-
рым стоит знак i t , замену переменных Ε -* E-f-^ω и учтём при
этом, что матричный элемент ( Ε — fit» | Q | Е) = J" Ψ^ * ω (^Ψ£ dx
равен нулю при Е<^%(я [все уровни энергии считаются положи-
тельными, что отражено в (Д7), поскольку интегрирование ве-
дётся от энергии £ = 0]. В результате получаем (напомним, что
в силуэрмитовости Q | ( E\Q\ Е-\- %т ) | 2 = | ( Е-\- &ω | Q\ Ε ) | 2 ) :

- T F J f | ( £ 4 &ω I Q|E) |ap(£ + ^ P ( £ ) / ( £ № (Д8)
'о

где при переходе ко второму выражению учтено, что
в состоянии термодинамического равновесия отношение весоа

х)- — е кТ . Из (Д8) и (Д7) имеем:

1 - е к т

2 / 1 , 1

• С ( - ) = 1 + ·
2

е*т-1

= ΓΏ; (ω) ίίω = f I Z |
Ό

е — .
со

— Г| 712-.

а

ω =

е к Г -

(дэ)

т. €. для w получается квантовая формула Найквиста (2,3):

Фигурирующее в (ДЮ) выражение Щ: 1

(ДЮ)

есть фор-

мально выражение для средней энергии осциллятора с частотой ω
при температуре Т. Поэтому во избежание недоразумений, быть
может, стоит подчеркнуть, что этот результат тем не менее не-
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связан ни с какими специальными модельными представлениями
о характере рассматриваемой линейной диссипативной системы.

Формула Найквиста обсуждалась в этой статье почти исклю-
чительно для электрического случая. Однако, как уже отмеча-
лось, и особенно ясно, в частности, из её вывода, приведённого
в настоящем дополнении, формула Найквиста относится факти-
чески к любой линейной диссипативной системе, независимо от
того, является ли она электрической или механической. О приме-
нении формулы Найквиста к теории броуновского движения уже
была речь в разделе 1. Подробнее этот случай, а также вопрос
об использовании формулы Найквиста для установления связи
между радиационным трением и флуктуациями электрического
поля в вакууме или акустическим радиационным трением и флук-
туациями давления в газе освел,ены в 8 .
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