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СТАТИСТИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ МАТЕРИИ, ИЗЛУЧЕНИЯ
И ЭЛЕКТРИЧЕСТВА ι

Карл Дарроу, Нью-Ворк

В В Е Д Е Н И Е

Главным предметом настоящей статьи являются успехи
атомной т е о р и и в двух доселе лежавших вне ее пре-
делов областях. Как известно, атомная теория стремится
объяснить наблюдаемые свойства материальных тел микро-
скопических размеров, рассматривая последние как сово-
купность мельчайших частиц, каждая из которых наделена
только несколькими простейшими качествами. Любой газ
обладает, например, упругостью, вязкостью, энтропией, тем-
пературой. Теоретически говоря, все эти свойства можно
было бы приписать и каждому его атому. Однако современ-
ная атомная тоория газов подходит к вопросу совершенно
иначе. Она стремится объяснить вышеуказанные четыре
свойства (и многие другие), как характерные черты сово-
купности громадного числа одинаковых частиц, каждая из
которых в отдельности ни одним из этих свойств не обла-
дает и характеризуется исключительно своим положением,
скоростью, массой (иногда еще и моментом инерции) и спо-
собностью совершать упругие столкновения с другими ча-
стицами. Такой подход в общем вполне себя оправ-
дал. Мы не приписываем вязкость, энтропию и темпе-
ратуру каждому отдельному атому, а наоборот выводим

1 Опубликована в Physical Review Supplement. Vol. 1, J& 1, p. 90. и
в Bell System Technical Journal, 1929. Перевел С. П. Шубин.
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(качественно и количественно) их существование из свойств
совокупности атомов. Теория, на основе которой делаются
эти выводы, называется с т а т и с т и ч е с к о й . Она базиру-
ется на некоторых основных положениях, которые, в своей
первоначальной форме, образуют то, что называется клас-
с и ч е с к о й с т а т и с т и к о й . Успехи классической стати-
стики являются одним из свидетельств справедливости кор-
пускулярной теории материи. Раньше — до того, как появи-
лись те блестящие опыты с отдельными атомами, благодаря
которым атомная теория получила всеобщее признание —
это свидетельство было почти единственным.

Излучение в некоторых отношениях напоминает газ.
Например, излучение, заключенное в сосуд, стенки которого
поддерживаются при определенной температуре, обладает,
подобно газу, энтропией, температурой, упругостью. Кажется
естественным попытаться объяснить эти свойства, исходя
из представлений, аналогичных атомной теории газов, т. е.
рассматривая излучемге как совокупность громадного числа
частиц — фотонов или световых корпускул. Теперь эта мысль
кажется совершенно естественной; но в те времена, когда
все смотрели на свет как на нечто волнообразное, она на-
верно представилась бы чрезвычайно дикой. Даже после
того как Э й н ш т е й н разрушил эти старые представления,
понадобилось около двадцати лет для того, чтобы на основе
теории квантов выросло понятие „светового газа". Истори-
ческое развитие шло здесь не так, как в атомной теории
материи, а обратным путем: существование световых кор-
пускул было доказано (на опытах с эффектом К о м п т о н а
и фотоэлектрическим эффектом) задолго до того, как раз-
вилась статистическая теория этих корпускул. Как мы те-
перь знаем, главное затруднение состояло здесь в том, что
даже исходя из понятия световых частиц и приписав им
правильные значения энергии и импульса, нельзя пользо-
ваться для них той же статистикой, которая давала такие
хорошие результаты для материальных атомов. Б о з е пока-
зал, как нужно изменить основы статистики для того, чтобы
построить стройную атомную теорию излучения, находяще-
гося в тепловом равновесии со стенками сосуда.
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Второе из новых завоеваний атомной теории сводится,
отчасти, к возрождению теории, впервые предложенной
30 лет тому назад, согласно которой отрицательное электри-
чество в металлах представляет собой совокупность движу-
щихся частиц, сталкивающихся при движении с атомами
металла. В свое время разработка этой теории производи-
лась, конечно, методами классической статистики. Благо-
даря ряду серьезных разногласий с опытом, она была впо-
следствии отброшена и только недавно снова возрождена
П а у л и и 3 ом мер φ ел ьд ом* на основе видоизмененной
статистики. Эта видоизмененная статистика, данная впервые
Ф е р м и и, независимо от него, Д и р а к о м , не совпадает со
статистикой излучения, введенной Б о з е, хотя и очень на-
поминает ее. Сейчес нельзя еще сказать, что обновленная
теория „электронного газа" дает удовлетворительное объ-
яснение всем многочисленным явлениям, сопровождающим
движение электричества и тепла в металлах и на их погра-
ничных поверхностях. Однако ее первоначальные успехи
настолько велики, что дальнейшее развитие пойдет, пови-
димому, не по пути отказа от нее (как это и казалось почти
неизбежным до введения новой статистики), а по пути
исправления некоторых деталей.

Затрагивают ли эти новые идеи атомную теорию мате-
риальных газов? Оказывается, что в применении к матери-
альным газам все три вида статистики — классическая и
две новых — приводят практически к одинаковым резуль-
татам. Расхождения появляются только при очень низких
температурах и очень больших плотностях, при чем и здесь
трудно сказать, в чью пользу говорят экспериментальные
данные. Но допустим даже, что эти данные окажутся на
стороне одной из новых статистик. В этом случае, пришлось
бы только отказаться от одного из основных положений
кинетической теории газов и заменить его другим; вся же
надстройка формул и уравнений, в которых кинетическая
теория соприкасается с опытом, осталась бы практически
неприкосновенной. В теоретической физике это, к счастью,
гораздо легче проделать, чем в архитектуре.

В последнее время под а т о м н о й т е о р и е й обычно
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понимается т е о р и я с т р о е н и я атома. В действительности
же, эта последняя охватывает такую область, куда ее пред-
шественница и не заходила. Никто никогда не думал, что
все свойства газа могут быть объяснены как статисти-
ческие свойства совокупности частиц. Часть этих свойств
первоначальная атомная теория приписывала отдельным
атомам, тем самым отказываясь, по существу, от их объяс-
нения. К их числу принадлежали все явления, связанные
со спектрами. С того места, где остановилась статистическая
теория, началась работа создателей атомных моделей. В ча-
стности, Б о р предложил модель атома водорода, способную,
по крайней мере в значительных пределах объяснить
серию Б а л ь м е р а и остальной линейный спектр „атом-
ного водорода". Эту модель он, следуя Р е з е р ф о р д у ,
сконструировал из двух частиц. Таким образом, он и его
последователи начали разрабатывать а т о м н у ю теорию
атома, стоящую на шаг глубже или вернее выше, чем
атомная теория материи, послужившая для нее отправным
пунктом.

Чем же отличается новая „атомная теория атома" от своей
предшественницы? Основное различие в методе и целях
обеих теорий сводится к тому, что в первой мы имеем дело
со сравнительно небольшим, а во второй — с громадным
числом элементарных частиц.

В боровской модели атома водорода содержится всего
две частицы, в моделях других атомов — не больше несколь-
ких дюжин частиц. В'системе, состоящей из двух частиц,
можно определить положение Ή скорость каждой частицы
с любой степенью точности и полностью описать ее дви-
жение по орбите. Даже в системах с ядром и несколькими
десятками- электронов можно достигнуть известной точно-
сти; достаточно вспомнить чертежи электронных орбит в
тяжелых атомах, которые были в таком ходу лет 6—7 тому
назад. Может быть такая определенность была неоправдан-
ной, но она была во всяком случае возможной. Совсем
иначе обстоит дело в статистической теории.

Модель кубического сантиметра газа при обычных усло-
виях температуры и давления содержит около ю 2 3 частиц.
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Одного упоминания об этой грандиозной цифре достаточно
я ля того, чтоб понять, насколько бесцельно приписывать
каждой частице определенное начальное положение и ско-
рость. Для одного выписывания начальных условий, не
говорл уже о выводах из них, не хватило бы жизни всего
человеческого рода.

На первый взгляд это затруднение кажется непреодоли-
мым. Но в действительности дело обстоит совсем не так
страшно. Для применения статистического метода совер-
шенно не нужно точно знать положение и скорость каж-
дой частицы. Достаточно знать лишь функцию, которая
показывает, какая доля общего числа частиц находится в
данном малом (но не слишком малом!) объеме и у какой
доли общего числа частиц импульсы лежат в данном малом
(не не слишком малом!) интервале. Эти определения зна-
чительно более скромны и расплывчаты, но вполне доста-
точны для нашей цели — т. е. для того чтобы объяснить про-
исхождение энтропии, температуры, вязкости, теплопровод-
ности, диффузии и т. д.

Более того. Если бы атомная теория могла дать более
определенную картину, т. е. указать с абсолютной точностью
местоположения и скорости всех атомов, то понятия энтро-
пии и температуры вообще потеряли бы смысл. Существо-
вание этих величин в нашей теории обусловливается исклю-
чительно расплывчатостью описания. Они кажутся нам
физическими реальностями только потому, что наши органы
чувств и измерительные приборы не способны непосред-
ственно реагировать на воздействия отдельных атомов. По-
этому и мозг навязывает себе известную расплывчатость,
отказываясь от слишком точного описания движения частиц;
тот факт, что благодаря громадному числу частиц этот
отказ делается „искренним", принципиально ничего не ме-
няет. Точные сведения о каждом атоме не только невозможно,
но и ненужно, даже нежелательно, получать. Вспомним
басню Эзопа о лисице и недоступном винограде: в данном
случае виноград д е й с т в и т е л ь н о набил бы оскомину.

Впрочем возможно, что винограда и вовсе не существует.
Одним из самых поразительных утверждений теоретической

Успехи физических наук. Т. X, вып. 2
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физики последних лет является та мысль, что даже в атоме
с несколькими частицами, даже говоря об одной частице,
нельзя точно указать ее положение и скорость. При-
меняя статистические методы к совокупности большого
числа частиц, мы указываем только те приблизительные
пределы, в которых лежат их координаты и импульсы.
Возможно, что эта неопределенность и расплывчатость ко-
ренится в самой природе вещей. В этом случае, подчеркну-
тое мною различие между теорией стргения атома и стати-
стической теорией материи и излучения оказалось бы, по
сути дела, различием между неправильным подходом к из-
вестной области явлений и правильным подходом ко всем
явлениям.

Конечной целью всякой статистической теории является
определение вышеупомянутой функции, так называемой
ф у н к ц и и р а с п р е д е л е н и я . Как мы уже говорили, эта
функция показывает, у какой доли общего числа частиц
мы п р е д п о л а г а е м координаты и импульсы заключен-
ными в данных небольших интервалах. Задача статисти-
ческой теории заключается в том, чтобы вывести это пред-
положение из каких-то более фундаментальных допущений.
Конечно, можно сказать, что этот вывод сводится лишь к
тому, чтоб выбрать себе по вкусу фундаментальные допу-
щения. Во всяком случае, с какой бы точки зрения мы ни
подходе ли, экспериментальной проверке подвергается только
сама функция распределения: косвенно, потому что она
дает численные значения теплопроводности, вязкости, удель-
ной теплоты; и непосредственно, так как за последнее время
найдены непосредственные методы ее изучения.

Функция распределения обычно вводится уравнением
вида:

dN = f{x, у, г, p.,-, p,j, pz).dxdydzdpxdpydpf (l)

Это уравнение относится к совокупности определенного
числа N частиц, занимающих известный ограниченный объем:
например к газу в сосуде, к излучению в полости, к элек-
тронам в проволоке. dN представляет собой число частиц,
координаты которых лежат в интервале dr по х, в интер-
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вале dy по у, в интервале dz по ζ, а компоненты импульса -
в интервале dpx по рх, в интервале dpv по ру, в интервале
dp., по pL. Выражение „в интервале dx по ж" означает „в
интервале между χ и x-^dx". Функция f есть функция
распределения по данным переменным, т. е. по координа-
там частиц, отнесенным к осям декартовой системы в обыч-
ном трехмерном пространстве и по им пул ьсам, отнесен-
ным к тем же осям. В данном случае удобнее иметь дело
с компонентами импульса, а не скорости, так как 1) ком-
поненты импульса удовлетворяют каноническим уравнениям,
2) переходя к изучению совокупностей фотонов, мы увидим,
что импульсы играют там такую же роль как в совокупно-
стях материальных атомов, скорости же всех фотонов оди-
наковы. Зная вид функции распределения в одних пере-
менных, мы легко можем выразить ее и в других перемен-
ных. ' Далее, для того чтобы от функции распределения
по всем независимым переменным перейти к функции
распределения по н е к о т о р ы м из них, нужно, как изве-
стно, проинтегрировать ее по всей области изменения ос-
т а л ь н ы х переменных. Например, для того чтобы в случае,
изображаемом уравнением (ι), найти распределение по ком-
поненте fz, нужно проинтегрировать /' по всей области изме-
нения первых пяти переменных.

Произведение dxdydz есть элемент объема в обычном
или к о о р д и н а т н о м п р о с т р а н с т в е ; произведение
dp,dp,,dpz— элемент объема в пространстве импульсов, в
котором каждая частица изображается точкой с координа-
тами, равными компонентам импульса частицы; наконец,
произведение dxdydsdpxdpydpz — элемент объема в так назы-
ваемом ф а з о в о м п р о с т р а н с т в е . Функция f выражает
распределение нашего собрания частиц по этому шестимер-
ному фазовому пространству. В некоторых случаях — напр.

1 Если мы имеем два ряда независимых переменных щ.и^ и
•»i, » 2 . . . , то соответствующие значения функции распределения f(tijii-2...)
и F ('i'i'i;a · · ·) связаны формулой:

l· (?•„ υ,...) = /•(«!, и,...) 79^ЛГГГ.У
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рассматривая собрание электронов в неравномерно нагретом
металле или собрании осцилляторов — приходится все время
иметь дело со всеми 6-ью измерениями. В других же слу-
чаях, когда речь идет о фотонах, а также об атомах или
электронах в объеме, где температура и потенциал повсюду
одинаковы — можно принять, что распределение по коорди-
натам равномерно (т. е. что f не зависит от х, у, ζ) и совсем
исключить его из рассмотрения. Тогда задача сводится к
отысканию распределения по трехмерному пространству
импульсов. Но даже и в этих простейших случаях, было бы
разумеется более последовательным оперировать все время
в фазовом пространстве. К несчастью, человеческий мозг
построен так, что сколько бы мы ни рассуждали о простран-
стве с шестью или с шестью триллионами измерений, мы не
можем представить себе никакого другого пространства
кроме трехмерного.

В уравнении типа (1), произведение дифференциалов,
стоящее в правой части, не должно быть ни слишком боль-
шим, ни слишком малым. Если этот элемент объема
настолько велик, что f заметно меняется от одной его точки
к другой, то множитель при нем, который по определению
есть с р е д н е е з н а ч е н и е f в данном элементе, должен
вычисляться методами интегрального исчисления. С другой
стороны, если этот элемент настолько мал, что содержит
всего несколько молекул, то произведение f на его объем
может быть в несколько раз больше или меньше, чем число
фактически содержащихся в нем молекул. Это легче всего
увидеть на таком примере: предположим, что пространство
разделено на элементы, число которых в 10 раз больше
общего числа частиц. Тогда, по крайней мере в 9/ю всех
элементов число частиц будет равно нулю, при f большем,
чем нуль, в остальных же элементах число частиц будет
наверняка большим, чем произведение f на объем элемента.
Деление пространства на такие мелкие ячейки делает опи-
сание слишком точным и потому непригодным для наших
целей.

Уже здесь уместно подчеркнуть, что произведение диф-
ференциалов, фигурирующее в уравнениях типа (1), не
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надо с м е ш и в а т ь с теми элементарными ячейками фазо-
вого пространства, о которых будет нтти речь ниже и ко-
торые играют такую большую роль и в старой и в новой
статистике. Каждый элемент объема достаточно большой
для того, чтоб быть использованным в уравнении (1), со-
держит очень большое число таких ячеек. Иначе говоря,
то подразделение фазового пространства на элементарные
ячейки, о котором будет итти речь ниже, слишком тонко
для того, чтоб быть использованным в связи с функцией
распределения. Непонимание этого факта часто приводит
к большой путанице. >

Говоря о функции распределения, мы молчаливо принимаем,
что существует какое-то устойчивое, постоянное, не меняющее-
ся распределение атомов в газе, фотонов в замкнутой полости,
электронов в проволоке. Это предположение нуждается в об-
основании, поскольку оно вовсе не является самоочевидным.
Наоборот, на первый взгляд кажется, что чем многочислен-
нее частицы, тем резче должно меняться распределение от
одного момента к другому. Например, собрание 1020 частиц
представляет собой на первый взгляд такой непрерывный
хаос, что бессмысленно искать в нем какого-то устойчивого
распределения. Опыт, однако, показывает обратное. Плот-
ность газа в сосуде остается все время постоянной и рав-
номерной; газ не скопляется в одном углу и не делается
внезапно горячим на одном конце и холодным на другом.
В излучении, заключенном в замкнутый сосуд с нагре-
тыми стенками, интенсивность любого участка спектра
остается постоянной до тех пор, пока температура стенок
постоянна. Распределение скоростей в потоке электронов,
испускаемых накаленной нитью, тоже, новидимому, не ме-
няется. Более того, если каким-нибудь искусственным ме-
тодом сделать плотность или температуру газа в различных
точках различной и затем предоставить его самому себе,

1 Например, в большинстве изложений классической статистики го-
ворится, что каждая ячейка содержит большое число частиц; по ста-
тистике же Ферми в каждой ячейке может быть не больше одной
частицы. Между тем, обе статистики приводят к формулам-, которые
в пр'едельвом случае дают одно и то же.
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то все неравномерности очень быстро выровняются и газ
снова вернется в устойчивое состояние.

Как известно, такой переход газа из неустойчивого
состояния в нормальное, устойчивое характеризуется воз-
растанием некоторой функции S, которая называется эн-
т р о п и е й . В некоторых простейших случаях это изменение
энтропии можно вычислить. В устойчивом состоянии энтро-
пия достигает максимального значения, которое можно
определить (с точностью до аддитивной постоянной), зная
температуру и другие постоянные, характеризующие газ.
Далее известно, что энтропия газа S и его энергия Ε свя-
заны с абсолютной температурой уравнением

dS-~ 1 (2·)
ЛЕ — Τ ' ( 2 )

которое, собственно говоря, и служит определением абсо-
лютной температуры.

Таким образом, если мы каким-либо путем получим ста-
тистическое значение энтропии, т. е., зная функцию распре-
деления можем в любой момент вычислить энтропию S,—
то за устойчивое распределение приходится признать такое,
при котором S достигает наибольшего значения (при дан-
ном числе частиц и данной полной энергии). Здесь уже не
может быть выбора. Обратно, всякая г и п о т е з а , сделан-
ная относительно вида функции 8, может быть проверена
на опыте тем, действительно ли распределение, соответ-
ствующее максимальному 8, является устойчивым. Как'
будет показано в дальнейшем, в функцию распределения,
соответствующую максимуму энтропии, входит производная

-ϊ=·,τ. е. абсолютная температура. Таким образом, темпера-
тура появляется у нас в ходе самого вывода, а не в силу
какого-то специального допущения.

Этот метод, предложенный впервые Б о л ь ц м а н о м
и впоследствии разработанный Π л а н к о м, играет весьма
существенную роль. Один выбор функции 8 ведет к клас-
сическому распределению М а к с в е л л а — Б о л ь ц м а н а ;
другой — к распределению Б о з е или Ф е р м и (различие
мезйду последними появляется в другом пункте).
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Каждая из этих функций имеет логарифмический вид,
т. е. пропорциональна некоторой другой функции, которая
называется в е р о я т н о с т ь ю . Когда в теоретической фи-
зике заходит речь о в е р о я т н о с т и , то это значит, что
потеряна всякая надежда найти причинную связь наблю-
даемых явления. В этом — слабая сторона метода Б о л ь ц -
мана. По В о л ь ц м а н у , „распределение, соответствую-
щее максимуму энтропии", является „наивероятнейшим
распределением"; мы можем даже найти численную вели-
чину его „вероятности", которая настолько превосходит
численную величину вероятностей других распределений,
что данное распределение можно безбоязненно считать
„нормальным". Но остается совершенно недоказанным, по-
чему за одним „наивероятнейшим" распределением должно
всегда следовать другое и почему на место всякого „мало-
вероятного" распределения должно всегда (или хотя бы
в большинстве случаев) приходить более вероятное. Далее,
остается совершенно невыясненным сам механизм перехода
из одного распределения в другое, т. е. механизм взаимных
столкновений, при которых частицы обмениваются энер-
гиями и скоростями, вследствие чего собрание в целом
приближается к устойчивому состоянию. Правда, существуют
такие статистические методы (о них будет вкратце сказано
в последнем параграфе), которые учитывают все эти мо-
менты. Но в том методе, которым будут в дальнейшем вы-
ведены законы распределений М а к с в е л л а - Б о л ь ц м а н а,
Б о з е и Ф е р м и - Д и р а к а, понятие каузальности отсут-
ствует.

Мы рассмотрим применения этих законов к собраниям
свободно летящих частиц сначала в случае отсутствия
внешнего поля, а потом в случае присутствия внешнего
поля (электростатического или гравитационного), выводя-
щегося из потенциала.

Читатель будет, наверное, удивлен тем, что мы так мало
говорим об осцилляторах, статистика которых, разработан-
ная Π л а н к о м, послужила первым видоизменением клас-
сической статистики и отправным пунктом всей квантовой
теории, т. е.. наиболее значительного завоевания физики
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последних 25 лет. История этого периода развития чрезвы-
чайно любопытна, но я могу остановиться только на неко-
торых основных ее пунктах.

Планковские осцилляторы служили для двух целей, они:
1) помогли П л а н к у вывести закон устойчивого распреде-
ления лучистой энергии в замкнутой полости (Планк рас-
сматривал излучение как систему волн, находящуюся в те-
пловом равновесии с мириадами осцилляторов, образующих
стенки полости) и 2) дали возможность ряду исследователей
развить теорию удельных теплот твердых тел. Статистика
Б о з е сделала первое совершенно ненужным, так как, поль-
зуясь этой статистикой и рассматривая излучение как
систему корпускул, можно вывести планковское распреде-
ление, совершенно не вводя осцилляторов. Что касается
второго, то еще в 1912 г. (теперь это кажется особенно зна-
менательным !) Д е б а й, вместо обычной картины твердого
тела как решетки, состоящей из вибрирующих атомов,
ввел новое представление о твердом теле как о системе
с т о я ч и х волн в непрерывной среде. Теория Д е б а я ,
конечно, не отрицала существования атомов, но в ее
статистических выкладках место каждого атома занимала
группа стоячих волн. Теперь мы уже освоились с той
мыслью, что в некоторых теоретических рассуждениях
вместо свободного электрона, кванта или даже атома, заклю-
ченного в известном ограниченном объеме, можно рассма-
тривать группу стоячих волн в этом объеме. Таким обра-
зом, оказывается, что свободная частица, осциллятор и группа
стоячих волн находятся в тесной связи друг с другом;
возможно, что они выражают лишь различные точки зрения
на один и тот же предмет. Поэтому, хотя в этой статье
я буду пользоваться почти исключительно строго корпу-
скулярной терминологией, возможно, что все изложенные
в ней результаты могут быть переведены на язык осцил-
ляторов или на язык волн.

Известные допущения должны быть сделаны и относи-
тельно самих частиц. Каждая из них характеризуется своим
положением, импульсом и энергией. Импульс можно выра-
зить через массу π скорость, но о'бычно удобнее иметь
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дело непосредственно с ним самим. Как известно, основное
различие между фотонами, с одной стороны, электронами
и атомами с другой—-т. е. между теми частицами, из ко-
торых мы будем строить излучение, и теми, из которых мы
будем строить газы и электричество в металлах — сводится
к различным соотношениям между импульсом и энергией.

Опыты с материальными телами микроскопических раз-
меров привели к установлению хорошо известных уравне-
ний, связывающих кинетическую энергию К и импульс ρ
с массой т и скоростью ν:

K—\-mv2·, p=mv, (3)

которые обычно предполагаются справедливыми и для
мельчайших частиц материи и электричества. С другой
стороны, в тот период, когда корпускулярная теория света
еще только завоевывала себе признание — напомним, что
волновая теория неограниченно господствовала даже и после
того, как План к пришел к квантам на основе статистики
осцилляторов, — Э й н ш т е й н предложил в различное время
(1905 и 1917) две следующие формулы, выражающие связь
энергии и импульса ф о т о н а с его длиной волны:

С исторической точки зрения интересно, что к последней
формуле Э й н ш т е й н пришел на основе статистических
исследований о тепловом равновесии между фотонами
и атомами. Первая из формул (4) получила эксперимен-
тальное подтверждение в фотоэлектрическом эффекте и ряде
других явлений; вторая—в эффекте Комптона. Эти опыты
достаточно широко известны, так что мы здесь на них не
останавливаемся.

Из уравнений (3) следует, что для частиц материи
и электричества

Для световых же частиц, уравнения (4) дают
Е~рс. (6J
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Различие между световым и электронным или материаль-
ным газом в известной мере объясняется различным видом
формул (5) и (6). Но основа его, как мы увидим ниже,
коренится не в последнем, а в различии статистических
методов.

КЛАССИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА

В дальнейшем мы будем рассматривать материальные
газы, излучение в замкнутой полости и отрицательное
электричество в металлах как собрания частиц, каждая из
которых обладает определенным положением и импуль-
сом. Такое собрание может быть изображено совокуп-
ностью точек в обычном пространстве, по осям которого
отложены координаты частиц х, у, ζ, и совокупностью точек
в пространстве импульсов, по осям которого отложены им-
пульсы частиц рх, ρν, ρζ.

Простейшей иллюстрацией метода классической стати-
стики служит задача о наивероятнейшем распределении
частиц в обычном пространстве. В этом случае решение
задачи можно предвидеть заранее. В самом деле, ясно, что
если в данном ограниченном объеме нет ничего, что отли-
чало бы одну его часть от другой (т. е. нет переменного
в пространстве внешнего поля), то частицы должны стре-
миться распределиться равномерно по всему объему. Ста-
тистическая теория д о л ж н а привести именно к такому
результату. Равномерное распределение д о л ж н о оказаться
наивёроятнейшим. Как же нужно определить „вероятность"
для того, чтоб она оказалась наибольшей в случае равно-
мерного распределения?

Но прежде всего, что такое равномерное распределение?
Разделим пространство — мысленно, конечно, — на равнове-
ликие ячейки. Равномерным распределением называется
такое, при котором число частиц в каждой ячейке в сред-
нем одинаково. Для того чтобы такое определение имело
смысл, ячейки должны очевидно обладать конечными, не
слишком малыми, размерами. Например, их линейные раз-
меры должны быть не меньше, чем среднее расстояние
между частицами; в противном случае „равномерное рас-
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пределение" было бы невозможным. Слишком тонко под-
разделять пространство так же нецелесообразно, как рас-
сматривать картину под микроскопом. Та величина, которую
мы хотим определить, при слишком большой точности те-
ряет смысл. Как по этой причине, так и для того, чтобы
сделать законными известные математические приближения,
обычно предполагается, что каждая ячейка содержит боль-
шое число частиц.

Пусть λτ есть общее число частиц; т — число ячеек, на
которое подразделен объем V; наконец iV,-— число частиц
в /-той ячейке. Данное распределение характеризуется
числами Ari, ЛГ2, . . . N!t . . . λ7,,,.

В основе классической статистики лежит тот факт, что
если снабдить каждую частицу каким-нибудь отличитель-
ным признаком—напр, приписать ей определенный номер,—
то данное распределение можно будет получить различными
путями. Действительно, предположим, что частицы распо-
ложены в известном порядке сообразно распределению
Л7], i\72 . . . Ν,». Переставляя частицы любым образом из
одной ячейки в другую, с тем чтоб общее число частиц
в каждой ячейке оставалось неизменным, мы, очевидно, не
нарушим этого распределения. Общее число таких разме-
щений, т. е. число с о ч е т а н и й из N по Nh N2, . . . Nm

дается хорошо известной формулой: •

~ ~ΝΪ\~Ν\ΓΓ Γ7Ν ! ' ( 7 '

1 Представим себе, что мы имеем т ящиков и урну с N перенуме-
рованными, но в остальном совершенно одинаковыми шарами, которые
поочереди вынимаются и кладутся в ящики по следующим правилам
игры: первые Νι шаров, которые попадаются под руку, кладутся в 1-й
ящик; вторые Ν2 шаров — во 2-й ящик и т. д. Распределив таким обра-
зом все шары, мы определяем содержимое каждого ящика и затем по-
вторяем тот же процесс до бесконечности. Очевидно, последовательность,
в которой шары появляются из урны, может быть различна — число
таких различных последовательностей равно N1. Вели в результате двух
опытов содержимое ящиков оказывается различным, то ясно, что шары
выходили в первом случае — в одном, во втором случае — в другом по-
рядке. Однако, обратлое. утверждение несправедливо. Возьмем как^ю
нибудь определенную последовательность шаров; можно показать, что
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Эта функция достигает минимального значения, равного
единице, в том случае, когда все частицы собираются
в одной ячейке, т. е. при самом неравномерном из всех
возможных распределений. Максимального же значения она,
как мы сейчас покажем, достигает при равномерном рас-
пределении. *

Будем вместо самой функции W рассматривать ее лога-
рифм. Очевидно, что \gW (который в дальнейшем будет
отождествлен с энтропией) достигает максимума одновре-
менно с W.

Имеем:

Воспользуемся формулой Стирлинга для факториалов боль-
ших чисел — одной из формул, наиболее часто употребляю-
щихся в математической статистике. Эта формула гласит:

lg£C!=£Clg£C — Х + \-\%{2кХ). (9)

Первые два члена последнего выражения служат достаточ-
ным приближением уже при ж = 1 0 . В этом приближении
имеем

2 0°)
существует Q — 1 — (JVj! N2! · • . iVm! — 1) других последовательностей,
которые приводят к точно такому же результату. В самом деле, суще-
ствует Ntl способов, которыми первые Nx шаров могут выходить из
урны, не теряя своего места в первом ящике; N2\ способов, которыми
могут выходить следующие N? шаров, не теряя своего места во втором
ящике, и т. д. Таким образом, среди N1 последовательностей каждые Q

N\
приводят к одинаковому результату, так что всего мы имеем -Q раз-

личных результатов.
1 Строго говоря, будет показано только, что равномерное распреде-

ление соответствует экстремальному значению функции W. Тот факт,
что этот экстремум есть максимум (а не минимум), вытекает из самого
физического смысла задачи; но он может быть докапан и математй"
чески.
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Пусть W0 есть значение W при некотором данном распре-
дедрнии Ny°,N2° • • . Nm°; a W—Wo-\-W—его значение
при слегка отличном распределении N1

u-\-bNuN2°-\-
-f-8JV2, . . . Nm° -f-3 Nm. Изменение \gW при переходе от
первого распределения ко второму в первом приближении
равно

^ г 2 (и)

Если W° есть максимальное значение W, то разность
между lgW0 и значением lgW для другого, слегка отлич-
ного распределения должна быть в первом приближении
равна нулю. Иначе говоря, выражение, стоящее в правой
части равенства (И), т. е. „первая вариация" должна быть
нулем при всех возможных значениях SiVj . . .bNm (так
как общее число частиц N предполагается неизменным, то
только те значения δ Nt . . . δ Nm „возможны", сумма кото-
рых равна нулю).

Но из уравнения (11) непосредственно видно, что его
правая часть равна нулю в случае, когда все Λ7,0 имеют
о д и н а к о в о е з н а ч е н и е , равное, скажем, а. В самом
деле, в этом случае

81g- P F — _ 2 ( 1 +lga)8JV, = const. ^bNit (12)

а для всех возможных вариаций ^ ^ -ЭД = О, ибо, как ска-
зано раньше, общее число частиц должно оставаться по-
стоянным.

Таким образом, мы получили желаемый результат:
наивероятнейшим распределением будет то, при котором
число частиц во всех ячейках одинаково. Если бы нам
этого не удалось, то наш метод „подсчитывания возмож-
ных способов осуществления данного распределения" ока-
зался бы непригодным. Так как функции W и lgW до-
стигают наибольшего значения при равномерном распреде-
лении, которое интуитивно кажется самым вероятным и фак-
тически господствует в газах, а наименьшего значения —
при самом неравномерном из всех распределений, то есте-
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ственно принять W за меру „вероятности" данного распре-
деления.

Заметим, что предыдущий вывод справедлив при любом
значении постоянной а. Величина этой постоянной опреде-
ляется общим числом частиц в собрании: a = J .

Применим теперь тот же метод к отысканию распреде-
ления по импульсам.

С этой целью разделим пространство импульсов, подобно-
координатному пространству, на равновеликие ячейки,
каждая из которых заключала бы большое число частиц.
Распределение, как и в предыдущем случае, определяется
числом частиц в каждой ячейке; следовательно, „вероят-
ность" его W попрежнему дается формулой (7). Величины
lg W и δ lg W тоже имеют прежний вид. Существенно но-
вый момент заключается, однако, в следующем. Поскольку
энергия частицы зависит от ее положения в простран-
стве импульсов, постольку различным распределениям по
импульсам соответствуют, вообще говоря, различные зна-
чения полной энергии собрания. Поэтому небольшое изме-
нение распределения, связанное с вариацией 3 lg W, об-
условливает, вообще говоря, и вариацию полной энергии 8 Е.

Центральным пунктом всех последующих рассуждений
является о т о ж д е с т в л е н и е величины \%W с энтро-
пие и.

Точнее говоря, мы полагаем

S = k\xW, (13)

где /с — постоянный фактор пропорциональности, значение
которого должно быть определено из опыта.

Рассмотрим газ, находящийся в состоянии теплового
равновесия при температуре Т. Если сообщить ему беско-
нечно - малую добавочную энергию dE и подождать, пока
снова не уста-новится тепловое равновесие, то в результате
энтропия его возрастет на величину dS, определяемую
уравнением
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Таким образом, если наша модель газа и выражение для
энтропии соответствуют действительности, то при переходе
от наивероятнейшего распределения, соответствующего пол-
ной энергии Ε к наивероятнейшему распределению, соот-
ветствующему полной энергии Е-\- dE (при неизменном
общем числе частиц), вариация функции \gW должна рав-
няться величине „ dE.

Допустим, что при нашем исходном распределении пол-
ная энергия равна Ε и рассмотрим п р о и з в о л ь н о е
небольшое изменение его, связанное с увеличением энергии
на dE. Новое распределение будет, очевидно, отличаться
лишь немногим от наивероятнейшего распределения, соот-
ветствующего энергии E-]-dE. Следовательно, можно ска-
зать, что наивероятнейшее распределение при энергии .#есть

dE rs

то, для которого первая вариация равна -^. Это выраже-
ние, как и следовало ожидать, исчезает, если мы рассматри-
ваем распределения с одинаковым Е.

Легко показать, что распределение, удовлетворяющее
вышеуказанному условию, имеет вид:

г-

К/ = ае"кг' (15)

где а — константа, а е,· — средняя энергия · частиц в i - той
ячейке, связанная со средним импульсом этих частиц
уравнением:

В самом деле, пользуясь уравнением (11) и вставляя в него
значение ]g 2Vt· из уравнения (15), имеем:

oS = — Α·Σ (1 -f ]g Щ &Ni — — к (1 -I- ]g α) Σ8Λ, -f

что и требовалось доказать.
Значение постоянной а, как и в предыдущем случае,

определяется общим числом частиц. Обозначим это число
через N и будем рассматривать ячейки как небольшие
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кубы объема Н, так что число их в единице объема про-

странства импульсов есть -^. Плотность ρ частиц в про-

странстве импульсов, т. е., иначе говоря, ф у н к ц и я рас-

п р е д е л е н и я по и м п у л ь с а м равна, очевидно, ~ :

лт Ч Ρχ1 Ριι2 ϊ>ζ2

„ * л кТ ρ 2тЬТ ρ Ί.·η\Τ а 2пгкТ' /1 С\

Интеграл этого выражения по всему пространству импуль-
сов есть полное число частиц Ν:

оо со со

N=I I I ?dpxdpvdp,, (19)
- га — <Ό — со

Интеграция проводится легко, так как тройной интеграл
равен произведению трех обыкновенных интегралов:

со

N— jf I (2mkT) 2 J e~'0>
dw (20)

где w — символическое изображение каждого из трех мо-
ментов. Отсюда

«=-ii*-T. (21)
(2-mkT) Ч

Окончательно, для числа частиц в г-той ячейке получаем
выражение:

М . — ?Ά ρ kTt

' ~~ 3 (22)

в которое входят 4 константы: in, Ν, fc и Η. Первые три
можно определить на основе экспериментальных данных
(о способах определения скажу ниже); в частности, третья
представляет собой универсальную константу, названную
в честь Б о л ь ц м а н а его именем, хотя сам Б о л ь ц м а н н е
дал ее численного значения. Четвертая константа — объем
ячейки Η—не входит в выражения функций распределе-
ния: ни в функцию р, ни в функцию распределения по
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энергии (о которой будет итти речь ниже), ни, наконец,
в основную функцию распределения f по координатам
и импульсам, определяемую уравнением (1), которое я могу
теперь представить в виде:

Лf— Л те ~ 2"* г (23)
V(2i:m-kT)~~2

(здесь V представляет собой объем той части обычного
пространства, которая занята нашим собранием). Факт
выпадения Η чрезвычайно обманчив; так как он наводит на
мысль, что не только объем ячеек не имеет существенного
значения, но и что введение самих ячеек служит лишь
промежуточной ступенью для вычисления функции распре-
деления и что их, поэтому, можно брать сколь угодно
малыми, подобно дифференциалам в дифференциальном исчи-
слении. Однако, именно последнее является неверным. Из
самого хода доказательства следует, что ячейки должны
обладать конечным объемом. Как выяснится в дальнейшем,
подразделение пространства на ячейки нужно рассматри-
вать как квантовый постулат; даже в том случае, если оно
служит для вывода закона Максвелла - Больцмана, который
на первый взгляд кажется диаметральной противополож-
ностью всему, что утверждает квантовая теория.

Следующим нашим шагом будет вывод р а с п р е д е л е -
ния по э н е р г и и . Как я уже отметил вначале, рассмат-
риваемое нами распределение и з о т р о п н о по отношению
ко всем направлениям движения частиц в обычном про-
странстве. Математически это выражается тем, что во все
функции распределения рх, ру и рг входят симметрично;
физическая же причина изотропии лежит в том, что в наших
исходных положениях мы ничем не выделяли одно направ-
ление перед другим (иначе обстоит дело в случае присут-
ствия внешнего поля — там все нижеприведенные резуль-
таты теряют силу). Изотропное распределение может быть
полностью характеризовано функцией распределения по
энергии. Эту последнюю можно непосредственно получить
из функции распределения по импульсам, если перейти от

Успехи физических наук. Т. X, выв. 2 6
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Разделим пространство импульседлда.рф^щ^скр^, „ ^
посредством ряда концентрических сфер с центром в начале
координат. Каждой сУфере'1 соответствует определенное зна-
ч*еШе г, каждому слою — интервал от е до гЦ~ds. Рассмот-
рим какой-нибудь из этих слоев,' ска'жем s-тый. Пусть
знающа эдеда

•ifil'J.i'I V ЛгЛ'Й'л 'i'Vi'.'-lfi ,t .Н.л,-*ГУ , i i / . f^ j?n i l i ^ ' T J i ' ^ W , is Η tf-j' :/>L

число'йчёетс (J>, в s-том смой1 ectb 'бЪлыиое1 чШяд, ра«ное:

'' ''^••^i'L)~j r =

 и [Ϊτ-Αη)1 ; , г fli! ' '' " ' (25)
f j ! , ' Μ\ 1ϊ ' I 1 ' ' t /

j Ή каждой из втих лч^ек^ ® среднем-, содержится

- . . . ' , ' .· ι Лч=ггш ' '"' ' ' ' . • (26)

частиц! 1 ОлёДоваг1'елъ'но полной число' частиц в нашем слое

р ' Ш о ' ' " h " ' Ч ' '

i Λί. =?1^, лт, = 2 ν β * 2 " ^ ^ € rt± F'(ZJ ^ ε ' ί 2 7 )
, 1, Η ' , *' ' ' ^г/ι 7 1 ) ί ' ' < " J' ι Ι '

"7"Τ""ΓΓ τ ' / ι i ι ι · ι j . ' ί
1 Обозначим абсолютную величин} р ц ^ л ь р а ~\ ц^ -\ р^ -j- р,г- ^че-

реа р, а полярные >глы вектора имп5'л'ьса через 1 и : Тогда будем

, / > , , . > ) .. .^. _

и

,1 и^сегри^я* π)ο β ή1», Получаем ''φ j'KKCwto раС^ре'дел'е^йй 'По />,
рой, й$Ъ {йсют?едс!трв фо^

цню .рвввррдолеиия !по,-л1е.ргл?и.



СТАТИСТИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ. «МАТЕРИИ И ЭЛЕКТРИЧЕСТВА Ш1

; ,^ в .ф>рму>яе<(г27)Я'«<йи> функ-
ция, распределения,- пр, эвергии;/(в дальнейшем'11Ы^яам«и-
,£ывая ее,,, будем? отбрасывать, индекс р)» Зиа-ченш <оця взял
из.:,уравнения (?1),< но. ,егд. можно ;бдл©1 пояу?р?ь<л| шепе-
сред$твенно,/лнтегрдруя >чР cw g«:.ft. д ш е . ^ я о и ; прярадйа-
,Е§я,днтегр.а,-т1) полному;- лиолу чйетищЛГ^ J.<»U л * *>««<(/ «м > >Й<{

,, ; То,т,,факт,:чт.о^^^лвдиаа Ж* = & < F { & ) d Ф
фактора,.ττ чл,сло ячеек rBi.irTOM: олее.*^* №>-.<фредиее
частиц в,,кадсдой ячейке ^(^-(Зяачртелвно ©бл*ряаеТ

е, изучение.разл,1шных «видов! -@татйс№1Ш. «Кай мы
.,-ниже, -дри Η&ρβχοΛθΝΟΤ одгнвйлетаеивтшет «^дру-

гой иногда ι (МР.няетвя ,< первый - фа>ктор,.г'|иногда/«-'второзд,
иногда — оба вместе.
' »В частности, от закона Максвелла - Вольцмана можно
перейти к тому распределению, которое П л а н к ввел для
осцилляторов!,' простой': *измереню&*Я'"''фаКтб'р'*1^>.̂ 1

пор мы делили пространство имйу»БСЬВ" ^
ячейки, число которых в слое S, заключенном между сфе-

рамп г., и s,-f dss, было пропорционально s,, 2 dss. Будем
теперь ^рассматривать-· ячейки^" объем » ^
воарастает' ие-'-мереи удаэтенвя· от-ваЧала* р
что- число: их >в * сло«! S · пропорционально npo-cf0*i#s/

фактора s4. .
Эта форма выражения Планковского постулата несколько

необычна, хотя таким путем, пр существу, ш^л сам Планк,
Обычно говорится, что П л а н к выделил известные „дозво-
ленные" значения энергии частиц собрания, отделенные
друг "&Ψ" др"уга'' равн!ь1Ш ' iffitrepii&aaM'"τξ°Ш
представляющие собой ряд вида έ Щ
и Ъ—константы. Каждому из /этих дозволенных значений
соответствует сфера в пространстве импульсов. В слое s

имеется дриблизит^льдо, ^*f1 таких, „дрзвдленныж;:9фер.",'; это
нри&циженное, зна,чели&
больше $tt.д, 4щ, цо,
в.ыводйВг4езразлично^ зшаш>, образом дредес&вяятьйеебе* рас*

,,частид, ь'нгргаг ело«;и грассматрияать 'ли J наверх*
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ности сайтах „дозволенных" сфер или ограничиваемые ими
ячейки. Это различие в методах описания имеет значение
для других вопросов, но в статистических выкладках оно
не играет роли. Я буду поэтому пользоваться иногда пер-
вой, иногда второй картиной. В данном случае удобнее
рассматривать подразделение пространства импульсов на
ячейки, имеющие вид тонких концентрических шаровых
слоев с центром в начале координат, объем которых непре-
рывно возрастает по мере удаления от последнего.

Если слой s настолько велик, что содержит большое
число таких ячеек или дозволенных сфер, то мы можем
ограничиться первым приближением и положить:

.
(28)

Отсюда, пользуясь выражением (26) для числа частиц
в одной ячейке, получаем:

— η ,γ — °L ρ Тт jg — ρ / , \ β, (OQ\
О

где М„, как и раньше, есть число частиц, энергия которых
лежит между ss и es~j-dies. Значение постоянной, попреж-
нему* фиксируется тем условием, что интеграл F по всей
области изменения энергии от 0 до со должен быть
равен N:

j Р(г)ав = Ц-~ / е dw — N, (30)

откуда получаем следующее выражение для функции рас-
пределения по энергии:

<
Fy£)^^e^'. (31)

Эта функция, разумеется, не содержит ни одного из
результатов, полученных П л а н к ом. Она имеет такой же
плавный и непрерывный вид, как сама функция Макс-
в е л л а - Б о л ь ц м а н а , Ή совершенно не зависит от
константы Ь, т. е. от величины интервала между после до-
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вателышми дозволенными значениями энергии. Эта кон-
станта выпала по той же самой причине, по которой
постоянная Η выпала из функции (23)—т. е. из-за искус-
ственно введенной непрерывности. В самом деле, производя
интеграцию (зо) для определения а, мы молчаливо прини-
мали, что все дозволенные значения энергии, лежащие
в интервале ds,f настолько близки друг к другу, что их
можно отожествить с самим е„. Иными словами, мы выров-
няли ту дискретность, которая была первоначально вне-
сена представлением о дозволенных сферах. Поэтому нет
ничего странного в том, что в функции (31), как и в законе
Максвелла-Больцмана, от этой дискретности не осталось
и следа!

Для того чтобы избежать этого выравнивания, нужно,
очевидно, при определении α пользоваться не интегрирова-
нием, а суммированием. Планковский постулат делает это
суммирование математически чрезвычайно легким. Дей-
ствительно, так как число частиц в i-той ячейке есть

ч
Nt = ae И', (32)

то полное число частиц равно сумме

ψ (33)ψ

[так как по формуле бинома Ньютона 1 -f-x-$-x2 = (i —x)'1]
откуда для α имеем т о ч н о :

α = Νβ~ΈΓ(β

1ίτ-1) (34)

и для числа частиц в г-той ячейке получаем формулу

ь а

(36)

Здесь, в противоположность закону Максвелла-Больцмана,
дискретность пространства импульсов, входящая в клас-
сическую картину, принимается и узаконяется. Не
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II'ffl-а HW^BBefl'̂ HCMpeTttW^fE 'В^клас^йческ^Ю •бтё.тйст'йку',
бк-ла-ттам^и д№"йГ№07 Он1* 'лишь- вйервыё : обратим на' №ее
внимание <̂ Не - ограйичив'Шзв ' ййсттед'овйнй'е'м τετί' задач,
вшотирда» ддакретдастью Шжн^'ПрШебрёчь'ГПЛа^н'к^рао-
смотррп"и»те^'случай1, когда1 -ее! н'у ] жяо ! учитывать;* ti о'й

t м Как мы? vyme укаеапи,1 J распределение (35)"Йы'ло'!йредйо-
я№нр-"П«л'йн«б®'М"'неидаан свобйД^о 'двиМг^п1,агая:' чаЙтЩ';
а->для'><!ви,ши1яторта. *'„Плайковбкйй-1бсЦйЯЛк¥о"р'" пр'ед'ст'а-
вл»ет^®об«
коягебаиия | ;

притягйШетёЯ' 'с силой' пропо'р'дйойа'ль^б'Й
смещению. Подобно свободной частице, состоякиё1 её
В'>1иа5юдыи">м«м«еит!'Времени 'хора"К*ёрйзуе№я значениями
Keef дебаты' ις и1 HMtf^iieu' ψ '(ΐτρπΜ^Μ1' за ' ШЧΆΜ κύόρ* ДТЙЙа'т
аб-нчн№принимается пвяшетШ равйовгейй'Й). 'Ш в'отлйчЙё
о*«]Ввоб^дной? чавткцн- энергия' 6<!^ШМЩа,'ЫШШ' не
толькб'от р?Шт Щ q, ъ *Щ&ксЫ#пШт: сШзй фуййУий'в'йДа
Ар2 -f- Bq2. Поэтому мы здесь не можем рассматривать
щ^ртранство импульсов отдельно,, /а должны иметь дело
с фазовым пространством обеих переменных ρ и д. В прин-
ципе, мы должны были'все вр'е!мн|пЬ(ступа1ь'>¥ак';":но'таЙ
как для собрания свободно движущихся частиц фазовое
пщугранство "обладает 6-Ю и&йеренщши,. т'</целесообразнее
было рассматривать , одно пртостранство импульсов. Такой
компромисс был возможен потому, что энергия зависела
•icmifto о¥ имйульсов !о'Й1'бйл'1вреден!''толькЬ''в'>одном отно-
шении, о котором, будет итти речь ниже). В данном же
случае он невозможен, но и не нужен, так как число изме-
редрй фазового пространства-равно всего двум.

Представим себе это двухмерное фазовое пространство
в вида 7 fi¥tifeKti6fii,T'f04й'й"которой отнесены к декартовой
системе координат ρ, q. Предположим·, что массы и частоты
щщ осцилляторов одинаковы, т.· е. что все они обладают
одинаковыми значениями констант А и В, амплитуды же.

*$йтЫч№>;' :Точ«а·,' п^е'Дс'тивля'ющая" данный
pfcipnctBeV'uTiliciuiia'eT;' эллйптйче-

в H^aWSoyp* д%нат/ Различным 'амплй-
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^ ^ от erd чтнщщ т"1 рм
ШМваМ 'Ж'МёШ'ртШчШе зтйё'ййя §йёргии;(<и

Щ с'
т?' то'ГШ Й '

ческую прогрессию, видй1: ':^;" άψЪ" άЩ-"Щ..'." ά'ψ'ϊδ,'!•':
Ш М&ЫШя У

р Щ Щ
^у4 'этиШ'ШШнШШи "WAV 'йрё'ЛпоА'оШиМ, "Sfd "tfcif

равномерно по ^воем
"]R. данном,, р^у^а?/;,

тистика приводит к распределению (35). Но если захотеть
вычислить среднюю энергию осцилляторов, тб в пер-
вом случае в качестве -энергии частиц г-той ячейки
придется взять среднее^ арифметическое между a-\-ib
)i'a-\-{i-\-l)b, а во Утором случае — про'сто энергию частиц
на г-том.эллипсе а-\-гЪ. Иными словами, переход от слу-
чая дискретного ряда возможных эне!эгии к случаю равно-
мерного распределения по ячейкам/сводится, по сути дела,
к замене первоначального дискретного ряда другим рядом,
чле|Ь1мкртррого суй:гь средние арифметические дленовг дер-

подчеркнуть, .4ΐ4)ΐ «уже в оамсня .подразделении
фазового пространстваJ>• m'т ячейки^'implipit*· -содержитоя
квантовый постулат. ?
"• Как'-известмо?1 П'ла'йк "Предположил, -что1 величина *>-^
т. е'̂  ЩЩ'ЫХ'йёЩу !ЩЫ Ш
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ными энергиями или, при другом методе описания, между'
двумя крайними значениями энергии в каждой ячейке —
представляет собой произведение некоторой универсальной
константы (h) на частоту осциллятора (ν). При таком
предположении площадь каждой ячейки равна h, * какова»
бы ни была частота осциллятора. Отсюда вытекает следую-
щий общий принцип квантовой теории. Предположим, что
каждый элемент данного собрания характеризуется η неза-
висимыми координатами (т.· е. обладает η с т е п е н я м и
свободы) и таким же числом импульсов. Тогда обобщен-
ный принцип П л а н к а гласит: д л я с о б р а н и я частиц,
к а ж д а я из к о т о р ы х о б л а д а е т η с т е п е н я м и сво
боды, φ а з о в о е про с т р а н с т в о д о л ж н о быть раз-
д е л е н о на я ч е й к и объема If.

Посмотрим теперь, что дает при таком предположении
классическая статистика для собрания таких частиц, у кото-
рых энергия и импульс связаны соотношением ε = ср (как

у световых корпускул), а н е е = ^ (как у материальных

частиц). В этом случае, как и в предыдущем, каждому
значению энергии соответствует в пространстве импульсов
определенная сфера с центром в начале координат. Но
численные соотношения получаются другие. Вместо фор-
мул (24), мы теперь имеем

ε, = СП, Cfe» = cdr,

dF=4icr. idr,, = 4-£e.2de» (36)
С

где dV есть объем слоя S, заключенного между сферами г„
и e,-\-de,. Разделим пространство импульсов на равнове-
ликие ячейки объема Я и допустим, что Ьг так незначи-

1 Точка, изображающая осциллятор, с частотой ν, массой т и ампли-
тудой С, описывает в фазовой плоскости эллипс с полуееями С и 2ктчС,
т. е. с площадью 2π2 тчС2. Энеравя ее U = 2π2 m·*2 С3. Следовательно,
соотношение между энергией 17 и площадью F имеет вид

U — 4F.

Отсюда видно, что если признать, что разность энергии между двумя
эллипсами равна h\ то заключенная между ними площадь равна h,
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тельно меняется при переходе от одной ячейки к другой,
что даже в S'-том слое, содержащем большое количество
ячеек, можно приравнять 2V,- некоторому среднему значе-
нию Ns- В этом случае, число ячеек в слое S равно

Пользуясь для Ni классическим значением (15) и отож-
дествляя его с Ns, получаем для полного числа частиц
в (S-том слое выражение:

**
4 hi1

M.= Q.Ne=a-~ г,Ч d.e. = F'(·.) dse. (38)

Постоянная <x вычисляется тем же методом, что и раньше.
В результате, для функции распределения имеем

^•>=8А§* "4 (39)
е кт

Таково согласно классической статистике „выровненное"
распределение по энергии для светового газа в том пред-
положении, что пространство импульсов разделено на рав-
новеликие ячейки. Опыт, однако, приводит к совершенно
другому распределению:

^ ( 8 ) = ^ Ρ · ~ - (40)
е Ι·Γ-Ι

На первый взгляд может показаться, что (39) служит пре-
дельным случаем (40), т. е. что действительное распреде-
ление по энергии, подобно Планковскому распределению
для осцилляторов, может быть найдено просто более точ-
ным проведением того же самого вывода. Однако, в дейст-
вительности дело обстоит не так. Правда, второй фактор
выражения (39) действительно является пределом второго
фактора выражения (40) при очень низких температурах.
Но зато первый фактор Ъ (40) содержит только объем газа
и некоторые универсальные константы, тогда как первый
фактор Ь (39) содержит температуру и одну произвольную
постоянную—полное число частиц собрания. Поэтому от-
нюдь нельзя сказать, что один из этих факторов служит



предало Μ* другого- Далее, нужно'1 заметить, "чтб'ШШ} "п'р'&д-*
нолшюенве1 о"том; что %Шёй'Ш,ЖДой1"йЧеЙчй1 'фЖзоМг^ пр"6'-
страйетШ' фтет> М,*тгакак- не отразилась11 wa· -виде" tpfepMytftf
(39). В<о»в'€-!по1йййа,41чт«''-Д'Дя"1'да«; чтьш М ё Ш в ы р а ж е н ^
(39) получить (40), необходимо перестроить весь фундамент
классической статистики.

С Т А Т И С Т И К А Б о з

Разделим пространство импульсов фотонов, как и раньше,
на равновеликие ячейки, и будем рассматривать различные
{зШЬпределения -частиц по этим ячейкам. Нашей задачей по-

ЧЙЙШРЗЬ 4W?Jfiftf.^|fCKaHHfi» « н а и Р ^ я , т р ^ щ е щ ^ ф ^ 1 Р . ч 1
деления, связаннот. .с..энрцц^е||Н|ррбр.^адг11^,д,да^щ^ий
от предыдущего, мы введем совершенно новое определение
£|>ецспределения" и отсюда .••АО.ВЫЙИ'метод подсчитывания
возможных способов efo «осуществления, т. е. отыскания

вообще в г-той ячейке — Ni частиц.<>'н"'»чллч^и->г;<[ ^ио'с;.<|л
Сосчитаем число ячеек, не·> содержащих ни одной ча-

ЙкЬ,ы—пусть оно будет равнине,- ЧЗосчйтаем число ячеек,
содержащих одну частицу—пусть оно будет равно Ζι. Βο-
о"б̂ це, • пусть 12??'есть *число· ячеек, содержащих г ч;астиц.
Выпишем все полученные таким образом числаνΖ·,.

ЙШШЙ ШфГтЩГ Щмт№Жю:пЖ%Ш пКля той
ввлЬчйМ? #3'Ро>рУюойь¥;|!аньЙёиназывали „распределением ,
кШШ^-йиб^д^^овШ'^ЖйаШ^^Шг^рЙ'ме^^р'Шм^ни^
й'ЯёН^ $W№ яШ^^Ь Щр0* ЩШёрпШЖ'ШШШ

гого те^мияа^ чем ĵ а с поделен и(е,} для в ^ щ ^ д а ^ а д а щ -
цоЦ Таким именем в новой статистик'е.
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охватывает д еыъььи-.φ-Щ Д >ф^спредел ени-в-ф^старом·"'1

-последние?.· мы ибуфем <рао©м&трнвать>'<к0К
Сспоеобы»» осуществления·; первого:· Нереяодя

тельно к новой терминологии, нто можн»о"выра"знрге
^анааРо^^ра-опрвделввияигТ^'-'Мы '^дем«п (рйни-

1Щвлогрк-вадььааеадыж.1'Им>'»раамещев'Ий:"'Раив1г1Ре "ми зй

оояета-вийнг(вм.;|уравнейне»^)^ 'Теперь
все размещения ечитакшоя рав«овер©ятшымчич"5!' " | 1 | г '"'••"'"

Переходим к определению числа TF*. При вычислении
ер*,< нужно иметь в виду, что 'nab ин¥ересуют не все раз-
мещения, охватываемые данным рядом значений Zit а только

1С '>'•!£ ί ί ' . ϊ •' VI·) !t-,';jtt*M }

предписанному знаЧе-
•:- <ί <>αχ.<> i»vi n i l · n p i i i t ' f i i . ' i u i m n

эме подразделения простран-
ства импульсов на, равновеликие ячейки, цбъеш^Н, рассмат-
ривать ег) подразделейиё на !сферичесйие слои, каждый из
которых достаточно велик для того, чтобы содержать больт

шое
i: п . r f l ·
чтобы вс(

"• Π и n j i JS 'is γ φ "Д <"f(i Φ «"«f7rf ο Τ " ' ΐ τ ο π " г ) т—ги 7""Τ·

писать одно и то же значение эш ргии ε. В результате мы
пвддем, очевидно, к „выровиенной" формуле. Замечательно;
что хотя П л а н к ввел кванты в физику как раз путем от-

т того -'//караВййвайИКй40,'•>Ш%^оШШШ>Ы&чШ'а #'к'лао-

в®датся» теперь-·'таким- ыШД№И' йри^^йотйрОм· :эт8"ШрШШ-

Рассмотрим любой из наших слоев, например",' Ъ^Ш'.
Пусть Qs или 2 есть;;общеееунир1о--.ячеек в этом слое;
Zis—число тех ячеек, в которых содержится по I частиц,
наконец Ж,—полное чи^щг,уар}|и?,р.д9-4^»(^даода«^аддоей
схеме, число способов осуществления данного распределе-
щщ, характеризуемага чиолймй^Д,, даетсЛ1

or.uit Mir f i fM* fcb-i ) t»>WU»V:'Vf. ·ίΐρί1±>»νφ'·'-ίΐ<>!Γ( n i )<ni"

•ι τ Η ж

Так как, по предположение, значения энергии для всех ячеек
иадего слоя приблизительна· одинаковы, то все эти различ·
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ные способы осуществления распределения Zis соответ-
ствуют, приблизительно, одной и той же полной энергии
(а также одному и тому же полному числу ячеек и пол-
ному числу частиц).

Произведем такой же подсчет для всех остальных слоев.
Полное число способов осуществления данного распределе-
ния, удовлетворяющих условию постоянства полной энер-
гии, полного числа частиц и полного числа ячеек, равно
очевидно, произведению всех величин W*

W* = UWS*. (42)
S

Образуем, с той же целью, что и в предыдущем случае,
выражение lg W*и воспользуемся формулой С т и р л и н г а
(предполагая, что ни одно из Zi не меньше, примерно, 10)

lg W* = Σ lg W* = Σ [Q. lg Q. - Σ Zis lg Zis\. (43)
a s i

Предположим далее, что в данном случае энтропия
о п р е д е л я е т с я не логарифмом функции W из
формулы (10), а логарифмом функции W*

8 = к lg W*. (44)

В этом предположении, небольшое изменение ЬЕ полной
энергии собрания Е, вызванное переходом от данного рас-
пределения Ζύ к слегка отличному Zis-\-bZis, должно быть
связано с соответствующим изменением выражения /с lg W*
формулой:

*) = ™- (14)

Но первая вариация (к lg W*) равна:

δ (к lg W*) = — к Σ Σ (1 -f lg Zfa) δ Zi.. (45)
s i

Для того чтобы удовлетворить условию (14), нужно поло-
жить

Zis = «se (46)
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Действительно, подставляя это выражение в формулу (45)
получаем:

δ (к lg TF*) = -ft Σ Σ (1 -f lgя, - | У δ 3 i s =

α.) Σ δ Zis + ψ Σ β. Σ « δ Zu =

= ΐ ' (47)

так как Σ 3 Ζ,·, = 0, вследсгвие постоянства числа ячеек

в каждом слое, а величина ε,, Σ iZis равна полной энергии

частиц в слое s.
Таким образом, статистика Б о з е, вводя новое опреде-

ление энтропии, выраженное уравнением (44), приводит
к новому равновесному распределению. Это распределение
дается уравнением (46), фиксирующим значения чисел Zis.'
Для того, чтобы иметь возможность сравнить его с резуль-
татами старой статистики, нужно получить выражение для
новой функции распределения по энергии.

Найдем, прежде всего, значения постоянных а3. Для
этого нужно взять сумму величин Zis по всем г для каж-
дого слоя и приравнять ее полному числу ячеек в данном

<?, = Σ Zi, as Σ e "* = α, ( 1 — β *τ J. (48)

Подставляя это значение а, в (46), мы получим уже нечто
похожее на знакомые нам вещи.

Для полного числа частиц М, в слое 8 имеем

= 0 . · - τ - — , (49)
кТ] кТ

1 - е / β — 1

а это выглядит уже совсем знакомо.
Число ячеек Qs, для того случая! когда все они имеют

одинаковый объем Hs, мы уже вычислили [см. ур-ние (37)] ;
следовательно: 2

-~—ds s = F(ss). (50)
кТ

е — 1



по энергии в новой статистике В противоположность' Тем
функциям, о к,ог0роми мьц имеда дело в отарой ет&тистике,
она непосредственно зависит от объема элементарной
ячейки Я Дал^е, тогда как в старой4 'статистике мы могли
получить квантовые формулы только путем отказа от при-
ближений, здесь мы приходим к этим формулам даже до-

* приближений5 *Э¥д р а Ж ч к ё ' я считаю необходимым

Введем, наконец, квантовый постулат, являющийся об-
общением Планковского принципа для осцилляторов, (т е
пфе^й'о'лож'и'м'' ч'то'' объем элементарной "ячейки фазового
прЬЬтр^Йст^рав'е>нтЙ*;*'<и{ 'допустим 'Далее/что 1этот объем'допу

р ф
стим 'Далее/что 1этот объем

рЭДсавШт ЫЬой^ШеЩя& ^оЪъе&^нЩйрпЛ
ячеЙк¥"т1рбЙт'р*ан!с1Т"ва/импу^1ьгсов ' л на полны'и"объем, зани-
M̂ LeMSS бвёНвУЙ'УазЬм 1fr 'Ы6 "предположение дает:

Яяв: hl 1(51)

чт^ьдосдедаее» ооотноше«ие«ч»риридаавт "особенно
изящный вид, если вместо ячеек рассматривать возмЧшшяе
значения энергии и, вместо корпускулярной картины, поль-
зоваться волновой. Действительно, при такой картине, фор-

волн, причем последние совда,адаюз; 4ι длвна*ш»'.теХ1 ст©я.чих
ВОЛН, KOTOgil^y, MOfy^1, 9§ЩЗа$Щ№Р>1& Щб®ц0&ЖМ&<1к ι ι )

Итак, новая статистика приводит к следующему распре-
делению:

V (ε) d е =£. f h - r ds (52)

ВИЙДИ-

между» * i «
при равновесном распределении, характеризуамюм
Р$1УР°й Т. Произведегние атой величины та е дает полную
энергию этих частиц в единице^ объема Если рассматри-
ваемые частицы суть фотоны, то длины волн их лежат
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/t ι ' -Нер^хрдя, ο,τ цеременнор, ε ; к, новым (

λ и ν, мы получаем функцию распределения, выражающую
зависимость п л о т н о с т и * л у ч и с т о й э н е р г и и от длины
волны и частоты. Вычисленная таким образом плотность
целиком совпадает с наблюденной, с той только разницей,
что в вей нехватает одной двойки. Появление,, .этой лиш-
тШг- двойки·1 объ'яЙ1йбтся Ытрй&$Мо№ь$ Овета.' W

,черцог.о излучения: :

*, Ί Ί

справедливость которой служит,1 таким образом, оправда-
нием'для введения новой'статистики.

Заметим, что новая статистика дает возможность точно
определить число'фотоновдединице объема при данной(тем-
пературе, тогда как'в старую статистику общее число ато-
мов вх'одйло' в качестве"" произвольной постоянной. Это объ-
ясняется глубоким физическим различием межд^световым
и мглр^йа'льньг'м газом Зная температуру и объем яшдка,
содерж'ащего^гелии, я еще ничего не мог сказать о коли-
честве 'находящегося' в нем' гелия, плотность последнего

ί < 1 ί 1 /, ί. Ч · ( • f Ι , , Г ( 1 < J . r t г,

может меняться люоым образом при постоянном объему щ
постоянной температуре. Зная же темцературу ц объем
замкнутой полости^ содержащей излучение, я мог точно опре-
делить величину заключенной в нем лучистой'энергии, т. е.
ббщее число световых квантов. ',Новйя статистика находится
в согласии с этим опытным фактом. Возникает вопрос: можно
ли попытаться применить новую статистику к материальному

!'С;1

^ И

заменить распределение (46j) 6ojjee общим распределением,,
содержащим произвольную *шеггёянную В; s •

^ = ^ а „ " ' - / я =-*•/· : '*''* ( 5 4 )
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Подставляя это в выражение (klgW), мы вместо (4?) полу-
чим уравнение:

β,)Σ3

(55)
- а г

Если распределение (54) соответствует действитель-
ности, то правая часть последнего уравнения должна

равняться^ , т. е. не только ΣδΖ,·,, но и ΣΣ«8Ζ,·, должно
t si

быть нулем. Но ΣΣίδΖ,·, действительно = О для всех вари-
.ч г

аций, при которых полное число частиц остается постоян-
ным. Следовательно, распределение (51) действительно
обладает наибольшей энтропией среди всех распределений,
соответствующих той же самой полной энергии и полному
числу частиц. Распределение (46) является еще более
„исключительным": значение его энтропии является наи-
большим по сравнению со в с е м и другими распределе-
ниями, соответствующими той же полной энергии, включая
и те, которые обладают несколько отличным полным чис-
лом частиц. Для материального газа, распределение (54}
может быть признано наивероятнейшим. Тот факт, что для
светового газа требуется распределение (46), выражает со-
бой, повидимому, одно из наиболее глубоких .различий
между материей и излучением.

Произведя те же вычисления, что и выше, мы придем
к следующему выражению для числа частиц в #-том слое:

M.= Q. ~ . (56)

е — 1

В случае светового газа, мы полагаем J3 = O и пользова-
лись значением Qa из уравнения (37). В случае же мате-
риального газа, Qe определяется (25), которое, при H—jj,

Дает: _* ±
М„ = — V — l (2 π т) jj. ** - = F(es) des (57)

е - 1
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Для вычисления постоянной В нужно проинтегрировать
полученное выражение по всем возможным значениям энер-
гии от О до со и приравнять результат полному числу
частиц N.

Э й н ш т е й н предложил распределение (57) в качестве
возможной замены классического Максвелл-Больцманов-
ского распределения. Трудно сказать, какое из этих
распределений больше отвечает опытным данным, так как
с ростом температуры формула (57) все более и более при-
ближается к классической, и в обычных условиях темпе-
ратуры и давления они совершенно неразличимы. Разре-
шение этого вопроса имело бы большое значение, так как
оно показывало бы, какое определение вероятности, а сле-
довательно и энтропии, применимо к материальному газу.
Читатель, возможно, уже заметил, что применение метода
Б о з е к проблеме наивероятнейшего распределения частиц,
в обычном пространстве привело бы к разногласиям
с классической статистикой, т. е. с опытными фактами.
Поэтому нам, к сожалению, приходится все время опери-
ровать в шестимерном фазовом пространстве.

СТАТИСТИКА Ф Е Р М И

Статистика, предложенная Ферми и, независимо от
него, Д и р а к о м , базируется на тех же основных положе-
ниях, что и статистика Б о з е, т. е. исходит из того же
способа подсчитывания возможных способов осуществления
данного распределения и из тех же определений вероятно-
сти и энтропии. Но в нее вводится одно дополнительное
допущение ограничительного характера, а именно: посту-
лируется, что каждая ячейка может содержать не больше,
чем известное предельное число частиц. В частности, для
газа при отсутствии внешнего поля принимается, что
каждая ячейка либо пуста, либо содержит максимум одну
частицу.

Толчком для возникновения теории Ф е р м и - Д и р а к а
послужил „принцип запрета" Паули. Этот принцип можно
выразить следующим образом. Согласно Боровской теории

Успехи физических т и к . Т, X, вып. '2 7
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строения атома, внутриатомные электроны могут вращаться
только на известных „дозволенных" орбитах, каждая из
которых характеризуется несколькими, так называемыми
„квантовыми числами". (В последнее время понятия „до-
зволенных орбит", и „квантовых чисел" приобрели некото-
рую расплывчатость; но в качестве первого приближения
можно пользоваться первоначальной схемой). К этому огра-
ничительному принципу Б о р а П а у л и добавил еще один
ограничительный принцип, гласящий, что на каждой ор-
бите, характеризуемой данным рядом квантовых чисел,
может присутствовать самое большее один электрон (по-
жалуй, точнее бы сказать не .„один электрон", а „опреде-
ленное небольшое число электронов"). Связь этого прин-
ципа с одним из основных предложений Ф е р м и скоро
сделается нам ясна. Здесь не место перечислять все опыт-
ные факты, говорящие в пользу принципа П а у л и ; во
всяком случае они настолько многочисленны, что могут
служить в известной мере подтверждением приемлемости
идеи Ферми, вернее—сделать эту идею приемлемой (како-
вой при отсутствии этих фактов она могла бы и не ка-
эаться).

Все рассуждения протекают в данном случае совер-
шенно аналогично рассуждениям, приведшим к выводу
распределения (56), с той тольк<* разницей, что сумма по г
сводится к двум членам: г = О и г = 1. В самом деле, по
нашему основному предположению, для характеристики рас-
пределения в данном слое требуется задать всего два
числа Zi3: число пустых ячеек Zus и число ячеек содер-
жащих по одной частице Z,,. Легко показать, что наиболь-
шей вероятностью, при данной полной энергии и полном
числе частиц, попрежнему обладает распределение (54):

Zos = α,, Zis — ase (58)

«Отсюда, для числа частиц в слое S, получаем:

Ы, = Q, (59)

с — 1
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В данном случае, очевидно, не имеет смысла пользоваться
для Qs значением (37), так как мы уже видели, что для
светового газа справедлива формула Б о з е. Поэтому
Ф е р м и взял значение Qs, справедливое для материаль-
ных газов, и получил:

1

М„ — (2 π т) 2 —"* —•-- — —F{sK) (h,) (00)

е + 1

Эта формула служит отправным пунктом для современной
теории электронного газа в металлах, воскрешенной и
переработанной П а у л и и З о м м е р ф е л ь д о м . Вторая
часть настоящей статьи будет посвящена изложению этой
теории.

П Р И М Е Н Е Н И Е С Т А Т И С Т И К И Ф Е Р М И К С В О Б О Д Н Ы М

Э Л Е К Т Р О Н А М В М Е Т А Л Л А Х

Будем рассматривать данный кусок металла как неко-
торый ограниченный стенками объем, заполненный „свобод-
ными" электронами, распределение которых определяется
формулой Ф е р м и .

В функцию распределения Ф е р м и в качестве произ-
вольной постоянной входит полное число электронов Λ7.
В нее входит также объем, занятый этими Ат частицами V.
Последний мы будем предполагать равным полному объему
данного куска металла. Такое предположение, как бы со-
вершенно игнорирующее существование атомов и рассма-
тривающее металл как вакуум, заполненный Одними сво-
бодными электронами, кажется на первый взгляд чрезвы-
чайно странным, даже если считать его только первым при-
ближением. Однако, в пользу его говорят следующие два
факта: 1) медленно движущиеся электроны могут прохо-
дить сквозь атомы (по крайней мере, сквозь атомы неко-
торых элементов) так же свободно, как через пустое про-
странство и 2) плоская волна может проходить без рассея-
ния через собрание частиц, каждая из которых способна
вызвать рассеяние, если только эти частицы расположены
в виде правильной решетки и расстояние между ними
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меньше длины волны. Скорости, приписываемые электро-
нам в металлах, настолько незначительны и длины волн их
настолько велики, что такое поведение принципиально
вполне возможно.

„Стенки" играют роль агента, мешающего электронам
покинуть объем, занятый металлом. Этот агент обычно
изображается в виде внезапного и резкого скачка потен-
циала на пограничной поверхности металла. Обозначим
нормальную компоненту скорости электрона через и. Тогда
действие стенок можно будет выразить так: пока „нормаль-
ная компонента кинетической энергии" электрона \ти2'
остается меньше, чем некоторое предельное значение Wa,
электрон не может перейти через пограничную поверх-
ность и отбрасывается обратно в металл; Когда же

9 ти2 > Wa — электрон выходит наружу, с кинетической
энергией, уменьшенной на Wa. Согласно новейшим воз-
зрениям электрон может иногда выходить наружу и при

•„-ти2<CWa и обратно — оставаться в металле при „ ти2 > Wnr

мы будем покамест пользоваться первоначальными более
простыми представлениями. Константа Wa носит название
φ у н к ц и и работы.

Подобно константе Ν, функция работы представляет
собой произвольную постоянную нашей теории. Современ-
ная физика стремится свести все различия между метал-
лами к различным значениям этих двух констант. Позднее
мы увидим, что для достижения этой цели приходится
ввести еще некоторые постоянные — в первую очередь ту,
которая в прежней теории играла роль „средней длины сво-
бодного пробега" электрона. Но и с одними только двумя кон-
стантами может быть получен ряд ценных результатов.

Перепишем снова формулу Ферм и, выражающую рас-
пределение по энергии в собрании из N частиц, находя-
щихся в объеме· V при температуре Т:

к Т
•!- 1
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Для того чтобы наши обозначения совпали с Зоммерфель-

довскими, мы положили е = ~ и ввели добавочный фак-

тор G (которому впоследствии будет приписано значение,
равное 2), по причинам, которые будут указаны ниже.
Соответствующая функция распределения по координатам
и импульсам есть

f(x,l/,Z>px,p!l4h)= G

h., -; (62)
1 кТ

Первый шаг, как и в классической статистике, должен
заключаться в определении константы А путем интеграции
функции Де) по всем значениям энергии от 0 до оо и при-
равнивания получающегося выражения полному числу ча-
стиц N:

I (63)

Но этот шаг, столь легкий в классической статистике, здесь
чрезвычайно труден. Действительно, интеграл от F(e) не
принадлежит к числу хорошо известных в математике
функций и даже не может быть выражен какой-нибудь
комбинацией таковых; так что связь между А и N нельзя
выразить каким-нибудь простым уравнением. Однако, 3 о м-
м е р ф е л ь д у удалось вывести для интеграла (63) два раз-
ложения в ряд, одно из которых справедливо при А< 1,
а другое — при очень больших А. Благодаря счастливому
совпадению, — которое может показаться даже слишком
счастливым для того, чтобы быть правильным, — во всех
реальных случаях вполне достаточно пользоваться первыми
•одним-двумя членами какого-нибудь из этих {ядов.

Рассмотрим сперва такое приближение, которое, как
выяснится в дальнейшем, непригодно для электронной
теории металлов, а именно, предположим А настолько
малым, чтобы в знаменателе выражения F(e) можно было
пренебречь вторым членом по сравнению с первым. В этом
случае закон распределения близок к Максвелл - Больц-
мановскому, и потому константа А должна иметь такое
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значение, при котором F(s) в пределе совпала бы с клас-
сическим выражением (27), т. е. значение

* Л = ~ (2π»*ΛΓ). :' (64)

Было бы, однако, большой ошибкой считать это значение А
правильным при всех обстоятельствах. Им можно поль-
зоваться только, еели А значительно меньше 1; иначе го-
воря — если правая часть уравнения (64) чрезвычайно мала.
Возникает вопрос, в каких конкретных физических слу-
чаях это имеет место.

Оказывается, что для всех материальных газов при
обычных лабораторных условиях А очень мало, т. е. новая
статистика приводит практически к тем же результатам!
что и старая. Разногласия между ними появляются только
при таких больших плотностях и таких низких темпера-
турах, при которых большинство _газов находится уже
в жидком состоянии или во всяком случае весьма далеко
от того „идеального" состояния, с которым только и имеет
Цело статистика. Единственные газы, на которых, возможно,
удастся обнаружить эти разногласия, суть гелий и во-
дород.

На этом нункте Ферми, повидимому, остановился. Но
П а у л и подметил, что если применить новую статистику
к электронному газу такой цлотности, которой он — со-
гласно Р и к к е и Д р у д е — должен обладать внутри ме-
таллов, то отклонения от классического распределения
должны быть выражены значительно более резко. В самом
деле, во-первых, масса каждого электрона т во много раз
меньше, чем масса атома или молекулы любого материаль-
ного газа. Во вторых, N число электронов в данном куске
металла, — если предположить, что оно равно числу со-
держащихся в нем атомов металла, — в тысячи раз превы-
шает число частиц, заключенных в равном объеме мате-
риального газа. Выражение (64) для А содержит N в чи-

з
-слителе и mi в знаменателе, и потому для гипотетического
электронного газа в металлах *>но уже не мало. Следоваг
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тельно, в данном случае, выражение (64) для 4̂ нельзя
считать правильным.

Заметим, что тогда как величина т известна нам из
опыта, о величине N мы ничего определенного не знаем.
Мы не можем непосредственно определить, сколько свобод-
ных электронов содержится в данном куске, скажем в еди-
нице объема, металла. Поэтому, как я уже сказал выше.

плотность электргпного газа « ( = - ) есть произвольная

константа теории. Задача заключается в том, чтобы, исходя
из некоторого определенного значения п, получить правиль-
ные численные значения по крайней мере для 5 - 6 ве-
личин, характеризующих данный металл. До тех пор, пока
к электронному газу применялись методы классической
статистики, это оказывалось невозможным. Полагая η рав-
ным числу атомов металла в единице объема, мы получали
непомерно высокие значения для удельной теплоты (и, как
выяснилось в последнее время, для магнитной восприим-
чивости); переходя же к меньшим п, мы вступали в разно-
гласия с опытом в других пунктах. Общее мнение скло-
нялось, однако, к тому, что можно считать η близким к
числу атомов, или целым кратным этого числа. В основе
его коренилось, по-моему, то убеждение, что поскольку
свободные электроны отрываются от атомов и поскольку
все атомы одинаковы, каждый из них в среднем доставляет
столько же электронов, сколько другой. Во всяком случае,
для П а у л и и З о м м е р ф е л ь д а было естественно по-
пытаться применить статистику Ф е р м и в том предполо-
жении, что число электронов равно числу атомов, и по-
с.хготреть, что даст комбинация этих двух допущений.

Подставляя для да значение массы электрона, для „ чи-

сло атомов в единице объема любого металла, для Τ—-любую

температуру от абсолютного нуля до нескольких тысяч

градусов, наконец, для G — любое небольшое целое число,

мы увидим, что правая часть равенства (64) получает чрез-

вычаино большое значение. Например для ^3= 5,9-1О22
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(число атомов в 1 сМл серебра), Т=ЗООС А', (т = 2, Зо.м-
м е ρ φ е л ь д получил

3

~ζτ (2-пгкТ) ~~ 2 400, (65)

т. е. результат, обесценивающий равенство (64).
Отсюда видно, что в данном случае нужно воспользо-

ваться тем из вышеупомянутых разложений интеграла

\F(e)ds., которое справедливо для больших А. Первые
два члена этого разложения имеют вид:

f ft . . . ] . (66)
о

-Ограничиваясь первым членом этого выражения и под-
ставляя в него вышеуказанные значения ψ и Т, мы действи-
тельно получим для lg А очень большое значение (lgeA = S2b).
Отсюда можно сделать вывод, что для электронного газа
в металлах достаточно брать первые два члена, а в неко·
торых случаях и один первый член, написанного ряда.

Таким образом в первом и втором приближении для А
справедливы следующие формулы:

первое приближение;
2 4

Ϊ2/ΪΪ
(67)

второе приближение.
(При вычислении второго приближения, во второй член

ряда вставляется значение igA из первого приближения).
Подставляя одно из этих приближений в функции (61)

и (62), мы получаем с желаемой степенью точности оконча-
тельное выражение для постулируемого распределения
электронов, в которое входит одна только произвольная
постоянная п. Рассмотрим теперь применения этих формул
в отдельных конкретных случаях.
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У Д Ε Л Ь И А Я Τ Ε Π Л О Τ А

Как мы уже упоминали выше, основное затруднение для·
•старой теории электронного газа, базировавшейся на класси-
ческой статистике и на том предположении, что число сво-
бодных электронов равно числу атомов, представляла про-
блема удельных теплот. Посмотрим, как разрешается это
затруднение в новой теории.

Зная закон распределения по энергии, мы ceil час же
можем определить полную энергию собрания в функпии
температуры:

"О

E=J zF&d*. (68)
о

Подставляя в эту формулу классическое выражение (28),
мы находим

Е = ~ NkT. (69)

Пользуясь же распределением Ферми, в первом прибли-
жении имеем:

Е = Е0+ Ι γΤΤ-,
тде

_ 2z FGff / Зи \ 3

т. е. формулу совершенно иного вида.
Как известно, удельная теплота выражается производной

-р~ Таким образом, в классической теории она имеет постоян-
ное значение, в статистике же Ф е р м и — пропорциональна,
абсолютной температуре — что согласуется с тепловой тео-
ремой Н е р н с т а — и даже при комнатных температурах со-
ставляет лишь небольшую долю классического значения.

Экспериментально, удельную теплоту электронного газа
нельзя измерить отдельно от удельной "теплоты решетки
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атомов, образующих металл. На первый взгляд это делает
невозможным какую бы то ни было экспериментальную
проверку формул (69) и (70). Одна'ко, можно с полной
уверенностью сказать, что классическая формула так или
иначе неприемлема. В самом деле наблюдаемые значения
удельных теплот металлов так хорошо согласуются с теми
значениями, которые статистическая теория (и старая и новая)
приписывает о д н и м т о л ь к о а т о м а м , что для электро-
нов попросту „не остается места" — точнее говоря, не оста-

'Зп к
ется места для добавочной теплоемкости , требуемой

Ld

классической теорией. Если же брать η настолько малым,

чтобы величиной - | - можно было пренебречь, то это, как
я уже говорил, приводит к трудностям в других вопросах.
Величиной же -jVT, которую дает новая статистика, можно
пренебречь даже в том случае, когда η равно числу атомов
и Г достигает нескольких - сот градусов. Тот, кто в свое
время не переживал поражения, понесенного старой тео-
рией электронного газа на проблеме удельных теплот,
вряд ли поймет ту радость, которую доставила физикам
победа новой статистики в этом вопросе. Этой победой
новая статистика загладила все свои недостатки в других
областях.

О С Н О В Н Ы Е С В О Й С Т В А Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я Ф Е Р М И

Остановимся теперь на некоторых основных свойствах
распределения Ф е р м и , столь блестяще выдержавшего свое
первое испытание.

С этой целью вставим функцию (62) вместо константы А
в ее первое приближение, даваемое формулой (67):

2

, G 1 т т г Λ2 / 3» '• 3

При абсолютном нуле, чкспоненциальный член равен или
бесконечности или нулю, в зависимости от того, имеем ли
мы г > Wi или ε < W;. Таким образом, при абсолютном нуле
плотность электронов в фазовом пространстве равна по-
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(Г0Я1ШОЙ величине для всех значений энергии мень-
ших Wi и равна нулю для всех значений энергии боль-
ших Wi.

Этот поразительный результат легко получить без всяких
вычислений, как следствие основных постулатов теории
Ферми. По определению, абсолютный нуль есть такая
температура, при которой система совершенно прекращает
всякую отдачу энергии во внешнее пространство. Поэтому
при абсолютном нуле мы должны иметь самое „уплотнен-
ное" из всех возможных распределений. Если исходить
из того основного допущения, что в каждой ячейке фазо-
вого пространства может содержаться максимум один
электрон, то самым уплотненным распределением будет
очевидно, такое, при котором все электроны расположены
внутри некоторой сферы с центром в начале координат, по
одному в каждой ячейке. Объем этой сферы должен быть
таков, чтобы в ней могли разместиться все электроны. При
таком распределении число электронов в единице объема
фазового пространства внутри сферы равно числу ячеек
в единице объема, т. е. обратной величине объема элемен-
тарной ячейки, а вне сферы равно нулю. Таким образом
процесс охлаждения системы сопровождается образованием
своего рода „кристаллической решетки" в фазовом про-
странстве.

Все предыдущие рассуждения справедливы не только
для фазового пространства импульсов. В пространстве

импульсов сфера радиуса р, т. е. объема f- содержит
о

—ξ-Ί ψ элементарных ячеек Приравняв это выражение

полному числу электронов IV и разрешая .получающееся
уравнение относительно р, мы найдем радиус той сферы,
в которой разместились бы все электроны по одному в
каждой ячейке. Если же приравнять объем сферы вели-

N - ν

чине г , то значение ρ дает нам радиус рт той сферы,
в которой разместились бы электроны по д в каждой ячейке.
Эта величина представляет собой, очевидно, максимальное
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значение импульса электронов при абсолютном нуле. Ско-
рость, соответствующая этому максимальному импульсу vm

Рт

равна и следовательно дается выражением
1
3~

соответствующая же кинетическая энергия mv,,,2 = W,-.

Найдем с р е д н е е з н а ч е н и е скорости электрона v, a
также ее квадрата, куба и т. д., при абсолютном нуле
в газе, подчиняющемся распределению Ферми. Общая
формула для среднего значения любого выражения типа ν«,
-есть:

,, __ ! с sf , _ l 4nG Г r"V*+2

В частности

Соответствующие средние при Максвелловском распреде-
лении суть

( ) ,, = , № ; ν 3 = 2 ^ ν 3 = « I ( 7 2 b

Если откладывать по абсциссам значения энергии ε, то
кривая функции распределения по координатам и импуль-
сам f будет вначале иметь вид горизонтальной прямой,

Gнаходящейся на расстоянии г, от оси абсцисс; а кривая

функции распределения по энергии F—вид вогнутой па-
раболы. Начиная же с абсциссы е = Ж · , обе кривые будут
совпадать с осью абсцисс.

Так обстоит дело при абсолютном нуле; что же про-
исходит, когда температура повышается ? Как показал Зом-
м е р ф е л ь д , при повышении температуры прямые углы
на кривой распределения п о с т е п е н н о и о ч е н ь мед-
л е н н о з а к р у г л я ю т с я , причем кривая все время про-
должает проходить через середину вертикального отрезка
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\

ВС (рис. 1). Конец кривой, как и в классическом случае,
приближается к оси абсцисс. Но при комнатных темпера-
турах, и даже при значительно более высоких, распреде-
ление так мало отличается от того, которое имеет место
при абсолютном нуле, что многие явления можно прекрасно
объяснить, исходя из вышеописанного „уплотненного" —
так называемого „идеально-вырожденного" — распределе-
ния. В частности, вычисляя со- ) 0

противление и некоторые другие
характерные константы метал-
лов, можно пользоваться сред-
ними значениями (72а). Наряду
с ними существуют, однако, и
такие константы, напр, коэффи-
циент теплопроводности, при вы-
числении которых нельзя поль-
зоваться средними значениями,
выведенными для случая абсо-
лютного нуля, и приходится

0.S0 1.05 1.100.95 1.0

Рис. 1

браТЬ более ТОЧНЫе формулы. По Графическое изображение функ-

ЭТИМ вопросам МЫ отсылаем ЧИ- Ч и и распределения Ферми f,

ТатеЛЯ К цитированным работам построенное относительно ψ

З о м м е р ф е Л Ь Д а . в качестве независимой пере-

Вычисление дает д л я W, не- м е н н о й Д л я электронного газа,
содержащего 6,5.1О22 частиц и

ОЖИДанНО большие з н а ч е н и я : на- см3 при температуре О (график
Пример, 5,6 ВОЛЬТ ДЛЯ Серебра, из прямолинейных отрезков) и

г г> > •"• г г у ί 5 0 0 ο ^ Величина Wi равна
5,7 —ДЛЯ ВОЛЬфрама, 6,0 — ДЛЯ β эквивалентным вольтам.

платины. Очевидно, величина (V,-
зависит от уплотненности решетки; она тем больше, чем
теснее расположены атомы. В калии и натрии расстояние
между атомами сравнительно велико, и потому для них Wi
равно, соответственно, 2,1 и 2,3 вольтам.

Разница между этим и классическим распределением
громадна. Раньше мы считали, что при обычных темпера-
турах энергия электронов в металлах колеблется, сообразно
закону М а к с в е л л а , около среднего значения, равного
примерно, .0,0-2 вольтам. По -теперешним же- представле-
ниям, область возможных энергий простирается от & до
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6 вольт, причем наибольшее количество электронов падает
как раз на верхушку кривой (хотя у самой верхушки кри-
вая резко обрывается).

Давление электронного газа связано с плотностью энер-
гии тем же уравнением, что и в классической теории:

__2 Ε

Ρ — з · у,
и, следовательно, меняется пропорционально полной энер-
гии, т. е. имеет непомерно большое значение (порядка
сотен тысяч атмосфер) при абсолютном нуле, и затем мед-
ленно возрастает пропорционально Г2. Я не знаю, удастся
ли построить манометр для измерений этих электронных
давлений, но во всяком случае его пришлось бы делать
чрезвычайно сильным.

На первый взгляд все вышеизложенное находится в рез-
ком противоречии с опытом. В самом деле, измерение тер-
моэлектронных токов как будто показывает, что функция
работы, мешающая электронам вылетать из металла, далеко
не достигает б вольт (а в некоторых металлах даже и
2 вольт). Каким же образом быстро летящие электроны
остаются в металле? Оказывается, что новая теория, увели
чивая живую силу электронов, одновременно с этим увели-
чивает и то препятствие, которое им приходится преодоле-
вать. Здесь мы встречаемся с первым из опытов последнего
времени, подтверждающих новую статистику.

Э м и с с и я ТЕРМОЭЛЕКТРОНОВ

Согласно простейшим представлениям, термоэлектронный
ток образуется теми электронами, у которых ~ти'г> Wa,где
и — компонента скорости но нормали к пограничной поверх-
ности металла, a Wa — постоянная, интерпретируемая как
функция работы, т. е. как задерживающий скачок потен-
циала на границе металла. Иначе говоря, кинетическая энер-
гия термоэлектронов должна быть настолько велика, чтоб
они могли „перескочить" через окружающую их стенку.

Очевидно, что всякая эмиссия термоэлектронов нарушает
раснределение электронного газа внутри металла, так как
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она представляет собой ничем не компенсируемую потерю
электронов. С точки зрения термодинамики, естественнее
рассматривать тот случай, когда потеря электронов компен-
сируется одновременным притоком их в металл. Но в этом
случае, силу тока, подобно силе потока тепла между двумя
телами одинаковой температуры, нельзя было бы измерить.
Такилидначе, приписывая внутренним электронам распреде-
ление М а к с в е л л а или Ферми, мы, возможно,совершаем
ошибку (если только эмиссия не бесконечно мала). В ре-
альных случаях эта ошибка, повидимому, незначительна.

Таким образом, простейшая теория термоэлектронного
тока может быть выражена уравнением.

Г- /» /'· , '

i—-e\ ) U / du I do I dir-u . • ( 7 3 )
' ' ·- • ·-' . ι •••-'• .

с

Это выражение служит математическим выражением тоги,
что было сказано в начале этого параграфа. При написании
его, мы предположили, что распределение Ф е р м и остается
в силе даже для электронов, уже вылетевших из металла.
Фактор е означает заряд электрона; через i обозначена
плотность термоэлектронного тока в электростатических
единицах. Фа'ктор т3 вошел потому, что мы вместо импуль-
сов взяли в качестве независимых переменных компоненты
скорости и, v, to. Величины и0 и Wa связаны уравнением

Wa = \ти^. (74)

При интеграции s нужно, конечно, заменить через - т (и2 -j-
-\-v2-\-w-). Подставляя вместо А первое приближение иа
уравнения (67) я пользуясь символом Wi, введенным в ра-
венстве (71), мы получаем:

"О DO

"If G f i i " ••(.—и'.ит" - dudvdw. (75)
J J J e +1

ι = e
\ II I

ο υ и

Интеграция проводится очень легко, если пренебречь вто-
рым членом знаменателя по сравнению с первым. Для всех
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"значений ε меньших И", такое отбрасывание было бы не-
законным, так как для них второй член во много раз
больше первого. Но если W,, значительно больше чем Wir

τ е. если __5_ζι_Λ положительно и значительно больше еди-
кТ

ницы, то все термоэлектроны принадлежат к самой верхней
части кривой, в которой доминирующую роль играет пер-
вый член. Заменяя подъинтегральную функцию через

Ε >Г;

ие кТ мы, по хорошо известным формулам, имеем

1 = 2™™«{к'1уе "-"->••*''' (76)

-Отсюда видно, что если откладывать но абсциссам величину ψ

а по ординатам — выражение Igi— 2lgT, то мы должны
получить прямую линию (если только Wa не зависит от
температуры). Опыт подтверждает этот вывод теории. Наклон
прямой меняется от металла к металлу, причем величина

его — согласно нашей теории равная — ,-„ показывает,.

что разность Wa—Wi колеблется в пределах от одного до
δ — 6 вольт. Таким образом, наш приближенный метод ока-
зывается вполне оправданным даже при температуре белого
каления. Интересно провести сравнение полученного резуль-
тата с тем, чго дает классическая теория.

Применение Максвелловского распределения (с подста-
новкой вместо Л значения (64)) приводит к формуле

^m\^l· ' (77)

При проверке этой формулы оказывается, что эксперимен-

тальные точки хорошо укладываются на прямой Igi—|lgT,.

как и на прямой Igi — 2lgT. Действительно, — как известно
всякому физику, имеющему дело с термоэлектронами,—

функция вида е т так быстро меняется с изменением ψ

что вид кривой практически не зависит от того, стоит
ли перед ней в качестве Фактора какая-нибудь константа.
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или небольшая степень Т. Поэтому даже если быть уве-
реннъш в том, что Wa не зависит от Т, экспериментальные
кривые не дают непосредственно возможности сделать выбор
между классической и новой теорией. Но классическая
теория считала, что наклон прямой определяется выраже-

w
нием-v .̂ Следовательно, е с л и с п р а в е д л и в о р а с п р е -
д е л е н и е Ферми, то это з н а ч и т , что ф и з и к и все
в р е м я б р а л и с л и ш к о м н и з к и е з н а ч е н и я функ-
ции ρ а б о ты. Исследуя экспериментально кривые, одина-
ково хорошо согласующиеся с формулами (76) и (77), и
определяя постоянную фигурирующую в показателе, обычно
обозначаемую через- т, они полагали Ъ — W», тогда как по
новой статистике Ъ = W,, — W-,. Разница между этими двумя
равенствами чрезвычайно существенна, так как, если число
свободных электронов в металле равно числу атомов, то Не-
равно, примерно, 6 вольтам, т. е. больше, чем сам* Ъ.

Существует ли другой метод определения функции ра-
боты, кроме исследования кривой термоэлектронного тока? '
Если бы такой метод существовал, то он не только дал бы
возможность сделать выбор межд5' старой и новой стати-
стикой, но и — в том случае, если оказалось бы, что Wa > b,
т. е. что справедлива новая статистика, — позволил бы эк-
с п е р и м е н т а л ь н о определить разность Wa — Ъ = Wit а с
ней и произвольную константу и — единственную неизве-
стную величину в выражении И7,. Иначе говоря, мы полу-
чили бы возможность экспериментально определить число
электронов в единице объема электронного газа.

Оказывается, что такой прямой и непосредственный метод
определения функции работы дают явления диффракции
электронов в кристаллах. В тех явлениях, где отрицатель-
ные электроны ведут себя как волны, функция работы вхо-
дит в выражение показателя преломления. Показатель же
преломления металла можно определить из той диффрак-
ционной картины, которую дают падающие на него элект-
роны. Подробное исследование этой диффракционной
картины было произведено Дэ вис со ном и Джер_

Успехи физических наук. Т. X, вып. '£ 8
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мером на кристалле никкеля. Полученное ими значение
функции работы на много превосходит значение термоэлек-
тронной константы Ь — настолько, что для η получается
значение, примерно вдвое большее, чем число атомов ме-
талла. х Правда, многое в их результатах еще неясно; в
частности непонятно, почему значения функции работы,
выводимые из показателя преломления, зависят от скорости
электронов. 1Г w

Коэффициент при выражении Т2е и в правой части
уравнения (76) содержит только универсальные константы
(в том числе и G) и потому имеет одинаковое значение для
всех металлов. (Этот факт, как показал еще Р и ч а р д с о н
20 лет назад, можно вывести непосредственно из основ-
ных принципов термодинамики, не делая никаких предпо-
ложений относительно распределения электронов по скоро-
стям.) Значение его—-•'.?"' G отличается только фактором G

от значения, полученного Дешманом, 2 численная величина
которого, в обычных единицах, есть 60,2 ампер на см2 град2.
Для ряда металлов, это значение хорошо согласуется с
опытными данными. Отсюда можно было бы заключить,
что G •=• 1, но такое заключение разрушило бы нижеизло-
женную теорию парамагнетизма.

Остается предположить, что половина тех электронов,
которые подлетают к пограничной поверхности со скоростью,
достаточной для вылета, тем не менее отражаются. При таком
предположении, в нашу формулу входит фактор 1 — г,
где г — коэффициет отражения, в данном случае рав-
ный^, компенсирующий влияние фактора в, которому
обычно приписывается значение 2. Приписывая г другие
значения, можно объяснить, почему опыт иногда дает для
постоянной, входящей в уравнение (76), значения, меньшие

1 L. R o s e n f e l d , Ε. Ε. Wi t me г Ζ. Physik 49, 534, 1928 (1. с. infra).
Для 6 других металлов (ΑΙ, Сг, Си, Ag, Аи, Pb), они пользуются значе-
ниями показателя преломления, данными Р у д н о м , и вычисляют соот-
ветствующие п.

2 Этот фактор обычно обозначается буквой А, однако в данной
статье этот символ применяется в другом значении.
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чем 60,2 ампер, лежащие между 60,2 и 120,4. Правда, иногда
эта постоянная бывает и значительно больше 120, так
что здесь, повидимому, не все еще выяснено.1 Φ а у л е ρ и
Н о р д г е й м пытались вычислить коэффициент отражения
методами волновой механики. Они пришли к ряду интерес-
ных результатов в области термоэлектронных токов, холод-
ного разряда и фотоэлектрического эффекта. Для получения
этих результатов недостаточно, однако, одной только новой
статистики, а приходится еще пользоваться теорией пре-
ломления и отражения электронных волн. Поскольку по-
следняя выходит из рамки настоящей статьи, я укажу здесь
лишь на некоторые основные пункты.

До сих пор мы рассматривали металл как эквипотенци-
альную область, окруженную поверхностью, на которой потен-
циал претерпевает резкий скачок, и вслед за которой снова
идет эквипотенциальная область внешнего пространства. По
Ф а у л е р у же и Η орд гейму, а также по Ш о т т к и и не-
которым другим исследователям металл представляет собой
эквипотенциальную область, окруженную поверхностью, за
пределами которой имеется силовое поле; причем сила по-
следнего есть функция расстояния от поверхности. С этой
точки зрения, величина Wi представляет собой интеграл
силы поля от поверхности металла до бесконечности. На эту
поверхность падают прилетающие изнутри электроны. Та
доля электронов, которая проходит через поле, зависит от
их кинетической энергии и от вида кривой, выражающей
зависимость силы поля от расстояния (а не только от ее
интеграла). Среднее значение этой величины для электронов
различных скоростей — оно зависит, очевидно, от распреде-
ления электронов по скоростям — и есть вышеупомянутый
коэффициент г. Для некоторых простейших кривых его
можно вычислить. Таков, в общих чертах, путь для уста-

1 Если пользоваться эмпирическим уравнением вида г = аГ в ,
то, подбирая соответственным образом зависимость Wi и г от температуры,
можно при любых α и 6 добиться его согласия с предыдущей теорией.
Но при этом, как заметил Φ аул ер, „количество неподдающихся про-
верке гипотез делается слишком большим для плодотворной дискуссии".
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новления влияния поверхностных условий на эмиссию .тер-
моэлектронов и холодный разряд. *

Холодный Р А З Р Я Д 2

Предположим теперь, что между данным металлом и про-
тивоположным электродом имеется разность потенциалов,,
причем вблизи металла сила поля очень велика. Допустим
далее, что это поле проникает вплоть до поверхности ме-
талла. Тогда во всем внешнем пространстве мы будем иметь
кроме вышеупомянутого „внутреннего", еще „внешнее"
поле; и вид кривой, выражающий зависимость силы поля
от расстояния, несколько изменится. Зная первоначальный
вид этой кривой, легко определить, какое изменение при ;
вносится в нее появлением внешнего поля. В некоторых
простейших случаях можно вычислить и соответствующее
изменение коэффициента г, т. е. величину того добавочного
потока электронов, который обусловливается внешним полем.
Этот ток носит название „холодного разряда".

Н о р д г е й м принял, что в отсутствии внешней разности
потенциалов сила поля подчиняется обычному закону об-
ратных квадратов (т. е. что „внутреннее поле" служит как
бы „электрическим изображением", поля некоторого единич-
ного заряда в нашем проводнике). В этом предположении,,
для силы тока холодного разряда г получается следующая
приближенная формула:

где F—внешняя сила поля, <S — площадь поверхности ме-
талла, а с' и с" — константы, значение которых определяется
постоянной Wi. Имеющиеся в нашем распоряжении экспе-
риментальные данные (подробное изложение их дано в статье
Нордгеймав„PhysikalischeZeitschrift")2 показывают, что
зависимость между током и силой поля действительно дается
формулой вида (78)* но что предсказываемые теорией зна-

1 О теории Ф а у л е р а и Н о р д г е й м а см. статью Р. Ф а у л е р а
Успехи фи8ич. наук 10, 135 1930. Ред.

2 О холодном разряде, см. Успехи физич. наук 8, 533, 1928. Ред.
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чения с' и с" во много раз превышают их фактически на-
блюдаемые значения (для с' получается различие даже в
порядке величины, а для с" — в несколько десятков раз).
Это расхождение можно попытаться объяснить тем, что в
разряде фактически принимают участие только небольшие
участки поверхности металла, составляющие ничтожную
долю ее общей площади, и что на этих небольших участках
сила поля имеет значительно большее значение, чем если
бы металл был повсюду однороден. В этом предположении,
отношение наблюденного значения к предсказанному для с'
равно той доле общей площади, которая покрыта „актив-
ными" областями; а для с" обратной величине того фактора,
на который нужно умножить силу поля.

Недостаток такого объяснения заключается в том, что
оно слишком просто. До тех пор пока мы не имеем непо-
средственных данных о величине активных областей и гос-
подствующей на них силы поля, уравнение (78) нужно
рассматривать как уравнение с ДЕумя произвольными кон-
стантами, не очень удобное для проверки тех основных
допущений, на которых оно базируется. Исследование экспе-
риментальных данных, произведенное Нордгеймом, пока-
зало, однако, что отношение между предсказанным и наблю-
денным значением для с" всегда колеблется между 10 и 20,
а для с' близко к 10 (по крайней мере для вольфрама).
Эта закономерность, в известной мере, может служить под-
тверждением нашей теории.

Ф О Т О Э Л Е К Т Р И Ч Е С К И Й Э Ф Ф Е К Т

Согласно обычным представлениям, элементарный фото-
электрический эффект происходит следующим образом:
квант света, попадая в металл, отдает всю свою энергию Ей

какому-нибудь электрону, первоначально находившемуся в
покое, и выбивает его из металла. При вылете, кинетическая
энергия электрона уменьшается на Wa (или на еще боль-
шую величину, так как часть ее может теряться еще при
движении электрона внутри металла). Более точное рассмот-
рение, согласно которому электрон первоначально не нахо-
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дится в покое, а принадлежит к электронному газу, упра-
вляемому законами классической статистики, приводит
практически к тем же результатам, так как и в этом слу-
чае первональная энергия электрона ничтожно мала по
сравнению с той энергией, которую он получает от кванта.
Если же электронный газ подчиняется новой статистике, то
в нем имеются электроны, кинетическая энергия которых
близка к Wi. Но, с другой стороны, если справедлива нова»
статистика, то потеря кинетической энергии на W,- больше^
чем это предполагалось раньше. В итоге, мы и при старой
и при новой статистике получаем для максимальной кинети-
ческой энергии электронов, выбиваемых квантами частоты ν,.
уравнение Э й н ш т е й н а :

Етах = Ео-\- Wi— Wa — hv-\- const (79)

с той только разницей, что во втором случае аддитивная
константа имеет вид'Ж; — Wa, а в первом случае проста
(—WO). В обоих случаях, эта аддитивная константа должна
совпадать с термоэлектронной постоянной Ъ.

Новая теория имеет одно существенное отличие (которое,,
возможно, является преимуществом) от старой: она пред-
полагает наличие резко ограниченного максимума кинети-
ческой энергии. Точнее говоря, согласно новой теории,
кривая функции распределения по энергии при Е = Ет&%

претерпевает внезапный скачок от некоторого конечного
значения до нуля и образует в этой точке острый угол с
осью абсцисс. Согласно же классической статистике, бази-
рующейся на Максвелловском распределении, приближение
кривой к оси абсцисс должно носить асимптотический ха-
рактер. Кроме того, новая статистика позволяет делать
известные заключения относительно вида кривой для зна-
чений Е, меньших Етях. Большое количество эксперимен-
тальных данных по этому вопросу было получено Айв;; ι м.
и его сотрудниками, но истолкование их осложняется тем
обстоятельством, что электрон частично теряет энергию еще-
до вылета из металла, величина которой неизвестна.
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П А Р А М А Г Н Е Т И З М Э Л Е К Т Р О Н Н О Г О ГАЗА

Магнитная восприимчивость электронного газа была вы-
числена П а у л и еще до появления работы З о м м е р ф е л ь -
да об удельных тешготах. Мы не сочли, однако, целесооб-
разным следовать хронологической последовательности,
поскольку в расчеты П а у л и входит одно добавочное
осложняющее обстоятельство.

Это обстоятельство связано с тем основным допущением,
которое объясняет, почему электронный газ вообще может
быть магнитом — т. е. с допущением об „электронном маг-
нетизме". Возможно, что говоря здесь о „допущении", я
страдаю излишней щепетильностью, так как существование
электронного магнетизма может считаться доказанным опы-
тами с гиромагнитным эффектом и успехами ..вращающе-
гося электрона" в области объяснения спектров. Эти опыты
приводят к следующему значению магнитного момента
электрона \ι0:

где тп — масса электрона в покоящемся состоянии. Далее,
они показывают, что когда электрон находится в магнитном
поле, вектор его магнитного момента должен быть паралле-
лен или антипараллелен полю. Обозначим угол между мо-
ментом электрона и полем через Θ; по предыдущему
6 равно 0 или π.1 * Как известно, когда магнитный Μ обра-
зует с магнитным полем Η угол Θ, его „добавочная магнит-
ная энергия" есть — МН cos θ.2 Таким образом в электрон-
ном газе, при включении магнитного поля Н, энергия каж-
дого электрона увеличивается или уменьшается на

(81)

1 Иногда удобнее брать для ;л0 значение вдвое большее, чем значе-
ние (80), и компенсировать это тем, что полагать θ равным 60° или 120°.

2 Магнитная энергия, или точнее — энергия „взаимодействия между
магнитом и полем", полагается равной нулю, когда магнит стоит nej -
пендикулярно полю. Это согласуется с тем представлением, что действие
поля на магнит сводится к ускорению или замедлению вращения элек-
тронов. Формула (81) служит лишь первым приближением.
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Как мы уже говорили выше, вместо того чтобы иметь дело
с ячейками фазового пространства, можно, по крайней мере
в некоторых, случаях, пользоваться представлением о „воз-
можных значениях энергии". В данной проблеме наиболее
удобным оказывается именно это последнее. Пользуясь им,
можно сказать, что появление магнитного поля в электрон-
ном газе вызывает расщепление каждого возможного зна-
чения энергии на два новых. В самом, деле, каждой дозво-
ленной энергии Ε соответствуют две возможных энергии:
Е-\-\ и Ε—А, или короче: 1~\-тЬ, где т может быть равно
-)-1 или — 1.

П а у л и предположил, что наивероятнейшее распреде-
ление электронов по этому двойному ряду возможных энер-
гий определяется согласно новой статистике, включая по-
стулат Ферми, который в данном случае гласит, что на
каждое из дозволенных значений энергии приходится мак-
симум один электрон.

В предыдущем параграфе мы обозначали число тех ячеек
или дозволенных значений энергии в слое S, которые со-
держат по г электронов, через Ζ,.,; а полное число дозво-
ленных значений энергии в слое S — через Qs. Согласно
вышесказанному, в магнитном поле мы имеем Q, дозволен-
ных энергий, сдвинутых на А вверх по сравнению с перво-v

начальными, и столько же дозволенных энергий, сдвинутых
на А вниз по сравнению с первоначальными. Обозначим число
тех ячеек в „сдвинутой вверх" группе, которые содержат
по г электронов, через Zi8 + i, а соответствующее число для
„сдвинутой вниз" группы через Ζ,, _ι. Рассмотрим теперь
распределение:

Α.™ — ос„,„ е г = 0,1 • \pi)

Легко показать, что это распределение является равновес-
ным.· В самом деле, если подставить формулу (82) в выра-
жение вероятности W* по формуле Б о з е и положить, как
обычно, S = к lg W-, то окажется, что когда энергия собра-
ния претерпевает вариацию ЬЕ — при условии постоянства
полного числа ячеек и полного числа частиц — первая вари-
ация энтропии равна ψ , что и служит характерным при-
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знаком равновесного распределения. Доказательство этого
утверждения, которое может быть проведено совершенно
аналогично соответствующим рассуждениям в предыдущих
случаях [см. напр. формулу (47)], а также определение кон-
стант а.,,,,, мы предоставляем читателю. Окончательно, наше
распределение получает вид:

7 _ Q-

€ 4~ 1

гу Vs'

е • + 1

( | (-.)1 ; я. (83)

Эти формулы можно рассматривать как описания двух
электронных газов, один из которых состоит только из
параллельных полю, а другой — только из антипараллель-
ных ему магнитов. В действительности мы всегда имеем
смесь этих двух газов. Так, например, величина Zu, ι пред-
ставляет собой число параллельных магнитов, энергии ко-
торых суть не что иное, как первоначальные дозволенные
значения энергии слоя S, смещенные вниз на Δ. Правда,
эти магниты, благодаря смещению, сами уже больше не
лежат в слое S; иначе говоря, их энергии лежат уже не
между s.s и £s-\~ds.s, а между (ε, — Δ) и (ε, — Δ-j-ife.,). Но для
облегчения вычислений удобнее брать интеграл по перво-
начальным— несмещенным — значениям энергии. При этом
полное число маг^тов в „параллельном" газе будет да-
ваться уравнением:

':-. ι ,

5 W / ' A Z ^ T • (84)

Для краткости обозначим постоянную перед интегралом
через L и введем следующее сокращение

1= f ω
/ v
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Тогда, разлагая N1 по степеням переменного = η ~ , бу-
дем иметь:

N1 = L \ ψ(Β) — -~ φ'( β) -|- члены высшего порядка в н\. (86),

Аналогично, для полного числа N2 электронов-магнитов
в „антипараллельном" газе, получаем формулу:

N2 =* L\ Ф(В) + Т?ЯГ ?'(-β) + члены высшего порядка в Η \. (87)

Полный магнитный момент .параллельного" газа равен
IV̂ Ho, полный магнитный момент „антипараллельного"
газа — Ν2μ0, причем первый из них направлен по полю, а вто-
рой--против поля. Следовательно магнитный момент всего·
собрания электронов есть (А^ — Ν2)ν-ο· Мы будем рассмат-
ривать только такие значения Н, при которых в разложе-
ниях Νχ и Ν2 можно ограничиться первыми двумя членами.
В этом приближении, результирующий магнитный момент
пропорционален Н, т. е. частное от его деления на Я —
м а г н и т н а я в о с п р и и м ч и в о с т ь электронного газа χ —
есть константа. Опыт показывает, что почти у всех пара-
магнитных веществ восприимчивость действительно не за-
висит от Н, даже при очень больших значениях этого
последнего. Поэтому, ошибка связанная с отбрасыванием
членов высшего порядка в разложениях (86) и (87), по всей
вероятности незначительна. Наша приближенная формула
для χ имеет вид

-/ _ (JV, - Ν,)μ0 _ 2L μ0

2 - / т __ AW φ'(-Β)

Теперь остается сделать только последний шаг — выразить
доселе неопределенную константу В через полное число
частиц собрания N. Это число 2V"=iV̂  —|— JV2- Пренебрегая
членами высшего порядка в Н, имеем:

Ν=2ΐψ(Β). ' (89)

Уравнение (89) в основном совпадает с уравнением (63),
связывающим Зоммерфельдовскую константу А с Ν, так

как по предыдущему е = ^ . Для того чтобы это совпа-

дение было полным, нужно положить в формуле (63) G = 2Г
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как мы и сделали выше (с этой целью нами и был введен
фактор G).

Дальнейшие вычисления протекают следующим образом:
полагаем в правой части уравнения (66) lg А = — В, диф-
ференцируем его по В; затем подставляем в производную
значение В, полученное путем приравнивания правой части
уравнения (66) величине JV, т. е. значение данное в (67) —
и наконец подставляем получающийся результат в (88).
В итоге, для χ получается следующее выражение:

χ = 12 (-*-)'" μ/ n h щ h \ (90)

Перейдем теперь к экспериментальным результатам.
Можно ли считать, что магнитная восприимчивость какого-
нибудь металла обусловливается исключительно его свобод-
ными электронами ? Здесь мы встречаемся с той же неопре-
деленностью, как и в проблеме удельных теплот. Процесс
намагничения обычного парамагнитного металла слагается
из процессов троякого характера: ориентации электронов,
ориентации атомов и, наконец, того искажения орбит внутри-
атомных электронов, которым обусловливается диамагне-
тизм. Повидимому, никакая теория не может точно опреде-
лить, какую долю общего магнитного момента доставляет
каждый из этих трех эффектов в отдельности. Однако можно
с уверенностью сказать, что у щелочных металлов второй
эффект отсутствует. Действительно, данные спектроскопии
со всей очевидностью показывают, что магнитный момент
иона любого щелочного металла — т. е. атома без одного
внешнего электрона — равен нулю. Поэтому, если бы каж-
дый атом щелочного металла лишился своего внешнего
электрона, то в магнитном поле никакой ориентации ионов
не было бы и число электронов в электронном газе равня-
лось бы числу атомов. Значения χ вычисленные в этом
предположении, должны несколько превышать действи-
тельные значения воспримчивости, поскольку диамагнитный
эффект, который мы не учитывали, противоположен по
знаку парамагнитному и потому отчасти нейтрализует его.
Порядок величины этого диамагнитного эффекта мы можем
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определить, причем оказывается, что он тем больше, чем
больше атомный номер металла.

Приведенное выше значение 7. справедливо для абсолют-
ного нуля; для более же высоких температур нужно поль-
зоваться не одним, а первыми двумя членами разложения
(66). Оказывается однако, что получающаяся при этом по-
правка незначительна. Подобно средней энергии и давле-
нию, магнитная восприимчивость электронного газа практи-
чески одинакова во всей области температур, простира-
ющейся от абсолютного нуля до комнатной температуры и
значительно выше. Опыт показывает, что восприимчивость
щелочных металлов действительно не зависит of темпера-
туры. Этот факт казался настолько удивительным, что он
по сути дела и послужил первым толчком к вышеизложен-
ным исследованиям Паули. В самом деле, если бы элек-
тронный газ подчинялся законам классической статистики,
то (при числе электронов равном числу атомов) восприим-
чивость металла возрастала бы с понижением температуры
и достигала бы громадных значений у абсолютного нуля.

Согласно тем экспериментальным данным, которые име-
лись в распоряжении П а у л и при опубликовании его те-
ории, наблюденные значения проницаемости у калия и
натрия были несколько ниже, а у рубидия и цезия — за-
метно выше, чем вычисленные. Это расхождение можно
было объяснить и»та диамагнитным эффектом или какой-
нибудь неправильностью в теории. Недавно появившаяся
работа канадских исследователей, которая пришла как раз
a propos, дала значительно лучшее совпадение с теорией.
Это видно хотя бы из нижеследующей таблицы (взятой из
статьи Э. С. Б и л е ρ а, в которой указаны и первоисточ-
ники):

Ха " К lib С*

Т е о р и я П а у л и . . . 0,66 0,52 0,40 0,45
Эксперимент:

М а к - Л е н н а н и д р . . 0,61 0,42 0,31 0,42
Л з н 0,65 0,54

б
(Все численные значения нужно умножить на 10 .)

Замечательно, что совпадение получается слишком хо-
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рошее. Ожидаемый диамагнитный эффект должен был быть
больше, чем те небольшие расхождения между экспери-
ментальными и теоретическими значениями, которые наблю-
даются у натрия, калия и цезия. Возможно, что в связи
с этим потребуется более детальная теоретическая разра-
ботка диамагнитного эффекта. Возвращаясь еще раз к во-
просу о коэффициенте G, напомним, что введение коэффи-
циента Сг = 2 в равенство (61) по сути дела эквивалентно
тому допущению, что электронный газ представляет собой
смесь двух совершенно независимых друг от друга собра-
ний частиц, каждое из которых в отдельности подчиняется
статистике Ферми. Такое представление несколько не-
обычно, но тем не менее без него обойтись нельзя.

ТЕОРИЯ ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТИ

Новая теория электропроводности, развитая X о у с τ о н о м
и Б л о χ о м, базируется на волновой теории электричества,
согласно которой внутренность металла заполнена не дви-
жущимися частицами, а стоячими волнами, причем число
узлов и пучностей последних равно числу свободных элек-
тронов. Иначе говоря, основой ее служит не одна только
статистика Ферми, а статистика Ферм и-f- волновая теория.
Конечно, если считать, что статистика Ферми impHcite вклю-
чает в себя волновую механику и обратно, то последняя
оговорка делается несущественной. Но корпускулярная те-
ория отрицательного электричества 1) наиболее привычна,.
2) наиболее удобна для описания большинства тех явлений,
в которых фигурируют электроны, Поэтому, излагая новую
теорию элетропроводности, я буду пользоваться, главным
образом, языком корпускул, хотя в дальнейшем мне при-
дется ввести такое допущение, которое по сути дела экви-
валентно превращению корпускул в воляы.

Представим себе металлический стержень, длина кото-
рого, измеряемая вдоль оси ж-ов, равна U. Предположим,
что к концам этого стержня приложена разность потенци-

v
d

электроны двигались в металле совершенно свободно, то

алов V, так что вдоль оси χ действует поле Ε— , . Если бы
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каждый из них, попадая на отрицательный конец стержня
без начальной скорости, немедленно начинал бы двигаться
по направлению к положительному концу и достигал бы
его с кинетической энергией eV и соответствующей ско-
ростью (2 — ) 2 . Разумеется, в действительности дело об-

«тоит не так. Когда вдоль какой-нибудь проволоки мы
имеем градиент потенциала, то во всех ее точках наблю-
дается одинаковое выделение тепла и не видно никаких
признаков того, что на одном конце электроны движутся
быстрее, чем на другом.

Поэтому приходится предположить, что свободное дви-
жение электрона через определенные промежутки времени
прерывается и что при каждом таком перерыве электрон
теряет ту кинетическую энергию и скорость, которую он
приобрел под влиянием поля с момента предшествующего
перерыва. Точнее говоря, в среднем прирост кинетической
энергии и скорости за время, протекающее между переры-
вами, должен компенсироваться потерей их при перерывах.

В корпускулярной теории роль этих перерывов играют
соударения или столкновения электронов с атомами. По-
терю всей приращенной скорости при каждом столкновении
можно объяснить тем, что наш электрон, ударяясь об атом,
отскакивает по направлению к перпендикулярному полю.
Правда, такое объяснение кажется несколько искусствен-
ным. Но к тому же результату можно притти, если рас-
сматривать электроны и атомы как упругие шары и пред-
полагать, что при столкновениях атомы остаются неподвиж-
ными. Действительно, легко показать, что в таком предпо-
ложении угол между направлением движения электрона до
и после столкновения в с р е д н е м равен 90°. Иначе говоря,
в среднем электрон отскакивает так же часто вперед, как и
назад, совершенно независимо от первоначального напра-
вления своего движения. Строгое доказательство этого
утверждения будет дано ниже.

Здесь мы встречаемся с одной трудностью, о которой я
хочу сейчась упомянуть, хотя и не могу пока указать,
каким способом ее можно устранить. В дальнейших вычи-
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«лениях мы будем предполагать, что в конце каждого сво-
бодного пробега электрон теряет не только скорость, но и
всю кинетическую энергию, приобретенную им под вли-
янием поля за время этого пробега. Но, при столкновении
с бесконечно тяжелой сферой потери кинетической энергии
совсем не происходит. При столкновении со сферой, масса
которой равна массе атома, электрон теряет кинетическую
энергию, но не целиком теряет скорость. Теория этого по-
следнего случая была разработана Комптоном и Герт-
ц е м в связи с проблемой электропроводности газов. Be
можно применить и к проблеме электропроводности метал-
лов, хотя здесь она не дает никаких особенно хороших ре-
зультатов по сравнению с другими гипотезами.

Итак, при каждом столкновении электрон теряет ско-
рость, приобретенную им со времени предыдущего столкно-
вения и возвращается к первоначальному состоянию. Обо-
значим средний промежуток времени между столкновениями
через t0- Поскольку ускорение электрона равно -—• --, при-
обретенная им скорость в конце периода t0 есть е °, а ее
•среднее значение равно половине этой величины. Заметим,
что эта приобретенная скорость отнюдь не представляет
собой всю скорость электрона. Наоборот, средняя скорость
теплового движения, которую мы будем обозначать через
ν, во много раз больше, чем та добавочная скорость, кото-
рую может получить электрон в обычном (не очень большом)
электрическом поле за время свободного пробега. Все дей-
ствие поля сводится к тому, что оно слегка искривляет
прямолинейные траектории электронов в промежутках
между столкновениями. Так обстоит дело даже и в класси-
ческой статистике, не говоря уже о новой. Обозначим среднюю
длину свободного пробега электрона через I. Тогда to=

 l

V

и средняя приобретенная скорость есть -*• — . 1 Соответ-
-1 mv

_ — ι
' 1 Строго говоря, в этой формуле должно было бы стоять не ν ,

a. v I; но для первогоприближения это различие несущественно.
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ствующая плотность тока равна произведению этой вели-
чины на число электронов в единице .объема и на заряд
каждого электрона. Таким образом, для плотности тока при
Е = 1, которая, по определению, есть не что иное, как
п р о в о д и м о с т ь σ, мы получаем формулу:

1=\"^- (91)

mv

Константа I — с р е д н я я д л и н а свободно го про-
б е г а — есть третья произвольная постоянная электронной
теории металлов.

Я боюсь, что все предыдущие рассуждения покажутся
несколько устаревшими; тем не менее они по существу
содержат в себе всю корпускулярную· теорию электропро-
водности. Гипотеза упругих шаров носит исключительно
вспомогательный характер и служит только конкретным
выражением того основного факта, что электроны в металле,
находясь под влиянием внешнего поля, попеременно при-
обретают и теряют скорость. Средняя длина свободного
пробега есть то среднее расстояние, вдоль которого идет
непрерывное нарастание скорости.

Первая проверка формулы (91) дается зависимостью
сопротивления от температуры. В свое время считали, что
здесь, как и в проблеме удельных теплот, старая теория
электронного газа приходит в противоречие с опытом.

Действительно, опыт показывает, что сопротивление

Р = - каждого металла быстро меняется с температурой.

Для брлыпинства металлов это изменение идет пропорци-
онально Г, а при очень низких температурах — еще быстрее
(не говоря уже о замечательном явлении сверхпроводи-
мости). Согласно уравнению (91) причину этой закономер-
ности нужно искать в характере зависимости величин ν, η
и ί от температуры (так как е и т суть универсальные
константы).

Как известно, по законам классической статистики* υ
пропорционально Г . Таким образом, для того чтобы ρ было
пропорционально Т, произведение nl должно быть пропор-
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ционально 1 / о. Статистика Ф е р м и предъявляет еще бо-
лее жесткие требования, так как в ней средняя скорость
теплового движения практически совсем не зависит от тем-
пературы, и потому вся „ответственность" за поведение ρ
ложится на величину nl. В этом отношении первый шаг
новой статистики является шагом назад.

Можно ли свести искомую температурную зависимость
к изменению величины и ? В этом предположении, η должно
было бы уменьшаться с возрастанием температуры. Кажется
естественным, чтобы η в о з р а с т а л о с температурой, так
как свободные электроны, возможно, появляются при иони-
зации атомов, причиной же ионизации является тепловое
движение. Гипотеза же об уменьшении и с температурой
представляется весьма странной, хотя с ее помощью У о τ е р-
м а н добился некоторых успехов.

Итак, часть „ответственности"—даже вся ответствен-
ность, если пользоваться новой статистикой и кроме того
считать η постоянным — должна пасть на среднюю длину
свободного пробега. Но здесь гипотеза упругих столкно-
вений терпит крушение. Она дает для средней длины сво-
бодного пробега значение, которое не зависит от темпера-
туры, ! если пренебречь тепловым расширением металла-
На первый взгляд дело представляется безнадежным.

Для того чтобы выйти из этого затруднения, Вин вы-
двинул следующую идею. Если предположить, что электрон
иногда свободно проходит через атом и что вероятность
такого прохождения тем меньше, чем энергичнее происхо-
дят колебания атома, то средняя длина свободного пробега
должна была бы уменьшаться с повышением температуры-
Иначе говоря, мы получили бы желаемый результат.

Почти таким же образом подходит к вопросу и современ-
ная физика. Мы попрежнему считаем, что вероятность от-

1 Согласно обычной формуле кинетической теории газов

, _ 1

где N— число покоящихся сфер в единице объема, a R — сумма радиу-
сов покоящейся и движущейся -сферы.

Успехи физических наук. Т. X, вып 2. 9
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брасывания или, точнее, р а с с е я н и я электрона атомом
растет с увеличением амплитуды колебания последнего. По
причину этого мы теперь видим в том, что во время коле-
бания атом удаляется от своего положения равновесия
в кристаллической решетке, т. е. меняет свое положение
по отношению к соседним атомам. Вероятность же рассеяния
зависит не только от присутствия атома на траектории
электрона, но и от его расположения по отношению к дру-
гим атомам кристалла.

Такое допущение является по сути дела компромиссом
между корпускулярной и волновой теорией. Действительно,
на каком основании мы говорим о волновой природе пучка
света, падающего на решетку, или, скажем, пучка рентгенов-
ских лучей, падающих на кристалл ? Главным доказатель-
ством в пользу этой волновой гипотезы служит тот факт,
что рассеяние (диффракция) пучка совокупностью правильно
расположенных щелей в решетке или атомов в кристалле
существенно отличается от рассеяния одной щелью или
одним атомом. Так, например, в случае правильно располо-
женной совокупности щелей, свет в некоторых направле-
ниях совсем не рассеивается, тогда как в случае одной
щели эти направления ничем не отличаются от других. Для
объяснения этих фактов приходится прибегать к представле-
нию об интерференции волн. В частности, предполагается, что
в „темных полосах" диффракционной картины, волны, рас-
сеивдемые различными щелями или частицами, находятся
в противоположных фазах и потому взаимно уничтожаются.
На корпускулярном языке это можно выразить так, что
пучок света представляет собой поток частиц, рассеивае-
мых атомами и что законы этого рассеяния определяются
расположением атомов в правильной решетке; в частности,
например, вероятность того, что частица будет отброшена по
направлению к одной из теневых полос, равна нулю.

Я не думаю, что такой компромисс является полной по-
бедой волновой теории, хотя развитие современной теоре-
тической физики, повидимому, идет именно в этом напра-
влении. Во всяком случае, если мы хотим выразить явления
диффракции в кристаллах на языке корпускулярной теории
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{независимо от того, имеем ли мы дело с волнами света
или отрицательного электричества), то нужно внести поня-
тие вероятности рассеяния, т. е. предположить, что средняя
длина свободного пробега зависит от неправильностей
в расположении атомов.

Этот принцип принимает особенно простой и замеча-
тельный вид, если иметь дело с таким пучком, длина волны
которого больше, чем расстояние между узлами решетки.
В этом случае, при правильном расположения рассеиваю-
щих частиц, рассеяние совсем не происходит. Хотя каждая
частица в отдельности рассеивает волны, через всю решетку
они проходят без изменений. На корпускулярном языке это
означает, что по мере того, как строение атолсов делается
идеально правильным, вероятность отклонения каждой ча-
стицы стремится к нулю, а средняя длина свободного про-
бега—к бесконечности.

Отсюда следует, что сопротивление идеального кристалла
равно нулю, когда все атомы покоятся в узлах решетки и
постепенно возрастает с ростом температуры. Закон этого
возрастания можно определить, если известны две вещи:
1) связь рассеяния волн частицами решетки с амплитудами
колебаний этих частиц около их положения равновесия и
2) связь этих амплитуд с температурой. Второй из этих
вопросов является предметом теории удельных теплот
твердых тел, разработанной главным образом Д е б а е м.
Первый же вопрос был детально исследован Д е б а е м и дру-
гими физиками в связи с проблемой рассеяния рентгеновски χ
лучей кристаллами. Перенося полученные ими результаты
в теорию диффракции электронных волн, X о у с τ о н пока-
зал, что в широкой области температур, сопротивление
идеального кристалла меняется пропорционально абсолют-
ной температуре.

Для того чтобы определить не только зависимость со-
противления от температуры, но и численную величину са-
мого сопротивления, нужно вычислить среднюю длину
свободного пробега электрона. По старой корпускулярной
теории эта длина определяется размерами тех атомов, с ко-
торыми электроны сталкиваются; по волновой же теории
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она зависит от рассеивающей способности каждого отдель-
ного атома. Определение этой рассеивающей способности
представляет собой задачу новой механики. Идя таким
путем, X о у с τ о н получил для некоторых металлов хорошее
совпадение с опытом.

Другая возможность появления неправильностей в кри-
сталлической решетке заключается в замене некоторой
части атомов данного элемента, разбросанных беспорядочно-
по решетке, атомами какого-нибудь другого элемента.
С таким явлением мы встречаемся в некоторых сплавах,
так называемых „твердых растворах". Как известно, сопро-
тивление сплава превышает сопротивление господствующего
в нем элемента. Н о р д г е й м показал, что наблюдаемая
зависимость сопротивления от процентного содержания
сплава может быть объяснена на основе диффракционной.
теории электропроводности. 1

Итак мы выяснили, что понятие средней длины свобод-
ного пробега может быть выражено в терминах волновой
теории и что на основании этой теории можно определить
зависимость длины свободного пробега от температуры.
Покажем теперь, как на основании корпускулярной картины
можно построить теорию тепло- и электропроводное™ и
термоэлектрического эффекта в кристаллах.

Мы будем пользоваться так называемым методом в о з-
м у щ е н н о й ф у н к ц и и р-а о п р е д е л е н и я, предложенным
впервые Л о ρ е н ц о м. Те функции М а к с в е л л а и Ферми,,
с которыми мы имели дело до сих пор, носят изотропный
характер, т. е. компоненты скорости Ι, η, ζ входят в них
лишь в виде комбинации ξ2-f η2-f-*2(= «-)·2 Эти „стандарт-
ные" функции применимы, очевидно, только в том случае,,
когда температура и потенциал всюду постоянны. Для
того же металла, в котором имеется электрическое поле

1 Та мысль, что „свободный пробег электрона" равен расстоянию
от одной неправильности в кристаллической решетке до следующей,
была выдвинута еще до появления волновой теории отрицательного элек-
тричества.

3 В дальнейшем я, следуя обычаю, буду вместо компонент импульса
пользоваться компонентами скорости.
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или градиент температуры, — а также для сплава, химиче-
ский состав кото'рого меняется от точки к точке, — они не-
пригодны. Если принять направление градиента перемен-
ной величины—будь то электрический потенциал, темпера-
тура или что-нибудь другое—за ось х, то нужно ожидать,
что ξ в функцию распределения должно войти иначе,
чем η и ζ.

Легко впрочем показать, что, как правило, эти отклоне-
ния от стандартной функции сравнительно незначительны.
Поэтому Л о р е н ц предположил, что в присутствии гра-
диента потенциала параллельного оси χ функция распреде-
ления имеет вид:

f=fo(v) + fy(v), (92)

где /'„(«) — стандартная функция распределения* (по Л о-
р е н ц у, совпадающая с Максвелловской), a ig(v) — неболь-
шой аддитивный член. Функция д должна быть такова,
чтобы f оставалось постоянным, несмотря на столкновения
электронов с атомами. Л о р е н ц показал, что в каждом
из нижеразобранных трех случаев существует свое д.

Мы начнем с простейшего случая однородного металла,
находящегося в постоянном электрическом поле при по-
стоянной температуре. В этом случае функция распреде-
ления должна быть одинакова во всех точках. Мы остано-
вимся на ее вычислении подробно, хотя окончательная
формула будет лишь немногим отличаться от формулы (91).
Как было только что указано, задача состоит в отыскании
такой функции д комбинации (ί2 + η 2 + '2)12> чтобы распреде-
ление /Ό -f £<7 носило стационарный характер, т. е. чтобы число
частиц в любой ячейке пространства скоростей оставалось
постоянным. Рассмотрим в частности ячейку, заключенную
между плоскостями I и ; -j- d ζ, η и η -ή- Фц С и ", -\- di. Назовем
ее ячейкой С. Для того чтобы не иметь дела с большим
количеством греческих букв, будем обозначать объем этой
ячейки ά\ (Ц di через άτ. Число частиц в ней равно f d-.
Это число должно оставаться неизменным, несмотря на то,
что в С беспрерывно входят и выходят частицы как под
влиянием поля, так и под влиянием столкновений.
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Электрическое поле Ε придает каждой частице постоянное

ускорение α = — , благодаря которому происходит непрерыв-

ное перемещение частиц иэ одной ячейки в другую. Легко ви-
деть, что число частиц, выходящих при этом из С в еди-
ницу времени (за „единицу времени" в данном случае
удобнее брать не секунду, а некоторый промежуток времени,
малый по сравнению с промежутком времени между двумя
последовательными столкновениями) в первом приближении
равно α/ "(ς -f-d;. η, ζ) βη\ dr._. l Эта потеря отчасти компенси-
руется притоком тех частиц, которые первоначально лежали
позади плоскости *; однако компенсация получается непол-
ная, так как число этих последних равно af (ί, η, ζ) dr\ dt, и

в результате получается чистая потеря в a J.dt частиц. 2

ОС

Она должна в свою очередь компенсироваться добавочным
притоком частиц под влиянием столкновений.

Пусть α dt есть число тех частиц ячейки С, которые за
время dt претерпели столкновения, заставившие их поки-
нуть эту ячейку, a bdt — число тех частиц, которые перво-
начально находились в других ячейках и под влиянием
столкновений за время dt попали в ячейку С. По предыду-
щему, функция д должна быть выбрана так, чтобы чистая
потеря электронов под влиянием поля в точности компенсиро-
валась увеличением их числа под влиянием столкновений,
т. е. чтобы имело место соотношение:

— Ж = Ь — а. (93)
т βξ ч '

Отсюда ясно, что нам прежде всего нужно выразить Ъ — а
через функцию распределения.

Число тех частиц скорости υ, которые испытывают столк-
1 За промежуток времени dt, столь небольшой, что α dt мало по

сравненью с άζ, те частицы, которые раньше лежали между плоско-
стями (ς -f- άς — α dt) и (; -f- d?) выходят из ячейки, а те частицы, кото-
рые лежали между плоскостями ς и ? — α dt входят в нее. Числа этих
частиц равны соответственно f(; -j- άς, η, ζ)α dt <ίη (ίζ и f (с, η, ζ) a di. dr{ dt.

2 Фактически мы здесь имеем дело не с потерей, а с увеличением
dt . .

числа частиц, так как -„ <^ О.
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новения в единицу времени, нам уже известно. Действи-
тельно, для каждой частицы число столкновений равно

' , так что

= •?• f (К <Ц <1ί. (94)

•Для того чтобы вычислить Ь, нужно классифицировать все
столкновения сообразно их результатам, т. е сообразно тому,
в какие ячейки пространства скоростей попадают сталкиваю-
щиеся частицы. В пространстве скоростей частица скорости
о находится на сфере радиуса υ с центром в начале ко-
ординат. При столкновении с неподвижным атомом меняется
только направление скорости, но не ее величина, т. е.
в пространстве скоростей частица переходит с одной точки
данной сферы на другую. Следовательно, в ячейку С могут
попасть лишь те электроны, которые лежат в том же
сферическом слое, что и С. Выведем выражение для числа
частиц, попадающих в ячейку С из любой ячейки того же
слоя С и обратно — из С в С". Интеграл разности между
этими числами по всем С" и есть искомая величина Ъ — а.

Сначала определим, у скольких частиц после столкно-
вении траектория (в координатном пространстве, конечно)
отклоняется на угол, лежащий между θ и θ -f- db. Для того
чтобы отклониться на угол Θ, электрон должен удариться
об атом по такому направлению, чтобы угол между нормалью
(т. е. линией центров в момент столкновения и первона-
чальной траекторией электрона) равнялся ψ = -*- ( π — 6).
Обозначим радиус атома через R и предположим, что но
сравнению с ним радиусом электрона можно пренебречь. >
В некоторый данный момент времени наши fd\ dt\ dr, электро-
нов находятся в единице объема металла и принадлежат к
определенной ячейке С пространства скоростей. Представим
себе, что каждый из этих электронов является в координат-
ном пространстве центром двух кругов, лежащих в плос-

1 Нижеследующие формулы справедливы и без этого ограничения,
если только понимать под R сумму радиусов атома и электрона, но
такое обобщение, насколько мне известно, не имеет практического зна-
чения.
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кости, перпендикулярной его траектории, радиусы которых
«уть В sin 4 и fi (sin <\-\-d sin ψ) = В (sin ψ -(- cos ψ ίίψ). При
движении электрона эти круги движутся по нормам к своей
плоскости со скоростью ν. За единицу времени каждая
лара кругов описывает пару цилиндров ν. Объем слоя, за-
ключенный между этими цилиндрами, равен ,

ν. 2тгД2 sin ψ cos ψ dtp.

Умножая эту величину на число электронов fell rir, dl, мы по-
лучим полный объем всех таких слоев. Для того чтобы по-
лучить интересующее нас число электронов, падающих на
атомы под углами, лежащими между » и φ-f ·<Ζφ, τ. е. откло-
няющихся на углы, лежащие между 6 и θ -j- db, нужно
очевидно помножить этот объем на число атомов в единице
объема N.
Nfdl t/η (К -2πνΒ2 sin ψ cos ψ ФЬ — f di d-ц dl • Ν-Βλυ. ~ sin θ db (95)
Полное число столкновений за единицу времени, испыты-
ваемых интересующими нас электронами, получается инте-
грацией выражения (95):

dz. (96)

Подставляя это выражение в (95), получаем: ·

Z- 2 sin ψ cos -i db = Z.\ sin θ db. (97)

Заметим, что отклонения меньшие 90° и большие 90° встре-
чаются одинаково часто, так что в среднем электроны, как.
мы уже упоминали, теряют всякий след первоначального
направления движения. Далее, сравнивая (96) с (94), мы
получаем следующее выражение для длины свободного
пробега:

4 (98>
уже указанное в примечании. Для того чтобы выявить
наиболее характерные черты выражения (97), нужно однако
вернуться к пространству скоростей.

В этом пространстве те электроны, траектории которых
отклоняются на углы, лежащие между θ и θ-fdO, пере-
скакивают из ячейки С в другие ячейки вышеуказанного
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сферического слоя. Эти последние заполняют сферическую
зону, отграниченную двумя конусами с общей вершиной
в начале координат, ось которых проходит через С, а поло-
вины телесных углов равны соответственно θ и θ-f-de.
Как известно, площадь этой зоны пропорциональна sin-Bdih
Отсюда вытекает то важное следствие, что электроны, вы-
летающие из С благодаря столновениям, распределяются
равномерно по всей сфере. "При этом ячейка С может быть
любой ячейкой данного слоя.

Рассмотрим теперь процесс обмена электронами между
двумя любыми ячейками слоя: ячейкой С (ξ,η,ζ) объема dx
и ячейкой t' (ξ, η, ζ) объема dx'. Число часгиц, перескаки-
вающих из С в С, равно полному числу столкновений в С,
умноженному на отношение объема С" к полному объему
F слоя. Обратно, число частиц, перескакивающих из С" в С,
равно полному числу столкновений ι', помноженному на
отношение объема С к полному объему слоя. В итоге в С
получается остаток:

Ζ (ξ'η'ζ') dx' (р) -Ζ\\Ά :) dx (ψ). (99)

с помощью формул (96) и (98) это выражение можно на-
писать так:

Vp [/ (ξ'η'ζ') — / (; η ζ)]ίίτ'. (100)

Интеграл этой величины ποξ'η'ζ', распространенный по всему
сферическому слою, и есть полное число частиц, получае-
мых ячейкой С вследствие столкновений, которое мы выше
обозначили через (Ъ — α)άτ. Пользуясь Лоренцовым выраже-
нием для функции распределения f и учитывая, что во

всей области интеграции величина (ί'2 + η'2-|- ί'2) имеет
значения близкие к ν, мы получаем:

Ъ — а— " g(v) f (ξ' — ξ) ~~· (101)

Для облегчения интеграции удобно ввести в пространстве
скоростей полярную систему координат. Если оставить
начало координат на прежнем месте, а полярную ось про-
вести через ячейку С, то радиусом-вектором будет вели-
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чина Ь, а полярным углом — угол Θ. Вудеы подразделять
наш слой на ячейки параллелями и меридианами. Тогда
для каждой ячейки будем иметь:

'/т'== 1 unbdbdy, (102)

где φ—азимут. Отсюда получаем: ]

Ь — а = -~ д ( о J (i db sin О Г Ф? (Г — ν). (103)

Итак наша задача сводится к вычислению ξ'—ξ, т. е.
того изменения, которое претерпевает Х-компонента ско-
рости при перескоке электрона из С" в С. Нетрудно по-
казать, 2 что

V — ς = — 2ϋ COS ψ COS ω = — 2f sill „ COS ω, (104)

где ψ попрежнему означает угол между первоначальной
траекторией электрона и линией центров в момент столкно-
вения, а ω — угол между линией центров и осью X. Как

известно,3 углы ω, ψ, φ и |3 — arc cosς, ( = у г л у между пер-

1 Заметим, что наши формулы несколько отличаются от Лоренцов-
ских, так как через θ мы обозначаем угол вдвое больший, чем у Ло-
ре н да.

2 Пусть г и ν' суть векторы скорости электрона до и после столкно-
вения, a c t — единичный вектор по направлению линиицентров в момент
столкновения. Слагающие г и ν' по линии центров равны по величине
и противоположны по направлению; а слагающие перпендикулярные
линии центров равны и по величине и по направлению. В векторных
обозначениях это можно записать так:

r-i-, = — υ ' -с,; ν — (ν-Су) = ι>' — (τ' -с,) Cj = ν' + (ν·<'ι) ί-·,, откуда

υ1 — ν = — 2 (г · с-ι) С] = — 2v cos ψ · с,; ;' — ς = — 2-υ cos ψ cos ω.
3 Рассмотрим две плоскости Ρ χ и Ρ? пересекающиеся по вертикаль-

ной оси, двугранный угол между которыми равен φ. Проведем через
какую-нибудь точку О на этой оси горизонтальную плоскость'// и рас-
смотрим два единичных отрезка ОЛ, и OR, первый из которых находится
в плоскости ?1 и образует с вертикальной осью угол β, а второй —
в плоскости Р2 и образует с вертикальной осью угол о. Обозначим угол
между 8тими отрезками через ω. Высота точек Ri и R2 над плоскостью
Η равна соответственно cos β н cos '^.Отметим, наконец, на вертикаль-
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воначальной траекторией электрона и осью X) связаны сле-
дующим соотношением:

COS ω = CHS ,3 COS ψ = S i n 3 s i l l '!/ ('(IS ύ . ( 1 0 5 )

Подставляя это в уравнение (103) и интегрируя, получаем:

b — a = v\g{v), (106)

Окончательно, уравнение (93), выражающее условие стацио-
нарности функции распределения fo-\-$g, принимает вид:

Если величина Ьд(у) мала по сравнению с /0 (ν), то
вторым членом в левой части можно пренебречь; откуда,
пользуясь равенством

df? __ l!fo θν _ ; (Ifа

ос du ός ν dv '

приходим, наконец, к формуле

tq (ι?)= \ еК df'\ (108)
•f V J f,2 m (/v \ '

Такова та поправка, которая вносится в распределение
электронов электрическим полем. Заметим, что в согласии
с первоначальным предположением Л о р е н ц а , д содержит
;, η, С только в комбинации с ν.

Каждый электрон, проходя за данную единицу времени,
через любую поверхность, проведенную внутри металла,
дает электрический ток силы о. При этом электроны, дви-
жущиеся в противоположных направлениях, вызывают про-
тивоположные эффекты, так что фактически наблюдаемый
ток представляет собой избыток потока электричества,
движущегося в одном направлении над потоком, движу-
щимся в другом направлении. Представим себ« плоский
элемент поверхности da, перпендикулярный полю, т. е. оси х.
Будем классифицировать все проходящие через него элект-
роны по значениям %. Допустим, что число тех электронов,

ной линии, проходящей через точку У?3, третью точку R3 на расстоянии
cos β от плоскости Н. Вычисляя стороны прямоугольного треугольника
/^ДгДз и применяя к ним теорему Пифагора, полутом формулу (105).
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которые за единицу времени проходят через этот элемент
и у которых в момент прихождения х- компонента скорости
лежит в интервале от ; до ξ + <#, равно Η (ζ) d£, da. Эти
электроны расположены в прямой призме с основанием da,
и высотой ξ: ·

/

СО /-СО

d-Ц d\ (ξ, η ζ) . (109)
CO J CO

Так как для электронов, движущихся в противоположных
направлениях, ς имеет разные знаки, то интеграл написан-
ного выражения по всем значениям I, будучи умножен на
С, дает полную силу тока через площадку da. Очевидно,
что если f изотропно, то этот же интеграл равен нулю, т. е.
через da проходят огромные количества электричества
в обоих направлениях, взаимно компенсирующие друг друга.
Эта компенсация прекращается только тогда, когда в функ-
ции распределения появляется не-изотропный возмущаю-
щий член. Пользуясь выражением Лоренца, мы получаем
для силы тока I через единичную площадку, перпендику-
лярную полю, выражение:

/ = е f Η (ξ) d- = e J " ^ J " тс J " d\ dt\ a', Vg{v). (110)

Подставляя для д (ν) формулу (108), преобразуя интеграл
к полярным координантам с полярной осью по Ох и инте-
грируя по углам, имеем:

по

1=Ш HV-f dv. (in)

Окончательная интеграция проводится легко, если подста-
вить для /^функцию Максвелла и менее легко, если восполь-
зоваться функцией Ферми. Интегрируя по частям и заме-

1 Это было бы совершенно очевидным, если бы все электроны дви-
гались параллельно оси аз и не испытывали столкновений. Те элек-
троны, которые обладают компонентами скорости по у и з, выходят
из призмы, а те электроны, которые испытывают столкновения, выходят
из интервала d i ; но каждый потерянный таким образом электрон компен-
сируется электроном, /приходящим извне.
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чая, что ν исчезает при нижнем, a f0 при верхнем пределе,
можно записать формулу (ill) в таком виде:

оэ

I = -*-**.J
Частное от деления последнего интеграла на число электро-
нов в единице объема h есть не что иное как среднее
значение обратной величины скорости электрона в отсут-
ствии поля о~\ но помноженное на —.' Обозначая это сред-
нее значение через υ"1, мы получаем для электропровод-
ности следующую формулу

которая в основном совпадает с ранее выведенной формулой

(91).' Значение величины гГ1 дается формулами (72Ь)и (72 а).
Полагая в последней G — 2, окончательно получаем

з = - - f" —,-,- (по старой статистике), (114 а)

(2-ткТ) 2

3 = -^- ~ (I" ) г> (по новой статистике). (114 в)
i) i% \ oil /

Как показал З о м м е р ф е л ь д , все рассуждения, привед-
шие к выводу формулы (108), остаются в силе и в том слу-
чае, когда Гявляется функцией ν. Тогда в равенстве (il l) I
остается под знаком интеграла и сам интеграл д е л а е т с я
равным величине

Такое обобщение иногда бывает полезным.

ОДНОРОДНЫЙ МЕТАЛЛ ПРИ ГРАДИЕНТЕ ТЕМПЕРА-

ТУРЫ; ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ1

Перейдем теперь к отысканию такой функции д, чтобы
распределение (fo-hig) оставатось устойчивым при наличии

_j

1 Напомним еще раз, что i'""1 : |- о
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в металле постоянного градиента температуры, направлен-
ного вдоль Ох. Найдя эту функцию, мы сможем вычислить
интеграл:

W = 2 ' н J f / ί/ξ <Ы d\ у (ν) ν* \\ (12δ)

который совершенно аналогичен интегралу (НО), с той
только разницей, что в нем 1) д имеет другой вид; 2) на

месте заряда е стоит кинетическая энергия ^ mv2. Этот

интеграл равен, очевидно, полному потоку кинетической
энергии, переносимой электронами через единичную поверх-
ность, перпендикулярную направлению градиента темпера-
туры, т. е. представляет собой ту долю общего потока
тепла, которая переносится электронами. В стандартную
функцию распределения f6 входит и температура Τ и коор-
дината х. Однако, изотропное распределение, меняющееся
от точки к точке, в наших условиях не может быть устой-
чивым, так как при нем градиент температуры быстро
выровнялся бы. Иначе говоря, устойчивое растределение
должно быть не изотропным. Для того чтобы найти его,
нужно, как и в предыдущем случае, получить условие
равновесия между частицами, входящими и выходящими
в каждую ячейку фазового пространства под влиянием
1) столкновений, 2) градиента температуры. Дадный случай
осложняется тем, что в нем приходится иметь дело не
с пространством скоростей, а со всем фазовым простран-
ством, т. е. рассматривать перемещение электронов по
шестимерным ячейкам dldq d", dx dy dz, а не по трехмер-
ным didt\d"-.. Рассмотрим какую-нибудь из таких ячеек
d% dt] ώζ dx dy dz = ds, содержащую f (x, y, ζ, %, η. %)ds

электронов. Первые З фактора в ds показывают, в каких пре-
делах лежат скорости этих электронов; вторые 3 фактора
в каких пределах лежат-их координаты. Назовем те значе-
ния скоростей и координат, которые соответствуют ячейке
ds, „дозволенными". Электроны, обладающие дозволенными
координатами, благодаря столкновениям, непрерывно вхо-
дят и выходят в дозволенную область скоростей. Чистый
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выигрыш, получаемый при этом ячейкой ds, дается, как
и раньше, выражением (106). С другой стороны, электроны,
обладающие дозволенными скоростями, непрерывно входят
в дозволенную область координат dxdyds— со стороны
меньших или больших а>ов, в зависимости от того, имеем
ли мы дело с положительным или отрицательным ;. Совер-
шенно тем же методом, каким мы получили формулу (93),
легко показать, что вызываемая этим чистая потеря электро-
нов равна ς ' . Условие равновесия гласит

f(3J

Полагая здесь f = f0 (в силу малости аддитивного члена
Чд), мы получим все необходимое для определения функции
д, а с ней и выражения W (при заданном виде стандарной
функции /"„).

В этом пункте мы наталкиваемся, однако, на одно затруд-
нение. Вели подставить вычисленное таким образом д
в выражение (ПО) для плотности электрического тока У,
то окажется, что это выражение не равно нулю. Иначе
говоря, из формулы (116) вытекает тот вывод, что всякий
переход тепла из одной части металла в другую сопрово-
ждается соответствующим переходом электричества. По
такой вывод находится в явном противоречии с опытом
Для того чтобы избежать его, остается предположить, что
всякий раз, когда в металле появляется градиент темпера-
туры, в нем возникает внутреннее электрическое поле,
уничтожающее тот электрический ток, который возникает
при передаче тепла. Градиент температуры обусловливает
появление градиента потенциала; и функция распределения
должна быть устойчивой по отношению к обоим этим гра-
диентам. По отношению к ячейке ds это означает, что чистый
выигрыш Ъ — а должен уравновешиваться суммой чистых

потерь в координатном пространстве /; ~\ и в пространстве

скоростей | α -~\. Отсюда, обозначая наше гипотетическое,

.электрическое поле через Е, а придаваемое им каждому
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электрону ускорение через « ( = * ), мы получаем два урав-

нения:

а%+&=ъ_ V д (117)

Π

ί = ίΠ &d-nd:»g = o (118)

для определения величин £. и д.
Лоренц разрешил эти уравнения исходя из распре-

деления Максвелла-Больцмана, и получил:

w 8 н№Т (IT. 1_ к (IT , .
3 (2т.ткТу\-2 ' dx ' Я ~ 2 г» (7χ·' ^ '

Зоммерфельд же пользовался функцией Ферми и по-
лучил для вырожденного случая: 1

" — g h \SK! dr/ ^ " " '

Коэффициент при d в этих выражениях называется, обычно,.

к о э ф ф и ц и е н т о м т е п л о п р о в о д н о с т и и обозначается
через /-. Заметим, что в κ как и в а входят константы η и L

Отношение же '" не зависит от этих констант.
σ

СООТНОШЕНИЕ ВИДЕМАНА-ФРАНЦА

Для величины '" старая и новая статистика дают почти

одинаковые значения, разнящиеся лишь числовым факто-
ром. Оба эти значения зависят только от Τ и от универ-
сальных констант / с и е :

Γ(=4,2·10 П , При Т=29ГК) (121)

1 При выводе формулы (120) приходится пользоваться вторым при-
ближением для функции распределения Ф е р м и (уравнение 107 а), так
как первое приближение (уравнение 107 Ь) дает просто w = 0.
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по старой статистике, и

* =!^(.*)2Г(=7,1.10"",пря7'=291°ЛГ) (122)

по новой статистике.
Это „соотношение В и д е м а н а - Ф р а н ц а " служит боль-

шой поддержкой для сторонников теории электронного
газа. Все остальные формулы этой теории содержат кон-
станты η и I (или хотя бы одну из них) и потому не могут
служить решающей проверкой теории, — поскольку, поль-
зуясь относительным произволом в выборе η и I, можно в
каждом отдельном случае добиться согласия с опытом-
Правда, пока мы оставались на почве классической стати-
стики, толкование одного опыта приходило в противоречие
с толкованием другого, так что в общем результат полу-
чался неблагополучный для нашей теории, но нельзя было
указать, в каком именно пункте ее предсказания наверняка,
были ошибочны. Вели же оказалось бы, что наблюдаемые

значения -* на много отличаются от величины 2(--)"Т, то.

теория электронного газа получила бы смертельный удар.
Но как раз в том пункте, где расхождение было бы роко-
вым, мы получаем совпадение — не совершенное, но слиш-
ком хорошее для того, чтобы быть случайным. Для боль-
шинства металлов отношение '" при комнатной темпера-
туре близко к 6 или 7·ΐΟ~η. Это обстоятельство больше чем
какое-либо другое поддерживает уверенность в справедли-
вости основных положений электронной теории металлов.

Среднее значение величины * при 291° К для двенадцати
металлов (AJ, Си, Ag, Аи, Ni, Zn, Cd, Pb, Sn, Pt, Pd и Те)
равно 7,11·]О'11. Как видим, совпадение β новой статисти-
кой получается более чем хорошее. Возможно, что отчасти
оно объясняется случайностью, вкравшейся при вычисле-
нии среднего. Трудно сказать, можно ли причислить это
совпадение к числу свидетельств, говорящих в пользу но-
вой статистики. Напомним, что Друде, исходя из самого
грубого представления о том, что все электроны движутся.

Успехи физических лаук Т. X, вып. 2 10
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у. -И

с одинаковой скоростью ί пришел к значению — = 6,3 · ι о
Замечательно, что длинные вычисления Л о р е н ц а только
ухудшили то совпадение, которое Д р у д е получил наивно
простым путем.

Согласно обеим статистикам •* должно быть пропорцио-
нально Т. β довольно широкой области температур опыт
подтверждает этот вывод теории. Расхождения появляются
лишь при очень низких температурах. Для объяснения их
можно предположить, что в передаче электричества прини-
мают участие не свободные электроны, но и электроны, не-
посредственно переходящие от атома к атому, или что в
передаче тепла участвуют также упругие колебании ато-
мов металла. В самом деле, поскольку изоляторы, в кото '
рых свободные электроны отсутствуют, способны каким-то
образом передавать тепло, постольку ясно, что таким же
образом мчшет происходить передача тепла и в металлах,

и следовательно наблюдаемые значения χ и -* могут пре-
вышать значения, вычисленные на основании теории элек-
тронного газа.

ВНУТРЕННИЕ ПОТЕНЦИАЛЫ

Как мы только-что видели, в том металле, где происхо-
дит передача тепла и отсутствует электрический ток, при-
ходится вводить гипотетическое внутреннее электрическое
поле. Можно показать, что такое же поле должно существо -
вать и в том случае, когда отсутствует ток, но число элек-
тронов в единицу объема меняется от точки к точке. В са-
мом деле, при отсутствии поля электроны, очевидно, должны
были бы диффундировать из областей высшей плотности в

к1 ДрУДв вычислял отношение , не зная ни к, ни е в отдельности.

Он пользовался тем, что это отношение равно -\f— (JV0 — число моле

кул в грамм-молекуле, так называемое число Л о ш м и д τ а), где
газовая постоянная R, a Noe — Фарадеева константа электрона.
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области низшей плотности. Формулы (117) и (118) дают нам
возможность вычислить силу этого поля.

Возвращаясь к этим уравнениям, введем в пространстве
скоростей полярную систему координат ν, θ, φ; тогда будем
иметь £ = ueos6. Умножим обе части уравнения (117) на
cos6, так, чтобы правая часть его была пропорциональна
Рд. Интегрируя получающееся равенство по всему простран-
ству скоростей, мы получаем:

ajdx I? COS θ-f-j'c^ | | cos θ = 0, (123)

так как интеграл в правой части, в силу формулы (118),
равен нулю.

Производя обычные преобразования, имеем :

τΊνcos2θ+έ Jfo'fovcos2θ — °·
Интеграция по углам дает

j4'tv2dv + fiff^dv^O. (125)

Наконец, интегрируя первый член по частям и пользуясь
тем, что при любой статистике /0 исчезает на одном, a v —
на другом пределе интеграции, получаем:

— | α J'4<o« ' · V4V 4- у -foftofov • V* dv = 0. (126)

Интегралы, стоящие в левой части этой формулы, пропор-
циональны, очевидно, средним значениям функций υ"х и ν,
взятым по всем электронам ячейки dx dy dz координатного
пространства. Точнее говоря, они равны с о о т в е т с т в е н н о
с р е д н е й о б р а т н о й с к о р о с т и и с р е д н е й ско-
рости, помноженной на число электронов в рассматривае-
мой ячейке ndxdyds. Следовательно, формулу (126), сокра-
щая на фактор · dx dy dz, можно переписать так:

- 2 ^ + ^ = 0 . (127)

Этому уравнению должно удовлетворять ускорение я — вер-

нее ускоряющее поле Е= -'- — для того, чтобы, несмотря
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на присутствие градиента ™-, сила электрического тока.

была равна нулю. Существование гипотетического поля
Ε обусловливается именно этим градиентом, частным слу-
чаем которого являются градиенты температуры концен-
трации.

В случае классической статистики, дальнейшие вычи-
сления чрезвычайно просты, так как ν зависит только от
температуры, а п может меняться совершенно произвольно.
До сих пор мы принимали, что η постоянно, а Г меняется
вдоль от ж-ов, так что

d(nv) dv dv dT ,, , . ч

\ = η - = η τ . • . (128)
(Ix (lx dT dx y '

Пользуясь этой формулой, читатель может проверить спра-
ведливость выражений для а и ? , данных в уравнении (119).
Теперь же нас интересует тот случай, когда Τ и ν по-
стоянны; а п меняется вдоль от ж-ов. В этом случае:

ψ=ν°». (129)
дх οχ ν '

Подставляя это в формулу (127), вспоминая, что для Макс-
велловского распределения

« = ? ~ ^ (130)

и сокращая, наконец, обе части получающегося равенства,
на ν, мы имеем

еЕ кТдп / 4 Ο 1 Ν

an— >ι = -„-. (131}
m m дх v '

Уравнение (131) и определяет искомое электрическое поле.
Интегрируя, можно придать ему следующий более обыч-
ный вид

'Я , ч V-Vo

n = nQehT =ще "т . (132)
Это есть знаменитое уравнение Больцмана, согласно ко-
торому вариации плотности в любом собрании частиц, тем-
пература которого одинакова во всех точках, всегда сопро-
вождаются присутствием силового поля, мешающего пере-
движению этих частиц — и обратно. Точнее говоря, если в.
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двух точках Ρ и О концентрация частиц равна соответ-
ственно η и п0, то — согласно Б о л ь ц м а н у — в собра-
нии должно присутствовать такое силовое поле, чтобы при
перемещении частицы из О в Ρ ее потенциальная энергия

увеличилась н а — k T l g n . С другой стороны, если рассма-
щ

триваемые частицы суть электроны и если мы имеем элек-
трическое поле, выводящееся из потенциала, значения ко-
торого в Ρ и О равны, соответственно, V и Vo, то это изме-
нение потенциальной энергии дается выражением e(v — %).

Уравнение Б о л ь ц м а н а настолько глубоко вкорени-
лось в современную физику, что всякая замена его каким-
нибудь другим уравнением представляется чем-то весьма
весьма странным и нежелательным. Тем не менее, легко
видеть, что, подставляя в уравнение (127) распределение
Ф е р м и для абсолютного нуля, мы придем к уравнению,
отличному от больцмановского. Действительно, так как
согласно новой статистике ν зависит от «—т.е. с р е д н я я
с к о р о с т ь э л е к т р о н о в з а в и с и т от их к о н ц е н т р а -
ц и и — второй член в уравнении (127) уже не пропорцио-
нален ^ . Формулы (72а) дают

™ ( Г V ( 1 8 8 )

Подставляя эти значения в (127), получаем:

) з я - ϊ ρ (134)т /

откуда, после интеграции, следует:

( 1 3 5 )

Эта формула заменяет в новой статистике уравнение
Б о л ь ц м а н а .

Пользуясь равенством (71), уравнение (135) можно пе-
реписать так:
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Таким образом, для того, чтобы между двумя экземплярами
электронного газа, подчиняющимися статистике Ф е р м и —
температура которых равна абсолютному нулю, а макси-
мальная кинетическая энергия электронов равна, соответ-
ственно, Wn и Wio — существовало устойчивое равновесие,
необходимо присутствие такой разности потенциалов, чтобы
кинетическая энергия быстрейшего электрона первой груп-
пы, перескочившего во вторую группу, была равна ки-
нетической энергии быстрейшего электрона второй группы.
Выраженное в таком виде утверждение легко запоминается
и кажется даже почти самоочевидным.

Рассмотрим теперь два различных металла, находящихся
в соприкосновении друг с другом. Для того, чтобы избе-
жать прерывности, можно представить себе, что эти метал-
лы спаяны друг с другом при помощи сплава, в котором
оба металла смешаны в определенной пропорции, непре-
рывно меняющейся от 0 до 100%. Плотность электронов в
каждом из наших металлов различна, поскольку число
электронов в единице объема равно числу атомов, которое
меняется при переходе от одного металла к другому. Если
предположить, что сам процесс спайки не влияет на вели-
чину концентрации электронов в точках, достаточно отда-
ленных от места спайки, то отсюда следует, что между
нашими металлами должна существовать определенная раз-
ность потенциалов, величина которой дается формулой (132)
или (135), в зависимости от того, будем ли мы пользо-
ваться старой или новой статистикой. Например, в рассмо-
тренном Зомммерфел.ьдом примере калия и серебра
эта разность достигает 4,2 вольт,' причем отрицательным
полюсом служит калий (при вычислении, согласно выше-
сказанному, предполагается, что концентрация электронов
равна концентрации атомов). Классическая же формула
дает значительно более низкую цифру — около 0,04 вольт.
Расхождение между обеими теориями бросается в глаза.
Обе статистики объясняют существование „внутренней раз-

1 Сам З о м м е р ф е л ь д , полагая в = 1 , получил значение, равное
5,7 вольт; значение же в 4,2 вольт соответствует G = 2.
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ности потенциалов" различной концентрации электронов,
но величина этой разности при данной концентрации в
обоих теориях различна, причем во всех практических
случаях новая статистика дает значительно большие зна-
чения, чем старая.

Хотя непосредственное измерение электрического потен-
циала внутри металла невозможно, существуют такие явле-
ния, которые показывают, что между двумя соприкасаю-
щимися металлами, а также между двумя частями одного
металла, поддерживаемыми при различных температурах,
действительно имеется разность потенциалов.

Эти явления носят название т е р м о э л е к т р и ч е с к и х .
К числу их относятся эффекты П е л ь т ь е и Томсона,
возникновение термо-электродвижущей
силы и т. д. Существование „внутрен-
него градиента потенциала" проявляется
здесь в том факте, что выделение тепла,
вызываемое прохождением тока, не под-
чиняется более закону Д ж о у л я . Для
того, чтобы получить теорию термоэлек-
трических явлений, нужно, очевидно,
рассмотреть проблему передачи тепла рИс. 2.
электронным газом, функция распре-
деления которого, помимо возмущающегося действия элек-
трического поля, подвергается еще возмущающему действию
одного из двух других факторов — градиента температуры
или переменной концентрации, которые мы до сих пор
рассматривали отдельно. Эта проблема будет разобрана в
следующем разделе.

В заключение я хочу, во избежание недоразумений, от-
метить, что та „внутренняя" разность потенциалов, выра-
жение для которой только что выведено, не имеет ничего
общего с так называемой „контактной" разностью потен-
циалов между двумя металлами. Для того, чтобы определить,
чему равна эта последняя, рассмотрим устройство, показан-
ное на рис. 2, где А и В — два металла, соприкасаю-
щиеся друг с другом по поверхности 1 и оканчивающиеся
на пограничных поверхностях 2 и 3. Рассмотрим какой-

Ρ*

7

А

•

В

1
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нибудь электрон в металле А и сравним ту разность потен-
циалов, которую ему приходится преодолевать для того,
чтобы попасть в точку Р2, прилегающую непосредственно
к поверхности 2, с той разностью потенциалов, которую он
должен преодолеть для того, чтобы пройти через металл В
и попасть в точку Р3, непосредственно прилегающую к по-
верхности 3. Вспоминая те обозначения, которыми мы поль-
зовались в главе о термоэлектронных токах, легко видеть,
что разность потенциалов между Р3 и Рл дается выраже-
нием:

( W.A - WaB) — (Wa — Win) = ЬА — ЪВ. (137)

Это и есть контактная разность потенциалов. Мы видим,
что согласно новой статистике она (при температуре абсо-
лютного нуля) равна разности значений Ричардсоновской
константы Ъ, обычно рассматриваемой как функция работы.
Согл^рно же старой статистике, она отличается от 1Л — Ьв

на величину, равную внутренней разности потенциалов
между нашими металлами на поверхности соприкоснове-
ния 1. Возможно, что удастся установить, какой из этих
выводов больше отвечает опытным данным.

ТЕОРИЯ ТЕРМОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЯВЛЕНИЙ

Перейдем теперь к определению количества тепла, вы-
деляющегося в металле, через который проходит электри-
ческий ток и в котором помимо того присутствует внутрен-
ний градиент потенциала, обусловливаемый или темпера-
турным градиентом или градиентом концентрации, или обоим
вместе. Эти вычисления приводят к формулам, которые мо-
гут быть проверены на опыте и тем самым дают новую
проверку для основных положений статистики Ферми.

Количество тепла, выделяющееся в единицу времени в
единице объема проводника при одновременном прохожде-
нии вдоль оси ж-ов потока электричества плотности I и

потока тепла плотности W, равно IE — -^-. Здесь Ε есть

полная сила электрического поля, т. е., вообще говоря,
сумма внешнего и гипотетического внутреннего поля. Обо-
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значая соответствующее ускорение через <х, а количество
тепла, выделяющееся в единице объема, через г, мы имеем

е дх
Плотность потока тепла дается формулой (115), которую мы
здесь переписываем:

W— I m (V cos2 bgfa, (139)

где функция у попрежнему представляет собой не изотроп-
ный возмущающий член в функции распределения. Эта фун-
кция и ускорение α определяются двумя уравнениями:

df0 , >. df{, ν; г2 cos β
α ψ _|_ t "£ =ψ9 = ι ψ-- g (140)
Τ — hhf d- — (ν2 cos2 6 g d-, (141)

которые совпадают с уравнениями (117) и (118), с той
только разницей, что электрический ток I не полагается
более равным нулю.

Умножим обе части уравнения (140) на ^ wt2cos6 и

проинтегрируем по всему пространству скоростей. Тогда

интеграл в правой части будет раве

интегралы в левой части, мы найдем:

интеграл в правой части будет равен -^; раскрывая же

(142)

Умножим, далее, части уравнения (140) на cos θ и снова
интегрируем по всему пространству скоростей. В этом слу-

ιчае мы в правой части получим 1 и придем к формуле.

являющейся обобщением формулы (127):

~2аш- -г 1

а г " = е Г (143)

Пользуясь этими уравнениями, можно с помощью равенства
(138) выразить г через среднюю длину свободного пробега,
универсальные константы и средние значения различных
степеней ν. Выбирая за f0 функцию Максвелл-Больцмана,
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dWвычисляя выражения α и -=— и вспоминая формулы для а

(уравнение 114а) и / (уравнение 119), получаем:

тта. _ Ί 1 к дГ_.Р. dW __ d_i дТ\ , ТК. дТ , ,
<• ~~ 2~ёдх~ т ' дх ~'дхг'дх)> с ох' *- '

Отсюда следует, что количество тепла, выделяющееся
в единицу времени на единицу объема, есть

дх (145)

Первый член этого выражения представляет собой, оче-
видно, Джоулово тепло; второй член не связан непосред-
ственно с электрическим током и вообще не зависит от того
агента, которым обусловливается появление потока тепла.
Нас интересует, поэтому, только третий член. Этот член
пропорционален первой степени J и потому при одном на-
правлении тока выражает абсорбцию, при другом — эмиссию
тепла. Первый случай, очевидно, имеет место тогда, когда
электроны движутся от более низких температур к более
высоким. При этом движении электроны приобретают такую
энергию, которая как раз достаточна для того, чтобы по-
высить их температуру до температуры той области, в ко-

з кторую они входят. Таким образом, коэффициент ~ — I

представляет собой как бы удельную теплоту электрон-
ного газа, которая равна удельной теплоте любого другого
одноатомного газа с тем же числом частиц.

Вели же вместо распределения М а к с в е л л а взять рас-
пределение Ф е р м и и подставить в(142)и(143) значения ν,
ν1 и ν3 для абсолютного нуля, то окажется, что в правой
части уравнения (138) члены с первой степенью / взаимно
сократятся. Этого и можно было ожидать,, так как по пре-
дыдущему сумма этих членов представляет собой удельную
теплоту электронного газа, которая для распределения
Ф е р м и при абсолютном нуле равна нулю. Переходя же
ко второму приближению, З о м м е р ф е л ь д показал, что
коэффициент при 7 в выражении для г действительно про-
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порционален удельной теплоте электронного газа (а следо-
вательно температуре Т) и дается формулой:

о

2*-' шк- /2-е; \ I ,„

з 1 А Г ( зй") Г ·
Опыт показывает, что при прохождении тока через неравно-
мерно нагретую однородную проволоку действительно имеет
место выделение тепла, в выражение скорости которого
входит член пропорциональный току, меняющий знак при
изменении направления тока. Это „тепло Томсона" (и свя-
занная с ним удельная теплота электронного газа) всегда
оказывалось меньше, чем то значение, которое давала для
него классическая статистика в том предположении, что
число свободных электронов равно числу атомов.

Новая же статистика в этом предположении дает как
для тепла Т о м с о н а , так и для удельной теплоты значи-
тельно меньшие значения, составляющие примерно 1°/0 клас-
сических значений (при комнатной температуре) и совпа-
дающие (по крайней мере по порядку величины) с опыт-
ными данными. Далее, опыт дает некоторые указания на
то, что в довольно широкой области температур тепло Том-
с о н а действительно пропорционально Т.

Рассмотрим, наконец, тепло П е л ь т ь е — т. е. тот член
пропорциональный току и меняющий свой знак с измене-
нием направления тока, который наблюдается при прохож-
дении электричества через место спая (или поверхность
соприкосновения) двух металлов. Очевидно, это тепло есть
не что иное, как член с первой степенью I в выражении

7 — , которое, при , - = 0 , равно г с подстановкой для χ

значения (143) в том предположении, что η изменяется от
значения, соответствующего одному металлу, до значения,
соответствующего другому металлу. Пользуясь классиче-
ской статистикой и обозначая концентрацию электронов
в 1-м и во 2-м металле соответственно через η и щ, мы
получаем для этого члена выражение

кТ lg --- 1. (147)

Значение его при J = i есть, очевидно, внутренняя разность
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потенциалов между нашими металлами. Пользуясь же новой
•статистикой, мы для абсолютного нуля получаем нуль, а во
втором приближении — выражение.

3 eW [\3η ) \ 3«oj

Полагая / = 1, мы получаем значение, значительно меньшее,
чем внутренняя разность потенциалов между металлами —
значение порядка долей милливольта. Таков же, примерно,
порядок величины действительно наблюдаемого тепла
П е л ь т ь е . Любопытно, что этот факт сам по себе одина-
ково хорошо согласуется с обеими статистиками. Согласно
классической статистике, внутренняя разность потенциалов
между двумя металлами, вообще говоря, мала и совпадает
по величине с теплом П е л ь т ь е при единичном токе. Со-
гласно же статистике Ферми, внутренняя разность потен-
циалов, вообще говоря, велика, но тепло П е л ь т ь е соста-
вляет лишь ее небольшую долю.
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