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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ ÐËÊÍÑÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÏÂÅÐËÕÐÞØ,
ÓÑÎß ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ.
¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏ ÆÇÊÑÓÅÂÐËÊÖáÜËÏ ×ÂÍÕÑÓÑÏ ÔÎÖÉËÕ
×ÓÖÔÕÓÂÙËâ. ¶ÓÖÔÕÓÂÙËâ Ä ÔÑÇÆËÐÇÐËâØ Ô ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐ-
ÐÞÏË ÏÂÅÐËÕÐÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË ÏÑÉÇÕ ÒÓËÄÑÆËÕß Í
ËÐÕÇÓÇÔÐÞÏ Ë ÊÂÚÂÔÕÖáËÐÕÖËÕËÄÐÑ ÐÇ ÑÚÇÄËÆÐÞÏ à××ÇÍ-
ÕÂÏ. ¿ÕÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÔÒËÐÑ-
ÄÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË ËÎË ÒÑÕÇÓâ ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËâ
ÆÂÉÇ ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ. ¬ÂÍ Ë ÓÑÎß ÍÄÂÐÕÑÄÞØ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ, à××ÇÍÕÞ ×ÓÖÔÕÓÂÙËË ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÔËÎßÐÞ Ä
ÐËÊÍÑÓÂÊÏÇÓÐÞØ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÆÄÖÏÇÓÐÞØ, ÔËÔÕÇÏÂØ.
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°ÒËÔÂÐËÇ ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÓÑÆÂ à××ÇÍÕÑÄ Ä ÓÂÏÍÂØ ÕÓÂÆË-
ÙËÑÐÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÕÇÑÓËË ÏÂÅÐÇÕËÊÏÂ ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ
ÊÂÕÓÖÆÐËÕÇÎßÐÞÏ. ¿ÕÑ ÒÑÃÖÉÆÂÇÕ ËÔÍÂÕß ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄ-
ÐÞÇ ÂÎÅÑÓËÕÏÞ. °ÆËÐ ËÊ ÐËØ ì Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÞÌ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ, ³³³± (ÂÐÅÎÑâÊÞÚÐÂâ
ÐÑÕÂÙËâ Rotation-invariant Green's function Method,
RGM).

ªÆÇâ ³³³± ÃÞÎÂ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÂ ÇÜÈ ÒÑÎÄÇÍÂ ÐÂÊÂÆ Ä
ÒËÑÐÇÓÔÍÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ¬ÑÐÆÑ Ë ÁÏÂÆÊË [1], ÕÑÅÆÂ ÆÎâ 1D
ÏÑÆÇÎË ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ. ªÆÇâ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÒÓÑÔÕÂâ ì Ä ÙÇ-
ÒÑÚÍÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÆÄÖØÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂáÜËØ
ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕß ÊÂÏÞÍÂÐËÇ
ÐÇ ÐÂ ÒÇÓÄÑÏÛÂÅÇ (ÍÂÍ àÕÑ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑ ÆÇÎÂÇÕÔâ [2]), Â ÐÂ
ÄÕÑÓÑÏ. ´ÂÍÂâ ÔØÇÏÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÔÒËÐÑÄÑÇ ÔÑ-
ÔÕÑâÐËÇ ÐÇ ÚÇÓÇÊ ÔÓÇÆÐËÌ ÔÒËÐ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÕÇÒÇÓß ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÐÖÎÇÄÞÏ, Â ÚÇÓÇÊ ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÞ 1.

³ÎÇÆÖáÜËÌ ËÏÒÖÎßÔ Í ÓÂÊÄËÕËá ÄÑÊÐËÍ ÒÑÔÎÇ ÒÑ-
âÄÎÇÐËâ £´³± ÍÖÒÓÂÕÑÄ ì Ä ÒÑÚÕË ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÄÞ-
ÛÇÆÛËØ ÔÕÂÕßâØ [4] Ë [5] ÏÇÕÑÆ ¬ÑÐÆÑ-ÁÏÂÆÊË ÃÞÎ ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÈÐ ÐÂ ÂÍÕÖÂÎßÐÖá ÆÎâ ÍÖÒÓÂÕÑÄ ÆÄÖÏÇÓÐÖá
ÍÄÂÆÓÂÕÐÖá ÅÇÌÊÇÐÃÇÓÅÑÄÔÍÖá ÓÇÛÈÕÍÖ. ±ÓÂÍÕËÚÇÔÍË
ÔÓÂÊÖ ÉÇ ÒÑâÄËÎÔâ ÄÂÓËÂÐÕ ÆÎâ ×ÓÖÔÕÓËÓÑÄÂÐÐÑÌ, Ô ÑÃ-
ÏÇÐÂÏË ÐÂ ÒÇÓÄÞØ Ë ÄÕÑÓÞØ ÔÑÔÇÆâØ, ÓÇÛÈÕÍË [6, 7].

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ³³³± ÐÇÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÎ-
Ôâ Ë ÆÑÒÑÎÐâÎÔâ, Â ÕÂÍÉÇ ÃÞÎ ÒÇÓÇÐÇÔÈÐ ÐÂ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÇ
ÏÑÆÇÎË. ±ÑÐÂÚÂÎÖ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÄÔÈ àÕÑ ÆÇÎÂÎÑÔß ÒÑÆ
×ÎÂÅÑÏ ÒÑËÔÍÂ ÕÇÑÓËË £´³±. ±ÑÊÆÐÇÇ ÕÂÍÑÇ ÔÂÏÑÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐËÇ ÃÞÎÑ ÔÐâÕÑ, Ë ÔÇÌÚÂÔ ÆÂÐÐÖá ÑÃÎÂÔÕß ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÄÒÑÎÐÇ ÔÂÏÑÔÕÑâÕÇÎßÐÑÌ Ë Ô×ÑÓÏË-
ÓÑÄÂÄÛÇÌÔâ.

¯ËÉÇ ËÊÎÂÅÂáÕÔâ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ËÆÇË Ë ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÄÂÉÐÇÌ-
ÛËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ³³³±, ÅÎÂÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ
ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË.

2. ±ÓÇÆÄÂÓËÕÇÎßÐÞÇ ÊÂÏÇÚÂÐËâ

2.1. ²ÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
2.1.1. 3D Ë 1D. ³³³± ÓÂÊÖÏÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÂÓÂÏÂÅÐËÕÐÑÇ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (ÔÓÇÆÐËÌ ÔÒËÐ ÐÂ ÖÊÎÇ
ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, hŜii � 0) Ô ÔËÎßÐÞÏË ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞÏË ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËâÏË. ´Ñ ÇÔÕß ÑÐ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓËÏÇÐËÏ Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂØ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÄÞÛÇ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ
¬áÓË ËÎË ¯ÇÇÎâ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÄÐÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑÌ ÑÃ-
ÎÂÔÕË 2.

£ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ ì ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ì ÒÓÇÆÇÎÇ ÒÓË-
ÏÇÐÇÐËÇ ³³³± ÎËÛÇÐÑ ÔÏÞÔÎÂ Ä ÔËÎÖ ÐÂÎËÚËâ ÕÑÚÐÑÅÑ
ÓÇÛÇÐËâ. ¯Ñ ÖÉÇ ÆÎâ ×ÓÖÔÕÓËÓÑÄÂÐÐÞØ ËÎË ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇ-
ÏÞØ ÆÇÍÑÓËÓÑÄÂÐÐÞØ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏ, ÆÎâ ÐÇÔÍÑÎß-
ÍËØ ÔÎÂÃÑ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÙÇÒÑÚÇÍ, ÅÆÇ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÐÇÕ,
³³³± ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐ [8 ë 12]. ´Ñ ÉÇ ÔÂÏÑÇ
ÍÂÔÂÇÕÔâ Ë ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÔÎÂÃÑ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ [13 ë
15].

2.1.2. 2D. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕßá ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ³³³± âÄ-
ÎâÇÕÔâ ÚËÔÕÑ ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ. ©ÆÇÔß ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑ
ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÆÄÇ ÎËÐËË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ: "ÎËÐËâ ÕÑÚÐÞØ
ÕÇÑÓÇÏ" Ë "ÎËÐËâ ÔÎÂÃÑÌ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÔÕË".

£ ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÃÂÊÑÄÞÌ ÕÇÊËÔ ÕÂÍÑÌ: ÕÇÑÓÇÏÂ ®ÇÓ-
ÏËÐÂ ë£ÂÅÐÇÓÂ [16] Ä 2D ÊÂÒÓÇÜÂÇÕ ÒÓË T > 0 ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÇ
ÐÂÓÖÛÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË, Õ.Ç. ÒÓËÄÞÚÐÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÏÂÅÐÇ-
ÕËÍÂ ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÔÒËÐÑÏ hŜii 6� 0, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÏ ÎËÃÑ Ä
ÑÆÐÖ, ÎËÃÑ Ä ÚÇÓÇÆÖáÜËÇÔâ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÐÇÂÆÇÍÄÂÕÐÂ. ¬
ÕÑÏÖ ÉÇ ÕÇÑÓÇÏÂ ®ÂÓÛÂÎÎÂ [17] ÕÓÇÃÖÇÕ ÆÎâ ¡¶® ×ÂÊÞ
ÔËÐÅÎÇÕÐÑÅÑ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÓË-
ÏÇÐËÏÞÇ Ä 3D ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÏÇÕÑÆÞ ÆÑÎÉ-
ÐÞ ÃÞÕß ËÊÏÇÐÇÐÞ, ÚÕÑÃÞ ÖÚÇÔÕß àÕË ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂ.

£ÕÑÓÂâ ÔØÇÏÂ ËÔØÑÆËÕ ËÊ ÕÇÊËÔÂ: "ÔÕÓÑÅÑ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ
ÔËÔÕÇÏ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ". ³ÎÂÃÂâ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÔÕß ÇÔÕß ÄÔÇÅÆÂ,
ÚÕÑ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÑÕÃÓÂÔÞÄÂÇÕ 2D-ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ. £ ØÖÆ-
ÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓËØÑÆËÕÔâ ËÏÇÕß ÆÇÎÑ ÐÇ Ô ÆÂÎßÐËÏ ÒÑÓâÆ-
ÍÑÏ, Â Ô àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÃÑÎßÛÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ÆÎË-
ÐÑÌ. ¯Â ÕÇÑÓÇÏÖ ÉÇ ®ÂÓÛÂÎÎÂ, ÄÇÓÐÖá ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÐÖ-
ÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ, ÏÑÉÐÑ ÄÑÑÃÜÇ ÐÇ ÑÃÓÂÜÂÕß ÄÐËÏÂ-
ÐËâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÄËÆÑËÊÏÇÐËÕß ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÐÂÆÑ
ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÑÌ ÔÕÇÒÇÐË, ÍÑÕÑÓÖá ÕÓÇÃÖÇÕ ÍÑÐÍÓÇÕÐÂâ ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËâ (ÚËÔÎÑ ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆÇÌ, ÐÂÒÑÎÐÇÐËÇ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÙËÑÐÐÞØ Ô×ÇÓ Ë Õ.Ò.).

³ÒÑÓ àÕËØ ÆÄÖØ ÍÑÐÙÇÒÙËÌ, ÃÞÄÛËÌ ÆÑÄÑÎßÐÑ âÓÍËÏ
ÐÂ ÄÑÎÐÇ ÓÂÐÐÇÅÑ ÃÖÏÂ £´³±, Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÊÂÕËØ, Ë
ÔÇÌÚÂÔ ÑÐË ÏËÓÐÑ ÔÑÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ. ¹ÂÔÕß ÃÂÊÑÄÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ 2D ÔËÔÕÇÏÞ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞØ Ä ÓÂÏÍÂØ ÕÑÌ ÎËÃÑ
ÆÓÖÅÑÌ ÍÑÐÙÇÒÙËË, ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ Ë ÒÑÎÖÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÔÑÄÒÂÆÂáÕ. ·ÑÕâ ËÏÇáÕÔâ Ë ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÓÂÊÎËÚËâ.
¡ÐÂÎËÊ ÕÂÍËØ ÓÂÊÎËÚËÌ ÊÂÐâÎ ÃÞ ÔÎËÛÍÑÏ ÏÐÑÅÑ ÏÇÔÕÂ
Ë ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÙÇÎßá ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÞ.

³×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÞÌ ÒÑÆ-
ØÑÆ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÒÇÓÄÑÌ ÄÇÕÄË. £ àÕÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ì ÒÓË ÎáÃÑÏ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇ Ë ÎáÃÞØ
ÊÐÂÍÂØ ÑÃÏÇÐÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ, ÒÓË ÎáÃÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÇ T5 0 ì âÄÎâÇÕÔâ ÔËÐÅÎÇÕÐÞÏ, ÄÔÇ ÖÊÎÞ ÓÂÄÐÑ-
ÒÓÂÄÐÞ, ÔÓÇÆÐËÌ ÔÒËÐ ÐÂ ÖÊÎÇ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá hŜii � 0, Â ÔÒË-
ÐÑÄÞÌ ÒÑÓâÆÑÍ, ÆÂÎßÐËÌ ËÎË ÃÎËÉÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞÏË ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂÏË.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ³³³± ÐË ÑÆÐÂ ËÊ ËÔØÑÆÐÞØ ÔËÏ-
ÏÇÕÓËÌ ì ÔÒËÐÑÄÂâ Ë ÓÇÛÈÕÑÚÐÂâ ì ÐÇ ÐÂÓÖÛÇÐÂ.

2.2. ¤ÇÑÏÇÕÓËâ ÓÇÛÈÕÍË
ªÕÂÍ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕßá ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ³³³±
âÄÎâÇÕÔâ 2D ÔÒËÐÑÄÂâ ÓÇÛÈÕÍÂ. ³ÎÇÆÖáÜËÌ ÄÑÒÓÑÔ ì
ÍÑÐÍÓÇÕÐÂâ ÅÇÑÏÇÕÓËâ àÕÑÌ ÓÇÛÈÕÍË.

©ÆÇÔß ÑÔÑÃÑÇ ÏÇÔÕÑ ÊÂÐËÏÂáÕ ÓÇÛÈÕÍË Ô ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ×ÓÖÔÕÓÂÙËÇÌ, Õ.Ç. ÕÂÍËÇ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÐÇÄÑÊÏÑÉÇÐ
¡¶® ÛÂØÏÂÕÐÞÌ ÒÑÓâÆÑÍ (ÕÓÇÖÅÑÎßÐÂâ ÓÇÛÈÕÍÂ, ÓÇ-
ÛÈÕÍÂ ¬ÂÅÑÏÇ, Ä 3D àÕÑ ÓÇÛÈÕÍË ÒËÓÑØÎÑÓÂ Ë ÅËÒÇÓ-
¬ÂÅÑÏÇ...). £ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÔËÔÕÇÏÂØ ÐÇËÊÃÇÉÐÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÒÑÐâÕËÇ ÍËÓÂÎßÐÑÔÕË (ÓÂÊÎËÚËâ ÒÓÂÄÑÅÑ Ë ÎÇÄÑÅÑ) Ë ÏÐÑ-
ÉÇÔÕÄÑ ÆÓÖÅËØ âÓÍËØ à××ÇÍÕÑÄ, ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÔÍËÓÏËÑÐÑÄ.
ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÏÐÑÅÑÚËÔ-
ÎÇÐÐÞ Ë ÑÚÇÐß ËÐÕÇÓÇÔÐÞ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÃÊÑÓÞ [18 ë 20]
Ë ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ÕÂÏ ÔÔÞÎÍË). ©ÆÇÔß³³³±ÊÂÓÇÍÑÏÇÐÆÑÄÂÎ
ÔÇÃâ ÍÂÍ ÄÒÑÎÐÇ à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÏÇÕÑÆ (ÕÓÇÖÅÑÎßÐÂâ ÓÇ-
ÛÈÕÍÂ [21 ë 26], ÓÇÛÈÕÍÂ ¬ÂÅÑÏÇ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÍÄÂÊËÕÓÈØ-
ÏÇÓÐÂâ [13, 27 ë 29], ÛÇÔÕËÖÅÑÎßÐÂâ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÍÄÂÊË-
ÕÓÈØÏÇÓÐÂâ [30, 31], ÓÇÛÈÕÍÂ ÒËÓÑØÎÑÓÂ [32, 33]).

³ÑÔÓÇÆÑÕÑÚËÏÔâ, ÑÆÐÂÍÑ, ÏÞ ÐÂ ÆÓÖÅÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ì
ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË (ÊÂÃÇÅÂâ ÄÒÇÓÈÆ, ×ÓÖÔÕÓÂÙËâ ÊÆÇÔß
ÕÑÉÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ, ÐÑ ÒÑ ÆÓÖÅÑÌ ÒÓËÚËÐÇ). ¿ÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÐÞÇ ÔÑÇÆËÐÇÐËâ ÔÑ ÔÎÂÃÑ ÔÄâÊÂÐÐÞÏË
ÍÄÂÆÓÂÕÐÞÏË (ËÎË ÔÄÑÆâÜËÏËÔâ Í ÍÄÂÆÓÂÕÐÞÏ ÚÇÓÇÊ
ÔÖÒÇÓÑÃÏÇÐ) ÏÂÅÐËÕÐÞÏË ÒÎÑÔÍÑÔÕâÏË ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞ.
¯ÂËÃÑÎÇÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ Ë ÎÖÚÛÇ ÄÔÇÅÑ ËÊÖÚÇÐÐÞÇ ì àÕÑ

1ªÆÇâ ÄÞÆÇÎÇÐËâ ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞØ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ ËÊ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
ÃÞÎÂ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÂ Ä [3] ÊÂÆÑÎÅÑ ÆÑ ¬ÑÐÆÑ Ë ÁÏÂÆÊË, ÐÑ ÕÂÏ àÕÑ
ÒÓÑËÔØÑÆËÎÑ ÐÂ ÒÇÓÄÑÏ ÛÂÅÇ ÒÑÔÎÇ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ÏÂÐËÒÖÎâÙËÌ.
2¶ÂÍÕËÚÇÔÍË ³³³± Ä 3D ÓÂÃÑÕÂÇÕ Ä ÛËÓÑÍÑÏ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÏ
ÆËÂÒÂÊÑÐÇ, ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÑÃ àÕÑÏ ÔÏ. Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 12.
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£´³± ÍÖÒÓÂÕÞ, ÐÑ, ÒÑÄÕÑÓËÏÔâ, ÑÐË ÆÂÎÇÍÑ ÐÇ ÇÆËÐÔÕ-
ÄÇÐÐÞÇ.

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÓÇÛÈÕÑÍ Ô ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ×ÓÖÔÕÓÂÙËÇÌ,
àÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ÊÂÔÎÖÉËÄÂÇÕ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ, Ë
ÆÂÉÇ ÍÓÂÕÍËÌ ÇÈ ÂÐÂÎËÊ ÖÄÇÎËÚËÎ ÃÞ ÑÃÝÈÏ ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ
ÑÃÊÑÓÂ ÆÑ ÐÇÆÑÒÖÔÕËÏÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ.

2.3. £ÇÎËÚËÐÂ ÔÒËÐÂ
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐËÉÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ
£´³± ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ 2D ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÓÇÛÈÕÍË.
±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÒÓÇÆÄÂÓËÕÇÎßÐÑÇ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÄÇÎË-
ÚËÐÞ ÔÒËÐÂ.

£ ÒÓËÐÙËÒÇ, ÏÇÕÑÆ ÓÂÃÑÕÂÇÕ ÒÓË ÎáÃÞØ ÔÒËÐÂØ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [29, 32, 34, 35]). °ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß,
ÆÎâ ÐÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÑÅÑ ¡¶® ÔÎÖÚÂâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ Ä
ÓÂÏÍÂØ ³³³± ÆÎâ ÔÒËÐÂ S > 1 ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ:
ÜÇÎß Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ Ä ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂQ � �p; p� àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎß-
ÐÑ ÏÂÎÂ ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ ÒÑÓâÆÍÂ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂ-
ËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ÆÎËÐÂ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÇÎËÍÂ. ·ÑÕâ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ Ä
³³³± Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÔËÐÅÎÇÕÐÞÏ, ÐÑ ÄÔÇ ÄÞ-
ÚËÔÎâÇÏÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ: ÔÒÇÍÕÓ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ,
ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ, ÏÂÅÐËÕÐÂâ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕß ì
ÒÑÚÕË ÐÇ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ Ä ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÏ
ÔÒËÐ-ÄÑÎÐÑÄÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ËÎË ÃÎËÊÍËØ Í ÐÇÏÖ. ´ÂÍËÏ ÑÃ-
ÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÃÑÎßÛËØ ÔÒËÐÑÄ ³³³±ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ØÑÕâ Ë
ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ, ÐÑ ËÊÃÞÕÑÚÐÞÏ.

³ÎÖÚÂÌ S � 1 ì ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞÌ, Ë ÑÐ ÕÂÍÉÇ ËÔÔÎÇ-
ÆÖÇÕÔâ Ä ÓÂÏÍÂØ ³³³±ÆÎâ ÓÂÊÐÞØ ÓÇÛÈÕÑÍ [24 ë 26, 29, 32,
35, 36] (Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÓÇÛÈÕÍÂØ ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÕÔâ Ë ÔÎÖÚÂÌ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÔÒËÐÂ [29, 32]). ¯Ñ ÒÑÆÂÄÎâáÜÇÇ ÃÑÎßÛËÐ-
ÔÕÄÑ ÓÂÃÑÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕ S � 1=2, ÅÆÇ ÓÂÊÎËÚËâ ÏÇÉÆÖ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ³³³± Ë ÔÒËÐ-ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ (ËÎË
ÃÎËÊÍËØ Í ÐÇÏÖ) ÐÇÓÇÆÍÑ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË.

3. ®ÑÆÇÎß J1ÿJ2ÿJ3,
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÖÔÎÑÉÐÇÐËâ

3.1. ¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ
ªÕÂÍ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÍÄÂÆÓÂÕÐÂâ ÓÇÛÈÕÍÂ, Ä
ÍÂÉÆÑÏ ÖÊÎÇ ÍÑÕÑÓÑÌ ÊÂÍÓÇÒÎÈÐ ÔÒËÐ S � 1=2 (ËÔÍÎáÚÇ-
ÐËâ ÃÖÆÖÕ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 10 ë 12).

¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ËÏÇÇÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÌ ÅÇÌÊÇÐÃÇÓÅÑÄÔÍËÌ
ÄËÆ, ËÔÔÎÇÆÖáÕÔâ ÕÓË ÔÎÖÚÂâ: ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÕÑÎßÍÑ
ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆÇÌ, ÃÎËÉÂÌÛËØ Ë ÔÎÇÆÖáÜËØ ÊÂ ÃÎË-
ÉÂÌÛËÏË ÔÑÔÇÆÇÌ ÐÂ ÕÓÇÕßÇÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÙËÑÐÐÑÌ Ô×ÇÓÇ
(ÓËÔ. 1Â). ªÕÂÍ, ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ËÏÇÇÕ ÄËÆ:

Ĥ � J1
X
hi; ji

ŜiŜj � J2
X
�i; j�

ŜiŜj � J3
X
fi; jg

ŜiŜj : �1�

©ÆÇÔß hi; ji ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÒÂÓÂÏ (ÔÄâÊâÏ)
ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆÐËØ ÖÊÎÑÄ, �i; j� ì ÒÑ ÒÂÓÂÏ ÄÕÑÓÞØ ÔÑ-
ÔÇÆÇÌ, fi; jgìÒÑ ÒÂÓÂÏ ÕÓÇÕßËØ ÔÑÔÇÆÇÌ; ÍÂÍ ÖÉÇ ÔÍÂÊÂÐÑ,
�Ŝi�2 � 3=4.

3.2. ±ÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÖÔÎÑÉÐÇÐËÌ
£ÞÃÑÓ ÏÑÆÇÎË Ô ÕÓÇÏâ ÑÃÏÇÐÂÏË ÐÇ ÔÎÖÚÂÇÐ. ¯Â ÍÂÉÆÑÏ
ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÛÂÅÇ ÖÔÎÑÉÐÇÐËâ ÏÑÆÇÎË ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÍÂÚÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÐÑÄÞÇ à××ÇÍÕÞ. ©ÂÃÇÅÂâ ÄÒÇÓÈÆ, ÑÒËÛÇÏ ËØ ÍÓÂÕÍÑ
(ÆÇÕÂÎË Ë ÔÔÞÎÍË ÃÖÆÖÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 7.1 ë
7.3).

®ÑÆÇÎß J1. °ÒËÔÂÐËÇ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÂÐÕË×ÇÓÓÑ- Ë ×ÇÓ-
ÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ Ä ÕÑÚÐÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÕÇÑÓÇÏÂÏË ®ÂÓ-
ÛÂÎÎÂ [17] Ë ®ÇÓÏËÐÂ ë£ÂÅÐÇÓÂ [16]. ³ÑÔÕÑâÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ
ÒÓË T5 0 âÄÎâÇÕÔâ ÔËÐÅÎÇÕÐÞÏ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÔÓÇÆÐËÏ
ÔÒËÐÑÏ ÐÂ ÖÊÎÇ. £ ÔÒËÐÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÅÑ
ÐÂÓÖÛÇÐËâ ÔËÏÏÇÕÓËË ÐÇÕ. £ ÒÓâÏÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔÑ-
ØÓÂÐâáÕÔâ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÂâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß Ë ÔËÏÏÇÕ-
ÓËâ ÓÇÛÈÕÍË.

±ÓË T � 0 ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÆÂÎßÐËÌ ÒÑÓâÆÑÍ: ÏÑÆÖÎß ÔÒËÐ-
ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË hŜ0ŜRi�R!1�
ÄÞØÑÆËÕ ÐÂ ÐÇÐÖÎÇÄÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ, ÊÐÂÍ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂ
ÆÎâ ¶® ÔÎÖÚÂâ ÒÑÔÕÑâÐÇÐ, ÆÎâ ¡¶® ÚÇÓÇÆÖÇÕÔâ Ä ÛÂØ-
ÏÂÕÐÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ.

µÔÎÑÄËÇ ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÍÑÐÔÕÓÇÌÐÕÂ hŜ 2
i i � 3=4 ÔÑÃÎá-

ÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ ÖÊÎÇ ÕÑÚÐÑ 3. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÔÕÂÐ-
ÆÂÓÕÐÑÏ ÔÒËÐ-ÄÑÎÐÑÄÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ Ë ÃÎËÊÍËØ Í ÐÇÏÖ ÐÂ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕß ÔÑÃÎáÆÇÐËâ àÕÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ ÑÃÞÚÐÑ ÒÓÑ-
ÔÕÑ ÐÇ ÑÃÓÂÜÂáÕ ÄÐËÏÂÐËâ, Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÆÓÖÅËØ ÒÑÆ-
ØÑÆÂØ, ÐÂÒÓËÏÇÓ Ä ÏÇÕÑÆÇ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÞØ ÃÑÊÑÐÑÄ
[37], ÍÑÐÔÕÓÇÌÐÕ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÎËÛß Ä ÔÓÇÆÐÇÏ ÒÑ ÄÔÇÌ
ÔËÔÕÇÏÇ.

®ÑÆÇÎß J1ÿJ2. £ÔÈ ÔÍÂÊÂÐÐÑÇ ÄÞÛÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ. ±ÓË
T � 0 ÓÇÂÎËÊÖáÕÔâ ÖÉÇ ÕÓË ×ÂÊÞ Ô ÆÂÎßÐËÏ ÒÑÓâÆÍÑÏ:
¡¶®, ¶® Ë ÒÑÎÑÔÂÕÂâ ÔÕÓÂÌÒ-×ÂÊÂ ì Â ÕÂÍÉÇ ÆÄÇ ÐÇ-
ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÇ ×ÂÊÞ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. ±ÑÕÇÓâ ÆÂÎß-
ÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ Ä ÔÒËÐÑÄÖá ÉËÆÍÑÔÕßì ÍÂÐÑ-
ÐËÚÇÔÍËÌ ÒÓËÏÇÓ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ [38]. ±ÓË
T > 0 Ë ÎáÃÞØ J1 Ë J2 ÆÂÎßÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÇÕ, ÃÎËÉÐËÌ
ÒÑÓâÆÑÍ àÄÑÎáÙËÑÐËÓÖÇÕ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË ÔÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ
ÐÖÎßÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÌ ×ÂÊÞ.

®ÑÆÇÎß J1ÿJ2ÿJ3. £ ÆÑÒÑÎÐÇÐËÇ Í ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞÏ
ÄÞÛÇ ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÕÓË ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ×ÂÊÞ ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÒËÓÂ-
ÎÇÌ. ³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÔÒËÓÂÎË ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÃÇÊ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ ¥ÊâÎÑÛËÐÔÍÑÅÑ ë®ÑÓËË ([39 ë 42], ÔÏ. ÕÂÍÉÇ
ÐÇÆÂÄÐËÌ ÑÃÊÑÓ [43]).

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, Ä ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô ÆÄÖÏâ ÄÊÂËÏÑÒÓÑÐËÍÂáÜËÏË
ÆÂÎßÐËÏË ÒÑÓâÆÍÂÏË.

ª, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÆÎâ ÏÑÆÇÎË Ô ÚËÔÎÑÏ ÑÃÏÇÐÑÄ ÃÑÎßÛÇ
ÕÓÈØ ÕÓÖÆÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÇÈ ×ËÊËÚÇÔÍÖá ÓÇÂÎËÊÂÙËá.
¥Îâ ÕÓÈØ ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ ÔÎÖÚÂÇÄ ÕÂÍËÇ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÖáÕ.

±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ ÇÜÈ ÓÂÊ, ÚÕÑ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ×ÂÊÞ Ë, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ, ×ÂÊÑÄÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË Ä ³³³± ÄÑÊÐË-

3¿ÕÂ ÆÄÖâÊÞÚÐÂâ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËâ (constraint ì ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ), Ä ³³³±
×ÂÍÕËÚÇÔÍË ÔÕÂÎÂ ÑÃÜÇÖÒÑÕÓÇÃËÏÞÏ ÕÇÓÏËÐÑÏ.

J1
J2

J3
C X

X QÂ
Ã

²ËÔ. 1. (Â) ±ÇÓÄÞÇ, ÄÕÑÓÞÇ Ë ÕÓÇÕßË ÃÎËÉÂÌÛËÇ ÔÑÔÇÆË ÆÎâ 2D ÍÄÂÆ-
ÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÑÃÏÇÐÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ. (Ã) ³ÕÂÐ-
ÆÂÓÕÐÞÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÕÑÚÇÍ Ä ÊÑÐÇ ¢ÓËÎÎáàÐÂ ÍÄÂÆ-
ÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË. C � �0; 0�ìÐÖÎÇÄÂâ (¶®) ÕÑÚÍÂ,X � �0; p�; �p; 0�ì
ÔÕÓÂÌÒ-ÕÑÚÍË, Q � �p; p� ì ¡¶®-ÕÑÚÍÂ. ±ÑÍÂÊÂÐÂ ÚÇÕÄÇÓÕß ÒÑÎÐÑÌ
ÊÑÐÞ.
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ÍÂáÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË T � 0. ±ÓË T > 0 ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ
ÄÔÇÅÆÂ âÄÎâÇÕÔâ ÒÂÓÂÏÂÅÐËÕÐÞÏ ì Ô ÔËÎßÐÞÏË ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËâÏË, ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÑÃÏÇÐÂ.

ª ÑÕÏÇÕËÏ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÚÂÐËâ, ÚÕÑ Ä ÕÓÇÖÅÑÎßÐÑÌ
ÓÇÛÈÕÍÇ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ËÐÖá ÅÇÑÏÇÕÓËá,
ÄÑÊÐËÍÂáÜËÇ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÚËÔÎÂ ÑÃÏÇÐÑÄ à××ÇÍÕÞ ÍÂÚÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ. ±ÓË T � 0 Ô ÆÑÃÂÄÎÇÐËÇÏ J2 ÒÑ-
âÄÎâáÕÔâ ÐÑÄÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÆÂÎßÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, Â ÕÂÍÉÇ
ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË, ÒÓË T > 0 ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ
ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ÓÂÊÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÃÎËÉÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ´ÓÇÕËÌ
ÑÃÏÇÐ J3 ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÐÇÔÑËÊÏÇÓËÏÞÇ ÅÇÎËÍÑËÆÂÎßÐÞÇ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ [24 ë 26].

4. ®ÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÓâÆÑÍ
Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ

4.1. ±ÑâÄÎÇÐËÇ ÐÑÄÞØ ×ÂÊ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÚËÔÎÂ ÑÃÏÇÐÑÄ
±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÒÇÓÇÌÕË Í ÖÎßÕÓÂÍÄÂÐÕÑÄÑÏÖ ÒÓÇÆÇÎÖ
S � 1=2, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÌ,
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÒÓÇÆÇÎ S4 1.

£ àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÐÂ 2D ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍÇ ÎáÃÑÌ
ÆÂÎßÐËÌ ÒÑÓâÆÑÍì ÔÑËÊÏÇÓËÏÞÌ ËÎË ÐÇÔÑËÊÏÇÓËÏÞÌì
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÂÐÊÂÙÇÏ (ÒÎÑÔÍÑÌ ÔÒËÓÂÎßá)
[44, 45]

Sr � e1 cos �q0r� � e2 sin �q0r� ; �2�

ÅÆÇ e1 Ë e2 ì ÎÇÉÂÜËÇ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÇ ÑÓÕÞ
(ÆÎËÐÂ ÔÒËÐÂ ÊÆÇÔß ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÂ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ), rìÓÂÆËÖÔ-
ÄÇÍÕÑÓ ÖÊÎÂ ÓÇÛÈÕÍË. ´ÑÚÍÖ q0 Ä ÊÑÐÇ ¢ÓËÎÎáàÐÂ ì
ËÏÇÐÐÑ ÑÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÓâÆÑÍ ì ËÐÑÅÆÂ
ÐÂÊÞÄÂáÕ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÌ ÕÑÚÍÑÌ. ¹ÇÕÄÇÓÕß ÊÑÐÞ ¢ÓËÎ-
ÎáàÐÂ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË Ô ÒÓËÐâÕÞÏË ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâÏË
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÕÑÚÇÍ ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 1Ã.

±ÓË ÊÂÆÂÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÑÃÏÇÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ J1, J2,
J3 ÔÒËÐÑÄÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ (2) Ä (1),
ÅÆÇ ÄÏÇÔÕÑ ÔÒËÐÑÄÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÔÕÑâÕ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ
ÄÇÍÕÑÓÂ ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÆÎËÐÞ, Ë ÏËÐËÏËÊÂÙËÇÌ ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË ÒÑ ÒÑÎÑÉÇÐËá ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÌ ÕÑÚÍË q0.

¥Îâ ÏÑÆÇÎË J1 ÒÓË ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÐÑÓÏËÓÑÄÍÇ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ jJ1j � 1 ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÒÂÓÂ-

ÏÇÕÓÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÆÄÇ ÕÑÚÍË J1 � �1. ±ÑÆÔÕÂ-
ÐÑÄÍÂ (2) ÆÂÈÕ ÕÓËÄËÂÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ: ÆÎâ J1 > 0 ÓÇÂÎË-
ÊÖÇÕÔâ ¡¶®×ÂÊÂ �ÖÒÓÂÄÎâáÜÂâ ÕÑÚÍÂ q0 � Q � �p; p�� 4,
ÆÎâ J1 < 0 ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ¶® ×ÂÊÂ �ÖÒÓÂÄÎâáÜÂâ ÕÑÚÍÂ
q0 � C � �0; 0��.

¥ÎâÏÑÆÇÎË J1ÿJ2 ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓËÊÂÙËá

J1 � cosj; J2 � sinj; 04j4 2p;
����������������
J 2
1 � J 2

2

q
� 1 :

�3�
´ÑÅÆÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÑÃÏÇÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ. ±ÑÆ-
ÔÕÂÐÑÄÍÂ (2) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÚÖÕß ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ,
ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ, ÐÂÓâÆÖ Ô ¡¶® Ë ¶®
×ÂÊÂÏË, ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÑÔÂÕÂâ (ÔÕÓÂÌÒ) ×ÂÊÂ. °ÐÂ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÚÇÓÇÆÑÄÂÐËÇ ÒÑÎÑÔ ÔÑ ÔÒËÐÑÏ ÄÄÇÓØ Ë
ÔÒËÐÑÏ ÄÐËÊ. ¿ÕÑ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÆÄÂÉÆÞ ÄÞÓÑÉÆÇÐÑ Ä ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄËË Ô ÆÄÖÏâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏË ÒÑÎÑÔ.
µÒÓÂÄÎâáÜËÇ ÕÑÚÍË ÆÎâ ÔÕÓÂÌÒ-×ÂÊÞ q0 �
� X � �0; p�; �p; 0�. °ÃÎÂÔÕË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÕÓÈØ ×ÂÊ
ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 2Â.

´ÇÒÇÓß ÏÑÆÇÎß J1ÿJ2ÿJ3. ©ÆÇÔß ÖÆÑÃÐÂ "Ô×ÇÓËÚÇÔÍÂâ"
ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËâ 5

J1 � cos �c� cos �j�; J2 � cos �c� sin �j�; J3 � sin �c�;

04j4 2p; ÿp=24c4 p=2;
������������������������
J 2
1�J 2

2�J 2
3

q
� 1 :

�4�

®ÐÑÉÇÔÕÄÑ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÑÃÏÇÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ Ô×ÇÓÖ ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ.

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ (2) ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÇÜÈ
ÕÓÈØ ×ÂÊ. ¯ËÉÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÄÔÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÒÑÎÑÉÇÐËâ
ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÌ ÕÑÚÍË Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ËÏ ÊÐÂÚÇÐËâ

4ªÐÑÅÆÂ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÆÎâ àÕÑÌ ÕÑÚÍË ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇM.
5±ÓË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÖÚÂÔÕÍÑÄ ÑÃÎÂÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÐÇÓÇÆ-
ÍÑ ÃÞÄÂáÕ ÖÆÑÃÐÞ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËË, ÑÕÎËÚÐÞÇ ÑÕ (3) Ë (4). °ÆÐÂÍÑ Ä
ÒÑÎÐÞØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÑÃÏÇÐÑÄ (3) Ë (4) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕÔâ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÂÆÇ-
ÍÄÂÕÐÞÏË.

J1

J2

FM AFM

Stripe

Â

45

c

j

30

15

0 45 90 135 180

X Q

XQ

(q; q) (q; q)

(q,0)

(0,0)(p; p�

(p,q)

(p; 0�

Ã

²ËÔ. 2. (Â) ¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ J1ÿJ2 ÍÓÖÅÂ ÆÎâ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ. ²ÇÂÎËÊÖáÕÔâ¡¶®, ÔÕÓÂÌÒ Ë¶®×ÂÊÞ.±ÇÓÇØÑÆÞ
Ä ÔÕÓÂÌÒ ×ÂÊÖ ÒÓÑËÔØÑÆâÕ ÒÓË 0 < J2 � �J1=2. (Ã) ±ÎÑÔÍÂâ ÓÂÊÄÈÓÕÍÂ ÚÂÔÕË ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ J1ÿJ2ÿJ3 Ô×ÇÓÞ, 04j4 p,
04c4 p=2. ±ÑÍÂÊÂÐÞ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÖÒÓÂÄÎâáÜËØ ÕÑÚÇÍ. ¯Â ÄÔÕÂÄÍÇ ì ÚÇÕÄÇÓÕß ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ.
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ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË.

q0 E �q0�
1 �0; 0� 4�J1 � J2 � J3�
2 �p; p� ÿ 4�J1 ÿ J2 ÿ J3�
3 �0; p�; �p; 0� ÿ 4�J2 ÿ J3�

4 �0; q1�; �q1; 0� 2J1 ÿ �J1 � 2J2�2
4J3

; �5�

5 �p; q2�; �q2; p� ÿ 2J1 ÿ �J1 ÿ 2J2�2
4J3

6 �q3; q3� ÿ 4J3 ÿ J 2
1

J2 � 2J3

ÅÆÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ:

q1 � arccos

�
ÿ J1 � 2J2

4J3

�
; q2 � arccos

�
ÿ J1 ÿ 2J2

4J3

�
;

q3 � arccos

�
ÿ J1
2J2 � 4J3

�
: �6�

£ ÄÞÓÂÉÇÐËâØ (5) ÒÇÓÄÞÇ ÕÓË ×ÂÊÞ (Ä ÎÇÄÑÏ ÔÕÑÎÃ-
ÙÇ) ì ÖÉÇ ÖÒÑÏËÐÂÄÛËÇÔâ ¶®, ¡¶® Ë ÔÕÓÂÌÒ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÞ. ¶ÂÊÞ 4 ë 6 (Ä ÒÓÂÄÑÏ ÔÕÑÎÃÙÇ) ì àÕÑ ÔÒËÐÑÄÞÇ
ÔÒËÓÂÎË (ÅÇÎËÍÑËÆÂÎßÐÞÇ ×ÂÊÞ), ÔÒËÐÞ ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂáÕÔâ
ÑÕ ÖÊÎÂ Í ÖÊÎÖ, ÒÓËÚÈÏ ÒÇÓËÑÆ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÐÇ
ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÔÑËÊÏÇÓËÏ Ô ÒÇÓËÑÆÑÏ ÓÇÛÈÕÍË.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 2Ã ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÒÎÑÔÍÂâ ÓÂÊÄÇÓÕÍÂ ÐÂËÃÑÎÇÇ
ËÐÕÇÓÇÔÐÑÌ ÚÇÕÄÇÓÕË ÒÑÎÐÑÌ Ô×ÇÓÞ ì ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏ-
ÏÞ 04j4 p, 04c4 p=2, Õ.Ç. 15 J1 5 ÿ 1, 04 J2 4 1,
04 J3 4 1 (ÖÅÎÞ ÒÑÍÂÊÂÐÞ Ä ÅÓÂÆÖÔÂØ 6). ³áÆÂ ÒÑÒÂÆÂáÕ
ÄÔÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÂÄÕÑÓÂÏ ÆÂÐÐÞÇ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ ÒÑ ÍÄÂÊË-
ÆÄÖÏÇÓÐÞÏ ÔÑÇÆËÐÇÐËâÏ.

4.2. °ÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ
°ÃÓÂÜÂáÕ ÐÂ ÔÇÃâ ÄÐËÏÂÐËÇ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ.

1. ¥Îâ ¶®, ¡¶® Ë ÔÕÓÂÌÒ ×ÂÊ ÖÒÓÂÄÎâáÜÂâ ÕÑÚÍÂ
ÐÇÒÑÆÄËÉÐÂ ÄÑ ÄÔÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖáÜÇÌ ×ÂÊÞ Ë ÔÍÂÚÍÑÏ ÏÇÐâÇÕ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ
Ä ÆÓÖÅÖá ×ÂÊÖ. ¥Îâ ÅÇÎËÍÑËÆÑÄ ÉÇ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÄ ÑÃÏÇÐÂ ÕÑÚÍÂ q0 ÆÄËÉÇÕÔâ ÒÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ
ÎËÐËâÏ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (6). ¥Îâ ÅÇ-
ÎËÍÑËÆÑÄ åå 4ë 5 ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (5) àÕÑ ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑ
ÔÕÑÓÑÐÂÏ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ, ÆÎâ ÅÇÎËÍÑËÆÂ å 6 ì ÒÑ
ÆËÂÅÑÐÂÎË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÅÇÎËÍÑËÆÞ Ô ÏÇÐâáÜËÏÔâ
ÛÂÅÑÏ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâáÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÏÇÉÆÖ ÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÞÏË ÕÑÚÍÂÏË.

±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ, ÍÂÍ ÖÒÑÏâÐÖÕÑ ÄÞÛÇ, Ä ÏÑÆÇÎË
J1ÿJ2ÿJ3 ÔÒËÐÑÄÞÇ ÔÒËÓÂÎË ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÖÉÇ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ, ÃÇÊ ÐÂÓÖÛÇÐËâ ÔËÏÏÇÕÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ËÐÄÇÓÔËË Ë ÃÇÊ ÒÓËÄÎÇÚÇÐËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ¥ÊâÎÑÛËÐ-
ÔÍÑÅÑ ë®ÑÓËË.

2. ±ÑÎÐÖá ÑÃÎÂÔÕß ÑÃÏÇÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÏÑÉÐÑ
ÓÂÊÆÇÎËÕß ÐÂ ×ÓÖÔÕÓËÓÑÄÂÐÐÖá Ë ÐÇ×ÓÖÔÕÓËÓÑÄÂÐÐÖá
ÚÂÔÕË. £ ÐÇ×ÓÖÔÕÓËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÚÂÔÕË ÄÔÇ ÑÃÏÇÐÞ ÓÂÃÑÕÂáÕ
Ä ÑÆÐÖ ÔÕÑÓÑÐÖ, ÄÔÇ ÔÄâÊË ÐÂÔÞÜÇÐÞ ÒÑÎÐÑÔÕßá. ±ÓÑ-
ÔÕÇÌÛËÌ ÔÎÖÚÂÌ: J1; J2; J3 < 0, ÍÑÅÆÂ ÄÔÇ ÕÓË ÑÃÏÇÐÂ ÃÎÂ-
ÅÑÒÓËâÕÔÕÄÖáÕ ¶® ×ÂÊÇ. ¦ÜÈ ÒÓËÏÇÓ: J1 > 0, J2 < 0,
J3 > 0, ÐÂÔÞÜÇÐÞ ÄÔÇ ÔÄâÊË Ä ¡¶® ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË.

£ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÄËÆÂØ Ë ÏÇÓÇ ×ÓÖ-
ÔÕÓÂÙËË [45] Ë (Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ) Ñ ÇÈ ÔÄâÊË Ô ÊÂÒÖÕÂÐ-
ÐÑÔÕßá [46 ë 48], ÐÑ ÏÞ ÐÇ ËÏÇÇÏ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÑÕÍÎÑ-
ÐâÕßÔâ Ä àÕÖ ÔÕÑÓÑÐÖ.

±ÑÍÂÊÂÐÐÂâ ÐÂ ÓËÔ. 2Ã ÚÇÕÄÇÓÕß ÒÑÎÐÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏÞ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ×ÓÖÔÕÓËÓÑÄÂÐÂ ì Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ,
ÚÕÑ ÇÔÎË ØÑÕâ ÃÞ ÆÄÂ ÑÃÏÇÐÂ ÐÇÐÖÎÇÄÞÇ, ÕÑ ÄÔÇ ÔÄâÊË Ä
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÇ (1) ÐÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÂÔÞÜÇÐÞ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐ-
ÐÑ. £ ÑÔÕÂÎßÐÞØ ÕÓÈØ ÚÇÕÄÇÓÕâØ àÕÑ ÐÇÄÇÓÐÑ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇ-
ÐËá ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ Í ÑÆÐÑÌ ËÊ ÔÄâÊÇÌ. ªÏÇÐÐÑ ×ÓÖ-
ÔÕÓÂÙËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÏÇÉÆÖ ¡¶® Ë ¶® ×Â-
ÊÂÏË ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÑÌ ÔÕÓÂÌÒ-×ÂÊÞ, Â ÒÓË J3 > 0 ì ÇÜÈ Ë
ÅÇÎËÍÑËÆÑÄ. £ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÔÎÇÆÔÕÄËâ ×ÓÖÔÕÓÂ-
ÙËË ÇÜÈ ÃÑÅÂÚÇ (ÔÏ. ÐËÉÇ).

3. ®ÑÉÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂÕß ÄÑÒÓÑÔ ÑÃ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ
ÓÇÂÎËÊÖÇÏÑÔÕË ËÎË ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÌ ÐÇÓÇÂÎËÊÖÇÏÑÔÕË
ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ. ÁÔÐÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÚÕÑ ÔÎÖÚÂÌ
J3 4 J1; J2 ÄÓâÆ ÎË ÍÑÅÆÂ-ÎËÃÑ ÃÖÆÇÕ ÐÂÌÆÇÐ ÐÂ àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÇ. £ àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÄÂÉÐÑ, ÚÕÑ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÅÇÎËÍÑËÆÞ
ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÖÉÇ ÒÓË ÏÂÎÞØ J3. £ ÙÇÎÑÏ ÉÇ ÐÂ ÒÑÔÕÂÄÎÇÐ-
ÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÑÕÄÇÕËÕß
ÍÑÓÓÇÍÕÐÑ.

4.3. ° ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ
ªÕÂÍ, Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ Ä ÏÑÆÇÎË J1ÿJ2ÿJ3
ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÛÇÔÕß ÔÒËÐÑÄÞØ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÌ: ¶®, ¡¶®,
ÔÕÓÂÌÒ Ë ÕÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÒËÓÂÎË.

£ ÓÂÏÍÂØ ³³³± Ä ÖÎßÕÓÂÍÄÂÐÕÑÄÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ S � 1=2
ÒÓË T � 0 ÔËÕÖÂÙËâ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂì ÄÑÊÏÑÉÐÞ
ÄÔÇ àÕË ×ÂÊÞ Ô ÆÂÎßÐËÏ ÒÑÓâÆÍÑÏ (ØÑÕâ ÔÂÏ ÆÂÎßÐËÌ
ÒÑÓâÆÑÍ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÐÇ ÔÓÇÆÐËÏ ÖÊÇÎßÐÞÏ ÔÒËÐÑÏ, Â
ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞÏË ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂÏË). °ÆÐÂÍÑ ÆÂÉÇ ÒÓË T�0
ÄÑÊÏÑÉÐÞ Ë ÔÑÔÕÑâÐËâ ÃÇÊ ÆÂÎßÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ (ÔÒËÐÑÄÂâ
ÉËÆÍÑÔÕß). ¯Â ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ ÑÐË ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÏÇÉÆÖ
×ÂÊÂÏË Ô ÆÂÎßÐËÏ ÒÑÓâÆÍÑÏ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ×ÓÖÔÕÓÂÙËË.

±ÓË T 6� 0 ÆÂÎßÐËÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÐÇÄÑÊÏÑÉÇÐ, ÃÎËÉÐËÌ
ÒÑÓâÆÑÍ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÑÃÏÇÐÂ àÄÑÎáÙËÑ-
ÐËÓÖÇÕ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË ÔÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÐÖÎßÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ-
ÐÞØ ×ÂÊ. ¥ÇÕÂÎßÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÔÏ. ÐËÉÇ, Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 7.

5. ¡ÎÅÑÓËÕÏ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ
ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ

5.1. ³ØÇÏÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ
£ÇÓÐÈÏÔâ Í ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÖ (1). ±ÇÓÄËÚÐÑÌ ÄÞÚËÔÎâÇÏÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÑÌ Ä³³³±âÄÎâÇÕÔâ ÆÄÖØÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂá-
ÜÂâ ÖÊÇÎßÐÂâ ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ [49]
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±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ, ÕÑ ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ (Ë ÓÂÄÐÞ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ)
ÕÑÎßÍÑ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ ÒÑ a � x; y; z ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
Gzz � Gxx � Gyy, ËÏÇáÕÔâ ÕÓË ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÇ ÒÑ a ÄÇÕÄË
ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ, ÔÓÇÆÐËÌ ÔÒËÐ ÐÂ ÖÊÎÇ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá
hS a

n i � 0.
°ÔÐÑÄÐÂâ ËÆÇâ ÂÎÅÑÓËÕÏÂ ³³³± ì ÊÂÏÞÍÂÐËÇ ÙÇ-

ÒÑÚÍË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ (7) ÐÂ
ÄÕÑÓÑÏ ÛÂÅÇ. ±ÇÓÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÚÂÔÕÑÕÐÑÏ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ËÏÇÇÕ ÄËÆ
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6±ÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÖÅÎÞ ÒÑÍÂÊÂÐÞ Ä ÅÓÂÆÖÔÂØ, ÚÕÑÃÞ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ
ËÊÃÇÉÂÕß ÒÖÕÂÐËÙÞ Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË ì Ä ÓÂÆËÂÐÂØ ì Ä ÊÑÐÇ ¢ÓËÎ-
ÎáàÐÂ.
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±ÑÔÍÑÎßÍÖ

�Sz

n ;S
z
m�
� � 0, ÊÂÏÞÍÂÐËÇ ÒÑ ÕÓÂÆËÙËÑÐ-

ÐÑÌ ÕâÃÎËÍÑÄÔÍÑÌ ÔØÇÏÇ ÐÂ ÒÇÓÄÑÏ ÛÂÅÇ [2], Ô ËÊÄÎÇÚÇ-
ÐËÇÏ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÔÒËÐÂ ËÊ ÆÄÖØÖÊÇÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ,
ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ 7.

¯ÇÐÖÎÇÄÑÌ ÚÎÇÐ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (8) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÔÖÏÏÖ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÆÄÖØÖÊÇÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ. ¯Ç ÓÂÔ-
ÍÓÞÄÂâ ÒÑÍÂ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÅÑ ÄËÆÂ, ÊÂÒËÛÇÏ ÆÎâ ÐÇÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ.
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©ÆÇÔß ÔÒÓÂÄÂ ÒÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ ÖÉÇ ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ, Â ÄÕÑÓÑÌ
ÚÎÇÐ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÖÏÏÖ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÕÓÈØÖÊÇÎßÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ. ªÊ ÐËØ ËÊÄÎÇÍÂáÕÔâ ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞÇ ÍÑÓ-
ÓÇÎâÕÑÓÞ Ô ÊÂÏÞÍÂÐËÇÏ ÐÂ ËÔØÑÆÐÖá ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ (7)
(ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÔÏ. ÐËÉÇ (16)). ±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËâØ ÒÓËÐËÏÂáÕ-
Ôâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ËÊ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ hSx

n S
x
n�ri � hSy

nS
y
n�ri � hSz

nS
z
n�ri � cr � cjrj,

ÅÆÇ cr ì ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞÌ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ 8 ÐÂ ÆÎËÐÇ r.
±ÑÔÎÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ

Sz
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ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (8) ë (9) ÆÂÈÕ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË (7).
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(ÊÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ÄÕÑÓÑÌ ËÐÆÇÍÔ z Ö ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÑÒÖÜÇÐ,
w�q;o�ì ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕß).

¬ÑÐÇÚÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÚËÔÎËÕÇÎâ Fq Ë ÔÒÇÍÕÓÂ ÔÒË-
ÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ o 2

q ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÓÇÛÈÕÍË Ë
ÄËÆÂ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ. ¯Ñ Ä ÎáÃÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÐË ÔÑÆÇÓÉÂÕ
ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÞ ÐÂ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÒÇÓÄÞØ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÙËÑÐÐÞØ Ô×ÇÓÂØ. ªÊ ÒÓÑÔÕÞØ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÔÑÑÃ-
ÓÂÉÇÐËÌ ÒÑÐâÕÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË Ä ÏÑÆÇÎË
J1 ÕÂÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÙËÑÐÐÞØ Ô×ÇÓ ÕÓË, ÆÎâ J1ÿJ2 ËØ ÒâÕß Ë
ÆÎâ ÏÑÆÇÎË J1ÿJ2ÿJ3 ÊÂÕÓÑÐÖÕÞ ÄÑÔÇÏß ÍÑÑÓÆËÐÂÙËÑÐ-
ÐÞØ Ô×ÇÓ. ¤ÓÑÏÑÊÆÍËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ Fq Ë o 2

q Ä ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 15.

³ÂÏË àÕË ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÞ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÞÓÂ-
ÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ Gz�q;o�
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ÅÆÇ m�o� ì ×ÖÐÍÙËâ ¢ÑÊÇ ÒÓË ÆÂÐÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ.
¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÃÑÊÇ-×ÖÐÍÙËâ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÆÎâ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ, ÚÕÑ
ÔÂÏÑ ÒÑ ÔÇÃÇ ÇÜÈ ÐÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÐÂÎËÚËâ ÃÑÊÇÒÑÆÑÃÐÞØ
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ.

³áÆÂ ÉÇ ÄØÑÆËÕ Ë ÄÐÖÕÓËÖÊÇÎßÐÞÌ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ
cr � 0 ì àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÍÑÐÔÕÓÇÌÐÕÂ cr � 0 �
� hSz

nS
z
n i � 1=4.

±ÑÎÖÚÇÐÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÆÂÎÇÇ ÓÇÛÂÇÕÔâ ÚËÔÎÇÐÐÑ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ
ÆÎâ àÕÑÅÑ ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÞÇ ÓÇÔÖÓÔÞ ÐÇÔÑÒÑÔÕÂÄËÏÑ ÏÇÐß-
ÛÇ ÕÇØ, ÚÕÑ ÐÖÉÐÞ ÆÎâ ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ
ÊÂÆÂÚË ËÊ ÒÇÓÄÞØ ÒÓËÐÙËÒÑÄ ÆÂÉÇ ÆÎâ ÏÂÎÑÅÑ ×ÓÂÅÏÇÐÕÂ
ÓÇÛÈÕÍË.

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑÇ ÒÑâÔÐÇÐËÇ ÄÑ ËÊÃÇÉÂÐËÇ ÐÇÆÑÓÂÊÖÏÇÐËÌ.
£ ³³³± ÒÓË ÎáÃÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ, ÎáÃÑÏ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇ Ë
ÎáÃÞØ ÊÐÂÍÂØ ÑÃÏÇÐÑÄ (Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÆÎâ ¶®) ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÔËÔÕÇÏÞ âÄÎâÇÕÔâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ, ÔËÐÅÎÇÕ-
ÐÞÏ. ³ÕÓÑÅÑ ÅÑÄÑÓâ, ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÃÇÊÖÒÓÇÚÐÑÅÑ ÆÑÍÂ-
ÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ ÔËÐÅÎÇÕÐÑÔÕË Ä ³³³± ÐÇÕ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÇ ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÑ ÐÇ ÔÕÓÑËÕÔâ. °ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ËÐÑÅÑ ÔÑ-
ÔÕÑâÐËâ ÕÓÖÆÐÑ ÑÉËÆÂÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÖÔÎÑÄËÌ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ ÄÆÑÎß ÕÓÈØ ÑÔÇÌ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÅÑ ÒÑÔÎÇ ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ (9).

5.2. ³ÎÖÚÂÌ T � 0
£ ³³³± ÔÎÖÚÂÌ ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÕÓÇÃÖÇÕ ÑÕÆÇÎß-
ÐÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ. ±ÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÏ ÇÅÑ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ
¡¶®-×ÂÊÞ (ÆÇÕÂÎË ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ ÆÎâ ÓÂÊÐÞØ ×ÂÊ).

±ÓË T � 0 Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÆÂÎßÐËÌ ÒÑÓâÆÑÍ. ®Â-
ÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÒÓËÚËÐÂ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓËT! 0 Ä ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÏ
×ÂÍÕÑÓÇ cq (13) ÄÑÊÐËÍÂÇÕ d-ÑÃÓÂÊÐÞÌ ÒËÍ Ä ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÌ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ, Ä
ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä ¡¶® ÕÑÚÍÇ Q. £ ÒÓÂÄÑÌ ÔÕÑÓÑÐÇ ÄÞ-
ÓÂÉÇÐËâ (13) ÄÍÎÂÆÂ ÃÇÊ ÃÑÊÇÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÐÇ ØÄÂÕÂÇÕ,
ÚÕÑÃÞÑÃÇÔÒÇÚËÕß ÖÔÎÑÄËÇ ÍÑÐÔÕÓÇÌÐÕÂ. ¬ÑÓÓÇÎâÕÑÓ cr ÒÑ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

cr � 1

N

X
q

cq exp �iqr� � c afmcond exp �iQr� : �14�

©ÆÇÔß c afmcond ì ÏÑÆÖÎß ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂ ÐÂ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË (ÒÓËÐâÕ ÕÇÓÏËÐ ÔÒËÐÑÄÞÌ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕ), ÔÂÏ
ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ Ä ÛÂØÏÂÕÐÑÌ ÒÑÓâÆÍÇ

hS a
0S

a
r i afmr!1�c afmcond�ÿ1� nx�ny ; a�x; y; z; r�nxgx�nygy :

�15�

£ ÑÔÕÂÎßÐÑÏ ÔØÇÏÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÒÓÇÉÐÇÌ,
c afmcond ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÇÜÈ ÑÆÐËÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂ-
ÐËâ.

±ÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÒÑÍÂÊÂÕßÔâ
ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÕÓÑÅËÏË. ¢ÑÎÇÇ ÂÍÍÖÓÂÕÐÑÇ ÑÃÑÔÐÑÄÂÐËÇ
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä [50].

£ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÆÇÕÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÔÎÖÚÂâT � 0
ÐÖÉÐÑ ÅÎÂÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÆÎâ ÒÑÎÐÑÕÞ, ÚÕÑÃÞ ÒÓÑÆÇÏÑÐ-
ÔÕÓËÓÑÄÂÕß, ÚÕÑ ÏÇÕÑÆ ÓÂÃÑÕÂÇÕ Ë ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÇ, ÅÆÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ "ÃÑÊÇ-ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËâ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊ-
ÃÖÉÆÇÐËÌ". ªÎË ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÊÂÆÂÚ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ñ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏ ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÇÓÇØÑÆÇ. ±ÑÚÕË ÄÔÇ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÞÄÑÆÞ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ñ ÅÓÂÐËÙÂØ ×ÂÊ Ô ÆÂÎßÐËÏ
ÒÑÓâÆÍÑÏ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß àÍÔÕÓÂÒÑÎâÙËÇÌ ÐËÊÍÑÕÇÏÒÇ-
ÓÂÕÖÓÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ. ±ÑàÕÑÏÖ ÐËÉÇ ÏÞ ËÐÑÅÆÂ ÐÇ
ÃÖÆÇÏ ÑÕÄÎÇÍÂÕßÔâ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ.

5.3. £ÇÓÛËÐÐÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË
£ ³³³± ÐÂÚËÐÂâ Ô ÒËÑÐÇÓÔÍËØ ÓÂÃÑÕ [1, 4 ë 7] ÄÄÑÆâÕÔâ
ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÄÇÓÛËÐÐÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË (Í ÆËÂÅÓÂÏÏÐÑÌ
ÕÇØÐËÍÇ ÕÇÓÏËÐ ÒÓâÏÑÅÑ ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÐÇ ËÏÇÇÕ). £ÄÇÆÇÐËÇ

7£ÏÇÔÕÑ hSz
n jSz

mi ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ë ÑÃÞÚÐÖá ÆÎâ ÔÒËÐÑÄÞØ
ÊÂÆÂÚ ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ hS�n jSÿm i, ÕÑÅÆÂ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÊÂÐÖÎÇÐËâ ÒÇÓÄÑÅÑ
ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (8) h�S�;Sÿ�i � 2hSzi ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ
ÆËÓÇÍÕËÄÐÑ.
8£Ñ ËÊÃÇÉÂÐËÇ ÐÇÆÑÓÂÊÖÏÇÐËÌ ÖÕÑÚÐËÏ, ÚÕÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÂâ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÑÔÕß ì Ä ÔÒËÐÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Ä ÒÓâÏÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÂÏÑÌ ÓÂÊÐÑÌ.
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ª ÄÑ ÄÔÇØ ÄÞÓÂÉÇÐËâØ, ÅÆÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÑÆÑÃÐÑÇ ÄÞÆÇÎÇ-
ÐËÇ, ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÖÉÇ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÍÑÓÓÇÎâ-
ÕÑÓÞ ~cr (ÆÇÕÂÎË ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÙËÕËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÄÞÛÇ
ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ).

£ÇÓÛËÐÐÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÓÇÛÈÕÑÚÐÑÅÑ ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ r, Ë, Ä ÒÓËÐÙËÒÇ, ÍÂÉÆÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÙËÑÐÐÑÌ Ô×ÇÓÇ
ÏÑÉÇÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÕß ÔÄÑâ ar (ÕÓË, ÒâÕß ËÎË ÄÑÔÇÏß
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÆÎâ ÏÑÆÇÎÇÌ J1, J1ÿJ2 Ë J1ÿJ2ÿJ3).
±ÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÑÆÐÑÄÇÓÛËÐÐÞÌ ÄÂÓËÂÐÕ (ÄÔÇ ÄÇÓÛËÐÞ ÔÑ-
ÄÒÂÆÂáÕ) ÆÑÔÕÂÕÑÚÇÐ ÆÎâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓÇÐËâ ÖÔÎÑÄËâ ÍÑÐÔÕ-
ÓÇÌÐÕÂ, Ë ÖÉÇ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆâÕÔâ ÄÔÇ ÑÔÐÑÄ-
ÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ.

¢ÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÇ ÐÂÔÕÓÑÌÍË ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâáÕÔâ ËÔØÑÆâ ËÊ
ÓÂÊÐÑÅÑ ÓÑÆÂ ÓÂÊÖÏÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ, ÆÇÕÂÎË
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÖÒÑÏâÐÖÕÞØ ÓÂÃÑÕÂØ. ³ ÓÑÔÕÑÏ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÞ ÄÔÇ ÒÑÒÓÂÄÍË a! 1. ±ÓË ÐËÊÍËØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂØ Ä
ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÇ ÓÂÃÑÕ ÄÇÓÛËÐÐÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÐÇ ÖØÑÆâÕ
ÆÂÎÇÍÑ ÑÕ ÇÆËÐËÙÞ, a4 1;5.

¯ÂÎËÚËÇ ÄÇÓÛËÐÐÞØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ
ÒÓË ÔÓÂÄÐÇÐËË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÓÂÊÐÞØ ÓÂÃÑÕ. £ ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ
ÉÇ ÏÑÆÇÎË ÑÆÐË Ë ÕÇ ÉÇ ÄÞÚËÔÎâÇÏÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÍÂ-
ÚÇÔÕÄÇÐÐÑ Ë ÒÑÎÖÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÔÇÅÆÂ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ, ÐÑ
ÔÕÓÑÅÑ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ì ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÓÂÊÐÑÅÑ ÄÞÃÑÓÂ ÄÇÓ-
ÛËÐ ì ÏÑÅÖÕ ÔÎÇÅÍÂ ÓÂÊÎËÚÂÕßÔâ.

6. ¥ÑÔÕÑËÐÔÕÄÂ Ë ÐÇÆÑÔÕÂÕÍË Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ

£ ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ ÑÒËÔÂÐ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÞÌ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ (³³³±) ÆÎâ ÆÄÖØÄÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂáÜËØ ÔÒËÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ, ÅÎÂÄ-
ÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕßá ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ âÄÎâáÕÔâ ÐËÊÍÑ-
ÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ. ±ÇÓÇÚËÔÎËÏ ÕÇÒÇÓß
ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÆÑÔÕÑËÐÔÕÄÂ Ë ÐÇÆÑÔÕÂÕÍË ³³³±. ¯ÂÚÐÈÏ Ô
ÐÇÆÑÔÕÂÕÍÑÄ.

¯ÇÆÑÔÕÂÕÍË.
1. ±ÓË ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ËÊÑÜÓÈÐÐÑÔÕË Ë ÅÓÑÏÑÊÆÍÑÔÕË

³³³± ì àÕÑ ÄÔÈ-ÕÂÍË ÔÓÇÆÐÇÒÑÎÇÄÑÌ ÒÑÆØÑÆ. °ÒÓÇÆÇ-
ÎËÕß ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ Ä ÓÂÏÍÂØ ÇÅÑ ÃÂ-
ÊÑÄÑÌ ÄÇÓÔËË ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ. ³ÆÄËÐÖÕßÔâ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËË ÏÑÉÐÑ ÕÑÎßÍÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÑÎÖ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍËØ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÍ ËÎË ËÐÞØ ÖÔÎÑÉÐÇÐËÌ.

2. ³³³±ìÏÇÕÑÆ Ô ÐÇÍÑÐÕÓÑÎËÓÖÇÏÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá. ª
ØÑÕâ ÐÇÓÇÆÍÑ ÑÛËÃÍÖ ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÂÊÐÑÅÑ
ÓÑÆÂ ÒÑÃÑÚÐÞØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ, "ÄÐÖÕÓß" ÏÇÕÑÆÂ àÕÂ ÑÙÇÐ-
ÍÂ ÐÇ ÄÔÕÓÑÇÐÂ. ®ÂÎÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÐÇÕ
(ÄÒÓÑÚÇÏ, ÆÎâ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÊÂÆÂÚ ÕÂÍÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÑÃÞÚÐÂ).

3. £ ÏÇÕÑÆÇ ËÏÇÇÕÔâ ÐÂÔÕÓÑÇÚÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ (ÄÇÓÛËÐ-
ÐÂâ ÒÑÒÓÂÄÍÂ), ËÐÑÅÆÂ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ.

4. ¬ÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÑ ËÔÔÎÇÆÖÇÏÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÐÇ ÔÕÓÑËÕ-
Ôâ, ÑÐÑ ÎËÛß ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ, ÔÒËÐÑ-
ÄÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÞ, ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ Ë ÔÒÇÍÕÓ ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÇÐËÌ. ·ÑÕâ, ÔÕÓÑÅÑ ÅÑÄÑÓâ, ÄÓâÆ ÎË àÕÑ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÐÇÆÑÔÕÂÕÍÑÏ.

5. ­ÑÍÂÎßÐÞÌ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÍì Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔÒËÐÑÄÑÌ ÉËÆ-
ÍÑÔÕË (Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ËØ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ, ÐÑ ÎÖÚÛÇ ËÔÔÎÇÆÑ-
ÄÂÐÂ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÂâ ÏÇÉÆÖ ¡¶®- Ë ÔÕÓÂÌÒ-×ÂÊÂÏË (ÔÏ.

ÓËÔ. 3)). ®ÇÕÑÆÞ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÇ ÐÂ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÄÂÎÇÐÕÐÞØ
ÔÄâÊâØ (RVB), Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÑÃÏÇÐÂ ÆÇ-
ÕÇÍÕËÓÖáÕ ÊÆÇÔß ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓ, ÓÂÊÎËÚÂáÜËØÔâ
ÄÞÔÛËÏË ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂÏË (ÔÏ. ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÃÊÑÓÞ [19, 51]
Ë ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ÕÂÏ ÔÔÞÎÍË). ¥Îâ ³³³± ÉÇ àÕÑ ÑÆÐÂ ×ÂÊÂ
ÃÇÊ ÆÂÎßÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ô àÄÑÎáÙËÑÐËÓÖáÜËÏ ÃÎËÉÐËÏ
ÒÑÓâÆÍÑÏ.

¥ÑÔÕÑËÐÔÕÄÂ.
1. £ ³³³± ÔÑÃÎáÆÂáÕÔâ ÕÇÑÓÇÏÞ ®ÇÓÏËÐÂ ë£ÂÅ-

ÐÇÓÂ Ë ®ÂÓÛÂÎÎÂ, Â ÕÂÍÉÇ ÕÑÚÐÞÌ ÔÒËÐÑÄÞÌ ÍÑÐÔÕÓÇÌÐÕ
ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ ÖÊÎÇ.

2. ±ÓË T � 0 ÏÇÕÑÆ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâ ÍÂÍ Ô ÆÂÎßÐËÏ ÒÑÓâÆÍÑÏ, ÕÂÍ Ë ÃÇÊ ÐÇÅÑ.

3. £ ÛËÓÑÍÑÏ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ T > 0 Ä
ÇÆËÐÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆâÕÔâ ÄÔÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ Ä ÔËÔ-
ÕÇÏÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÃÎËÉÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.

4. ³³³± ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÚËÔÎËÕß: ÔÒÇÍÕÓ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊ-
ÃÖÉÆÇÐËÌoq, ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕß w�q;o;T �,
ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ cq, àÐÇÓÅËá Ë, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ,
ÕÇÒÎÑÈÏÍÑÔÕß. ³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÐËÍÂÍËØ ËÊÐÂÚÂÎßÐÞØ
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÌ Ñ ÄËÆÇ ÔÒÇÍÕÓÂ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÐÇ
ÆÇÎÂÇÕÔâ, ÔÒÇÍÕÓ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑ-
ÄÂÐËâ.

5. ®ÇÕÑÆ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÔÕÓÑÇÐ Ä ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÇ ÍÑÐ-
ÔÕÓÖÍÙËË ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÔÒËÐÑÄÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÔÑ ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÞÏË ÐÑÔËÕÇÎâÏË, ÕÂÍËØ ÍÂÍ ÃÂÊÑÄÂâ Ë ÕÓÈØÊÑÐÐÂâ
ÏÑÆÇÎË ·ÂÃÃÂÓÆÂ, tÿ J Ë sÿ d ÏÑÆÇÎË, ÓÇÛÈÕÍÂ ¬ÑÐÆÑ
(ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 11 Ë ÔÔÞÎÍË Ä ÐÈÏ).

6. ¯Â ÏÐÑÅËØ ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÖÚÂÔÕÍÂØ ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏ-
ÏÞ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ³³³± ÔÑÅÎÂÔÖáÕÔâ Ô ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÆÂÐ-
ÐÞÏË (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 7.2.3 Ë ÔÔÞÎÍË Ä ÐÈÏ).

7. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÆÎâ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË

£ÞÛÇ ÃÞÎË ÑÒËÔÂÐÞ ÃÂÊÑÄÞÇ ËÆÇË Ë ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÌ
ÂÎÅÑÓËÕÏ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ³³³± ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ
ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË. £ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÕÔâ
ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ³³³± ÆÎâ ÕÓÈØ ÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÏÑÆÇÎË
¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ ÐÂ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍÇ ì J1, J1ÿJ2 Ë
J1ÿJ2ÿJ3 (ÄÇÊÆÇ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕÔâ ÔÒËÐ S � 1=2).

±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÃÖÆÖÕ ÅÎÂÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ,
ÍÂÔÂáÜËÇÔâ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ: ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ,
ÃÎËÉÐËÌ Ë ÆÂÎßÐËÌ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÓâÆÑÍ, ÔÒÇÍÕÓ ÔÒËÐÑ-
ÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ Ë àÄÑÎáÙËâ ÄÔÇØ àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ Ô ËÊ-
ÏÇÐÇÐËÇÏ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÑÃÏÇÐÂ.

¯ÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕß, ÏÂÅÐËÕÐÂâ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕß, ÕÇÒ-
ÎÑÈÏÍÑÔÕß ÃÖÆÖÕ ÖÒÑÏËÐÂÕßÔâ ÎËÛß Ä ÕÑÌ ÔÕÇÒÇÐË, ÍÑ-
ÕÑÓÂâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÂ ÆÎâ ÆÇÏÑÐÔÕÓÂÙËË ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÏÇ-
ÕÑÆÂ.¡ÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÆÑÔÕËÉËÏÞÇ ÒÓÇÆÇÎÞ ËÎË, ÐÂÑÃÑÓÑÕ,
×ËÕËÐÅ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÆÂÐÐÞØ ÒÓÑÔÕÞÏË ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÏË
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕâÏË ÊÆÇÔß ÔËÔÕÇÏÂÕËÊËÓÑÄÂÐÞ ÐÇ ÃÖÆÖÕ. £ÔÈ
àÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ÙËÕËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ, ÑÆÐÂÍÑ
ÂÍÍÖÓÂÕÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÖÄÈÎ ÃÞ ÆÂÎÇÍÑ Ä
ÔÕÑÓÑÐÖ ÑÕ ÒÓÇÆÏÇÕÂ ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÑÃÊÑÓÂ Ë ÊÂÐâÎ ÃÞ
ÐÇÒÑÊÄÑÎËÕÇÎßÐÑ ÏÐÑÅÑ ÏÇÔÕÂ.

7.1. ®ÑÆÇÎß J1
£ÂÉÐÇÌÛËÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ³³³± ÆÎâ ÏÑÆÇÎË Ô ÑÃÏÇÐÑÏ
ÕÑÎßÍÑ ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆÇÌ [4, 5] ì ÔÂÏÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß
ÔËÐÅÎÇÕÐÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÍÂÍ Ä¶®, ÕÂÍ
Ë Ä ¡¶® ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂØ T5 0. £ ÑÃÑËØ
ÄÂÓËÂÐÕÂØ ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ ÖÊÎÇ ÔÓÇÆÐËÌ ÔÒËÐ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, Ë
ÕÑÚÐÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ ÍÑÐÔÕÓÇÌÐÕÂ hŜii � 0,
hŜ 2

i i � 3=4. ³ÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞÌ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ hS a
0S

a
r i ÐÇ ÊÂÄË-
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ÔËÕ ÑÕ a: hSx
0 S

x
r i � hSy

0S
y
r i � hSz

0S
z
r i, ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÕÓË ÄÞ-

ÓÑÉÆÇÐÐÞØ ÄÇÕÄË ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ.
¶® ÑÃÏÇÐ J � ÿ1.
±ÓË T � 0 ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ cq ËÏÇÇÕ d-ÑÃÓÂÊÐÞÌ

ÒËÍ Ä ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÑÚÍÇ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ C � �0; 0�. ³ÒËÐ-
ÔÒËÐÑÄÞÌ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ hS a

0S
a
r i ÊÐÂÍÑÒÑÎÑÉËÕÇÎÇÐ Ë ÒÓË

r!1 ÄÞØÑÆËÕ ÐÂ ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ (¶® ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ
ÆÎËÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÂ)

T � 0; hS a
0S

a
r ir!1 ! const; a � x; y; z : �17�

¥Îâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÔÓÇÆÐËÏ
ÔÒËÐÑÏ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ Ä (17), ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ à××ÇÍÕËÄÐÂâ
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕß m, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÔÒËÐÑÄÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ:

m �
�

lim
r!1

��hS0Sri
���1=2

; �18�

Ä ³³³± ÆÎâ ¶® ÔÎÖÚÂâ, ÍÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß, m � 1=2.
³ÒÇÍÕÓ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÃÎËÊÑÍ Í ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑ-

ÏÖ ÔÒËÐ-ÄÑÎÐÑÄÑÏÖ (ÏÂÎÞÇ ÑÕÎËÚËâ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ
ÄÇÓÛËÐÐÞØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ), ÜÇÎß ÊÂÍÓÞÕÂ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÑÚÍÇ C.

±ÓË T > 0 ÔÒÇÍÕÓ àÄÑÎáÙËÑÐËÓÖÇÕ, ÐÑ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞØ
ËÊÏÇÐÇÐËÌ ÐÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ. °ÆÐÂÍÑ ÄÞÔÑÕÂ ÒËÍÂ cq ÔÕÂ-
ÐÑÄËÕÔâ ÍÑÐÇÚÐÑÌ, Â ÇÅÑ ÛËÓËÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÕÇÒÇÓß ÖÉÇ
ÍÑÐÇÚÐÖá ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÖá ÆÎËÐÖ. ³ÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞÌ ÍÑÓ-
ÓÇÎâÕÑÓ Ô ÓÑÔÕÑÏ r ÖÃÞÄÂÇÕ ÐÂ ÐÖÎÇÄÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ

T > 0; hS a
0S

a
r ir!1 ! 0; a � x; y; z : �19�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ³³³±ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÔËÐÅÎÇÕ-
ÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ÆÎËÐÑÌ Ë
ÔËÎßÐÞÏË ¶® ÍÑÓÓÇÎâÙËâÏË.

¡¶® ÑÃÏÇÐ J � �1.
±ÓË T � 0 d-ÑÃÓÂÊÐÞÌ ÒËÍ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ cq

ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ¡¶® ÕÑÚÍÇ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ Q � �p; p�.
³ÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞÌ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ Ä ÛÂØÏÂÕÐÑÏ
ÒÑÓâÆÍÇ, ÇÅÑ ÏÑÆÖÎß ÒÓË r!1 ÄÞØÑÆËÕ ÐÂ ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ
(¡¶® ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ÆÎËÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÂ)

T � 0;
��hS a

0S
a
r i
��
r!1 ! const; a � x; y; z : �20�

¿××ÇÍÕËÄÐÂâ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕß Ä (20) ÆÎâ ¡¶® ÔÎÖ-
ÚÂâ ÐÇÐÖÎÇÄÂâ Ë ÓÂÄÐÂ m � 0;3. ±ÑÔÎÇÆÐââ ÄÇÎËÚËÐÂ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÑÎÖÚÂÇÏÑÌ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑÏ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÞØ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ Ë ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÒÑÆØÑÆÑÄ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ä
ÆÄÖØÒÑÆÓÇÛÈÕÑÚÐÞØ ÒÑÆØÑÆÂØ [52], ÚÕÑ ÔÎÖÉËÕ ÆÑÒÑÎÐË-
ÕÇÎßÐÞÏ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÏ Ä ÒÑÎßÊÖ ÍÑÓÓÇÍÕÐÑÔÕË ³³³±.

¬ÂÍ Ë Ä ¶® ÔÎÖÚÂÇ, ÔÒÇÍÕÓ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ
ÃÎËÊÑÍ Í ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÏÖ ÔÒËÐ-ÄÑÎÐÑÄÑÏÖ (ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎß-
ÐÞÇ ÑÕÎËÚËâ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ ÄÇÓÛËÐÐÞØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ),
ÜÇÎß ÊÂÍÓÞÕÂ Ä ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÑÚÍÇ C � �0; 0� Ë Ä ¡¶® ÕÑÚÍÇ
Q � �p; p�.

±ÓË T > 0 ÄÞÔÑÕÂ ÒËÍÂ cq ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÍÑÐÇÚÐÑÌ, ÔÒËÐ-
ÔÒËÐÑÄÞÌ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ Ô ÓÑÔÕÑÏ r ÖÃÞÄÂÇÕ ÐÂ ÐÖÎÇÄÖá
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ, ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ÆÎËÐÂ ÍÑÐÇÚÐÂ

T > 0; hS a
0S

a
r ir!1 ! 0; a � x; y; z : �21�

°ÆÐÂÍÑ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ¶® ÄÂÓËÂÐÕÂ, ÔÒÇÍÕÓ ÒÓË ÍÑ-
ÐÇÚÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ ÒÓÇÕÇÓÒÇÄÂÇÕ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ËÊÏÇÐÇ-
ÐËÇ. ¡ ËÏÇÐÐÑ, ÑÕÍÓÞÄÂÇÕÔâ Ë Ô ÓÑÔÕÑÏ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ
ÓÂÔÕÈÕ ÜÇÎß Ä ¡¶® ÕÑÚÍÇQ � �p; p�.

³ÍÂÊÂÐÐÑÇ ÄÞÛÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÄÂÉÐÇÌÛÇÇ ÑÕÎËÚËÇ
³³³± ÑÕ ÔÒËÐ-ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ Ë ÃÎËÊÍËØ Í ÐÇÏÖ ÒÑÆØÑÆÑÄ. £
Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕß ÑÒËÔÂÐËâ ÔËÐÅÎÇÕÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÔËÎß-
ÐÞÏË ¡¶® ÍÑÓÓÇÎâÙËâÏË.

®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÒÓËÚËÐÂ àÕÑÅÑ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ. £
³³³± ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÂâ ÔËÏÏÇÕÓËâ ÐÇ ÐÂÓÖÛÇÐÂ, ÖÆÄÑ-
ÇÐËâ ÓÇÛÈÕÍË Ä ¡¶® ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ, Ë ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐËÇ ÄÇÆÇÕÔâ Ä ÒÑÎÐÑÌ (Â ÐÇ ÖÏÇÐßÛÇÐÐÑÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ)
ÊÑÐÇ ¢ÓËÎÎáàÐÂ, ÕÑÚÍÂ Q � �p; p� ÐÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÕÑÚÍÇ
C � �0; 0�.

7.2. ®ÑÆÇÎß J1ÿJ2
®ÑÆÇÎß J1ÿJ2 ËÊÖÚÇÐÂ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÆÇÕÂÎßÐÑ, ÇÌ ÒÑÔÄâÜÇÐÑ
ÃÑÎßÛÇÇ ÚËÔÎÑ ÓÂÃÑÕ [6, 7, 53 ë 62] (ÓÂÐÐËÇ ÑÃÊÑÓÞ
ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ËÆÇÌ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [63, 64]).

±ÇÓÄËÚÐÞÏ ËÏÒÖÎßÔÑÏ Í ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá ÏÑÆÇÎË
ÃÞÎË, ÍÑÐÇÚÐÑ, £´³± ÍÖÒÓÂÕÞ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÔÒËÐÑÄÂâ
ÒÑÆÔËÔÕÇÏÂ ÍÄÂÊËÆÄÖÏÇÓÐÂ Ë ËÏÇÇÕ ÍÄÂÆÓÂÕÐÖá ÔËÏÏÇÕ-
ÓËá. ³ÇÌÚÂÔ ËÊÄÇÔÕÐÑ ÖÉÇ ÃÑÎßÛÇ ÒÑÎÖÕÑÓÂ ÆÇÔâÕÍÑÄ
ÔÑÇÆËÐÇÐËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ×ÓÖ-
ÔÕÓËÓÑÄÂÐÐÞÌ J1ÿJ2 ÏÂÅÐÇÕËÍ [65 ë 82]. ¬ÓÑÏÇ ÔÑÃÔÕ-
ÄÇÐÐÑ £´³± ÍÖÒÓÂÕÑÄ, àÕÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ Pb2VO(PO4)2,
(CuCl)LaNb2O7, SrZnVO(PO4)2, BaCdVO(PO4)2, K2CuF4,
Cs2CuF4, Cs2AgF4, La2BaCuO5, Rb2CrCl4 Ë ÆÓ.

¿ÕË ÔÑÇÆËÐÇÐËâ ÊÂÒÑÎÐâáÕ ÄÔá ÄÇÓØÐáá ÒÑÎÖÑÍÓÖÉ-
ÐÑÔÕß J1ÿJ2 ÍÓÖÅÂ [59, 60, 62, 83]. ±ÓËÚÈÏ ÔÓÇÆË ÐËØ
ÐÇÏÂÎÑ ÕÂÍËØ, ÅÆÇ ×ÓÖÔÕÓÂÙËâ ÓÂÊÓÖÛÂÇÕ ÆÂÎßÐËÌ ÒÑÓâ-
ÆÑÍ [71, 72, 74 ë 79].

¥ÂÎÇÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞ ÆÄÂ ÖÕÑÚÐÇÐËâ.
±ÇÓÄÑÇ. ¯Â ÓÂÐÐÇÏ àÕÂÒÇ ÓÂÃÑÕÞ ÒÑ J1ÿJ2 ÏÑÆÇÎË

ÄÆÑØÐÑÄÎâÎËÔß ËÆÇÇÌ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
£´³± ÍÖÒÓÂÕÑÄ. £ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ËÊ ÐËØ ÃÞÎË ÒÑÒÞÕÍË
ÑÒËÔÂÕß ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÇ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ "ÕÑÐÍËÇ ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÂ" ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ £´³± ÍÖÒÓÂÕÑÄ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÖá "ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÖá ÏÑÆÖ" ËÎË "hour-glass spect-
rum" (ÆÇÕÂÎË ÔÏ. Ä [84]). ¥Îâ àÕÑÅÑ Ä ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÖá ÔØÇÏÖ
ÒÓËÄÐÑÔËÎËÔß ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ Ë ÔÑÑÃÓÂÉÇ-
ÐËâ. ©ÆÇÔß ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÄØÑÆËÕß Ä ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÆÇÕÂÎË, Ë
ÐËÉÇ ÃÖÆÖÕ ËÊÎÑÉÇÐÞ ÃÂÊÑÄÞÇ, ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÒË-
ÐÑÄÞØ ÔÒÇÍÕÓÑÄ Ä J1ÿJ2 ÏÑÆÇÎË 9.

£ÕÑÓÑÇ. ±Ñ ÕÑÌ ÉÇ ÒÓËÚËÐÇ ì ÑÒËÔÂÐËÇ £´³± ì ÄÑ
ÏÐÑÅËØ ÓÂÃÑÕÂØ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎËÔß ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÇ ÏÑÆÇÎË,
ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ ÍÂÍ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ×ÑÐ, ÕÂÍ Ë (ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕ-
ÄÖáÜËØ Ô ÐËÏ) ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÊÂÓâÆÂ. ¿ÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ÐÂØÑÆËÕÔâ
ÄÐÇ ÒÓÇÆÏÇÕÂ ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÑÃÊÑÓÂ Ë ÎËÛß ÍÓÂÕÍÑ ÖÒÑÏâ-
ÐÖÕÂ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 11.

±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÒÓËÔÕÖÒËÕß Í "ËÐÄÇÐÕÂÓËÊÂÙËË" ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÞØ ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ J1ÿJ2 ÏÑÆÇÎË, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÔÆÇ-
ÎÂÕß ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÑÃÜËØ ÄÄÑÆÐÞØ ÊÂÏÇÚÂÐËÌ.

±ÓË T � 0 ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ cq ÏÑÉÇÕ ÍÂÍ ÔÑÆÇÓ-
ÉÂÕß d-ÑÃÓÂÊÐÞÌ ÄÍÎÂÆ, ÕÂÍ Ë ÃÞÕß ÍÑÐÇÚÐÞÏÄÑ ÄÔÇÌ ÊÑÐÇ
¢ÓËÎÎáàÐÂ. £ ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ àÕÑ ×ÂÊÂ Ô ÆÂÎßÐËÏ ÒÑÓâÆ-
ÍÑÏ, ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÑÎÑÉÇÐËÇÏ ÒËÍÂ.
£Ñ ÄÕÑÓÑÏ ì ÔÒËÐ-ÉËÆÍÑÔÕÐÂâ ×ÂÊÂ ÃÇÊ ÆÂÎßÐÇÅÑ ÒÑ-
ÓâÆÍÂ, ÃÎËÉÐËÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ.

±ÓË T 6� 0 Ä ³³³± ÆÂÎßÐËÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÐÇÄÑÊÏÑÉÇÐ ÒÓË
ÎáÃÞØ ÑÃÏÇÐÂØ, Ë cq ÄÇÊÆÇ ÍÑÐÇÚÇÐ. ´ÑÚÍÂ q0 ì ÒÑÎÑ-
ÉÇÐËÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ Ä ÊÑÐÇ ¢ÓËÎ-
ÎáàÐÂ ì ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÃÎËÉÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, Â
ÒÑÎÖÛËÓËÐÂ ÒËÍÂ cq ì ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÖá ÆÎËÐÖ ÒÑ ÑÕ-
ÐÑÛÇÐËá Í ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏÖ ÒÑÓâÆÍÖ (ÑÕÄÎÇÍÂâÔß ÑÕ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ ÕÑÚÇÍ Ä ÒÑÎÐÑÌ ÊÑÐÇ ¢ÓËÎÎáàÐÂ), Õ.Ç.
ÕÑÚÍÂ q0 âÄÎâÇÕÔâ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÂÐÂÎÑÅÑÏ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÌ
ÕÑÚÍË Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË.

9¢ÑÎßÛÂâ ÚÂÔÕß ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ àÕÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖÇÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ³³³± Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÑÆÐÑÌ ÄÇÓÛËÐÞ.
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7.2.1. ³ÒËÐÑÄÞÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ. ±ÓË
T � 0 Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÑÃÏÇÐÑÄ ÑÃÐÂÓÖÉË-
ÄÂáÕÔâ ÒâÕß ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ: àÕÑ ÕÓË ×ÂÊÞ
Ô ÆÂÎßÐËÏ ÒÑÓâÆÍÑÏ (¡¶®, ÔÕÓÂÌÒ Ë ¶®) Ë ÆÄÇ ÑÃÎÂÔÕË
ÔÒËÐÑÄÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË (ÓËÔ. 3). ±ÓË ÆÄËÉÇÐËË ÒÑ J1ÿJ2
ÍÓÖÅÖ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÍÂÔÍÂÆ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ.

¿ÄÑÎáÙËâ ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞØ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ ÐÂ ÄÔÈÏ
J1ÿJ2 ÍÓÖÅÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 4. »ÇÎË Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ÔÒË-
ÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ Ä ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎ-
ÎáàÐÂ ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 5. ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÂ ÖÒÑÏâÐÖÕÂâ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 4.1 ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËâ ÑÃÏÇ-
ÐÑÄ J1 � cosj, J2 � sinj, 04j4 2p, �J 2

1 � J 2
2 �1=2 � 110.

£ÇÓØÐââ ÒÑÎÑÄËÐÂ J1ÿJ2 ÍÓÖÅÂ.
0! SL1. ¯Â ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÎÖÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÏÇÉÆÖ j � 0 Ë

ÐËÉÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÇÌ ÔÒËÐ-ÉËÆÍÑÔÕÐÑÌ ×ÂÊÞ SL1 ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ
¡¶® ×ÂÊÂ Ô ÆÂÎßÐËÏ ÒÑÓâÆÍÑÏ. ³ÕÓÖÍÕÖÓÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ cq
ËÏÇÇÕ d-ÑÃÓÂÊÐÞÌ ÒËÍ Ä ¡¶® ÕÑÚÍÇ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ
Q � �p; p�. »ÇÎß Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ Ä ÕÑÚÍÇ
Q ÊÂÍÓÞÕÂ 11. ®ÑÆÖÎß ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂ ÐÂ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÄÞØÑÆËÕ ÐÂ ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ, Â ÇÅÑ ÊÐÂÍ ÏÇ-
ÐâÇÕÔâ Ä ÛÂØÏÂÕÐÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ

hS a
0S

a
r i afmr!1�c afmcond�ÿ1� nx�ny ; a�x; y; z; r�nxgx � nygy :

�22�

³ ÓÑÔÕÑÏ j ÄÇÎËÚËÐÂ ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ c afmcond ÖÃÞ-
ÄÂÇÕ, Ë Ä ÕÑÚÍÇ SL1 ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÍÄÂÐÕÑÄÞÌ ×ÂÊÑÄÞÌ
ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÔÒËÐÑÄÖá ÉËÆÍÑÔÕß ÃÇÊ ÆÂÎßÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.

SL1 ! SL2. £ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÒËÍ Ä ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÏ
×ÂÍÕÑÓÇ Ä ÕÑÚÍÇ Q ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÍÑÐÇÚÐÞÏ, ÇÅÑ ÛËÓËÐÂ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÖá ÆÎËÐÖ. »ÇÎß Ä ÔÒÇÍÕÓÇ Ä
ÕÑÚÍÇ Q ÑÕÍÓÞÕÂ, ÐÑ ÏÂÎÂ. ¢ÎËÉÐËÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÔÑØÓÂÐâÇÕ
¡¶® ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ (ÔÏ. ÓËÔ. 4), ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ ÐÂ ÃÎËÉÂÌÛËØ

ÔÑÔÇÆâØ cg < 0, ÐÂ ÄÕÑÓÞØ Ë ÕÓÇÕßËØ ÔÑÔÇÆâØ cd > 0,
c2g > 0.

³ ÆÂÎßÐÇÌÛËÏ ÓÑÔÕÑÏ j ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË ÑÕ SL1 Í
ÄÇÓØÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÇ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË SL2 ÖÏÇÐßÛÂáÕÔâ
ÜÇÎË Ë ÓÂÔÕÖÕ ÏÂÍÔËÏÖÏÞ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ Ä
ÔÕÓÂÌÒ-ÕÑÚÍÂØ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ X � �0; p�; �p; 0�. £ ¡¶®
ÕÑÚÍÇ, ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÓÂÔÕÈÕ ÜÇÎß Ë ÖÃÞÄÂÇÕ ÒËÍ cq. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÃÎËÉÐËÌ ÒÑÓâÆÑÍ àÄÑÎáÙËÑÐËÓÖÇÕ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ
ÔÕÓÂÌÒ-ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ. ¯Â ÄÇÓØÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÇ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÉËÆÍÑ-
ÔÕË SL2 ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÍÄÂÐÕÑÄÞÌ ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ Ä
ÔÕÓÂÌÒ ×ÂÊÖ Ô ÆÂÎßÐËÏ ÒÑÓâÆÍÑÏ.

SL2 ! SL3. ¿ÕÑ ÑÃÎÂÔÕß ÔÕÓÂÌÒ-×ÂÊÞ. ³ÕÓÖÍÕÖÓÐÞÌ
×ÂÍÕÑÓ ËÏÇÇÕ d-ÑÃÓÂÊÐÞÌ ÒËÍ Ä ÔÕÓÂÌÒ-ÕÑÚÍÂØ ÊÑÐÞ
¢ÓËÎÎáàÐÂ X � �0; p�; �p; 0�. »ÇÎß Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ÔÒËÐÑÄÞØ
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ Ä ÕÑÚÍÂØ X ÊÂÍÓÞÕÂ. ®ÑÆÖÎß ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑ-
ÄÑÅÑ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÄÞØÑÆËÕ ÐÂ ÍÑÐ-

J1

J2

FM

SL SL

AFM

Stripe

²ËÔ. 3. ³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÄËÆ ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ S � 1=2
J1ÿJ2 ÏÑÆÇÎË ÒÓË T � 0. ®ÇÉÆÖ ¡¶®- Ë ÔÕÓÂÌÒ-×ÂÊÂÏË Ô ÆÂÎßÐËÏ
ÒÑÓâÆÍÑÏ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÂâ ÔÒËÐ-ÉËÆÍÑÔÕÐÂâ ×ÂÊÂ
(SL ì spin liquid). £ÕÑÓÂâ ÑÃÎÂÔÕß ÔÒËÐÑÄÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÒÑâÄÎâÇÕÔâ
ÏÇÉÆÖ ¶® Ë ÔÕÓÂÌÒ ÆÂÎßÐËÏË ÒÑÓâÆÍÂÏË. ¤ÓÂÐËÙÞ ÔÒËÐÑÄÑÌ
ÉËÆÍÑÔÕË ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÖÔÎÑÄÐÑ, ÃÇÊ ÕÑÚÐÑÅÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËâ Ô ÓÂÔÚÈÕÐÞ-
ÏË ÆÂÐÐÞÏË.

10£ÔÇ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ (ÍÓÑÏÇ ÓËÔ. 7) ÐÑÓÏË-
ÓÑÄÂÐÞ ÐÂ �J 2

1 � J 2
2 �1=2.

11¬ÂÍ Ë Ä ÏÑÆÇÎË J1, Ä J1ÿJ2 ÜÇÎß Ä ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÑÚÍÇ C � �0; 0� ÊÂÍÓÞÕÂ
ÒÓË ÎáÃÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ Ë ÎáÃÞØ ÑÃÏÇÐÂØ.

0,08

0,06

0,04

0,02

0

ÿ0,10
ÿ0,08
ÿ0,06
ÿ0,04
ÿ0,02

0

T � 0

T � 0,9

cg

c2g

ccond

cd

p=2 p 3p=2 3pj

²ËÔ. 4. ®ÑÆÇÎß J1ÿJ2. ³ÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÞ ÐÂ ÃÎËÉÂÌÛËØ
ÔÑÔÇÆâØ (cg, ÔËÐËÌ), ÄÕÑÓÞØ ÃÎËÉÂÌÛËØ (cd, ÊÇÎÈÐÞÌ) Ë ÕÓÇÕßËØ
ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆâØ (c2g, ÍÓÂÔÐÞÌ) Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÖÅÎÂ j (J1 � cosj, J2 � sinj). ¨ËÓÐÞÇ ÔÒÎÑÛÐÞÇ ÎËÐËË
ÑÕÄÇÚÂáÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ T � 0, ÕÑÐÍËÇ ÔÒÎÑÛÐÞÇ ì T � 0;3; 0;4; 0;5,
ÛÕÓËØÑÄÞÇ ì T � 0;6; 0;7 Ë ÒÖÐÍÕËÓÐÞÇ ì T � 0;8; 0;9. ³ÒËÐÑÄÞÌ
ÍÑÐÆÇÐÔÂÕ ccond (Ä ÆÓÖÅÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ) ÒÑÍÂÊÂÐ ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÚÈÓÐÑÌ
ÎËÐËÇÌ. ´ÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËâ ÑÃÏÇÐÑÄ J1 � cosj,
J2 � sinj, j4 2p, �J 2

1 � J 2
2 �1=2 � 1. (¥ÂÐÐÞÇ ËÊ [62].)

4

3

2

1

0 p=2 p 3p=2 2pj

DQ

DX

²ËÔ. 5. »ÇÎË Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ DQ (ÔËÐËÌ ÙÄÇÕ) Ë DX

(ÊÇÎÈÐÞÌ) Ä ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ Q � �p; p� Ë X �
� �0; p�; �p; 0� Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÅÎÂ j (J1 � cosj,
J2 � sinj). ¨ËÓÐÞÇ ÔÒÎÑÛÐÞÇ ÎËÐËË ÑÕÄÇÚÂáÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ T � 0,
ÕÑÐÍËÇ ÔÒÎÑÛÐÞÇ ì T � 0;3; 0;4; 0;5, ÛÕÓËØÑÄÞÇ ì T � 0;6; 0;7 Ë
ÒÖÐÍÕËÓÐÞÇ ì T � 0;8; 0;9. ³ÒËÐÑÄÞÌ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕ ccond (Ä ÆÓÖÅÑÏ
ÏÂÔÛÕÂÃÇ) ÒÑÍÂÊÂÐ ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÚÈÓÐÑÌ ÎËÐËÇÌ. (¥ÂÐÐÞÇ ËÊ [62].)
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ÔÕÂÐÕÖ. £ ³³³± ÔÕÓÂÌÒ-×ÂÊÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÖá ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËá ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÞØ Ë ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞØ
ÒÑÎÑÔ, Ë ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ËÏÇÇÕ ÄËÆ

hS a
0S

a
r i striper!1 � c stripecond

1

2

��ÿ1� nx � �ÿ1� ny� ; a � x; y; z;

r � nxgx � nygy : �23�
´ÑÚÍÂ j � p=2 J1ÿJ2 ÍÓÖÅÂ ÄÞÆÇÎÇÐÂ. °ÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕ-

ÔÕÄÖÇÕ J1 � 0, J2 � 1. ªÊ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ
ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÕÂÍËØ ÑÃÏÇÐÂØ ÓÇÛÈÕÍÂ ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ
ÐÂ ÆÄÇ ÔÆÄËÐÖÕÞÇ ÒÑ ÆËÂÅÑÐÂÎË ÐÇÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËÇ
ÒÑÆÓÇÛÈÕÍË. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Í ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË. ³ÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÏÂÎÑÇ ÊÐÂ-
ÚÇÐËÇ J1 6� 0 ÖÔÕÓÂÐâÇÕ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß 12.

³ ÓÑÔÕÑÏ j ÄÇÎËÚËÐÂ ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ c condstripe

ÖÃÞÄÂÇÕ, Ë Ä ÕÑÚÍÇ SL3 ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÞÌ ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ì ÄÑ ÄÕÑÓÖá ÑÃÎÂÔÕß ÔÒËÐÑÄÑÌ
ÉËÆÍÑÔÕË ÃÇÊ ÆÂÎßÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.

SL3 ! SL4. £Ñ ÄÕÑÓÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÒËÐÑÄÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË
ÒËÍË ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ Ä ÔÕÓÂÌÒ-ÕÑÚÍÂØ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎ-
ÎáàÐÂ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÍÑÐÇÚÐÞÏË, ÍÂÍ Ë ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ
ÆÎËÐÂ. »ÇÎË Ä ÕÑÚÍÂØ X ÑÕÍÓÞÕÞ. ¢ÎËÉÐËÌ ÒÑÓâÆÑÍ
ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÔÕÓÂÌÒ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ (ÔÏ. ÓËÔ. 4), ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞ cd < 0, c2g > 0, ÊÐÂÍ cg ÏÑÉÇÕ ÏÇÐâÕßÔâ.

³ ÆÂÎßÐÇÌÛËÏ ÓÑÔÕÑÏ j ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË ÑÕ SL3 Í SL4

ÓÂÔÕÈÕ ÏÂÍÔËÏÖÏ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ Ä ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÑÚÍÇ
ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ C � �0; 0� (ÜÇÎß Ä ÔÒÇÍÕÓÇ Ä àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ
ÊÂÍÓÞÕÂ ÄÔÇÅÆÂ). ¢ÎËÉÐËÌ ÒÑÓâÆÑÍ àÄÑÎáÙËÑÐËÓÖÇÕ Ä
ÔÕÑÓÑÐÖ ¶® ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ.

£ ÕÑÚÍÇ SL4 ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÇÜÈ ÑÆËÐ ÍÄÂÐÕÑÄÞÌ ×ÂÊÑÄÞÌ
ÒÇÓÇØÑÆ ì Ä¶®-ÑÃÎÂÔÕß Ô ÆÂÎßÐËÏ ÒÑÓâÆÍÑÏ.

SL4 ! p. ¶®-ÑÃÎÂÔÕß. d-ÑÃÓÂÊÐÞÌ ÒËÍ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÅÑ
×ÂÍÕÑÓÂ Ä ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÑÚÍÇ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ C � �0; 0� (ÕÂÏ
ÉÇ ÊÂÍÓÞÕÂÜÇÎß). £ÔÇ ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÞ ÒÑÎÑ-
ÉËÕÇÎßÐÞ. ¬ÑÓÓÇÎâÕÑÓ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÄÞØÑÆËÕ ÐÂ
ÊÐÂÍÑÒÑÔÕÑâÐÐÖá ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ c condfm .

¯ËÉÐââ ÒÑÎÑÄËÐÂ J1ÿJ2 ÍÓÖÅÂ.
¯ËÉÐââ ÒÑÎÖÑÍÓÖÉÐÑÔÕß ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔÂ

ÆÎâ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ ì ÔÑÇÆËÐÇÐËÌ Ô J1 < 0, J2 < 0 (ÕÓÇÕËÌ
ÍÄÂÆÓÂÐÕ, p < j < 3p=2) Ë Ô J1 > 0, J2 < 0 (ÚÇÕÄÈÓÕÞÌ
ÍÄÂÆÓÂÐÕ, 3p=2 < j < 2p) ÐÇ ÄÞâÄÎÇÐÑ.

³ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÕÇÑÓËË àÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ÕÑÉÇ ÐÇ ÑÚÇÐß
ÖÄÎÇÍÂÕÇÎßÐÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÊÆÇÔß ÐÇÕ ×ÓÖÔÕÓÂÙËË: Ä ÕÓÇÕß-
ÇÏ ÍÄÂÆÓÂÐÕÇ ÑÃÂ ÑÃÏÇÐÂ ÓÂÃÑÕÂáÕ ÐÂ ¶® ×ÂÊÖ, Â Ä
ÚÇÕÄÈÓÕÑÏì ÑÃÂ ÐÂ ¡¶®.¯ÇÍÑÕÑÓÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâÇÕ ÓÂÊÄÇ ÚÕÑ ÒÇÓÇØÑÆ ÒÓË j � 3p=2, ÍÑÅÆÂ ÔÍÂÚÍÑÏ
ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ ÐÂ ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆâØ.

7.2.2. ³ÒËÐÑÄÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ. ±ÓË
T > 0 Ä ³³³± ÆÂÎßÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÇÕ ÆÎâ ÎáÃÞØ ÑÃÏÇÐÑÄ.
³ÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÞ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÓÂÄÐÞ
ÐÖÎá. »ÇÎË Ä ÔÒÇÍÕÓÇ Ä ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ÊÑÐÞ
¢ÓËÎÎáàÐÂ ÑÕÍÓÞÕÞ (ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÕÑÚÍË C � �0; 0�,
ÅÆÇ ÜÇÎß ÄÔÇÅÆÂ ÊÂÍÓÞÕÂ), ÒËÍË ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ
ËÏÇáÕ ÍÑÐÇÚÐÖá ÄÞÔÑÕÖ.

°ÆÐÂÍÑ ÃÎËÉÐËÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÄÞÔÑÍËØ ÕÇÏÒÇ-
ÓÂÕÖÓ T � 1 ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÖÎß-

ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÌ ×ÂÊÞ. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÑÃÎÂÔÕË, ÎÇÉÂ-
ÜÇÌ ÐÂÆ ¡¶® ×ÂÊÑÌ, ÃÎËÉÐËÌ ÒÑÓâÆÑÍ ËÏÇÇÕ ÒÑ-
ÒÓÇÉÐÇÏÖ "ÛÂØÏÂÕÐÞÌ" ØÂÓÂÍÕÇÓ (cg < 0, cd > 0, c2g > 0)
(ÔÏ. ÓËÔ. 4).

£ËÆ ÔÒÇÍÕÓÂ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÕÂÍÉÇ ÐÂÒÑÏË-
ÐÂÇÕ ÔÒÇÍÕÓ ÒÓË T � 0, Ô ÕÑÌ ÓÂÊÐËÙÇÌ, ÚÕÑ ÜÇÎË Ä ÔÑ-
ÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ
ÕÇÒÇÓß ÐÇ ÐÖÎÇÄÞÇ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 6 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÒÓËÏÇÓÞ ÔÒËÐÑÄÑÅÑ
ÔÒÇÍÕÓÂ ÒÓË T � 0;3 Ä ÛËÓÑÍÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÑÃÏÇÐÑÄ ÐÂ
ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÎÖÑÍÓÖÉÐÑÔÕË. ²ËÔÖÐÑÍ 6Â ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
j � 0, àÕÑ ÑÃÎÂÔÕß ÐÖÎßÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÌ ¡¶® ×ÂÊÞ Ô
ÆÂÎßÐËÏ ÒÑÓâÆÍÑÏ, ÊÆÇÔß ÏÂÎÂ ÜÇÎß Ä ¡¶® ÕÑÚÍÇ DQ

(ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÜÇÎß Ä ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÑÚÍÇ DC ÊÂÍÓÞÕÂ ÒÓË ÎáÃÞØ
ÑÃÏÇÐÂØ Ë ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ). ²ËÔÖÐÑÍ 6Ã, j � p=4 ì ÐÂÆ
ÑÃÎÂÔÕßá ÔÒËÐÑÄÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË, ÜÇÎË Ä ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ
ÕÑÚÍÂØ ÔÑÒÑÔÕÂÄËÏÞ. ²ËÔÖÐÑÍ 6Ä, j � p=2 ì ÐÂÆ ÔÕÓÂÌÒ-
×ÂÊÑÌ Ô ÆÂÎßÐËÏ ÒÑÓâÆÍÑÏ, ÏÂÎÞ ÜÇÎË Ä ÔÕÓÂÌÒ-ÕÑÚÍÂØ
DX (ÜÇÎß DQ ÒÓË ÕÑÚÐÑÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ j � p=2 ÐÖÎÇÄÂâ
ÄÔÇÅÆÂ, ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÔÏ. ÒÓËÏÇÚÂÐËÇ 12). ²ËÔÖÐÑÍ 6Å,
j � 3p=4 ì ÕÂÍÉÇ ÐÂÆ ÑÃÎÂÔÕßá ÔÒËÐÑÄÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË,
ÜÇÎË Ä ÕÑÚÍÂØ DX ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ ÐÂ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ
ÅÓÂ×ËÍÇ.

±ÓËÏÇÓ àÄÑÎáÙËË ÔÒÇÍÕÓÂ ÐÂ ÎÑÍÂÎßÐÑÏ ÖÚÂÔÕÍÇ ì Ô
ÓÑÔÕÑÏ j ÑÕ j � 0ìÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 7. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÜÇÎß Ä
¡¶® ÕÑÚÍÇ ÒÓË àÕÑÏ ÓÂÔÕÈÕ, Â ÜÇÎË Ä ÔÕÓÂÌÒ-ÕÑÚÍÂØ
ÖÃÞÄÂáÕ (ØÑÕâ ÕÂ Ë ÆÓÖÅÂâ ÑÔÕÂáÕÔâ ÐÇÐÖÎÇÄÞÏË), Õ.Ç.
ØÂÓÂÍÕÇÓ ÔÒÇÍÕÓÂ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÑÕ ¡¶® ÄËÆÂ Í
ÔÕÓÂÌÒ ÄËÆÖ. °ÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÖÃÞÄÂÇÕ (ÍÑÐÇÚÐÞÌ) ÏÂÍÔË-
ÏÖÏ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ Ä ¡¶® ÕÑÚÍÇ Ë ÓÂÔÕÈÕ ì Ä
ÔÕÓÂÌÒ-ÕÑÚÍÇ.

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÐËÉÐÇÌ ÒÑÎÖÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÒÓË T > 0, ÍÂÍ
ÑÕÏÇÚÇÐÑ ÄÞÛÇ, ÊÆÇÔß ÐÇÕ ×ÓÖÔÕÓÂÙËË, ÑÃÂ ÑÃÏÇÐÂ
ÓÂÃÑÕÂáÕ Ä ÑÆÐÖ ÔÕÑÓÑÐÖ. ®ÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ àÕÑ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í "ÂÐÕË×ÓÖÔÕÓÂÙËË" ì Ä ÕÓÇÕßÇÏ ÔÇÍÕÑÓÇ
J1 < 0; J2 < 0 ÄÑÊÐËÍÂÇÕ "ÔÄÇÓØ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍ", Â Ä
ÚÇÕÄÈÓÕÑÏ J1 > 0; J2 < 0 ì "ÔÄÇÓØÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍ".
£ ÆÂÐÐÞØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÒÓË T > 0 ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ÆÎËÐÂ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÇÎËÍÂ ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ T � 1,
Õ.Ç. ÒÑÓâÆÍÂ J � �J 2

1 � J 2
2 �1=2.

£ÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕß ËÕÇÒÎÑÈÏÍÑÔÕß.¬ÂÍ ÃÞÎÑ ÑÃÇÜÂÐÑ
Ä ÐÂÚÂÎÇ àÕÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ, ÊÆÇÔß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÅÎÂÄÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÍÂÔÂáÜËÇÔâ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ.
µÒÑÏâÐÇÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÆÓÖÅËÇ ÄÞÚËÔÎâÇÏÞÇ Ä
³³³± ÄÇÎËÚËÐÞ.

£ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÌ ÚÂÔÕË ÙËÕËÓÑÄÂÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÓÂÃÑÕ
ÑÒÓÇÆÇÎâÎÑÔß ÕÂÍÉÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑ-
ÔÕË (ÑÃÞÚÐÑ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ) Ë ÕÇÒÎÑÈÏÍÑÔÕË.

±ÓË T � const ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏ-
ÚËÄÑÔÕË w�q;o � 0� ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÑÃÏÇÐÂ ÑÉËÆÂÇÏÂ ì
ÐÂ J1ÿJ2 ÍÓÖÅÇ w�q;o � 0�, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÂâ Ä ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÕÑÚÍÇ q0 ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ, ÆÇÏÑÐÔÕÓË-
ÓÖÇÕ ÏÂÍÔËÏÖÏ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÔÒËÐÑÄÑÌ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ. ´ÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË
w�q;o;T �, ØÑÕâ ÃÞ ÕÑÎßÍÑ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ, Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÑÃÏÇÐÂ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ ÃÑÎßÛÇÇ ÓÂÊÐÑ-
ÑÃÓÂÊËÇ ÓÇÉËÏÑÄ. £ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÓÂÃÑÕÂØ ÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂ-
ÎÂÔß ÕÂÍÉÇ "ÎÑÍÂÎßÐÂâ ÔÒËÐÑÄÂâ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕß"
w2D�o;T � �

�
dq Imw �q;o;T �, ÑÃÎÂÆÂáÜÂâ ÔÍÇÌÎËÐÅÑ-

ÄÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ (ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÔÏ. Ä ÍÑÐÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ 9). ®Þ
ÒÑÊÄÑÎËÏ ÔÇÃÇ ÖÍÎÑÐËÕßÔâ ÑÕ ÒÑÎÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÂÕËÊÂÙËË
àÕËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ.

´ÇÒÎÑÈÏÍÑÔÕß CV ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÇ ÒÑÄÇ-
ÆÇÐËÇ ÐÂ J1ÿJ2 ÍÓÖÅÇ. ±ÓË ÎáÃÞØ ÑÃÏÇÐÂØ CV ËÏÇÇÕ

12¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, Ä ÕÑÚÍÇ j � p=2 Ë ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÌ j � 3p=2ÜÇÎß DQ

ÊÂÍÓÞÕÂ ÒÓË ÎáÃÞØ T (ÔÏ. ÓËÔ. 5). ¶ÑÓÏÂÎßÐÑ àÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ DQ. ¶ËÊËÚÇÔÍÑÇ ÑÃÝâÔÐÇÐËÇ Ä ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ ÆÄÖØ ÐÇÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÒÑÆÓÇÛÈÕÑÍ ÄÞÓÑÉÆÇÐÂ ÒÑ
ÑÕÐÑÛÇÐËáÍ ËØ ÄÊÂËÏÐÑÏÖ ÄÓÂÜÇÐËá.±ÑàÕÑÏÖ ÒÇÓÇÆÂÚÂ ÔÒËÐÑÄÑÅÑ
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÐÂ ÔÑÔÇÆÐËÌ ÖÊÇÎ ÐÇ ÕÓÇÃÖÇÕ àÐÇÓÅËË.
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ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÖá ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß: CV ! 0 ÒÓË
T! 0 Ë ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÂÍÔËÏÖÏ ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÇ, ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÑÃÏÇÐÑÄ. ªÔÍÎá-
ÚÇÐËÇ ì ÑÃÎÂÔÕß ÄÃÎËÊË ÒÇÓÇØÑÆÂ ÔÕÓÂÌÒ$¶®, ÅÆÇ ÐÂ-
ÃÎáÆÂÇÕÔâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ÐËÊÍÑÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÞÌ ÏÂÍ-
ÔËÏÖÏ (ÄÒÇÓÄÞÇ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐ Ä [57]). £ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÑÐ
ÑÃÞÚÐÑ ÒÓËÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÓÖÔÕÓÂÙËË.

±ÓË ÎáÃÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ CV ÆÇÏÑÐ-
ÔÕÓËÓÖÇÕ ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÏËÐËÏÖÏÞ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÐÂÆ ÖÒÑÓâÆÑ-
ÚÇÐÐÞÏË ×ÂÊÂÏË Ë Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÐÂÆ ÒÇÓÇØÑÆÂÏË ÏÇÉÆÖ
×ÂÊÂÏË. °ÃÂ ÔÎÖÚÂâ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÎÑÍÂÎßÐÞÏ àÍÔÕÓÇÏÖÏÂÏ
àÐÇÓÅËË ÒÓËT � const, ÒÇÓÄÞÌìÏÂÍÔËÏÖÏÂÏ, ÄÕÑÓÑÌì
ÏËÐËÏÖÏÂÏ [62].

7.2.3. ° ÔÓÂÄÐÇÐËË Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÏ Ë Ô ÚËÔÎÇÐÐÞÏË
ÏÇÕÑÆÂÏË. £ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÌ ÚÂÔÕË ÓÂÃÑÕ ÒÑ ÏÑÆÇÎË
J1ÿJ2, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËØ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÒÑÆ-
ØÑÆ (Ñ ÓÂÊÐÑÄËÆÐÑÔÕâØ ÏÇÕÑÆÂ ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 8), ÒÓÑÄÑÆËÎÑÔß
ÔÓÂÄÐÇÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ Ô ÆÂÐÐÞÏË ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ.
¯Ç ÖÅÎÖÃÎââÔß Ä ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÆÇÕÂÎË, ÏÑÉÐÑ ÍÑÐÔÕÂ-
ÕËÓÑÄÂÕß, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔËÇ Ô ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÒÑ
ÏÇÐßÛÇÌ ÏÇÓÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕÇÎßÐÑÇ, Â ÑÃÞÚÐÑ ØÑÓÑÛÇÇ.
¥Îâ ÒÑÎÐÑÕÞ ÐËÉÇ ÖÒÑÏâÐÖÕÞ ÕÂÍÉÇ ÓÑÆÔÕÄÇÐÐÞÇ
ÏÑÆÇÎË Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ.

³ÓÂÄÐÇÐËÇ Ô ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÒÓÑÄÑÆËÎÑÔß
ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÏÑÆÇÎË ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ ÐÂ ÍÄÂÆÓÂÕ-
ÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍÇ [23, 34, 36, 85, 86], ÐÑ Ë ÆÎâ ÕÓÇÖÅÑÎßÐÑÌ
ÓÇÛÈÕÍË [21, 23, 26], ÓÇÛÈÕÍË ¬ÂÅÑÏÇ Ë ÒËÓÑØÎÑÓÂ [29, 32].
®ÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞ ÔÓÂÄÐÇÐËâ Ô ÄÂÓËÂÐÕÂÏË ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ
ÙÇÒÑÚÍË [8 ë 12, 23, 86]. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ
ÒÓÑÄÑÆËÎÂÔß ÆÎâ tÿJÏÑÆÇÎËìÐÂËÃÑÎÇÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÈÐ-
ÐÑÌ ÏÑÆÇÎË Ô ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ×ÑÐÑÏ Ë ÐÑÔËÕÇÎâÏË ÊÂÓâÆÂ
(ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 11) [53, 87, 88].

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÞØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ,
ÚÂÜÇ ÄÔÇÅÑ àÕÑ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÕÑÚÐÂâ ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÂÙËâ, ÑÃÞÚ-
ÐÑ Ä ÂÎÅÑÓËÕÏÇ ­ÂÐÙÑÛÂ [8 ë 12, 21, 23, 26, 36, 53, 86 ë 88].
¯Ñ ÃÞÎË Ë ÆÓÖÅËÇ ÏÇÕÑÆÞ: ÍÄÂÐÕÑÄÞÌ ÏÇÕÑÆ ®ÑÐÕÇ-
¬ÂÓÎÑ [23, 34, 87], ÒÑÆØÑÆ coupled cluster [85], ÄÞÔÑÍÑÕÇÏ-
ÒÇÓÂÕÖÓÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ [12, 29, 32]. ¥Îâ ÃÂÊÑÄÑÅÑ ÄÂ-
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²ËÔ. 6.³ÒÇÍÕÓÞ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÒÓËT � 0;3 ÐÂ ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÎÑÄËÐÇ J1ÿJ2-ÍÓÖÅÂ. (Â)j � 0, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ¡¶®ÐÖÎßÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÌ ×ÂÊÇ,
ÏÂÎÂ ÜÇÎß DQ. (Ã) j � p=4 ì ÐÂÆ ÑÃÎÂÔÕßá ÔÒËÐÑÄÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË, ÜÇÎË Ä ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ÔÑÒÑÔÕÂÄËÏÞ. (Ä) j � p=2 ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÐÖÎßÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÌ ÔÕÓÂÌÒ ×ÂÊÇ, ÏÂÎÞ ÜÇÎË DX (ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ DQ ÒÓË j � p=2 ÔÏ. ÕÇÍÔÕ). (Å) j � 3p=4 ì ÕÂÍÉÇ ÐÂÆ ÑÃÎÂÔÕßá ÔÒËÐÑÄÑÌ
ÉËÆÍÑÔÕË, ÜÇÎË DX ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ ÐÂ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÅÓÂ×ËÍÇ. »ÇÎß Ä ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÑÚÍÇ DC ÊÂÍÓÞÕÂ ÒÓË ÎáÃÞØ ÑÃÏÇÐÂØ Ë ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ.
±ÑÍÂÊÂÐÂ ÚÇÕÄÇÓÕß ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ [60].
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²ËÔ. 7. ¿ÄÑÎáÙËâ ÔÒÇÍÕÓÂ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÌ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ Ä ÒÇÓÄÑÌ ÚÇÕÄÇÓÕË J1ÿJ2 ÍÓÖÅÂ Ô ÓÑÔÕÑÏ j ÑÕ j � 0. ¯Â
àÕÑÏ ÓËÔÖÐÍÇ ËÊ [50] ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÌ ÆÎâ ÒÇÓÄÑÌ ÚÇÕÄÇÓÕË
ÒÂÓÂÏÇÕÓ ×ÓÖÔÕÓÂÙËË p � J2=J, J � J1 � J2 (ÓÑÔÕ p ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÓÑÔÕÖ j)
Ë ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÑÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ ¡¶® ÕÑÚÍË M � Q � �p; p�.
£ËÆÐÑ, ÚÕÑ Ô ÓÑÔÕÑÏ p (Õ.Ç. Ô ÓÑÔÕÑÏ j) ÜÇÎß Ä ¡¶® ÕÑÚÍÇ ÓÂÔÕÈÕ, Â
ÜÇÎË Ä ÔÕÓÂÌÒ ÕÑÚÍÂØ X ÖÃÞÄÂáÕ. ±ÓÑËÔØÑÆËÕ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËâ
ÃÎËÉÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ËÊ ¡¶®-ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ Ä ÔÕÓÂÌÒ-ÒÑÆÑÃÐÞÌ. ©ÆÇÔß
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂT � 0;1 Ä ÇÆËÐËÙÂØ J � J1 � J2, ÔÒÇÍÕÓ Ä ÕÇØÉÇ ÇÆËÐËÙÂØ.
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ÓËÂÐÕÂ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÓÇÒÇÓ ì ÂÐÊÂÙ
¢ÇÕÇ [23, 86].

²ÇÊáÏËÓÖâ, ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÆÑÔÕÖÒÐÞÇ ÚËÔÎÇÐ-
ÐÞÌ ÏÇÕÑÆÞ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ ÒÑÎÐÖá ÂÆÇÍÄÂÕÐÑÔÕß ³³³± Ë
ÓÑÆÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÑÆØÑÆÑÄ.

° ÔÓÂÄÐÇÐËË Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÏ. ¯Â ÐÂÚÂÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ
ÓÂÊÄËÕËâ ÕÇÑÓËË, ËÐÔÒËÓËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÒÑâÄÎÇÐËÇÏ £´³±
ÍÖÒÓÂÕÑÄ, ÔÓÂÄÐÇÐËÇ Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÏ ÃÞÎÑ, ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ,
ÆËÓÇÍÕËÄÐÞÏ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇÏ Í ÔÕÂÕßâÏ ÐÂ ÆÂÐÐÖá ÕÇÏÖ.
±ÓÂÍÕËÚÇÔÍË Ä ÍÂÉÆÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÔÓÂÄÐËÄÂÎËÔß Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÑÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÔÒÇÍÕÓÂ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÇÐËÌ, ÕÑÐÍËÇ ÆÇÕÂÎË ÔÒÇÍÕÓÂ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, "hour-glass
spectrum"), ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ÆÎËÐÂ, ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÏÂÍÔËÏÖ-
ÏÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ, ÔÒËÐÑÄÂâ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕß,
ÒÓÑÚËÇ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ Ë ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕË-
ÍË. ¥ÇÕÂÎßÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ àÕÑÅÑ ÏÂÔÔËÄÂ ÆÂÐÐÞØ, ÕÇÏ ÃÑÎÇÇ Ä
ÍÑÐÕÇÍÔÕÇ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÕÇÑÓËÌ £´³±, ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÐÇÒÑÆÝÈÏÐÖá ÊÂÆÂÚÖ, ÄÞØÑÆËÕ ÆÂÎÇÍÑ ÊÂ ÓÂÏÍË
ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÑÃÊÑÓÂ Ë ÊÆÇÔß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÐÇ ÃÖÆÇÕ.

7.3. ®ÑÆÇÎß J1ÿJ2ÿJ3
´ÇÒÇÓß ÑÃÓÂÕËÏÔâ Í ÏÑÆÇÎË J1ÿJ2ÿJ3.

¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ËÏÇÇÕ ÄËÆ (1) Ô ÕÓÇÏâ ÑÃÏÇÐÂÏË. ¯Â-
ÒÑÏÐËÏ, ÆÎâ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË J1 ì àÕÑ ÑÃÏÇÐ ÄÆÑÎß
ÔÕÑÓÑÐÞ ÍÄÂÆÓÂÕÂ, J2 ì ÄÆÑÎß ÆËÂÅÑÐÂÎË Ë J2 ì ÒÑ
ÖÆÄÑÇÐÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÇ (ÔÏ. ÓËÔ. 1).

³ØÇÏÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÒÓÇÉÐÇÌ, ÍÂÍ ÑÒËÔÂÐÑ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 5.1, ØÑÕâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÔÕÂÐÑ-
ÄâÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÅÓÑÏÑÊÆÍËÏË (ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 15).

¯ËÉÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÖÒÑÏâÐÖÕÂâ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.1 "Ô×Ç-
ÓËÚÇÔÍÂâ" ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËâ ÑÃÏÇÐÑÄ

J1 � cos �c� cos �j�; J2 � cos �c� sin �j�; J3 � sin �c�;
04j4 2p; ÿ p

2
4c4

p
2
;

���������������������������
J 2
1 � J 2

2 � J 2
3

q
� 1 : �24�

£ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ËÏÇÇÕÔâ Ä ÄËÆÖ ÔÎÖÚÂÌ ÐËÊÍËØ, ÐÑ ÐÇ-
ÐÖÎÇÄÞØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ. ¿ÕÑÅÑ ÄÒÑÎÐÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÚÕÑÃÞ ÆÇ-
ÕÇÍÕËÓÑÄÂÕß ÄÔÇ ÄËÆÞ ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 8 ÒÑÍÂÊÂÐ ÖÚÂÔÕÑÍ ÐÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÑÌ,
ÒÑÎÐÑÔÕßá×ÓÖÔÕÓËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÚÇÕÄÇÓÕË ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏ-

ÏÞ Ô ÖÍÂÊÂÐËÇÏ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÃÎËÉÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.
²ÇÂÎËÊÖáÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÄËÆÞ ÃÎËÉÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ: ¡¶®,
ÔÕÓÂÌÒ, ¶® Ë ÕÓË ÄËÆÂ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÔÒËÓÂÎÇÌ. ¬ÂÍ Ë Ä
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ (ÔÏ. ÄÞÓÂÉÇÐËâ (5)), ÑÐË ÑÕÄÇÚÂáÕ
ÒÑÎÑÉÇÐËâÏ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÌ ÕÑÚÍË (ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓ-
ÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ), ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑC � �0; 0�,X��0; p�; �p; 0�,
Q � �p; p�; ÆÎâ ÔÒËÓÂÎÇÌì ÇÈ ÆÄËÉÇÐËá ÄÆÑÎß ÑÆÐÑÌ ËÎË
ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ, Â ÕÂÍÉÇ ÄÆÑÎß ÇÈ
ÆËÂÅÑÐÂÎË �ÅÇÎËÍÑËÆÞ �0; q�, �q; 0� Ë �q; q��.

²ËÔÖÐÑÍ 8 ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂÏ, ÒÑàÕÑÏÖ
ÄÇÊÆÇ ÆÇÕÇÍÕËÓÖÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÃÎËÉÐËÌ ÒÑÓâÆÑÍ. ¬ÂÚÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÍÂÓÕËÐÂ ÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÐËÊÍËØ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ. ±ÓË T � 0 ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÑÃÎÂÔÕË ÆÂÎßÐÇÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ, ÓÂÊÆÇÎÇÐÐÞÇ ÔÒËÐ-ÉËÆÍÑÔÕÐÑÌ ×ÂÊÑÌ. £ÑÒÓÑÔ Ñ
ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÆÇÕÂÎßÐÑ ËÊÖÚÇÐ ÒÓË J3 � 0
(ÔÏ ÔÔÞÎÍË Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 7.2) Ë ÒÑÚÕË ÐÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐ ÒÓË
J3 6� 0, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË J3 > 0.

7.3.1. ¶ÓÖÔÕÓËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÔÒËÓÂÎË. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ÄÂÉÐÑÇ ÐÑÄÑÇ
ÔÄÑÌÔÕÄÑ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ô ÆÑÃÂÄÎÇÐËÇÏ J3 ìÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕß ÔÒËÓÂÎßÐÞØ, ÅÇÎËÍÑËÆÂÎßÐÞØ ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ, Ë
ÔÑËÊÏÇÓËÏÞØ, Ë ÐÇÔÑËÊÏÇÓËÏÞØ. ¿ÕÑÕ à××ÇÍÕ ÐÇÕÓËÄËÂ-
ÎÇÐ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÃÞÚÐÑ ÔÒËÓÂÎË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [43]), Ä ÕÑÏ
ÚËÔÎÇ Ä 2D, ÔÄâÊÞÄÂáÕ ÔÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ¥ÊâÎÑÛËÐ-
ÔÍÑÅÑ ë®ÑÓËË (Dzyaloshinskii ëMoriya interaction, DMI),
[39 ë 42] ÔÔÞÎÍËÐÂ ÐÇÆÂÄÐËÇ ÓÂÃÑÕÞÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [91, 92],
ÑÃÜÖá ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËá ÔÒËÓÂÎÇÌ ÔÏ. Ä [93]. ¥Îâ ÓÇÂÎËÊÂ-
ÙËË DMI-ÔÒËÓÂÎË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÂÓÖÛÇÐËÇ
ÔËÏÏÇÕÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËÐÄÇÓÔËË.

£ ÏÑÆÇÎË J1ÿJ2ÿJ3 ÔÒËÓÂÎË ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÃÇÊ ÐÂÓÖÛÇ-
ÐËâ ÖÍÂÊÂÐÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË, ÃÇÊ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ DMI.
±ÓËÚËÐÑÌ ËØ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÊÆÇÔß âÄÎâÇÕÔâ ×ÓÖÔÕÓÂÙËâ. ±Ñ-
àÕÑÏÖ ÕÂÍËÇ ÔÒËÓÂÎË ËÐÑÅÆÂ ÐÂÊÞÄÂáÕ ×ÓÖÔÕÓËÓÑÄÂÐ-
ÐÞÏË, ÄDMI, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÐÇ×ÓÖÔÕÓËÓÑÄÂÐÐÞÏË [94].

³ÂÏË ÒÑ ÔÇÃÇ ×ÓÖÔÕÓËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÔÒËÓÂÎË ì Ä ÍÎÂÔÔË-
ÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ S4 1 ËÊÄÇÔÕÐÞ Ô ÔÇÓÇÆËÐÞ ÒÓÑÛÎÑÅÑ
ÄÇÍÂ. ©ÆÇÔß ÉÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÖÎßÕÓÂÍÄÂÐÕÑÄÞÌ ÔÎÖÚÂÌ
S � 1=2 Ä ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË ³³³±.

³ÓÂÊÖ ÐÂÆÑ ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ. ¬ÄÂÐÕÑÄÞÇ ÅÇ-
ÎËÍÑËÆÂÎßÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ä ³³³± ÐÇ ÔÕÑËÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÕß
ÔÇÃÇ Ä ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÔÕËÎÇ ÍÂÍ ÓÇÛÈÕÍÖ ÔÒËÐÑÄ-
ÔÕÓÇÎÑÍ, ÏÇÐâáÜËØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÑÕ ÖÊÎÂ Í ÖÊÎÖ. ­áÃÑÇ
ÔÒËÐÑÄÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÔÒËÓÂÎß, âÄÎâÇÕÔâ
ÔËÐÅÎÇÕÐÞÏ, ÔÓÇÆÐËÌ ÔÒËÐ ÐÂ ÖÊÎÇ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá. ³ÕÓÖÍ-
ÕÖÓÖ ÔÒËÓÂÎË ÏÑÉÐÑ ËÆÇÐÕË×ËÙËÓÑÄÂÕß ÑÆÐËÏ ËÊ ÕÓÈØ
ÔÒÑÔÑÃÑÄ: ÎËÃÑ ÒÑ ÍÂÓÕËÐÇ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ, ÎËÃÑ ÒÑ ÒÑ-
ÎÑÉÇÐËá ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ, ÎËÃÑ ÒÑ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕâÏ ÔÒÇÍÕÓÂ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ.

±ÇÓÄÞÌ ÔÒÑÔÑÃ ÍÂÉÇÕÔâ ÑÚÇÄËÆÐÞÏ, ÐÑ ÑÐ ÏÇÐÇÇ
ÐÂÅÎâÆÇÐ. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÍÂÓÕËÐÖ ÍÑÓÓÇÎâÕÑ-
ÓÑÄ ÆÎâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎÑÅÂ ËÔÍÑÏÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÔÒËÓÂÎË Ë ÔÓÂÄÐËÕß Ô ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂÏË Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
(ÒÓËÏÇÓÞ Ä [89]). ¿ÕÂ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ÑÔÎÑÉÐâÇÕÔâ ÆÄÖÏâ
ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂÏË. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ÆÎËÐÂ
ÒÓË T > 0 ÍÑÐÇÚÐÂ, ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÞ ÊÂÕÖØÂáÕ Ô ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËÇÏ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ³³³± ÐË ÑÆÐÂ ËÊ ËÔØÑÆ-
ÐÞØ ÔËÏÏÇÕÓËÌ ÐÇ ÐÂÓÖÛÇÐÂ, ÅÇÎËÍÑËÆÂÎßÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËá ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÔÒËÓÂÎÇÌ,
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏË ÕÑÚÍÂÏË Ä ÒÑÎÐÑÌ ÊÑÐÇ
¢ÓËÎÎáàÐÂ.

£ÕÑÓÑÌ Ë ÕÓÇÕËÌ ÍÓËÕÇÓËË (ÖÉÇ ÖÒÑÏâÐÖÕÞÇ Ä ÓÂÊ-
ÆÇÎÇ 7.3) ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÞ. ±ÓË ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ ÄÞÔÑÍËØ ÕÇÏ-
ÒÇÓÂÕÖÓÂØ Ä ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÌ ÕÑÚÍÇ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ, ÍÑÕÑ-
ÓÂâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÔÒËÓÂÎË (Ë àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ),
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2

ÿ1
0

(p; p)

(p; 0)

(p; q)

(q; q)

(q, 0)

(0, 0)

45 90 135 180
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²ËÔ. 8. °ÃÎÂÔÕË ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÔÕÓÖÍÕÖ-
ÓÂÏ ÃÎËÉÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ (ÖÅÎÞ ÒÑ ÑÔâÏ Ä ÅÓÂÆÖÔÂØ). °ÃÑÊÐÂÚÇÐÞ ÒÑÎÑÉÇ-
ÐËâ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ. �p; p�ì¡¶®, �p; 0�ìÔÕÓÂÌÒ,
�0; 0� ì ¶®, �p; q�, �q; 0� Ë �q; q� ì ÕÓË ÄËÆÂ ÅÇÎËÍÑËÆÑÄ. ³ÒÎÑÛÐÞÇ
ÅÓÂÐËÙÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ T � 0;4, ÒÖÐÍÕËÓÐÞÇ ì T � 0;2. ±ÓË ÃÑÎÇÇ
ÐËÊÍËØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂØ ÅÓÂÐËÙÞ ÔÕÂÃËÎËÊËÓÖáÕÔâ. (¥ÂÐÐÞÇ ËÊ [89, 90].)
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ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ ËÏÇÇÕ ÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÏÂÍÔËÏÖÏ. £ àÕÑÌ
ÉÇ ÕÑÚÍÇ Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÇÔÕß ÎÑ-
ÍÂÎßÐÞÌ ÏËÐËÏÖÏ. ±ÓË T � 0 Ë ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÆÂÎßÐÇÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ ÏÂÍÔËÏÖÏ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ d-ÑÃÓÂÊÐÞÌ, Â
Ä ÔÒËÐÑÄÑÏ ÔÒÇÍÕÓÇ ÜÇÎß ÐÖÎÇÄÂâ (ËÔÍÎáÚÇÐËÇ ì ÕÑÚÍÂ
C � �0; 0�, ÅÆÇ ÔÒÇÍÕÓ ÄÔÇÅÆÂ ÃÇÔÜÇÎÇÄÑÌ). ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 9
ÒÑÍÂÊÂÐ ÒÓËÏÇÓ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ, Ä
ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÂ ÆËÂÅÑÐÂÎË ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ, ÚÕÑ
ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÅÇÎËÍÑËÆÖ �q; q�.

°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ, ÍÂÍ Ë Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ, ÒÓË
S � 1=2, ÍÓÑÏÇ ¡¶®, ¶® Ë ÔÕÓÂÌÒ ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ,
ÓÇÂÎËÊÖáÕÔâ ÕÓË ÄËÆÂ ÔÒËÓÂÎÇÌ. °ÐË ÑÕÄÇÚÂáÕ ÒÑÎÑÉÇ-
ÐËá ÏÂÍÔËÏÖÏÂ cq ÐÂ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÔÕÑÓÑÐ ËÎË ÆËÂÅÑÐÂÎË
ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ (ÔÏ. ÓËÔ. 8).

£ ÏÑÆÇÎË J1ÿJ2ÿJ3 ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÇÜÈ ÑÆÐÂ ÐÇÕÓËÄËÂÎß-
ÐÂâ ÚÇÓÕÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÇ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ Ä J1ÿJ2 Ë J1 ÏÑÆÇÎâØ.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ ÏÑÕËÄÂ ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ
Í ÆÓÖÅÑÏÖ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ, Ä ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÑÃÎÂ-
ÔÕË ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ËØ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËË ÏÑÅÖÕ ÄÑÊÐËÍÂÕß ÔÂÏÞÇ
ÒÓËÚÖÆÎËÄÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÃÎÂÆÂáÜËÇ ÒÑÚÕË
ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ. ±ÓËÏÇÓ ÕÂÍÑÅÑ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÅÇÎË-
ÍÑËÆÂ ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 10. ±ÓÂÍÕËÚÇÔÍË ËÊÑÕÓÑÒÐÞÌ ÄËÆ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÒÓË ÓÂÔÒÎÞÄÂÐËË

ÑÔÕÓÑÅÑ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÓËÔ. 9, ÍÑÅÆÂ ÖÒÓÂÄÎâáÜÂâ ÕÑÚÍÂ
�q; q� ÆÄËÅÂÇÕÔâ ÄÆÑÎß ÆËÂÅÑÐÂÎË Í ¶® ÕÑÚÍÇ C � �0;0�.
¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ à××ÇÍÕ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÒÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÌ ÕÑÚÍË ÄÆÑÎß ÆËÂÅÑÐÂÎË Í ¡¶® ÕÑÚÍÇ
C � �0; 0�. ´ÂÍËÇ ÔÒËÐÑÄÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß ÍÂÍ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÔÒËÓÂÎË, "ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËÇÔâ ÄÑ
ÄÔÇ ÔÕÑÓÑÐÞ".

£ ÏÑÆÇÎË J1ÿJ2 ÖÔÇÚÈÐÐÞÏ ÂÐÂÎÑÅÑÏ àÕÑÅÑ à××ÇÍÕÂ
âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÞÌ ÒÇÓÇÕÑÍ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ ËÊ
ÑÆÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÕÑÚÍË Ä ÆÓÖÅÖá ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË ÒÑ
J1ÿJ2 ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË (ÔÏ. ÒÓÇÆÞÆÖÜËÌ ÓÂÊÆÇÎ 7.3).

£ÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕß Ë ÕÇÒÎÑÈÏÍÑÔÕß. ¬ÑÓÑÕÍÑ ÖÒÑÏâ-
ÐÇÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË Ë ÕÇÒÎÑÈÏÍÑ-
ÔÕË Ä J1ÿJ2ÿJ3 ÏÑÆÇÎË.

¥ÑÃÂÄÎÇÐËÇ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÑÃÏÇÐÂ Ä ÙÇÎÑÏ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÐÇ
ÏÇÐâÇÕ ÒÑÄÇÆÇÐËâ CV Ë w�q;o � 0�. ´ÇÒÎÑÈÏÍÑÔÕß ÆÇÏÑÐ-
ÔÕÓËÓÖÇÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÖá ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÖá ÍÓËÄÖá ì ÇÆËÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÂÍÔËÏÖÏ Ë ÐÖÎÇÄÂâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÒÓË T! 0
(ËÔÍÎáÚÇÐËÇ ì ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ÐËÊÍÑÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÞÌ
ÏÂÍÔËÏÖÏ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ ÔÕÓÂÌÒ$¶®).

³ÕÂÕËÚÇÔÍÂâ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕß w�q;o � 0�, ÄÞÚËÔÎÇÐ-
ÐÂâ Ä ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÕÑÚÍÇ q0 ÊÑÐÞ ¢ÓËÎ-
ÎáàÐÂ, ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ ÏÂÍÔËÏÖÏ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÑÃÏÇÐÂ, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÇ.

®ÑÉÐÑ ÖÒÑÏâÐÖÕß ÐÇ ÄÒÑÎÐÇ ÕÓËÄËÂÎßÐÞÌ à××ÇÍÕ ì
ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕß w�q;o � 0�, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÂâ ÐÂ ÆËÂÅÑÐÂÎË
ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ, Õ.Ç. Ä ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍÇ Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË
q � �q0; q0�, ÍÓÑÏÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË àÕÑÌ ÕÑÚÍË,
ËÏÇÇÕ ÕÂÍÉÇ ÏÇÐßÛËÌ, ÐÑ ÔÑÒÑÔÕÂÄËÏÞÌ ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ
ÏÂÍÔËÏÖÏ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÕÑÚÍË q � �pÿ q0; pÿ q0�. ±ÑÔÎÇÆ-
Ðââ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÅÇÎËÍÑËÆÖ "ÔØÑÆÐÑÌ" ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ.

7.3.2. ³ÑÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÆÄÖØ ÆÂÎßÐËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ. £ ÆÄÖÏÇÓ-
ÐÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÑÆÇÎË J1ÿJ2ÿJ3 ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÇÜÈ ÑÆËÐ
ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÌ à××ÇÍÕ ì ÔÑÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÒÓË T � 0
ÆÄÖØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÆÂÎßÐËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ [95]. ¯Â ÕÂÍÖá ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑÔÕß ÖÍÂÊÞÄÂáÕ ÖÉÇ ÒÓÑÔÕÞÇ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÔÑÑÃ-
ÓÂÉÇÐËâ. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 11, ÐÂ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍÇ
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ ÕÓÇÕËÌ ÑÃÏÇÐ J3 ÃÎÂÅÑÒÓËâÕÔÕÄÖÇÕ ÑÆÐÑ-
ÄÓÇÏÇÐÐÑ ÍÂÍ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ, ÕÂÍ Ë ÔÕÓÂÌÒ-
ÒÑÓâÆÍÖ.

£ ³³³± Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ S � 1=2 àÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÒÑâÄÎÇÐËá ÒÓË J1; J2 > 0, Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÏ ÒÑ ÏÑ-
ÆÖÎá J3 < 0 Ä ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ J2=J1
ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÆÄÖÏâ ÔÑÔÖÜÇÔÕÄÖáÜËÏË ÆÂÎßÐËÏË ÒÑÓâÆ-
ÍÂÏË ì ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ Ë ÔÕÓÂÌÒ (ÓËÔ. 12).

³ÕÓÖÍÕÖÓÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ cq ÕÂÍÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ËÏÇÇÕ d-ÑÃ-
ÓÂÊÐÞÇ ÒËÍË ÍÂÍ Ä¡¶®ÕÑÚÍÇ ÊÑÐÞ¢ÓËÎÎáàÐÂQ��p; p�,
ÕÂÍ Ë Ä ÔÕÓÂÌÒ-ÕÑÚÍÂØ X � �0; p�; �p; 0�. ±ÓËÔÖÕÔÕÄÖáÕ
ÔÒËÐÑÄÞÇ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÞ ÑÃÇËØ ÔËÏÏÇÕÓËÌ (ÆÇÕÂÎË ÔÏ. Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 7.2). ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ¡¶® ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ ÖÃÞÄÂÇÕ,
Â ÔÕÓÂÌÒ-ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ ÐÂÓÂÔÕÂÇÕ ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË J2=J1 ÑÕ
ÑÆÐÑÅÑ ÃÇÓÇÅÂ ÑÃÎÂÔÕË Ô ÆÄÖÏâ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂÏË ÆÑ ÆÓÖÅÑÅÑ.
³ÒÇÍÕÓ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÄÞÇ ÜÇÎË ÄÑ
ÄÔÇØ ÚÇÕÞÓÈØ ÄÞÔÑÍÑÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÕÑÚÍÂØ: C � �0; 0�,
X � �0; p�; �p; 0� Ë Q � �p; p�.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÇÓÇØÑÆ ËÊ ¡¶® Ä ÔÕÓÂÌÒ-×ÂÊÖ ÒÓË
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ Ë ÏÂÎÞØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ J3 ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÚÇÓÇÊ ÔÒËÐ-ÉËÆÍÑÔÕÐÖá ×ÂÊÖ, Â ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞØ J3 ì ÚÇÓÇÊ ×ÂÊÖ Ô ÆÄÖÏâ ÆÂÎßÐËÏË ÒÑÓâÆÍÂÏË.

£ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÑÒËÔÂÐÐÞÌ à××ÇÍÕ ÐÇÄÑÊÏÑ-
ÉÇÐ. ªÐÕÖËÕËÄÐÑ àÕÑ ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÐÑ Ë ÔÕÓÑÅÑÇ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎß-
ÔÕÄÑ, Õ.Ç. ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÂÐÊÂÙÂ (2) Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇ-
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²ËÔ. 9. ±ÓËÏÇÓ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ ÆÎâ ÅÇÎËÍÑËÆÂ. °ÔÕÓÞÌ ÏÂÍ-
ÔËÏÖÏ cq ÐÂ ÆËÂÅÑÐÂÎË ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ �ÅÇÎËÍÑËÆ �q; q�� ÒÓË ÐËÊÍÑÌ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÃÎËÉÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ºËÓËÐÂ ÒËÍÂ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÖá ÆÎËÐÖ. T � 0;02, j � 160�, c � 10�.
(¥ÂÐÐÞÇ ËÊ [89].)
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²ËÔ. 10. ³ÕÓÖÍÕÖÓÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ Ô ÒÑÚÕË ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÇÌ. T � 0;02, j � 160�, c � 10�. µÒÓÂÄÎâáÜÂâ ÕÑÚÍÂ �q; q� ÃÎËÊÍÂ Ä
ÕÑÌ, ÚÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÓËÔ. 9, ÐÑ ÔÆÄËÐÖÕÂ ÃÎËÉÇ Í ¶® ÕÑÚÍÇ C � �0; 0�.
±ÓË ÕÂÍÑÏ ÔÆÄËÅÇ ÓÂÔÒÎÞÄÂÐËÇ ÑÔÕÓÑÅÑ ÒËÍÂ ÓËÔ. 9 ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑÚÕË
ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÓËÔ. 9, ÊÆÇÔß ÆÎâ ÐÂÅÎâÆÐÑÔÕË
ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÒÑÎÐÂâ ÊÑÐÂ ¢ÓËÎÎáàÐÂ. (¥ÂÐÐÞÇ ËÊ [90].)
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ÐËÇ ÆÎâ àÐÇÓÅËË Ô ÆÂÎßÐÇÌÛÇÌ ÏËÐËÏËÊÂÙËÇÌ, ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÕÑÏÖ ÉÇ ÑÕÄÇÕÖ.

£ÞÛÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 7.2 Ë 7.3.1 ÖÉÇ ÖÒÑÏËÐÂÎÑÔß ÔÑÔÖÜÇ-
ÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÒËÐÑÄÞØ ÒÑÓâÆÍÑÄ Ä ³³³±. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË T � 0 ÔÕÓÂÌÒ-×ÂÊÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÍÄÂÐÕÑÄÖá ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËá ÆÄÖØ ÆÂÎßÐËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ. °ÒË-
ÔÂÐÐÞÌ ÊÆÇÔß ÔÎÖÚÂÌ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÔÑÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ
ÆÄÂ ÆÂÎßÐËØ ÒÑÓâÆÍÂ ÓÂÊÐÞØ ÔËÏÏÇÕÓËÌ.

7.3.3. J1ÿJ2ÿJ3 Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ. ªÊÎÑÉÇÐÐÑÇ ÄÞÛÇ ÏÑÉÇÕ
ÒÑÍÂÊÂÕßÔâ ØÑÕß Ë ÍÓÂÔËÄÞÏË, ÐÑ ÎËÛß ÏÑÆÇÎßÐÞÏË
ÔÒÇÍÖÎâÙËâÏË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÔÎÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß ÓÇÂÎËÊÂÙËË Ä
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÑÃÏÇÐÑÄ J3 � J1; J2. ´ÂÍÑÇ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÓÂÊÄÇ ÚÕÑ Ä ÒÑÆØÑÆâÜÇÏ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÑÏ ÔËÏÖÎâÕÑÓÇ (ØÓÇÔÕÑÏÂÕËÌÐÞÇ ÑÃÊÑÓÞ [96 ë 99] Ë ÐÇ-
ÆÂÄÐËÌ ÑÃÊÑÓ ë ÒÓÑÅÐÑÊ [99]).

©ÆÇÔß ÄÂÉÐÑ, ÚÕÑ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÖÚÂÔÕÍÂØ ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏÞ ÅÇÎËÍÑËÆÞ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÖÉÇ ÒÓË ÏÂÎÞØ J3. ¿ÕÑ
ÆÇÎÂÇÕ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÖá ÓÇÂÎËÊÂÙËá J1ÿJ2ÿJ3 ÔÒËÓÂ-
ÎË ÄÔÇ-ÕÂÍË ÓÇÂÎßÐÑÌ. °ÆËÐ ËÊ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÒÓËÏÇÓÑÄ ì
�CuBr�Sr2Nb3O10, ÍÄÂÊËÆÄÖÏÇÓÐÑÇ ÔÑÇÆËÐÇÐËÇ Ô ÍÄÂÆÓÂÕ-
ÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍÑÌ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ¯ÇÌÕÓÑÐÐÞÌ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ
[100 ë 103] ÑÃÐÂÓÖÉËÄÂÇÕ ÒËÍ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ Ä ÒÑ-
ÊËÙËË �3p=4; 0�, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÑËÊÏÇÓËÏÑÌ ÔÒËÐÑÄÑÌ
ÔÒËÓÂÎË. ¯ÂÓÖÛÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËÐÄÇÓÔËË
ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, Â àÕÑ ÆÇÎÂÇÕ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÞÏ DMI ÔÙÇÐÂÓËÌ.

³ÕÂÐÆÂÓÕÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ³³³± ÆÎâ ÏÑÆÇÎË J1 ë J2 ë
J3 ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÆÎâ ÐËÊÍËØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ
ÒËÍÂ Ä ÕÑÚÍÇ �3p=4; 0� ÒÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÑÏ J3 (J1 �

� ÿ0;81, J2 � 0;56, J3 � 0;17) [95]. ±ÓË àÕÑÏ Ô ØÑÓÑÛÇÌ
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆâÕÔâ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÐÂÃÎá-
ÆÂÇÏÞÇ ÕÇÒÎÑÈÏÍÑÔÕß Ë ÔÒËÐÑÄÂâ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕß ÔËÔ-
ÕÇÏÞ.

8. ³ÄâÊß Ô ÆÓÖÅËÏË
Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏË ÒÑÆØÑÆÂÏË

¬ÓÑÏÇ ËÊÎÑÉÇÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ ÒÑÆØÑÆÂ, ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÆÓÖÅËÇ
Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ, ÑÕÎËÚÂáÜËÇÔâ ÑÕ
³³³±. °ÆÐÂÍÑ Ä ÐËØ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÕÂ ÉÇ ËÆÇâ ì ÑÒËÔÂÐËÇ
ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÔÓÇÆÐËÏ ÔÒËÐÑÏ ÐÂ ÖÊÎÇ, ÑÔÖÜÇ-
ÔÕÄÎâÇÏÑÇ ÚÇÓÇÊ ÄÞÆÇÎÇÐËÇ ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞØ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ
ËÊ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ. £Ñ ÄÔÇØ àÕËØ ÏÇÕÑÆÂØ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂáÕÔâ ÆÄÖØÄÓÇÏÇÐÐÞÇ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂáÜËÇ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ,
ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ËÊÄÇÔÕÐÑ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÂÎÅÑÓËÕ-
ÏÑÄ ÂÐÂÎËÊÂ. £ ÔÖÜÐÑÔÕË, ÍÂÉÆÞÌ ÏÇÕÑÆ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÂÆÂÒÕÂÙËá ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÎÅÑÓËÕÏÂ
Í ÕÓÇÃÑÄÂÐËâÏ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË Ë ÐÖÎÇÄÑÅÑ
ÔÒËÐÂ ÐÂ ÖÊÎÇ. £ÔÇ ÒÑÆØÑÆÞ ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÓÂÊÎËÚËâØ ËÆÇÌÐÑ ÃÎËÊÍË ÆÓÖÅ Í ÆÓÖÅÖ, Ë ÐÇÓÇÆÍÑ
ÒÓÑÄÇÔÕË ÉÇÔÕÍÖá ÅÓÂÐËÙÖ ÏÇÉÆÖ ÑÆÐËÏ Ë ÆÓÖÅËÏ
ÊÂÕÓÖÆÐËÕÇÎßÐÑ. ¬ÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ, Â ÚÂÔÕÑ Ë Ô ÄÞÔÑÍÑÌ
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑ, ËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ.
³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÆËÐÂÍÑÄÞ, ÚÖÕß ÖÒÓÑÜÂâ,
ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÓÂÊÎËÚËÇ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÑÕÄÇÕÑÄ ÔÄÑ-
ÆËÕÔâ ×ÂÍÕËÚÇÔÍË Í ÏÂÐËÒÖÎËÓÑÄÂÐËá ÄÇÓÛËÐÐÞÏË
ÒÑÒÓÂÄÍÂÏË 13.

°ÒËÔÂÐÐÞÌ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ ÒÖÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâÇÕ ÂÆÂÒÕÂÙËá ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÂÎÅÑÓËÕÏÑÄ ì
àÕÑ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ "ÄÕÑÓÑÏÖ"
ÄÓÇÏÇÐË Ë ÊÂÏÞÍÂÐËÇ ÙÇÒÑÚÍË Ô ÄÞÆÇÎÇÐËÇÏ ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑ-
ÄÞØ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ. ¯ËÉÇ ÍÓÂÕÍÑ ÑÒËÔÂÐÞ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÓÑÆ-
ÔÕÄÇÐÐÞÇ ³³³± ÒÑÆØÑÆÞ.

8.1. ®ÂÕÓËÚÐÞÌ ÒÓÑÇÍÙËÑÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ
£ ÒÓËÐÙËÒÇ, ÒÓÑÇÍÙËÑÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ¸ÄÂÐÙËÅÂ ë®ÑÓË ë
¸ÇÓÍÑÄÐËÍÑÄÂ [104 ë 111] ÖÐËÄÇÓÔÂÎÇÐ, Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ
ÇÅÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÄÂÓËÂÐÕ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐ
ÆÎâ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÍÂÍ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ, ÕÂÍ Ë Ô ÐÇÐÖÎÇÄÞÏ ÔÓÇÆÐËÏ
ÔÒËÐÑÏ ÐÂ ÖÊÎÇ. ¯ËÉÇ ËÊÎÑÉÇÐÂ ÄÑÊÏÑÉÐÂâ ÔØÇÏÂ ÇÅÑ
ÂÆÂÒÕÂÙËË ÆÎâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ [61].
¿ÕÑ ÄÂÓËÂÐÕ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÃÎËÊÑÍ Í ³³³±, Â ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ
ÖÒÓÑÜÇÐËâØ ÒÓâÏÑ ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ³³³±. ±ÑàÕÑÏÖ ÐËÉÇ ÑÐ
ÑÒËÔÂÐ ÚÖÕß ÃÑÎÇÇ ÆÇÕÂÎßÐÑ.

³ÐÂÚÂÎÂ ÒÓËÄÇÆÈÏ ÃÂÊÑÄÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÇÕÑÆÂ Ä ÑÃ-
ÜÇÏ ÄËÆÇ.

±ÖÔÕß ÆÎâ ÐÂÃÑÓÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Âi, (i � 1ÿn) ÄÞÚËÔ-
ÎâáÕÔâ ÆÄÖØÄÓÇÏÇÐÐÞÇ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂáÜËÇ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ

Gi j �


ÂijÂj

�
o�id�ÿi

�1
0

dt exp �iot�
�Âi�t�; Â�j �
�
: �25�

©ÆÇÔß i ì ÐÇ ËÐÆÇÍÔ ÖÊÎÂ, ÍÂÍ ÄÞÛÇ, Â ÐÑÏÇÓ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ.
°ÒÇÓÂÕÑÓÞ Âi ÑÃÓÂÊÖáÕ ÄÇÍÕÑÓ A � fÂ1 . . . Âng.

£ÄÇÆÈÏ ÏÂÕÓËÚÐÞÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ. °ÃÑÊÐÂÚËÏ ÏÂÕÓËÙÖ
n� n ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ Gi j ÍÂÍ G, ÏÂÕÓËÙÖ ÒÇÓÇÍÓÞÕËÌ
Ki j � h�Âi; Â

�
j �i ÍÂÍ K � h�A;A��i, ÏÂÕÓËÙÖ ÚÂÔÕÑÕ ì ÍÂÍ

o � oI, �I�i j � di j.
£ÄÇÆÈÏ ÕÇÒÇÓß ÄÇÍÕÑÓ B � B̂1 . . . B̂n ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ B̂i,

ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ Ä ÙÇÒÑÚÍÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ

ÿ � ÿ �

� ÿ � ÿ

ÿ � ÿ �

� ÿ � ÿ

J3

J3 J1

J1

ÿ ÿ ÿ ÿ

� � � �

ÿ ÿ ÿ ÿ
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J3

J3

J2

²ËÔ. 11. °ÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ, Õ.Ç. ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÑÃÏÇÐ J3 (ÐÂ ÖÆÄÑÇÐ-
ÐÑÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË) ÃÎÂÅÑÒÓËâÕÔÕÄÖÇÕ ÍÂÍ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÌ, ÕÂÍ Ë ÔÕÓÂÌÒ ×ÂÊÇ. £ ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ¡¶® ÔÄâÊß ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÐÂ
ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆâØ, ÄÑ ÄÕÑÓÑÏ ì ÐÂ ÄÕÑÓÞØ ÃÎËÉÂÌÛËØ. £ ÑÃÑËØ
ÔÎÖÚÂâØ ÔÄâÊß ÐÂ ÕÓÇÕßËØ ÔÑÔÇÆâØ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ.
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Biordered
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²ËÔ. 12. µÚÂÔÕÑÍ ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ J1ÿJ2ÿJ3 ÏÑÆÇÎË ÒÓË T � 0,
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËâ ÑÃÏÇÐÑÄ, ÑÕÎËÚÐÂâ ÑÕ ÄËÆÂ (4). ¬ÓÂÔ-
ÐÞÇ ÎËÐËË ì ÅÓÂÐËÙÞ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ×ÂÊ: ÄÄÇÓØÖ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÅÇÎË-
ÍÑËÆ q � �q; q�, Ä ÙÇÐÕÓÇ ÔÒËÐÑÄÂâ ÉËÆÍÑÔÕß, ÄÐËÊÖ ÔÎÇÄÂ ¡¶®, ÄÐËÊÖ
ÔÒÓÂÄÂ ÔÕÓÂÌÒ ÆÂÎßÐËÌ ÒÑÓâÆÑÍ, ÄÐËÊÖ ÒÑ ÙÇÐÕÓÖ ×ÂÊÂ Ô ÆÄÖÏâ
ÒÑÓâÆÍÂÏË. ±ÖÐÍÕËÓÐÞÇ ÎËÐËË ÑÕÄÇÚÂáÕ ÅÓÂÐËÙÂÏ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ
×ÂÊ: ÄÐËÊÖ ¡¶® Ë ÔÕÓÂÌÒ, ÄÞÛÇ ÆÄÂ ÅÇÎËÍÑËÆÂ. (¥ÂÐÐÞÇ ËÊ [95].)

13±ÑÔÍÑÎßÍÖ àÕÑÕ ÓÂÊÆÇÎ ÒÑÔÄâÜÈÐ ÐÇ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ, Â
ÏÇÕÑÆÂÏ ì ÂÐÂÎÑÅÂÏ ³³³±, Ä ÐÈÏ ÃÖÆÖÕ ÖÒÑÏâÐÖÕÞ ÓÂÃÑÕÞ, ÑÕÐÑ-
ÔâÜËÇÔâ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Í ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍÇ, ÐÑ Ë Í ÆÓÖÅÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË.
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B � �A; Ĥ � (Ĥ ì ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ), Â ÕÂÍÉÇ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÖá
ÏÂÕÓËÙÖ X� h�B;A��i, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÖá ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÐÞÏË
ÔÓÇÆÐËÏË Oi j � h�B̂i; Â

�
j �i.

´ÑÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÂÐÂÎÑÅ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ÂÌ-
ÔÑÐÂ ÆÎâ G ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ

G� �oÿ Kÿ1Xÿ Kÿ1L irr� � K ; �26�

ÅÆÇ ÏÂÕÓËÙÂ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÚÂÔÕÇÌ

L irr � 
BjB��ÿ 
BjA��Gÿ1
AjB�� ; �27�

Â ÇÈ àÎÇÏÇÐÕÞ

L irr
i j �
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: �28�

´ÇÒÇÓß ÄÇÓÐÈÏÔâ Í Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏÖ ÒÑÆ-
ØÑÆÖ. £ÄÇÆÈÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞØ ÍÑÏÏÖ-
ÕÂÕÑÓÑÄ
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n � �Sz

n ; Ĥ �; Wz
n �
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n ; Ĥ �; Ĥ � � �Dz

n ; Ĥ � : �29�

´ÑÅÆÂ ÒÇÓÄÞÇ ÆÄÂ ÛÂÅÂ Ä ÙÇÒÑÚÍÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ (8) Ë (9) ÊÂÒËÛÖÕÔâ Ä ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÏ ÄËÆÇ
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©ÆÇÔß ÚÂÔÕÑÕÐÞÇ ËÐÆÇÍÔÞ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÑÒÖÜÇÐÞ.
¥ÂÎÇÇ Ä ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÏ ÂÎÅÑÓËÕÏÇ ³³³± (ÑÒËÔÂÐ Ä ÓÂÊ-

ÆÇÎÇ 5) ËÊ ÕÓÈØÖÊÇÎßÐÞØ ÚÎÇÐÑÄ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (31)
ÄÞÆÇÎâáÕÔâ ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË Ô
ÄÇÓÛËÐÐÞÏË ÒÑÒÓÂÄÍÂÏË. £ ÒÓÑÇÍÙËÑÐÐÑÏ ÏÇÕÑÆÇ
ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ËÐÑÌ ÒÖÕß. ±ÑÔÎÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâ ¶ÖÓßÇ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (30), (31) ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÄËÆ
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¬ÑÐÍÓÇÕÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ Dz
q , Fq Ë Wz

q ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ
ÏÑÆÇÎË (J1, J1ÿJ2 ËÎË J1ÿJ2ÿJ3), Ë ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ËØ ÊÆÇÔß
ÒÓËÄÑÆËÕß. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Fq ì àÕÑ ÚËÔÎËÕÇÎß ×ÖÐÍÙËË
¤ÓËÐÂ (11). ±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÒÑÍÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (32), (33) ì
ÕÑÚÐÞÇ.

´ÇÒÇÓß ÒÇÓÇÌÆÈÏ Í ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÒÓÑÇÍÙËÑÐÐÑÅÑ ÏÇ-
ÕÑÆÂ. °ÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÃÂÊËÔÑÏ ËÊ ÆÄÖØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ, ÕÑÅÆÂ
ËØ ÄÞÃÑÓ ÑÚÇÄËÆÇÐ: Â1 � Sz

q , Â2 � Dz
q . £ àÕÑÏ ÃÂÊËÔÇ

ÄØÑÆâÜËÇ Ä (26) ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ÄËÆ
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ÕÇÌ

L irr � 0 0

0


Wz

q j�Wz
q ��
�irr���� ���� : �36�

´ÑÅÆÂ Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË (26)

�oÿ Kÿ1Xÿ Kÿ1L irr�� o ÿo 2
q ÿ Fÿ1q



Wz

q j�Wz
q ��
� irr

ÿ1 o

�����
����� :

�37�
ª ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (26) ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÄËÆ�����G11 G12

G21 G22

����� o ÿo 2
q ÿ Fÿ1q



Wz

q j�Wz
q ��
� irr

ÿ1 o

�����
������
����� 0 Fq

Fq 0

�����:
�38�

²ÇÛÇÐËÇ ÒÂÓÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÑÕÐÑÔâÜËØÔâ Í ÄÇÓØÐÇÌ ÔÕÓÑÚÍÇ
ÏÂÕÓËÙÞ G

oG11 ÿ G12 � 0 ; �39�

ÿG11

��o 2
q � Fÿ1q hWz

q j�Wz
q ��i irr�

� � Fq �40�

ÆÂÈÕ ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ G11 � Gzz�o; q� 14

G11 � Gzz�o; q� � Fq

o 2 ÿ ��o 2
q � Fÿ1q hWz

q j�Wz
q ��i irr�

� : �41�
¿ÕÑ Ë ÇÔÕß ËÐÕÇÓÇÔÖáÜÂâ ÐÂÔ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ.
©ÆÇÔß ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÔÆÇÎÂÕß ÆÄÂ ÊÂÏÇÚÂÐËâ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ,

ÒÓË ÄÞÄÑÆÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (34) ë (41) ÔÕÓÑÅÑ ÔÑÃÎáÆÇÐÞ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ³³³±, Õ.Ç. ÕÓÇÃÑÄÂÐËâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÏ-
ÏÇÕÓËË Ë ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÔÒËÐÂ ÐÂ ÖÊÎÇ. ª, ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ,
ÄÔÇ ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ âÄÎâáÕÔâ ÕÑÚ-
ÐÞÏË.

£ ÄÞÓÂÉÇÐËË (41) ÄÇÎËÚËÐÂ oq ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÔÓÇÆÐÇ-
ÒÑÎÇÄÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ, Â ÖÚÈÕ
hWz

q j�Wz
q ��i irr ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÞØÑÆÖ ÊÂ ÔÓÇÆÐÇÇ ÒÑÎÇ, Ä

ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Í ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËá ÊÂÕÖØÂÐËâ.
®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß [61], ÚÕÑ ÇÔÎË ÒÓË ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÏ

ÄÞÚËÔÎÇÐËË oq ÔÆÇÎÂÕß ÓâÆ ÖÒÓÑÜÇÐËÌ, ÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÏÖ ÔÒÇÍÕÓÖ ³³³± (Ô
ÄÇÓÛËÐÐÞÏË ÒÑÒÓÂÄÍÂÏË). ±ÓË ÒÑÒÞÕÍÇ ÉÇ ÒÓÑÆÄËÐÖÕß-
Ôâ ÆÂÎßÛÇ Ô ÐÇËÊÃÇÉÐÑÔÕßá ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÞÄÑÆ Ñ q-ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕË ÄÇÓÛËÐÐÞØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ. °ÆÐÂÍÑ ÒÓâÏÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÇÈ ÄËÆÂ ÐÂÕÂÎÍËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ
ÕÓÖÆÐÑÔÕË.

¹ÂÔÕËÚÐÑ àÕË ÕÓÖÆÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÑÆÑÎÇÕß Ä ÒÑÎÖ×Ç-
ÐÑÏÇÐÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ, ÇÔÎË ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß ×ËÊËÚÇ-
ÔÍË ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÖá q-ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÄÇÓÛËÐ (ÆÇÕÂÎË Ä [61]) Ë
ÖÚÇÔÕß ÇÈ Ä ÒÑÎÐÑÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÇ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ. µÉÇ
ÕÂÍÑÌ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÄÂÓËÂÐÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÕÑÚÐâÇÕ ÍÑÎË-
ÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ³³³±.

¿ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓÇÆÇÎÂ ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÞ Ä ÏÑÆÇÎË Ô ÑÆÐËÏ ÑÃÏÇÐÑÏ, Õ.Ç. ÕÑÚÍË J2 � J3 � 0,
T � 0, ÆÇÕÂÎßÐÑ ËÊÖÚÇÐÐÑÌ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÞÏË, ÅÎÂÄÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÚËÔÎÇÐÐÞÏË, ÏÇÕÑÆÂÏË. ©ÆÇÔß ÃÂÊÑÄÞÌ ÄÂÓËÂÐÕ
³³³± Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ ÄÇÓÛËÐ ÆÂÈÕ ØÑÓÑÛÇÇ
ÔÑÅÎÂÔËÇ Ô ÚËÔÎÇÐÐÞÏË, ÆÂÐÐÞÏË ÎËÃÑ ÕÑÎßÍÑ ÒÑ àÐÇÓÅËË
(Õ.Ç. ÒÑ ÒÇÓÄÑÏÖ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÖ), ÎËÃÑ ÕÑÎßÍÑ ÒÑ à××ÇÍÕËÄ-
ÐÑÌ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË (ÒÑ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÖ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ-
ÔÕË). µÚÈÕ q-ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÄÇÓÛËÐ ÖÔÕÓÂÐâÇÕ ÖÍÂÊÂÐÐÖá
ÒÓÑÃÎÇÏÖ.

¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÆÓÖÅËÇ ÔÒÑÔÑÃÞ "ÕÑÐÍÑÌ ÐÂÔÕÓÑÌÍË"
³³³± ÑÒËÔÂÐÞ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 9.

14 ©ÆÇÔß ÆÎâ âÔÐÑÔÕË ÔÑØÓÂÐÇÐÞ ÑÃÂ ÄÇÓØÐËØ ËÐÆÇÍÔÂ Ö ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
Gzz.
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8.2. ®ÇÕÑÆ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ÆÓÑÃË Ë ÆÓÖÅËÇ
®ÇÕÑÆ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ (ÙÇÒÐÑÌ) ÆÓÑÃË ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÐËË ÕÇØÐËÍË ÒÓÑÇÍÙËÑÐÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ®ÑÓË [108,
109] ÆÎâ ÆÄÖØÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂáÜËØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ
ÄËÆÂ (7) (ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÓÂÊÆÇÎÂÏ 5 Ë 8.1). ¿ÕÑÕ ÏÇÕÑÆ ÒÓË-
ÏÇÐâÎÔâ Ä ÓÂÏÍÂØ tÿJ ÏÑÆÇÎË ÐÂ ÕÓÇÖÅÑÎßÐÑÌ [22] Ë
ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ [87, 112] ÓÇÛÈÕÍÂØ, Â ÕÂÍÉÇ ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ
ÄÂÓËÂÙËÌ ÏÑÆÇÎË ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ ÐÂ ÕÓÇÖÅÑÎßÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍÇ
(S � 1=2 J1 [21], S � 1 J1ÿJ2 [24] Ë S � 1 J1ÿJ3 [25]).

£ ÓÂÏÍÂØ àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÔÒËÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ÆÓÑÃË (ÔÏ., ÐÂ-
ÒÓËÏÇÓ, [87]):

Gzz�o; q� � Fq

oÿ E0 ÿ V0

oÿ E1 ÿ V1

. .
.

; �42�

ÅÆÇ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ àÎÇÏÇÐÕÞ Ei Ë Vi ÄÞÚËÔÎâáÕÔâ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÓÇÍÖÓÔËÄÐÑÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ:

�An;H � � EnAn � An�1 � Vnÿ1Anÿ1 ; �43�

En �
ÿ�An;H �;A yn

�ÿ
An;A

y
n

�ÿ1
; �44�

Vnÿ1 �
ÿ
An;A

y
n

�ÿ
Anÿ1;A

y
nÿ1
�ÿ1

: �45�

°ÒÇÓÂÕÑÓÞ Ai ÑÃÓÂÊÖáÕ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÐÂÃÑÓ, ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâáÜËÌ ÖÔÎÑÄËá �Ai;A

y
j � / di j, ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÑ ÑÃÑÊÐÂ-

ÚÇÐËÇ:

�A;B� � i

�1
0

dt

�A�t�;B�� : �46�

¥Îâ ÔÒËÐÑÄÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÔÕÂÓÕÑÄÂâ ÕÑÚÍÂ ÓÇÍÖÓÔËË ÄÞ-
ÃËÓÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

Vÿ1 � 0; A0 � Sz
q ; n � 0; 1; 2; . . . �47�

¥ÂÎßÐÇÌÛËÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ Ä ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÂÃÑÕÂØ
ÔÄÑÆâÕÔâ Í ÑÃÓÞÄÖ ÆÓÑÃË ÐÂ ÄÕÑÓÑÏ ÛÂÅÇ, Õ.Ç. ÄÞÃÑÓÖ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ V1 � 0. ±ÑÆÑÃÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ×ÂÍÕËÚÇ-
ÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËá ÚÇÕÞÓÈØÖÊÇÎßÐÞÏË (Ë
ÄÞÛÇ) ×ÖÐÍÙËâÏË ¤ÓËÐÂ. £ÑÊÐËÍÂáÜËÇ ÕÓÈØÖÊÇÎßÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÄËÆÂ Sz

l S
�
mSÿn ÓÂÔÙÇÒÎâáÕÔâ ÑÃÞÚÐÞÏ

ÆÎâ ³³³± ÒÖÕÈÏ ì ÄÄÇÆÇÐËÇÏ ÄÇÓÛËÐÐÞØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ.
®ÇÕÑÆ ÔÕÓÑÅÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËâÏ ³³³± ÃÎÂ-
ÅÑÆÂÓâ ÖÚÈÕÖ ÕÓÇÃÑÄÂÐËâ ÐÖÎÇÄÑÌ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÐÂ
ÖÊÎÇ:


Sz
n

� � 1

2
ÿ 
Sÿn S�n � � 0 : �48�

¬ÂÍ ÎÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, àÕÑ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ
ÖÔÎÑÄËá ÍÑÐÔÕÓÇÌÐÕÂ (Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ S � 1=2 hS 2

n i �
� 3=4).

³ËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÔÒËÐÑÄÞØ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ ÔÑ-
ÄÏÇÔÕÐÑ Ô ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇÏ ÍÑÐÔÕÓÇÌÐÕÂ (48) ÓÇÛÂÇÕÔâ ÔÂÏÑ-
ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑ. ¦ÔÎË ÄÞÃÓÂÐÂ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÂ ÄÇÓÛËÐÐÂâ ÒÑ-
ÒÓÂÄÍÂ, ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÊÂÏÍÐÖÕÂ, Ë ÇÈ ÓÇÛÇÐËÇ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑ ÃÇÊ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ËÔ-
ÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÆÄÇ ÄÇÓÛËÐÐÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË, ÕÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÆÑ-
ÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ ÔÄÑÃÑÆÂ: ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÒÓÇÄÑÔ-
ØÑÆËÕ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕß ÄÄÇÆÇÐËâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ
ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÕÓÇÃÑÄÂÐËâ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÓÇ-

ÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÓÂÔÚÈÕÑÄ ÏÇÕÑÆÑÏ ÕÑÚÐÑÌ ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂ cg [21].

£ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÏÑÉÐÑ ÄÔÕÓÇÕËÕß ÕÂÍÉÇ ÖÒÑÏËÐÂÐËâ
ÏÇÕÑÆÂ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ÑÃÑËÏ ÄÓÇÏÇÐÂÏ ×ÖÐÍ-
ÙËË ¤ÓËÐÂ Ë ÏÇÕÑÆÂ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ (ÑÃÜËÇ
ÑÃÊÑÓÞ ÔÏ. Ä [113, 114]), ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÞØ ÆÎâ ÖÚÈÕÂ
Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË. ¿ÕË ÒÑÆØÑÆÞ (ÑÐË ÐÇ ÃÖÆÖÕ ÑÒË-
ÔÂÐÞ ÊÆÇÔß ÆÇÕÂÎßÐÑ) Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÚÈÕÇ ÔÄÑÆâÕÔâ Í ÂÐÂ-
ÎÑÅËÚÐÞÏ ÓÂÔÙÇÒÎÇÐËâÏ Ë ÕÂÍÑÏÖ ÉÇ ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ, ÍÂÍ ÄÇÊÆÇ ÄÞÛÇ.

9. "´ÑÐÍÂâ ÐÂÔÕÓÑÌÍÂ" ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ

¬ÂÍ ÖÉÇ ÔÍÂÊÂÐÑ ÄÞÛÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6, ÏÇÕÑÆ ³³³±, ØÑÕâ
ÆÑÄÑÎßÐÑ ËÊÑÜÓÈÐÐÞÌ Ë ÅÓÑÏÑÊÆÍËÌ, ÒÑÊÄÑÎâáÜËÌ
ÑÒËÔÂÕß ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ à××ÇÍÕÑÄ Ä ÐËÊÍÑÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÏÂÅÐÇ-
ÕËÍÂØ, ÄÔÈ-ÕÂÍË âÄÎâÇÕÔâ ÔÓÇÆÐÇÒÑÎÇÄÞÏ ÒÑÆØÑÆÑÏ.
°ÒÓÇÆÇÎËÕß ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ Ä ÓÂÏÍÂØ
ÇÅÑ ÃÂÊÑÄÑÌ ÄÇÓÔËË ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ.

ªÔÒÓÂÄËÕß àÕÑÕ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÍ ÏÑÉÐÑ ÕÑÎßÍÑ ×ÇÐÑÏÇÐÑ-
ÎÑÅËÚÇÔÍË [50, 54, 55, 115] (ËÎË, ÒÓÂÄËÎßÐÇÇ ÔÍÂÊÂÕß, ÒÑÎÖ-
×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅËÚÇÔÍË, ÔÏ. ÒÑâÔÐÇÐËâ ÐËÉÇ). °ÆËÐ ËÊ ÕÂÍËØ
ÒÑÆØÑÆÑÄ ÃÞÎ ÖÒÑÏâÐÖÕ ÄÞÛÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 8.1. ¥ÂÎÇÇ ÑÒË-
ÔÂÐ ÇÜÈ ÑÆËÐ ÄÑÊÏÑÉÐÞÌ ÒÖÕß.

£ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ (11) ÄÄÑÆâÕÔâ ÆÇÌ-
ÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ Ë ÏÐËÏÂâ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍË, Ë ÑÐÑ ÒÓËÑÃÓÇ-
ÕÂÇÕ ÄËÆ

Gz�q;o� � Fq

o 2 ÿ o 2
q ÿM�q;o� ;

M�q;o� � ReM� i ImM :
�49�

£ËÆ (49) ÍÂÉÇÕÔâ ËÐÕÖËÕËÄÐÑ ÑÚÇÄËÆÐÞÏ. ¿ÕÑ, ÑÆÐÂ-
ÍÑ, ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÕÑÚÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
hSz

q jSz
ÿqio. °ÐÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÏÇÕÑÆÑÏ ÐÇÒÓËÄÑ-

ÆËÏÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ (ÆÇÕÂÎË ÔÏ. Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 8). ©ÆÇÔß
M�q;o� ì ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊ ÐÑÄÑÌ ÔÎÑÉÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ,
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÕÂÍËÇ ÉÇ, ÍÂÍ Ö Gz�q;o�
[116]. ¶ÖÐÍÙËâ M�q;o� ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÕÓÈØÖÊÇÎßÐÑÌ ÐÇÒÓËÄÑ-
ÆËÏÑÌ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂáÜÇÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÂÔ-
ÒÂÆ ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ.

±ÓâÏÑÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇM�q;o� ÆÂÉÇ ÆÎâ ÔÂÏÞØ ÒÓÑÔÕÞØ
ÏÑÆÇÎÇÌ ÐÂÕÂÎÍËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ
ÕÓÖÆÐÑÔÕË, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÓËØÑÆËÕÔâ ÒÓËÃÇÅÂÕß Í ÒÑÎÖ×ÇÐÑ-
ÏÇÐÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏÖ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá.

©ÂÒËÛÇÏ (49) Ä ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ËÐÑÏ ÄËÆÇ

Gz�q;o� � Fq

o 2 ÿ eo 2
q � iog�q;o� : �50�

£ (50) eo 2
q � o 2

q ÿReMq ÆÂÈÕ à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÓ-
ÏËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ (ÇÔÎË ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßáReMq ÑÕo). ®ÐËÏÂâ ÉÇ ÚÂÔÕß ÒÇÓÇÐÑÓÏË-
ÓÑÄÍË âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÚÈÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ o Ë Ä (50) ÊÂÒËÔÂÐÂ Ä
ÄËÆÇ ImM � ÿog�q;o�, ÚÕÑ ÖÆÑÃÐÑ ÆÎâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÄÞ-
ÚËÔÎÇÐËÌ (ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, g�q;o�ì ÚÈÕÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ o).

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑÇ ÒÑâÔÐÇÐËÇ. ³ÎÑÄÑ "ÒÑÎÖ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍËÌ" ÖÒÑÕÓÇÃÎÇÐÑ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÔÏÞÔÎÇ. ³ ÑÆÐÑÌ ÔÕÑ-
ÓÑÐÞ, ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÌ ÄËÆ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÌ Ë ÏÐËÏÑÌ
ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÍ Ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÒÓË ÐËØ ÐÇ ÄÞÚËÔÎâáÕ-
Ôâ ÄÒÓâÏÖá, Â ÄÄÑÆâÕÔâ "ÔÐÂÓÖÉË" Ë ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ Ô
ÖÚÈÕÑÏ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ Ë ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ.
¯Ñ, Ô ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÄÍÎÂÆÞ ÑÕ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÍ ÐÂ
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ÑÃÜËØ ÑÔÐÑÄÂÐËâØ ÄÍÎáÚÇÐÞ Ä ÒÑÎÐÖá ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÔÂÏÑ-
ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ.

£ÄÇÆÇÐËÇ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÍ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÖÎÖÚÛËÕß ÍÑÎË-
ÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ³³³±, Â ËÐÑÅÆÂ Ë ÑÒËÔÂÕß à×-
×ÇÍÕÞ, Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÐÇÆÑÔÕÖÒÐÞÇ Ô ËÔØÑÆÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ
¤ÓËÐÂ (11). °ÒÖÔÍÂâ ÕÇØÐËÚÇÔÍËÇ ÆÇÕÂÎË Ë ÑÅÓÂÐËÚËÄÂâÔß
ÎËÛß ÃÂÊÑÄÞÏË ÔÔÞÎÍÂÏË, ÒÓËÄÇÆÇÏ ÆÄÂ ÒÓËÏÇÓÂ, ÑÃÂ
ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÏÑÆÇÎË J1ÿJ2.

ºËÓËÐÂ ÑÃÎÂÔÕË ÔÒËÐÑÄÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. ±ÓË T � 0
³³³± Ä ÃÂÊÑÄÑÏ ÄÂÓËÂÐÕÇ ÒÓÂÄËÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÔÎÇ-
ÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ×ÂÊ Ô ÆÂÎßÐËÏ ÒÑÓâÆÍÑÏ Ë ÃÇÊ ÐÇÅÑ ÐÂ
ÄÔÈÏ J1ÿJ2 ÍÓÖÅÇ (ÔÏ. ÓËÔ. 3).

£ ÕÑÏ ÚËÔÎÇ àÕÑ ÄÇÓÐÑ ÆÎâ ÒÇÓÄÑÌ ÚÇÕÄÇÓÕË ÍÓÖÅÂ
J1 > 0, J2 > 0. ±ÓË J1 4 J2 ³³³± ÒÓÇÆÔÍÂÊÞÄÂÇÕ ¡¶®
×ÂÊÖ Ô ÆÂÎßÐËÏ ÒÑÓâÆÍÑÏ, ÒÓË J1 � J2 ì ÔÒËÐÑÄÖá
ÉËÆÍÑÔÕß (spin liquid, SL) ÃÇÊ ÆÂÎßÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ë ÒÓË
J1 5 J2 ì ÔÕÓÂÌÒ-×ÂÊÖ Ô ÆÂÎßÐËÏ ÒÑÓâÆÍÑÏ.

±ÇÓÇØÑÆÞ ¡¶®-SL Ë SL-ÔÕÓÂÌÒ ÐÂ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇ-
ÛÈÕÍÇ âÄÎâáÕÔâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏË, ØÓÇÔÕÑÏÂÕËÌÐÞÏË ÒÓË-
ÏÇÓÂÏË ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ [38], ÒÑàÕÑÏÖ ÑÐË
ÆÇÕÂÎßÐÑ ËÊÖÚÇÐÞ ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏË Ë ÚËÔÎÇÐ-
ÐÞÏË ÏÇÕÑÆÂÏË. ´ÑÚÍË ÒÇÓÇØÑÆÑÄ, Â ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ë
ÛËÓËÐÂ ÔÒËÐ-ÉËÆÍÑÔÕÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÚËÕÂáÕÔâ ÐÂÆÈÉÐÑ
ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÐÞÏË. ³³³± ÉÇ Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ ¤ÓËÐÂ (11) ÊÂÄÞ-
ÛÂÇÕ ÛËÓËÐÖ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË.

°ÆÐÂÍÑ ÖÉÇ ÒÓÑÔÕÇÌÛÂâ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÂ ÄËÆÂ (50) Ô
ReM � 0, g�q;o� � const ÒÓË ÖÏÇÓÇÐÐÞØ ÄÇÎËÚËÐÂØ g ÄÑÊ-
ÄÓÂÜÂÇÕ SL-ÑÃÎÂÔÕß Í ÍÑÐÔÇÐÔÖÔÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ.

³ÍÇÌÎËÐÅ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË. ¦ÜÈ ÐÂ ÐÂÚÂÎß-
ÐÑÏ àÕÂÒÇ ËÊÖÚÇÐËâ £´³± Ä ÍÄÂÊËÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÍÖÒÓÂÕÂØ
ÃÞÎ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐ ÔÍÇÌÎËÐÅ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË ([117], ÔÏ.
ÕÂÍÉÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÓÂÊÆÇÎ [118]).

³ÍÇÌÎËÐÅÑÄÞÌ ÊÂÍÑÐ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ
"ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË" w2D�o;T � ì
ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕË ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË, ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÒÑ ÍÄÂÊËËÏÒÖÎßÔÖ

w2D�o;T � �
�
dq Imw �q;o;T � : �51�

°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß w2D ÑÕo ËT ÄÛËÓÑÍÑÏ
ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÆÑÒËÓÑÄÂÐËÌ ØÑÓÑÛÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

w2D�o;T �
w2D�o;T! 0� � f

�
o
T

�
; �52�

ÅÆÇ ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ f ÑÃÞÚÐÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÕÔâ
ÂÓÍÕÂÐÅÇÐÔÑÏ ÑÕ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎËÐÑÏÂ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÂÏË, ÊÂÄËÔâÜËÏË ÑÕ ÆÑÒËÓÑÄÂÐËâ.

­ÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÃÂÊÑÄÑÏ ÄÂÓËÂÐÕÇ ³³³±, ÃÇÊ
ÊÂÕÖØÂÐËâ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ, àÕÑÕ à××ÇÍÕ ÐÇ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐ Ä ÒÓËÐÙËÒÇ. ¯Ñ ÖÉÇ ÒÓÑÔÕÂâ ÒÇÓÇÐÑÓÏË-
ÓÑÄÍÂ ÄËÆÂ (50), ÅÆÇ ReM � 0, Â ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÊÂÕÖØÂÐËâ
ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ (ÒÓËÚÈÏ ÎËÐÇÌÐÑ), ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÔÍÇÌÎËÐÅ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖ-
ÚÂÇ ÊÂÆÂÚÖ ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÑÃÏÇÐÑÄ ÖÆÂÈÕ-
Ôâ ÓÇÛËÕß ÆÂÉÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË. ¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎß-
ÐÑÌ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍË, ÑÐÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÕÑÚ-
ÐÇÇ ÑÒËÔÂÕß àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ ÆÎâ w2D.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ ÎËÐÇÌÐÂâ ÊÂ-
ÄËÔËÏÑÔÕß g ÑÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ, ÒÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÔÎÇÆÖá-
ÜÂâ ËÊ ÔÍÇÌÎËÐÅÂ, ÔÎÖÉËÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇÏ
ÒÓË ÄÞÃÑÓÇ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÍ.

10. ³×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ
ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ
Ë ÍÄÂÐÕÑÄÂâ ÊÂÒÖÕÂÐÐÑÔÕß

³³³± ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓËÏÇÐÈÐ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Í ÏÑÆÇÎË
¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ Ä ÇÈ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÄÂÓËÂÐÕÂØ, ÐÑ Ë Í ÃÑÎÇÇ
ÔÎÑÉÐÞÏ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËâÏ Ô ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÏË ÔÒËÐÂÏË.
¿ÕÑ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÒËÐ-ÑÓÃËÕÂÎßÐÂâ ÏÑÆÇÎß (ÔÒËÐ-ÒÔÇÄ-
ÆÑÔÒËÐÑÄÂâ, ÏÑÆÇÎß ¬ÖÅÇÎâ ë·ÑÏÔÍÑÅÑ [119, 120]).

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÌ ÇÜÈ Ä
1970-Ç ÅÑÆÞ, Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ ÒÇÓÇÉËÄÂáÕ ÂÍÕËÄÐÞÌ
ÒÑÆÝÈÏ. ´ÑÏÖ ÒÓËÚËÐÑÌ ÆÄÂ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂ.

£Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÖÉÇ Ä ÐÞÐÇÛÐÇÏ ÄÇÍÇ ÃÞÎË ÐÂÍÑÐÇÙ-ÕÑ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÞ ÒÓÇÆÔÍÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÏÑ-
ÆÇÎßá ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÇ ÄÑÎÐÞ [121 ë 124].

ª, ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ, ÔÒËÐ-ÑÓÃËÕÂÎßÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÑÍÂÊÂÎÂÔß
ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÖÆÑÃÐÞÏ ÒÑÎËÅÑÐÑÏ ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
ÏÐÑÅÑÚÂÔÕËÚÐÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÊÂÒÖÕÂÐÐÑÔÕË [125 ë 132]. £
ÆÂÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑÚÕË ÐÇ-
ÄÑÊÏÑÉÐÑ. ¹ËÔÎÇÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÑÉÇ ÐÇÒÓÑ-
ÔÕÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÏÂÕÓËÙÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. °ÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÔÒËÐ-ÒÔÇÄÆÑ-
ÔÒËÐÑÄÑÌ ÏÑÆÇÎË ì ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÊÆÇÎÇÐËÇ ÐÂ ÆÄÇ ÒÑÆ-
ÔËÔÕÇÏÞ, ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑÔÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ
ÔÒËÐÂ Ë ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÂ Ë ÐÂÎËÚËÇ ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÞØ ÔÒËÐÑ-
ÄÞØ ÒÂÍÇÕÑÄ ÄÞÔÑÍÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ ì ÖÒÓÑÜÂáÕ àÕÖ ÓÂÃÑÕÖ.
¯Ñ Ë ÊÆÇÔß ÓÇÔÖÓÔÐÞÇ ÒÑÕÓÇÃÐÑÔÕË ÒÓËÐÖÉÆÂáÕ ÑÅÓÂÐË-
ÚËÕßÔâ ÏÂÎÞÏ ÓÂÊÏÇÓÑÏ ÔËÔÕÇÏÞ.

¡ÐÂÎËÊ ÉÇ Ä ÓÂÏÍÂØ ³³³±, ØÑÕâ ÐÇ ÆÂÈÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË
ÔÕÓÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÏÇÓÖ ÊÂÒÖÕÂÐÐÑÔÕË, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÖÍÂ-
ÊÂÕß ÐÂ "ÒÑÆÑÊÓËÕÇÎßÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË" Ë ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÇÆ-
ÔÍÂÊÂÕß ÑÉËÆÂÇÏÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ [133, 134]. ¡ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ Ë ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ
ÏÑÆÇÎË ÑÐ ÕÇÏ ÃÑÎÇÇ ÒÓËÅÑÆÇÐ.

¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÔÒËÐ-ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑÄÑÌ ÏÑÆÇÎË ËÏÇÇÕ
ÄËÆ [119, 120]

Ĥ � J
X
hi; ji

ŜiŜj � I
X
hi; ji

T̂iT̂j � K
X
hi; ji
�ŜiŜj��T̂iT̂j� : �53�

£ ÍÂÉÆÑÏ ÖÊÎÇ ÓÇÛÈÕÍË ÊÂÍÓÇÒÎÈÐ ÔÒËÐ S � 1=2 Ë ÒÔÇÄÆÑ-
ÔÒËÐ T � 1=2. £ÐÖÕÓÇÐÐËÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÔÒËÐÑÄÑÌ Ë
ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑÄÑÌ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÂØ ËÏÇáÕ ÅÇÌÊÇÐÃÇÓÅÑÄÔÍËÌ
ÄËÆ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÂÏË ì ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ
ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä (53). ¬ÂÍ Ë Ä ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÇ (1), hi; ji ÑÃÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÒÂÓÂÏ ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆÐËØ ÖÊÎÑÄ.

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (53) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÞÌ, SU�2� � SU�2� ÄËÆ ÏÑÆÇÎË, Ä ÆÓÖÅËØ ÄÂÓËÂÐÕÂØ
ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑÄÂâ ÚÂÔÕß ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÐÑÌ.

±ÖÔÕß ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÐËÊÍÑÓÂÊÏÇÓÐÞÇ (1D ÙÇÒÑÚÍÂ
Ë 2D ÍÄÂÆÓÂÕÐÂâ) ÓÇÛÈÕÍË ÒÓË T > 0. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô
ÕÇÑÓÇÏÑÌ®ÇÓÏËÐÂë£ÂÅÐÇÓÂ [16] ÆÎâ ÐÇÔÄâÊÂÐÐÞØ ÒÑÆÔËÔ-
ÕÇÏ (K � 0) ÆÂÎßÐËÌ ÒÑÓâÆÑÍ Ä ÐËØ ÐÇÄÑÊÏÑÉÇÐ. ¦ÔÕÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ Ô ÄÍÎáÚÇÐËÇÏ ÏÇÉÒÑÆÔËÔÕÇÏÐÑÅÑ ÄÊÂ-
ËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ K 6� 0 ÓÑÎß ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÞØ Ë ÍÄÂÐÕÑÄÞØ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÕÑÎßÍÑ ÓÂÔÕÈÕ, Ë ÆÂÎßÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÇÕ. ¿ÕËÏ
ÑÃÑÔÐÑÄÞÄÂÇÕÔâ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÔØÇÏÞ ³³³±.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÔØÑÆÐÞÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ ËÆÇÌÐÑ
ÕÂÍËÇ ÉÇ, ÍÂÍ Ë Ä ÏÑÆÇÎË ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ: ÑÆÐÑÖÊÇÎßÐÞÇ
ÔÓÇÆÐËÇ ÆÎâ ÔÒËÐÂ Ë ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÂ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá hŜii �
� hT̂ii � 0, Â ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË hŜ a

i Ŝ
b
j i, hT̂ a

i T̂
b
j i Ë

hŜ a
i T̂

b
j i ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá ÒÓË a 6� b Ë ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ a ÒÓË a � b.

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÕÓË ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÏÇÉÆÖ
ÔÑÃÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ: ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÖá hSz

q jSz
ÿqio, ÔÒËÐ-

ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑÄÖá hTz
q jSz
ÿqio Ë ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐ-ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑ-
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ÄÖá hTz
q jTz

ÿqio. ®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß [135], ÚÕÑ à××ÇÍÕÞ ÄÊÂ-
ËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÒËÐÑÄÞØ Ë ÑÓÃËÕÂÎßÐÞØ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ,
Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÊÂÒÖÕÂÐÐÑÔÕß [126, 136], ÄÞÓÂÉÇÐÞ ÐÂËÃÑÎÇÇ
âÓÍÑ Ë ÐÂÅÎâÆÐÑ ÒÓË J � I > 0 Ë K < 0. ±ÓË J � I, ÑÚÇÄËÆ-
ÐÑ, hSz

q jSz
ÿqio�hTz

q jTz
ÿqio, Ë ÑÔÕÂáÕÔâ ÆÄÇ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ.

°ÆÐÂÍÑ Ë Ô àÕËÏË ÖÒÓÑÜÇÐËâÏË ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÑ ÔØÇÏÇ
(8) ë (9) ÒÓÑÄÇÔÕË ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÍÑÏÏÖÕËÓÑÄÂÐËÇ
ÔÒËÐÑÄÑÅÑ (ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑÄÑÅÑ) ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ô ÒÑÔÎÇÆÐËÏ
ÔÎÂÅÂÇÏÞÏ Ä (53) ÊÂÄÇÆÈÕ ÔÎËÛÍÑÏ ÆÂÎÇÍÑ, Ë ÊÂÏÍÐÖÕß
ÙÇÒÑÚÍÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ ÐÇ ÖÆÂÔÕÔâ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ,
ÖÒÓÑÜÂâ ÚÎÇÐ ÏÇÉÒÑÆÔËÔÕÇÏÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÆÖØÇ
ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ (Ô ÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ ÄÐÖÕÓËÖÊÇÎßÐÞØ ÔÒËÐ-
ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑÄÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ, ÆÇÕÂÎË ÔÏ. Ä [133]),
ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÔËÔÕÇÏÖ, ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÌ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ.

±ÓË ÖÚÈÕÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÒÑÆÔËÔÕÇÏ ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÂâ
Gz�q;o� � hSz

q jSz
ÿqio Ë ÔÒËÐ-ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËË

¤ÓËÐÂ ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ÄËÆ

Gz�q;o� � hSz
q jSz
ÿqio �

Fac�q�
o 2 ÿ o 2

ac�q�
� Fopt�q�
o 2 ÿ o 2

opt�q�
; �54�

Rz�q;o� � 
Tz
q jSz
ÿq
�
o �

Fac�q�
o 2 ÿ o 2

ac�q�
ÿ Fopt�q�
o 2 ÿ o 2

opt�q�
: �55�

¬ÑÐÍÓÇÕÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÚËÔÎËÕÇÎÇÌ Ë ÔÒÇÍÕÓÑÄ Ä (54)
Ë (55), ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ËÊÎÑÉÇÐËâ,
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [133].

°ÔÐÑÄÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ³³³± ÆÎâ ÐËÊÍÑÓÂÊÏÇÓÐÞØ
ÔÒËÐ-ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑÄÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÔÎÇÆÖáÜËÇ. ±ÓË ×ËÍÔË-
ÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ T > 0, Ô ÓÑÔÕÑÏ ÏÑÆÖÎâ ÏÇÉÒÑÆ-
ÔËÔÕÇÏÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ jK j (ÐÂÒÑÏÐËÏ,K < 0), ÐÂÚË-
ÐÂâ Ô ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ Kc, ÒÑâÄÎâáÕÔâ
ÐÇÐÖÎÇÄÞÇ ÔÒËÐ-ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑÄÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÞ, ÄÐÖÕÓË-
ÖÊÇÎßÐÞÌ m0 � hSz

i T
z
i i Ë ÏÇÉÖÊÇÎßÐÞÌ mg � hSz

i T
z
igi, ÆÎâ

2D (ÓËÔ. 13a).
¤ÓÂÐËÙÞ ÑÃÎÂÔÕÇÌ Ô ÐÖÎÇÄÞÏË Ë ÐÇÐÖÎÇÄÞÏË ÔÒËÐ-

ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑÄÞÏË ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂÏË Ä 1D Ë 2D ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ
ÓËÔ. 13Ã. °ÃÓÂÜÂÇÕ ÐÂ ÔÇÃâ ÄÐËÏÂÐËÇ ÍÑÐÕÓËÐÕÖËÕËÄÐÑÇ ÒÑ-
ÄÇÆÇÐËÇ ÅÓÂÐËÙÞ Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ì Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ
ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÏÇÉÒÑÆÔËÔÕÇÏÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô
ÓÑÔÕÑÏ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÄÑÊÄÓÂÕÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ.

°ÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ Ô ÒÑâÄÎÇÐËÇÏ ÏÇÉÒÑÆÔËÔÕÇÏÐÞØ ÍÑÓ-
ÓÇÎâÕÑÓÑÄ ÔÒÇÍÕÓ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÓÂÔÜÇÒÎâÇÕÔâ ÐÂ ÂÍÖÔÕË-
ÚÇÔÍÖá Ë ÑÒÕËÚÇÔÍÖá ÄÇÕÄË (ÓËÔ. 14a) (2D). ±ÓË ÏÂÎÞØ
jK j ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËÇ ÊÂÏÇÕÐÑ ÅÎÂÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ Ä ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ C ËQ. ±ÓË ÃÑÎßÛËØ jK j
ÄÇÓØÐËÇ ÖÚÂÔÕÍË ÄÇÕÄÇÌ ÔÒÇÍÕÓÂ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË
ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÖá ÑÃÎÂÔÕß (ÔÏ. ÕÑÕ ÉÇ ÓËÔ. 14Â).
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²ËÔ. 13. (Â) 2D ÓÇÛÈÕÍÂ. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂ cg ÐÂ ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆâØ, ÔÒËÐ-ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑÄÞØ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ ì
ÄÐÖÕÓËÖÊÇÎßÐÑÅÑ m0 Ë ÏÇÉÖÊÇÎßÐÑÅÑ mg ÑÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ Ë ÏÇÉÒÑÆÔËÔÕÇÏÐÑÅÑ ÑÃÏÇÐÂ K. ¬ÓËÄÞÇ, ÑÃÓÂÊÖáÜËÇ "ÐÑÔ ÖÕÍÑÐÑÔÂ" ì m0 (m0 < 0)
Ë mg (mg > 0) ¸Ë×ÓÞ 1ÿ8 ÐÖÏÇÓÖáÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÖ. 1 ì T � 0;1, 2 ì T � 0;2 Ë Õ.Æ. ¯ËÉÐËÇ ÍÓËÄÞÇ ì cg (ÖÍÂÊÂÐÞ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ T ).
(Ã) ¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÏÑÆÇÎË ÆÎâ 1D Ë 2D. ±ÑÍÂÊÂÐÞ ÅÓÂÐËÙÞ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÐÖÎÇÄÞØ Ë ÐÇÐÖÎÇÄÞØ ÔÒËÐ-ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑÄÞØ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ m0 Ë mg

(Õ.Ç. ÐÂ ÓËÔÖÐÍÇ j � i; i� g). °ÃÓÂÜÂáÕ ÐÂ ÔÇÃâ ÄÐËÏÂÐËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ (ÔÏ. ÕÇÍÔÕ). (¥ÂÐÐÞÇ ËÊ [133, 134].)
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²ËÔ. 14. (Â) 2D ÓÇÛÈÕÍÂ. ³ÒÇÍÕÓÞ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ oac�q� Ë oopt�q� ÒÓË T � 0;3 Ë ÔËÎßÐÑÏ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËË K � ÿ3;0. £ÇÓØÐËÇ ÖÚÂÔÕÍË
ÄÇÕÄÇÌ ÔÒÇÍÕÓÂ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÒÑÚÕË ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÖá ÑÃÎÂÔÕß. ±ÑÍÂÊÂÐÂ ÚÇÕÄÇÓÕß ÒÑÎÐÑÌ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ. (Ã) 2D ÓÇÛÈÕÍÂ. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÕÇÒÎÑÈÏÍÑÔÕË ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ ÏÇÉÒÑÆÔËÔÕÇÏÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ K. ¤ÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÞÇ ÖÚÂÔÕÍË ÑÕÄÇÚÂáÕ
ÐÖÎÇÄÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÔÒËÐ-ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑÄÞØ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ. (¥ÂÐÐÞÇ ËÊ [133, 134].)

142 ¡.¶. ¢¡²¡¢¡¯°£, £.¿. £¡­ªµ­ª¯, ¡.£. ®ª·¦¦¯¬°£, ±.³. ³¡£¹¦¯¬°£ µ¶¯ 2026



£ ÕÑÚÍÇ ÒÇÓÇØÑÆÂ ËÔÒÞÕÞÄÂÇÕ ÔÍÂÚÑÍ ÕÂÍÉÇ ÕÇÒÎÑÈÏ-
ÍÑÔÕß ÔËÔÕÇÏÞ, ÕÇÏ ÃÑÎßÛËÌ, ÚÇÏ ÃÑÎßÛÇ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ jKj (ÓËÔ. 14Ã) (2D). °ÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÒÓÇÕÇÓÒÇÄÂáÕ
ÔÍÂÚÍË ÑÃÇ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË, ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÂâ wss�q;o��
� ÿGz�q;o� Ë ÔÒËÐ-ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑÄÂâ wst�q;o� � ÿRz�q;o�.

³ÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÄÞÛÇ ËÐÆËÍÂÕÑÓÑÄ ÏÑÉÇÕ,
ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÔÚËÕÂÕßÔâ ÔÄËÆÇÕÇÎâÏË ÊÂÒÖÕÂÐÐÑÔÕË
(entanglement witnesses), ØÑÕâ ÕÇÑÓËâ ÔÄËÆÇÕÇÎÇÌ ÊÂÒÖÕÂÐ-
ÐÑÔÕË Ä ÍÑÐÆÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÒÑÍÂ ÆÂÎÇÍÂ ÑÕ ÊÂÄÇÓÛÇ-
ÐËâ (ÔÏ. ÐÇÆÂÄÐËÌ ÑÃÊÑÓ [137]).

±ÓË ÕÑÚÐÑÏ ÚËÔÎÇÐÐÑÏ ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚË ÆÎâ ÏÂÎÑÌ ÑÆ-
ÐÑÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒÑÚÍË [131, 132] ÄÞÄÑÆÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä³³³±,
Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÏÇÉÒÑÆÔËÔÕÇÏÐÑÌ ÊÂÒÖÕÂÐÐÑ-
ÔÕË, ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂáÕÔâ. £ 2D ËÏÇáÜËÇÔâ ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÞÇ
ÓÇÔÖÓÔÞ ÆÂÉÇ ÒÓË ÏËÐËÏÂÎßÐÑ ÓÂÊÖÏÐÑÏ ÚËÔÎÇ ÚÂÔÕËÙ ÐÇ
ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß àÄÑÎáÙËá ÊÂÒÖÕÂÐÐÑÔÕË.

©ÂÏÇÚÂÐËÇ Ä ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÓÂÊÆÇÎÂ. ³ÒËÐ-ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑ-
ÄÂâ ÏÑÆÇÎß ÆÎâ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÐÂÒÑ-
ÏËÐÂÇÕ ÏÑÆÇÎß ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ ÆÎâ ÆÄÖØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖá-
ÜËØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ. ¯Â ÑÆÐÑÌ ËÊ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÞ
ÔÒËÐÞ, ÐÂ ÆÓÖÅÑÌ ì ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÞ. °ÆÐÂÍÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ËÏÇÇÕ ÐÇ ÅÇÌÊÇÐÃÇÓÅÑÄÔÍËÌ, Â ÃÑÎÇÇ
ÔÎÑÉÐÞÌ ÄËÆ (ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä (53)). ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ
ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ à××ÇÍÕÞ Ä àÕËØ ÆÄÖØ ÏÑÆÇÎâØ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ (ÔÏ.
ÓÂÊÆÇÎ 12).

11. ®ÑÆÇÎË Ô ÆÑÒËÓÑÄÂÐËÇÏ
Ë ÔÒËÐÑÄÞÌ ÒÑÎâÓÑÐ

©Â ÚÇÕÄÇÓÕß ÄÇÍÂ "ÃÑÓßÃÞ ÊÂ ËÔÕËÐÐÖá ÕÇÑÓËá £´³±"
ÃÞÎÑ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÔÙÇÐÂÓËÇÄ ÐÇ×ÑÐÑÐÐÑÅÑ
ÔÒÂÓËÄÂÐËâ. ³ÍÑÎßÍÑ-ÐËÃÖÆß ÆÇÕÂÎßÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ àÕÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÅÇÓÍÖÎÇÔÑÄ ÕÓÖÆ (ÍÓÂÕÍËÌ
ÐÇÆÂÄÐËÌ ÑÃÊÑÓ Ô ÑÃÛËÓÐÞÏ ÔÒËÔÍÑÏ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÞÏÑÉÐÑ
ÐÂÌÕË Ä [138]). ©ÆÇÔß ÃÖÆÇÕ ÍÓÂÕÍÑ ÊÂÕÓÑÐÖÕÂ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÂ
ÔÕÑÓÑÐÂ ÄÑÒÓÑÔÂ, ËÏÇáÜÂâ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í ÒÓÇÆÏÇÕÖ
ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÞ, Â ËÏÇÐÐÑ, ÍÑÐÙÇÒÙËâ ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÒÑ-
ÎâÓÑÐÂ Ë ÔÒËÐ-ÒÑÎâÓÑÐÐÑÅÑ ÔÒÂÓËÄÂÐËâ (ÓÂÐÐËÇ ÑÃÊÑÓÞ
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [139 ë 141], ÐÇÆÂÄÐËÌ ÑÃÊÑÓ Ô ÏÐÑÅÑÚËÔ-
ÎÇÐÐÞÏË ÔÔÞÎÍÂÏË ì [142], ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ
ÓÂÊÆÇÎ ÄÔÇÔÕÑÓÑÐÐÇÌ ÍÐËÅË ÒÑ £´³± [118]).

ªÕÂÍ, ÒÖÔÕß ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍÂâ-ÎËÃÑ ÕÇÑÓÇÕËÚÇ-
ÔÍÂâ ÏÑÆÇÎß, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÇÔÕß ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ×ÑÐ Ë ÔËÎßÐÑ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËÇ Ô ÐËÏ ÐÑÔËÕÇÎË ÊÂÓâÆÂ. ¿ÕÑ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß pÿd ÏÑÆÇÎß [142], ÓÇÛÈÕÍÂ ¬ÑÐÆÑ [139, 140], ÓÂÊ-
ÎËÚÐÞÇ ÄÂÓËÂÐÕÞ ÏÑÆÇÎË ·ÂÃÃÂÓÆÂ [143 ë 147], ÃÂÊÑÄÂâ
tÿJÏÑÆÇÎß Ë ÇÈ ÖÔÎÑÉÐÇÐËâ [22, 31, 87, 88, 112, 148 ë 151] Ë
ÆÓÖÅËÇ. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ÚÂÔÕÑ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÄÔÕÓÇÚÂÇÕÔâ tÿJ
ÏÑÆÇÎß.

¯ÑÔËÕÇÎß ÊÂÓâÆÂ ÄÑÊÏÖÜÂÇÕ ¡¶®×ÑÐ, ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÒÑ-
ÄÞÛÂâ àÐÇÓÅËá (à××ÇÍÕ ÃÞÎ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ ÇÜÈ Ä 1960-Ø ÅÅ.
[152]). ¿ÕÑ ÒÓÑÜÇ ÒÑÍÂÊÂÕß ÐÂ ÆÞÓÑÚÐÑÏ ÒÓËÏÇÓÇ. ±ÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÏ ÛÂØÏÂÕÐÖá ÆÑÔÍÖ Ô ÄÞÆÇÓÐÖÕÑÌ ÑÆÐÑÌ ÍÎÇÕÍÑÌ.
±ÓË ÒÇÓÇÆÄËÉÇÐËË ÑÃÓÂÊÑÄÂÄÛÇÌÔâ ÆÞÓÞ ÒÑ ÆÑÔÍÇ ÛÂØ-
ÏÂÕÐÞÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÑÚÇÄËÆÐÑ ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ, ÓÂÔÕÈÕ ÚËÔÎÑ ÔÑ-
ÔÇÆÔÕÄÖáÜËØ ÍÎÇÕÑÍ ÑÆÐÑÅÑ ÙÄÇÕÂ (ÆÎâ¶®ÕÂÍÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐËÇ ÑÚÇÄËÆÐÑ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎÂ).

²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, Ä ÒÓÑÆÄËÐÖÕÞØ ÏÑÆÇÎâØ ÍÂÓÕËÐÂ ÅÑÓÂÊÆÑ
ÔÎÑÉÐÇÇ, ÃÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÒÇÕÎË ´ÓÂÅÏÂÐÂ15

ÑÔÎÂÃÎâáÕ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÖá ÂÓÅÖÏÇÐÕÂÙËá [153]. °ÆÐÂÍÑ

ÃÂÊÑÄÂâ ËÆÇâ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÒÓÇÉÐÇÌ ì ÆÄËÅÂáÜËÌÔâ ÐÂÆ
¡¶® ×ÑÐÑÏ ÐÑÔËÕÇÎß ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÇÅÑ ËÔÍÂÉÂÇÕ. ¯ÑÔË-
ÕÇÎß ÒÎáÔ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ×ÑÐÂ ÑÃÓÂÊÖáÕ "ØÑÓÑÛÖá" ÍÄÂ-
ÊËÚÂÔÕËÙÖ ì ÔÒËÐÑÄÞÌ ÒÑÎâÓÑÐ.

ªÆÇâ ÔÒËÐ-ÒÑÎâÓÑÐÐÑÅÑ ÔÒÂÓËÄÂÐËâ, ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐÐÂâ Ä
ÔÂÏÞØ ÓÂÊÐÞØ ÏÑÆÇÎâØ Ë ÔÂÏÞÏË ÓÂÊÐÞÏË ÕÇÑÓÇÕËÚÇ-
ÔÍËÏË ÏÇÕÑÆÂÏË, Ä ÑÔÐÑÄÇ ÔÄÑÇÌ ÕÑÉÇ ÒÓÑÔÕÂ. ¥ÄÂ ÒÑ-
ÎâÓÑÐÂ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÇ ÓâÆÑÏ, ÄÐÇÔÖÕ ÏÇÐßÛÇÇ ÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐËÇ Ä ÏÂÅÐËÕÐÞÌ×ÑÐ, ÐÇÉÇÎË ÍÑÅÆÂ ÑÐË ÆÂÎÇÍË ÆÓÖÅ ÑÕ
ÆÓÖÅÂ. ´ÂÍÑÌ à××ÇÍÕ ÏÑÉÇÕ ÒÇÓÇÔËÎËÕß ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÇ ÑÕ-
ÕÂÎÍËÄÂÐËÇ (Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ¢¬º, ÒÂÓÂ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ). ±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ ÇÜÈ ÓÂÊ, ÚÕÑ ËÊÎÑÉÇÐÐÑÇ
ÄÞÛÇ ÇÔÕß ÎËÛß ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÖÒÓÑÜÈÐÐÑÇ, ÒÓËÏËÕËÄËÊËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ.

³ÄÑÌÔÕÄÂ ÔÒËÐ-ÒÑÎâÓÑÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÊÂÕÓÂ-
ÄÑÚÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ, ÄËÆÂ ËØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô
×ÑÐÑÏ Ë ì ÚÕÑ ÄÂÉÐÑ ÆÎâ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÞ ì ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÞ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÞ. ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÐÑÔËÕÇÎß ÊÂÓâÆÂ,
ÉËÄÖÜËÌ ÐÂ ÛÂØÏÂÕÐÑÏ, ÐÇÇÎÇÄÔÍÑÏ ¡¶®×ÑÐÇ, Ë ÕÂÍÑÌ
ÉÇ ÐÑÔËÕÇÎß ÐÂ ×ÑÐÇ ÔËÐÅÎÇÕÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÔËÎßÐÞÏË
¡¶® ÍÑÓÓÇÎâÙËâÏË ÑÃÓÂÊÖáÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÐÞÇ ÒÑ-
ÎâÓÑÐÞ.

ª ÊÆÇÔß ÑÕÍÓÞÄÂÇÕÔâ ÑÃÎÂÔÕß ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ³³³± Ë
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ. £ÞÛÇ ÖÒÑÏâÐÖÕÞ ËÏÇÐÐÑ ÕÇ ÓÂ-
ÃÑÕÞ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÆÎâ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ
Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ.

£ ÓÂÏÍÂØ ÅÓÖÃÑÌ ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËË ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä
àÕËØ ÓÂÃÑÕÂØ ÒÓËÏÇÐâáÕÔâ ÕÓË ÂÎÅÑÓËÕÏÂ.

±ÇÓÄÞÌ, ÐÂËÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ [87, 142]).
©ÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÍÂÍ ÆÎâ ÑÃÞÚÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄÞØ,
ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÔÒËÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ (Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÏÑ-
ÆÇÎâØ àÕÑ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ Ä ÑÒÇÓÂÕÑÓÂØ
·ÂÃÃÂÓÆÂ). ¥ÂÎÇÇ Ä ÍÂÍÑÏ-ÎËÃÑ ì ÄÔÇÅÆÂ ÒÓËÃÎËÉÈÐ-
ÐÑÏ ì ÒÑÆØÑÆÇ àÕË ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÄÞÚËÔÎâáÕÔâ Ô
ÖÚÈÕÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÒÑÆÔËÔÕÇÏ Ë ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ, ÐÂ-
ÍÎÂÆÞÄÂÇÏÞØ ÐÂ ÔÒËÐÑÄÖá ÒÑÆÔËÔÕÇÏÖ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÞÏ ÒÑÆØÑÆÑÏ. ¯Â ÄÞØÑÆÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÆÑÄÑÎßÐÑ
ÅÓÑÏÑÊÆÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÓÇ-
ÛÂÇÏÂâ ÚËÔÎÇÐÐÑ.

£ÕÑÓÑÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ [139 ë 141]). ¥ÇÕÂÎßÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÊÂÓâÆÑÄÂâ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÂ, ÐÑ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÇÈ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÑ ÔÒËÐÑÄÑÌ. ¿ÕÑ ÕÓÇÃÖÇÕ ÒÓËÄÎÇÚÇÐËâ
ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞØ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ. ¡ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÊÂËÏÔÕÄÖáÕ-
Ôâ ËÊ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÆÎâ ÐÇÆÑÒËÓÑÄÂÐÐÑÌ, ÐÑ ×ÓÖÔÕÓËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÌ ÏÑÆÇÎË J1ÿJ2. ³ÑÇÆËÐËÕÇÎßÐÞÏ ÏÑÔÕÑÏ ÔÎÖÉËÕ
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÑÃ ÂÐÂÎÑÅËË ÏÇÉÆÖ (ÏÂÎÞÏ) ÆÑÒËÓÑÄÂ-
ÐËÇÏ Ä ÏÑÆÇÎâØ ÔÑ ÔÄÑÃÑÆÐÞÏË ÐÑÔËÕÇÎâÏË Ë ×ÓÖÔÕÓÂ-
ÙËÇÌ Ä ÚËÔÕÑ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÏÑÆÇÎË. ´ÂÍÂâ ËÆÇâ ×ËÊËÚÇÔÍË
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÂ: ÆÄËÉÖÜÂâÔâ ÆÞÓÍÂ ÓÂÊÓÖÛÂÇÕ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ
ÒÑÓâÆÑÍ, Ä ÔÒËÐÑÄÑÌ ÏÑÆÇÎË ÕÑ ÉÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ô ÓÑÔÕÑÏ
×ÓÖÔÕÓÂÙËË. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÑÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐÂ ÐÂ ÆÂÄÐÑ ÑÃÐÂÓÖ-
ÉÇÐÐÑÏ ÔØÑÆÐÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÔÒËÐÑÄÞØ ÍÑÓÓÇ-
ÎâÕÑÓÑÄ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÆÑÒËÓÑÄÂÐËâ Ë ÑÕ ×ÓÖÔÕÓÂÙËË
[154]. ª ØÑÕâ ÖÍÂÊÂÐÐÑÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÕÓÑ-
ÅÑ ÆÑÍÂÊÂÐÐÞÏ, ÑÐÑ ÔÚËÕÂÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÑÃÑÔÐÑÄÂÐ-
ÐÞÏ.

ª, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÕÓÇÕËÌ ÂÎÅÑÓËÕÏ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ [147,
150]). °Ð ÂÐÂÎÑÅËÚÇÐ ÄÕÑÓÑÏÖ Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ ËÊ ÔÒËÐÑ-
ÄÑÌ ÊÂÆÂÚË ÃÇÓÈÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ. ³ÕÇ-
ÒÇÐß ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÆÇÕÂÎËÊÂÙËË àÕÑÅÑ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÂÊÐÑÌ, ÐÑ Ä ÑÔÐÑÄÇ ÄÔÇÅÆÂ ÎÇÉËÕ
ÒÓÑÔÕÂâ ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ËÆÇâ. ±ÓË T > 0, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÆÄÖØ-
ÒÑÆÓÇÛÈÕÑÚÐÑÅÑ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ, Ä
ÔËÐÅÎÇÕÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË Ô ¡¶® ÍÑÓÓÇÎâÙËâÏË ÑÕÍÓÞÕÂ

15±ÑÔÎÇ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÑÃØÑÆÑÄ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÆÞÓÍÂ ÒÇÓÇÏÇÜÂÇÕÔâ ÒÑ ÆËÂ-
ÅÑÐÂÎË, ÑÔÕÂÄÎââ ÊÂ ÔÑÃÑÌ ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÖá ÏÂÅÐËÕÐÖá ÍÑÐ×ËÅÖÓÂ-
ÙËá.
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ÜÇÎß Ä ÕÑÚÍÇ Q � �p; p� ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ Ë, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÇÐÐÑ, ÍÑÐÇÚÐÂ ¡¶® ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ÆÎËÐÂ.

±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÔÔÞÎÍË ÐÇ ÒÓÇ-
ÕÇÐÆÖáÕ ÐÂ ÒÑÎÐÑÕÖ, Â ÔÎÖÉÂÕ ÎËÛß ËÎÎáÔÕÓÂÙËÇÌ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÒÑÆØÑÆÑÄ Ä ÍÑÐ-
ÙÇÒÙËË ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâÓÑÐÂ.

12. ±ÇÓÇØÑÆ Ä 3D

£ ÒÓËÐÙËÒÇ, ³³³± ÆÂÈÕ ÓÂÊÖÏÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ Ë ÕÓÈØÏÇÓ-
ÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÍÂÍ ÆÎâ ÏÑÆÇÎË J1 [155], ÕÂÍ Ë ÆÎâ J1ÿJ2 [156].
¯Ñ àÕÂ ÎËÐËâ ÒÑ ÒÑÐâÕÐÞÏ ÒÓËÚËÐÂÏ ÐÇ ÒÑÎÖÚËÎÂ ÆÂÎß-
ÐÇÌÛÇÅÑ ÓÂÊÄËÕËâ ì ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ ÕÇÑÓÇÏÞ ®ÇÓÏËÐÂë
£ÂÅÐÇÓÂ Ä 3D ÐÇÕ, Ë ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÕÂÏ ÒÓÑÜÇ Ë
ÖÆÑÃÐÇÌ.

£ ÓÂÏÍÂØ ³³³± ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ËÏÇÐÐÑ ÒÇÓÇ-
ØÑÆ ÑÕ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ Í ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂá, Õ.Ç. ÑÕ ÍÄÂÆ-
ÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË Í ÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ. £ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÓÓÇÍÕ-
ÐÇÇ ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÒÇÓÇØÑÆÇ Í ÔÕÑÒÍÇ ÍÄÂÆÓÂÕÐÞØ ÓÇÛÈÕÑÍ.

±ÇÓÄÞÌ ÛÂÅ Ä àÕÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÔÆÇÎÂÐ Ä [15, 50], ÅÆÇ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÆÄÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ¤Â-
ÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÕÂÍÑÌ ÊÂÆÂÚË ËÏÇÇÕ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÌ ÐËÉÇ ÄËÆ
(56) ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ n � 1; 2.

£ [15, 50] ÆÇÍÎÂÓËÓÑÄÂÐÂ ÙÇÎß ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÑÒËÔÂ-
ÐËâ ÐÇÌÕÓÑÐÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ ÆÎâ £´³± ÍÖÒÓÂÕÑÄ Ô
ÆÄÖÏâ ÃÎËÊÍÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÏË ÏÂÅÐËÕÐÞÏË ÒÎÑÔÍÑÔÕâ-
ÏË. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ ËÊÎÑÉÇÐËÇ ÇÈ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ Ä ÍÑÐ-
ÕÇÍÔÕÇ ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÑÃÊÑÓÂ ÐÇ ÍÂÉÇÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ. µÒÑ-
ÏâÐÇÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÑÆËÐ ÄÂÉÐÞÌ, ØÑÕâ ËÐÕÖËÕËÄÐÑ Ë ÑÚÇÄËÆ-
ÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ì ÒÓË ÄÍÎáÚÇÐËË ÏÇÉÒÎÑÔÍÑÔÕÐÑÅÑ ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÒÇÍÕÓ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÓÂÔÜÇÒÎâÇÕÔâ
ÐÂ ÑÒÕËÚÇÔÍÖá Ë ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÖá ÄÇÕÄË. ¬ÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ à××ÇÍÕ
ÂÐÂÎÑÅËÚÇÐ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÏÖ Ä ÔÒËÐ-ÒÔÇÄÆÑÔÒËÐÑÄÑÌ ÏÑÆÇÎË
(ÓÂÊÆÇÎ 10). ¬ÑÐÇÚÐÑ, ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâì Ä ÔËÎÖ
ÓÂÊÐÑÅÑ ÄËÆÂ ÏÇÉÒÎÑÔÍÑÔÕÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâì ÐÇÕ.

¥ÇÕÂÎßÐÑ ÒÇÓÇØÑÆ 2D! 3D ËÊÖÚÇÐ Ä [14]. £ àÕÑÌ ÓÂ-
ÃÑÕÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÕÓÈØÏÇÓÐÂâ ÔÕÑÒÍÂ ÒÎÑÔÍËØ ÍÄÂÆÓÂÕ-
ÐÞØ ÓÇÛÈÕÑÍ Ô ÓÇÅÖÎËÓÖÇÏÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÏÇÉÆÖ
ÐËÏË. £ ÍÂÉÆÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÖÚÕÇÐÞ ÒÇÓÄÞÌ Ë ÄÕÑÓÑÌ ÃÎË-
ÉÂÌÛËÇ ¡¶® ÑÃÏÇÐÞ, Õ.Ç. ÐÂÎËÚÇÔÕÄÖÇÕ ×ÓÖÔÕÓÂÙËâ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÏÑÆÇÎË ËÏÇÇÕ ÄËÆ
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©ÆÇÔß ËÐÆÇÍÔ n ÐÖÏÇÓÖÇÕ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÍÄÂÆÓÂÕÐÞÇ ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË, Ä ÍÂÉÆÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÍÂÍ Ë Ä ÃÂÊÑÄÑÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÇ
(1), hi; ji ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÒÂÓÂÏ ÃÎËÉÂÌÛËØ
ÔÑÔÇÆÐËØ ÖÊÎÑÄ, Â �i; j�ìÒÑ ÒÂÓÂÏ ÄÕÑÓÞØ ÔÑÔÇÆÇÌ. °ÃÏÇÐ
J? ÇÔÕß ÏÇÉÒÎÑÔÍÑÔÕÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ. ²ÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÕÔâ ÒÇÓÄÂâ ÚÇÕÄÇÓÕß J1ÿJ2 ÍÓÖÅÂ (ÔÏ. ÓËÔ. 3), Õ.Ç.
ÒÇÓÄÞÌ Ë ÄÕÑÓÑÌ ÑÃÏÇÐÞ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ: J1 > 0
(ÆÂÎÇÇ ÒÓËÐâÕÑ J1 � 1) Ë J2 > 0. ®ÇÉÔÎÑÇÄÑÌ ÑÃÏÇÐ J?
ÕÂÍÉÇ ÒÓËÐâÕ ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ, J?5 0.

¥Îâ ÕÂÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÐÂ ÑÆÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, Õ.Ç. ÒÓË
J? � 0, ÒÓË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ T � 0 Ä ÑÃÎÂÔÕË J2 ' 1=2 ÓÇÂÎË-
ÊÖÇÕÔâ ÔÒËÐ-ÉËÆÍÑÔÕÐÂâ ×ÂÊÂ ÃÇÊ ÆÂÎßÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ³Ñ
ÔÕÑÓÑÐÞ ÏÂÎÞØ J2 < 1=2 ÑÐÂ ÅÓÂÐËÚËÕ Ô ¡¶®×ÂÊÑÌ, Â ÔÑ
ÔÕÑÓÑÐÞ ÃÑÎßÛËØ J2 > 1=2ì ÔÑ ÔÕÓÂÌÒ-×ÂÊÑÌ 16. £ ÚËÔÕÑ

ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ ÔËÕÖÂÙËË ÔÒËÐ-ÉËÆÍÑÔÕÐÑÌ ×ÂÊÞ ÐÇÕ. ±Ñ-
àÕÑÏÖ ËÔÚÇÊÐÑÄÇÐËÇ ÑÃÎÂÔÕË ÔÒËÐÑÄÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË Ô ÓÑ-
ÔÕÑÏ J? ÔÎÖÉËÕ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÍÓËÕÇÓËÇÏ "ÒÑÆÎËÐÐÑÌ
ÕÓÈØÏÇÓÐÑÔÕË".

°ÒÖÔÍÂâ ÕÇØÐËÚÇÔÍËÇ ÆÇÕÂÎË, ÒÑÊÄÑÎâáÜËÇ ÓÇÂÎË-
ÊÑÄÂÕß Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ ÆÎâ ÔÕÑÒÍË
ÍÄÂÆÓÂÕÐÞØ ÓÇÛÈÕÑÍ (Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÂÎÅÑÓËÕÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÄÇÓÛËÐÐÞØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ), ÒÓËÄÇÆÈÏ ÐÂ ÓËÔ. 15 ÐÂËÃÑ-
ÎÇÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÓÂÃÑÕÞ [14]. ªÊ ÓËÔÖÐÍÂ
ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ô ÓÑÔÕÑÏ J? ÛËÓËÐÂ ÔÒËÐ-ÉËÆÍÑÔÕÐÑÌ ÑÃ-
ÎÂÔÕË ÖÃÞÄÂÇÕ (ÔÐÂÚÂÎÂ ÃÞÔÕÓÑ, ÊÂÕÇÏ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÏÇÆ-
ÎÇÐÐÇÇ) Ë ÒÓË J? � 0;3J1 ÔÒËÐÑÄÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÐÇ ÑÔÕÂÈÕ-
Ôâ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÉÇ ÒÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÑÏ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËË ÏÇÉÆÖ ÒÎÑÔÍÑÔÕâÏË à××ÇÍÕ, ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÆÎâ
ÚËÔÕÑ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÔÚÇÊÂÇÕ.

13. £ÎËâÐËÇ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË

ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ³³³± ÐÇ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕÔâ ËÊÖÚÇÐËÇÏ
ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ, ÐÑ ÕÂÍÉÇ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÄËÆÞ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË.
·ÑÕâ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓËÊÐÂÕß, ÚÕÑ ÄÎËâÐËÇ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË ËÊÖÚÇ-
ÐÑ ÒÑÍÂ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÎÐÑ. ¯ËÉÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÑÔÐÑÄ-
ÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÍÂÔÂáÜËÇÔâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÞØ
ÄÍÎÂÆÑÄ Ä ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ (1).

13.1. ®ÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ
£ ÏÑÆÇÎË J1 Ä ÓÂÏÍÂØ ³³³± ÖÚÈÕ ÄÎËâÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ Ĥ � h

P
i Ŝ

z
i ÄÞÒÑÎÐÇÐ Ë ÆÎâ¶® [34, 86], Ë ÆÎâ ¡¶®

[157] ÔÎÖÚÂâ.
±ÓË ÐÂÎËÚËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÖÔÎÑÄËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

ÕÓÈØ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ ÑÚÇÄËÆÐÑ ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ Ë ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä
hSx

n S
x
n�ri � hSy

nS
y
n�ri 6� hSz

nS
z
n�ri.

¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÆÄÖØ ÓÂÊÎËÚÂáÜËØÔâ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ ¤ÓËÐÂGzz ËGxx � Gyy Ë, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ
ÚËÔÎÂ ÄÇÓÛËÐÐÞØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ.

16¯ÂÒÑÏÐËÏ, J2 � 1=2 ì ÕÑÚÍÂ ÒÇÓÇØÑÆÂ ¡¶®-ÔÕÓÂÌÒ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ.

1,00

J2

J?

0,75

0,50

0,25

0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30

RGM

Collinear LRO

N�eel LRO

Quantum para

²ËÔ. 15. ¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÆÎâ ÔÕÑÒÍË ÍÄÂÆÓÂÕÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ Ä
ÑÔâØ J?, J2 (J1 � 1) ËÊ [14]. ©ÆÇÔß N�eel LRO ì ¡¶® ×ÂÊÂ, quantum
para ì ÔÒËÐÑÄÂâ ÉËÆÍÑÔÕß Ë collinear LRO ì ÔÕÓÂÌÒ-×ÂÊÂ. ®ÇÕÍÂ
RGM Ä ÒÓÂÄÑÏ ÄÇÓØÐÇÏ ÖÅÎÖ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÏÇÕÑÆ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ (RGM,
Rotation-invariant Green's function Method, àÕÑ ÂÐÅÎÑâÊÞÚÐÑÇ ÑÃÑ-
ÊÐÂÚÇÐËÇ ³³³±). ±ÓË J?5 0;3J1 ÔÒËÐÑÄÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÐÇ ÑÔÕÂÈÕÔâ.
(¥ÂÐÐÞÇ ËÊ [14].)
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±ÑÔÎÇ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÅÑ ÆÎâ ³³³± ÄÞÆÇÎÇÐËâ ÍÑÓÓÇÎâ-
ÕÑÓÑÄ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ

Gxx
q �o� �

Fxx
1q

oÿ o�q �h�
� Fxx

2q

oÿ oÿq �h�
; �57�

Gzz
q �o� �

Fzz
q

o 2 ÿ �o z
q �2

: �58�

ÁÄÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÚËÔÎËÕÇÎÇÌ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ Ë
ÔÒÇÍÕÓÑÄ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä [34, 86,
157]. ®ÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÔÐËÏÂÇÕ ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇ
ÄÇÕÄÇÌ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ, ×ÑÓÏËÓÖâ ÕÓË ÄÇÕÄË: ÑÆÐÂ
ÄÇÕÄß o z

q ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÍÑÔÄÇÐÐÑ, ÚÇÓÇÊ
ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÖáÜËÇÔâ Ô ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÞ,
ÆÄÇ ÆÓÖÅËÇ ì o�q �h� Ë oÿq �h� ì âÄÐÑ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÑÎâ.
³ÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÂ ÕÂÍÑÅÑ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ ÐÂÃÎáÆÂáÕÔâ Ä
ÐÇÌÕÓÑÐÐÑÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ [158].

£ ¶® ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ 2D Ë 1D ÏÑÆÇÎÇÌ, ÔÒËÐÂ S � 1=2,
S5 1 Ä [34, 86] ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËØ ÄÇÎËÚËÐ (ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË, ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚË-
ÄÑÔÕË Ë ÖÆÇÎßÐÑÌ ÕÇÒÎÑÈÏÍÑÔÕË) ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ. °ÃÐÂÓÖÉÇÐÞ ÔÕÇÒÇÐÐÞÇ ÊÂÍÑÐÞ ÆÎâ ÒÑÎÑ-
ÉÇÐËâ Ë ÄÞÔÑÕÞ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑ-
ÔÕË, Â ÕÂÍÉÇ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂÎËÚËÇ ÆÄÖØ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ Ä ÕÇÏ-
ÒÇÓÂÕÖÓÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÕÇÒÎÑÈÏÍÑÔÕË ÆÎâ S � 1=2 Ë
S � 1; ÆÎâ S > 1, ÍÂÍ Ë Ä 2D, ÏÂÍÔËÏÖÏ ÑÆËÐ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ
ÔÑÅÎÂÔÖáÕÔâ Ô ÓÂÔÚÈÕÂÏË ÏÇÕÑÆÑÏ ÕÑÚÐÑÌ ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÂ-
ÙËË [159] Ë ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ®ÑÐÕÇ-¬ÂÓÎÑ [34].

13.2. °ÆÐÑËÑÐÐÂâ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËâ
°ÆÐÑËÑÐÐÂâ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËâ (ÆÑÃÂÄÍÂ Í ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÖ
ĤD � D

P
i�Ŝ z

i �2, ÅÆÇ D ë ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ÑÆÐÑËÑÐÐÑÌ ÂÐËÊÑ-
ÕÓÑÒËË) Ä ÓÂÏÍÂØ ³³³± ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÂÔß Ä [36] ÆÎâ 1D
×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ.

¥Îâ ÓÂÔÚÈÕÑÄ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÔâ ÄÂÓËÂÐÕ [160, 161] ËÊÎÑ-
ÉÇÐÐÑÅÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 8.1 ÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ ÒÓÑÇÍÙËÑÐÐÑÅÑÏÇÕÑÆÂ
Ä ÆÄÖØÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÏ ÃÂÊËÔÇ A n � �Ŝ n

q ; i
_̂S
n
q ��n � �; z�. ±ÓË

ÊÂÏÞÍÂÐËË ÙÇÒÑÚÇÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ ÐÂ
ÄÕÑÓÑÏ ÛÂÅÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÚÇÕÞÓÇ
ÄÇÓÛËÐÐÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË.

³ÒÇÍÕÓ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÓÂÔÜÇÒÎâÇÕÔâ ÐÂ ÆÄÇ
ÄÇÕÄË: ÊÂÄËÔâÜÖá ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË o�ÿq �D�
Ë o zz

q , ÍÑÕÑÓÂâ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ D ÍÑÔÄÇÐÐÑ ÚÇÓÇÊ ÍÑÓÓÇÎâ-
ÕÑÓÞ.

²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÆÎâ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ (ÒÓÑ-
ÆÑÎßÐÑÌ Ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕÇÌ, ÖÆÇÎßÐÑÌ ÕÇÒ-
ÎÑÈÏÍÑÔÕË) Ä ÛËÓÑÍÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ ÔÑÅÎÂ-
ÔÖáÕÔâ Ô ÆÂÐÐÞÏË ÕÑÚÐÑÌ ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ ÍÑÐÇÚÐÞØ
ÙÇÒÑÚÇÍ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÕÇÒ-
ÎÑÈÏÍÑÔÕË ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÆÄÂ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ, ÇÔÎË ÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËËD Í ÑÃÏÇÐÐÑÏÖ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá
J1 ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ D=J1 > 7;4, Ë ÕÑÎßÍÑ
ÑÆËÐ ÏÂÍÔËÏÖÏ ÒÓË D=J1 < 7;4.

13.3. ¿ÍÊÑÕËÚÇÔÍËÇ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË:
ÕÇÕÓÂÅÑÐÂÎßÐÂâ ÓÇÛÈÕÍÂ Ë ÍÑÏÒÂÔ-ÏÑÆÇÎß
µÔÒÇÛÐÑÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÏÇÕÑÆÂ ³³³± ÐÇ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕÔâ
ÆÄÖÏÇÓÐÞÏË ÔËÔÕÇÏÂÏË Ë ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏË ÊÂÆÂÚÂÏË,
ÔÄâÊÂÐÐÞÏË Ô ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ Ë ÑÆÐÑËÑÐÐÑÌ ÂÐËÊÑ-
ÕÓÑÒËÇÌ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÓÂÃÑÕÇ [162] àÕËÏ ÏÇÕÑÆÑÏ ÃÞÎ
ÑÒËÔÂÐ ÏÂÅÐÇÕËÊÏ ÉÇÎÇÊÐÞØ ÒÐËÍÕËÆÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ ËÏÇáÕ
ÕÓÈØÏÇÓÐÖá ÕÇÕÓÂÅÑÐÂÎßÐÖá ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÖá ÓÇÛÈÕÍÖ.
£ ÓÂÃÑÕÇ [162] ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÔâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ

ÐÂ ÕÇÕÓÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍÇ:

Ĥ � 1

2

X
i; j

Ji j Si Sj ; �59�

Ji j � JxdRj;Ri�ax � JydRj;Ri�ay � JzdRj;Ri�az � J2dRj ;Ri�dxy ;
�60�

ÅÆÇ Jx, Jy Ë Jz ì ÑÃÏÇÐÐÞÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ
ÃÎËÉÂÌÛËÏË ÔÑÔÇÆâÏË ÄÆÑÎß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËÌ, Â J2 ì ÑÃÏÇÐÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÄÕÑÓÞÏË
ÃÎËÉÂÌÛËÏË ÔÑÔÇÆâÏË Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË xy.

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ ÏÑÆÇÎË (59) ë (60) ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÕÇÏÒÇ-
ÓÂÕÖÓÞ Ë ÔÒËÐÂ ÃÞÎË ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑ ÄÞÚËÔÎÇÐÞ ÆÄÖØ-
ÔÒËÐÑÄÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ÔÒÇÍÕÓ ÔÒËÐÑÄÞØ
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ, ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ ¯ÇÇÎâ Ë ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕß. £
ÓÂÃÑÕÇ ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÕÂÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË, ÄÍÎáÚÂâ ÎËÐÇÌÐÞÌ
ÓÑÔÕ Ä ÛËÓÑÍÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ, ÍÑÕÑÓÂâ ØÑÓÑÛÑ
ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÏË ÆÂÐÐÞÏË ÒÑ ÐÇÖÒÓÖ-
ÅÑÏÖ ÓÂÔÔÇâÐËá ÐÇÌÕÓÑÐÑÄ. ¿ÕÑÕ à××ÇÍÕ ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ ÐÂ-
ÎËÚËÇÏ ÔËÎßÐÑÅÑ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÃÎËÉÐÇÅÑ ÒÑ-
ÓâÆÍÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË xy. °ÆÐÂÍÑ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ, ÚÕÑ ÏÑÆÇÎß
(59) ë (60), Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÖÚËÕÞÄÂáÕÔâ ÏÇÉÒÎÑÔÍÑÔÕÐÞÇ ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÇ ÐÂ ÆÂÐÐÞØ ÐÇÌÕÓÑÐÐÑÅÑ ÓÂÔÔÇâ-
ÐËâ, ÐÇ ÔÒÑÔÑÃÐÂ ÍÑÓÓÇÍÕÐÑ ÑÒËÔÂÕß ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÌ ÆÂÎßÐËÌ ÒÑÓâÆÑÍ Ä ÉÇÎÇÊÐÞØ ÒÐËÍÕËÆÂØ: ÓÂÔÔÚËÕÂÐ-
ÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ¯ÇÇÎâ ÑÍÂÊÂÎËÔß ÒÓËÏÇÓÐÑ Ä
ÒâÕß ÓÂÊ ÄÞÛÇ ËÊÏÇÓÇÐÐÞØ. ¥Îâ ÃÑÎÇÇ ÕÑÚÐÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ ÏÑÆÇÎË ÆÎâ ÖÚÈÕÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕ-
ÄËâ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÔÒËÐÑÄ Ë ÔÄÑÃÑÆÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ.

¦ÜÈ ÑÆËÐ ÒÓËÏÇÓ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ Í ÏÑÆÇÎâÏ Ô ÄÞÓÂÉÇÐÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËÇÌ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ Ä ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÍÑÏÒÂÔ-ÏÑÆÇÎË [163] ÐÂ ÍÄÂÆ-
ÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍÇ [164]. ¿ÕÑ ÏÑÆÇÎß ÅÇÌÊÇÐÃÇÓÅÑÄÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ,
ÍÑÅÆÂ ÑÃÏÇÐÞÄÑÃÇ ÔÕÑÓÑÐÞÄÆÑÎßÑÔËx ÐÇ ÓÂÄÐÞÑÃÏÇÐÂÏ
ÄÆÑÎß ÑÔË y. £ [164] ÄÞÚËÔÎÇÐÞ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÔÕËÍË ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ¤ÇÌ-
ÊÇÐÃÇÓÅÂ Ô ÍÑÏÒÂÔÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ, Â ÕÂÍÉÇ ËÔÔÎÇÆÑ-
ÄÂÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ¯ÇÇÎâ ÑÕ ÑÃÏÇÐÐÞØ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÄÏÑÆÇÎË.¢ÞÎÑÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ, ÚÕÑ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ¯ÇÇÎâ
ÑÔÕÂÈÕÔâ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÆÂÉÇ ÒÓË ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕ-
ÄËË Ä ÍÑÏÒÂÔ-ÏÑÆÇÎË. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÃÞÎÑ ÑÃÝâÔÐÇÐÑ ÄÎËâ-
ÐËÇ ÃÎËÉÐÇÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÂ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÞÇ ÊÂ-
ÄËÔËÏÑÔÕË ÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕÇÌ.

14. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

³×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ,
ÄÑÊÐËÍÛËÌ ÒÑÎÄÇÍÂ ÐÂÊÂÆ Ë ÒÑÎÖÚËÄÛËÌ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÌ
ËÏÒÖÎßÔ Í ÓÂÊÄËÕËá Ä 1990-Ø ÅÑÆÂØ, Ë Í ÐÂÔÕÑâÜÇÏÖ ÄÓÇ-
ÏÇÐË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÄÒÑÎÐÇ ÓÂÃÑÕÑÔÒÑÔÑÃÐÞÌ ÂÎÅÑ-
ÓËÕÏ, ÒÑÊÄÑÎâáÜËÌ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÐËÊÍÑÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÔÒË-
ÐÑÄÞÇ ÏÑÆÇÎË Ë ÏÑÆÇÎË Ô ÆÑÒËÓÑÄÂÐËÇÏ ÒÓË ÕÑÚÐÑÏ
ÖÚÈÕÇ ÕÇÑÓÇÏÐÞØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ.

¿ÕÑ ÄÑÄÔÇ ÐÇ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËá ÂÎßÕÇÓÐÂ-
ÕËÄÐÞØ: ÔÒËÐ-ÄÑÎÐÑÄÞØ, ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÞØ ÃÑÊÑÐÑÄ ËÎË
×ÇÓÏËÑÐÑÄ Ë ÆÓÖÅËØ ì ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÆØÑÆÑÄ. £ ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÖÔÎÑÄËÌ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÃÑÎÇÇ à××ÇÍÕËÄ-
ÐÞÏ ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ ÎáÃÑÌ ËÊ ÐËØ.

¢ÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕË. ¡ÄÕÑÓÞ ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÞ ¬.ª. ¬ÖÅÇÎá,
±.¡. ¡ÎÇÍÔÇÇÄÖ, ².°. ¬ÖÊâÐÖ Ë ¡.®. ¢ÇÎÇÏÖÍÖ ÊÂ ÒÑÎÇÊ-
ÐÞÇ ÊÂÏÇÚÂÐËâ Ë ÆÇÕÂÎßÐÞÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ.
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15. ±ÓËÎÑÉÇÐËÇ.
¶ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ Ë ÔÒÇÍÕÓ
Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ
ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ

£ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÏ ÄÂÓËÂÐÕÇ ³³³± ì ÊÂÏÞÍÂÐËÇ ÙÇÒÑÚÍË
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ ÐÂ ÄÕÑÓÑÏ ÛÂÅÇ ì ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊ
ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Gz�q;o� � Fq

o 2 ÿ o 2
q

: �61�

£ ÏÑÆÇÎË J1 ë J2 ë J3 ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÚËÔÎËÕÇÎâ Fq

ÄÍÎáÚÂÇÕ ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË cjrj �
� hSz

nS
z
n�ri ÐÂ ÒÇÓÄÞØ ÕÓÈØ ÍÑÑÓÆËÐÂÙËÑÐÐÞØ Ô×ÇÓÂØ, Â

ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÂ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ oq ì ÐÂ
ÒÇÓÄÞØ ÄÑÔßÏË

Fq � 8
X

r2fg; d; 2gg
Jr�gr ÿ 1�cr ; �62�

o 2
q � 2

X12
i�1

Gi Ki ; �63�

ÅÆÇ g, d Ë 2g ì ÄÇÍÕÑÓÞ ÒÇÓÄÞØ, ÄÕÑÓÞØ Ë ÕÓÇÕßËØ
ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆÇÌ; Jg, Jd, J2g ÇÔÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ J1, J2
Ë J3; gg � 1=2 �cos �qx� � cos �qy��, gd � cos �qx� cos �qy�,
g2g � 1=2�cos �2qx� � cos �2qy��.

£ØÑÆâÜËÇ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÂ oq (63) ÓÇÛÈÕÑÚ-
ÐÞÇ ÔÖÏÏÞ Ki ËÏÇáÕ ÄËÆ:

K1 � J1J2Kgd � J1J3Kg; 2g�
� J 2

1 �zg�zg ÿ 1�~cg � zgc0 � Kgg� ;
K2 � J2J1Kdg � J2J3Kd; 2g�
� J 2

2 �zd�zd ÿ 1�~cd � zdc0 � Kdd� ;
K3 � ÿJ 2

1 z
2
g ~cg ; K4 � ÿJ 2

2 z
2
d ~cd ;

K5 � ÿJ1J2zgzd~cg ; K6 � ÿJ1J2zgzd~cd ;

K7 � J3J1K2g; g � J3J2K2g; d�
� J 2

3 �z2g�z2g ÿ 1�~c2g � z2gc0 � K2g;2g� ;
K8 � ÿJ 2

3 z
2
2g~c2g ; K9 � ÿJ1J3zgz2g~cg ;

K10 � ÿJ3J1z2gzg~cd ; K11 � ÿJ2J3zdz2g~cd ;

K12 � ÿJ3J2z2gzd~c2g ; �64�

ÊÆÇÔß

Kr1; r2 �
X

r1; r2; r1 6�ÿr2
~cr1�r2 ; r1; r2 2 fg; d; 2gg : �65�

©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÒÇÍÕÓÂ oq ÑÕ ÍÄÂÊËËÏÒÖÎßÔÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÏÐÑÉËÕÇÎâÏË Gi

G1 � 1ÿ gg; G2 � 1ÿ gd ;

G3 � 1ÿ g 2g ; G4 � 1ÿ g 2d ;

G5 � �1ÿ gg�gd ; G6 � �1ÿ gd�gg ;

G7 � 1ÿ g2g ; G8 � 1ÿ g 22g ;

G9 � �1ÿ gg�g2g; G10 � �1ÿ g2g�gg ;

G11 � �1ÿ gd�g2g ; G12 � �1ÿ g2g�gd : �66�

£ (62), (66) gn � �1=zn�
P

i exp �iqni�, ÅÆÇ ÔÖÏÏÂ ÃÇÓÈÕÔâ
ÒÑ zn ÖÊÎÂÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÙËÑÐÐÑÌ Ô×ÇÓÞ.
¥Îâ 2D ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË zg � zd � z2g � 4. £ (64), (65)
~cr ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂÏ cr, ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÄÇÓ-
ÛËÐÐÞÏË ÒÑÒÓÂÄÍÂÏË ar, Õ.Ç. ~cr � arcr. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä
³³³± ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ Ë ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÂâ ÐÑÏÇÐÍÎÂÕÖÓÂ
ÅÓÖÒÒËÓÑÄÍË ÔÎÂÅÂÇÏÞØ Ä (63) (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [57, 58]).

²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÆÎâ ÏÑÆÇÎÇÌ J1 ë J2 Ë J1 ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ËÊ
ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÊÂÐÖÎÇÐËÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÔÎÂÅÂÇ-
ÏÞØ.
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Themain ideas and themost important results of the spherically symmetric self-consistent approach and a number of related theoretical
algorithms are presented. These methods make it possible to study low-dimensional Heisenberg-type spin models, including frustrated
ones, with careful consideration of the theoretic (MerminëWagner andMarshall) theorems, as well as the site spin constraint. Thus, the
diféculties that may arise in the traditional analysis of low-dimensional magnetic systems are avoided. The approach can also be applied
to the spin-pseudospin model, and is also embedded in more complex constructions when considering spin models with free carriers,
such as the basic and three-band Hubbard models, tÿJ and sÿdmodels, and the Kondo lattice.
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