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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ ÛÍÑÎßÐÑÏ ÍÖÓÔÇ ×ËÊËÍË ËÊÖÚÂÇÕÔâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ÊÂ-
ÆÂÚÂ Ñ ÆÄËÉÇÐËË ÕÇÎÂ ÒÓË ÇÅÑ ÃÓÑÔÍÇ ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ Í ÅÑ-
ÓËÊÑÐÕÖ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÒÑÎÇ ÕâÉÇÔÕË [1, 2]. £ ÓÂÏÍÂØ

ÏÇØÂÐËÍË ¯ßáÕÑÐÂ, ÕÓÂÇÍÕÑÓËÇÌ ÆÄËÉÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ
ÒÂÓÂÃÑÎÂ, Ë ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÆÂÎßÐÑÔÕß ÃÓÑÔÍÂ ÐÂÆ ÅÑÓË-
ÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕßá ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÇ
ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÒÓË ÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÖÅÎÇ
45�, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÏ ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË.
¶ËÊËÚÇÔÍËÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÑËÔÍ ÖÅÎÂ, ÑÃÇÔÒÇÚË-
ÄÂáÜÇÅÑ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÖá ÆÂÎßÐÑÔÕß ÃÓÑÔÍÂ, Ä ÒÑÔÕÂÐÑÄ-
ÍÇ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍË [3, 4]. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË
ÔÍÑÓÑÔÕâØ ÃÓÑÔÍÂ ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛËØ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕ ÃÖÆÇÕ ÃÎËÊÑÍ Í ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá 45�.
³ÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß (Ë àÕÑ ÒÑÆÕÄÇÓÆËÎÑÔß Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ
ÓÂÃÑÕÇ), ÚÕÑ Ä ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
ÃÓÑÔÍÂ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÃÖÆÇÕ ÑÕÎËÚÂÕßÔâ. ¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ,
ÚÕÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÕÇÎÂ Ä ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÏ ÔËÎÑÄÑÏ ÒÑÎÇ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÂ, ÍÂÍ Ä ÔÎÖÚÂÇ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ [5], ÕÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ [6], ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÐÂØÑÉÆÇÐËË ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÅÎÂ, ÒÓË
ÍÑÕÑÓÑÏ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÃÓÑÔÑÍ Ô ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÆÂÎß-
ÐÑÔÕßá, ÆÑ àÕÑÅÑ ÐÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÂÔß. ±ÑàÕÑÏÖ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄÑÄÂÎË ÍÂÍ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ, ÕÂÍ Ë ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÇÛÇÐËâ ÖÍÂÊÂÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË Ä ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ
ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÊÂÆÂÚÂ Ñ
ÐÂØÑÉÆÇÐËË ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÅÎÂ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ÃÓÑÔÍÂ
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÆÂÎßÐÑÔÕË Ë ÐÂÌÆÇÐÑ ÇÅÑ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÓË ÄÇÎËÚËÐÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÖÔÕÓÇÏÎÈÐ-
ÐÑÌ Í ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ.

2. ±ÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË
Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ

©ÂÓâÉÇÐÐÖá ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÖá ÕÑÚÍÖ ÃÓÑÔÂáÕ ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ Í
ÅÑÓËÊÑÐÕÖ ÐÂÆ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕßá Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ, ÔËÎÑÄÞÇ ÎËÐËË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐÞ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑ. ±ÓË àÕÑÏ ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß Ë ÖÅÑÎ
ÃÓÑÔÍÂ ÔÚËÕÂáÕÔâ ÊÂÆÂÐÐÞÏË. ¥ÄËÉÇÐËÇ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ
ÕÑÚÍË ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÏÖ ÑÃÑÃÜÇÐËá ÄÕÑ-
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ÓÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ ¯ßáÕÑÐÂ:

dp

dt
� qE ;

ÅÆÇ p � gmv ì ËÏÒÖÎßÔ ÕÇÎÂ, m ì ÏÂÔÔÂ ÕÇÎÂ, v ì ÔÍÑ-
ÓÑÔÕß ÕÇÎÂ, g � 1=�1ÿ b 2�1=2 ìÎÑÓÇÐÙ-×ÂÍÕÑÓ, b�jvj=cì
ÒÓËÄÇÆÈÐÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß, c ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ, q ì àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍËÌ ÊÂÓâÆ, Eì ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ.

¯ÂØÑÉÆÇÐËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÆÄËÉÇÐËâ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚ-
ÍË Ä ÆÇÍÂÓÕÑÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ �x; y� ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÓÇÛÇÐËá
ÔËÔÕÇÏÞ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÂ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ

ÔÍÑÓÑÔÕË v �
�
u�t�
v�t�

�
:

d

dt

�
u�����������������������������������

1ÿ �u 2 � v 2�=c 2p �
� 0

d

dt

�
v�����������������������������������

1ÿ �u 2 � v 2�=c 2p �
� ÿg

8>>><>>>: ; �1�

ÊÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÖÔÍÑÓÇÐËÇÏ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÒÂÆÇÐËâ ÕÇÎÂ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÒÑÎÇ g �
� jqE=mj ì ÑÕÐÑÛÇÐËÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÎÞ, ÆÇÌÔÕÄÖá-
ÜÇÌ ÐÂ ÊÂÓâÉÇÐÐÖá ÚÂÔÕËÙÖ, Í ÇÈ ÏÂÔÔÇ.

±ÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÊÐÂÍ ÊÂÓâÆÂ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË ÕÂ-
ÍÑÄ, ÚÕÑ ÔËÎÂ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÂâ ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÞ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÄÐËÊ.

¯ÂÚÂÎßÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÃÓÑÔÍÂ:

u�0� � V0 cos �a0�; v�0� � V0 sin �a0� ;
ÅÆÇ V0 ì ÄÇÎËÚËÐÂ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË, a0 2 �0; �p=2��ì
ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÖÅÑÎ ÃÓÑÔÍÂ.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËá, Ë ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÆÂÎßÐÑÔÕß ÃÓÑÔÍÂ, ÄÞÔÕÖ-
ÒÂáÕ ÄÇÎËÚËÐÞ V0 Ë a0. ´ÓÇÃÖÇÕÔâ ÐÂÌÕË ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÖÅÑÎ
a0, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÆÂÎßÐÑÔÕß
ÃÓÑÔÍÂ. ¯ÂÚÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕßV0 âÄÎâÇÕÔâ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ.

2.1. ´ÓÂÇÍÕÑÓËâ ÃÓÑÔÍÂ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË
Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ
ªÊ ÔËÔÕÇÏÞ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (1) ÔÎÇÆÖÇÕ:

u�����������������������������������
1ÿ �u 2 � v 2�=c 2p � A1

v�����������������������������������
1ÿ �u 2 � v 2�=c 2p � A2 ÿ gt

8>><>>: ;

ÅÆÇ A1, A2 ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ, ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑÕÑÓÞØ ÐÂØÑÆâÕÔâ ËÊ
ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (t � 0):

A1 � u�0�������������������������������������������������
1ÿ ÿu 2�0� � v 2�0��=c 2q � V0 cos �a0�����������������������

1ÿ V 2
0 =c

2

q
A2 � v�0�������������������������������������������������

1ÿ ÿu 2�0� � v 2�0��=c 2q � V0 sin �a0�����������������������
1ÿ V 2

0 =c
2

q : �2�

±ÑÎÖÚÂÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÂ ÍÑÏ-

ÒÑÐÇÐÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕË

�
u�t�
v�t�

�
:

u 2 �
�
1ÿ u 2 � v 2

c 2

�
A 2

1

v 2 �
�
1ÿ u 2 � v 2

c 2

�
�A2 ÿ gt�2

8>>><>>>: :

²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÔÄâÊË (2) ÍÑÐÔÕÂÐÕ A1,
A2 Ô ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä
ÄËÆÇ:

u�t��c
b0 cos �a0�����������������������������������������������������������������������������������������������

1ÿb 2
0 sin

2 �a0��
ÿ
b0 sin �a0�ÿ�gt=c�

������������
1ÿb 2

0

q �2r

v�t��c
b0 sin �a0� ÿ �gt�=c

��������������
1ÿ b 2

0

q
����������������������������������������������������������������������������������������������
1ÿb 2

0 sin
2 �a0��

ÿ
b0 sin �a0�ÿ�gt=c�

������������
1ÿb 2

0

q �2r ;

�3�

ÅÆÇ b0 � V0=cì ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß.
©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÕÇÎÂ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ

ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (3) Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâ-
ÏË x�0� � 0, y�0� � 0:

x�t��c 2

g

b0 cos �a0���������������
1ÿ b 2

0

q "
arsh

 �gt=c� ������������
1ÿb 2

0

q
ÿb0 sin �a0���������������������������������

1ÿ b 2
0 sin

2 �a0�
q !

�

� arsh

 
b0 sin �a0���������������������������������

1ÿ b 2
0 sin

2 �a0�
q !#

y�t� � c 2

g
�

�
1ÿ

�������������������������������������������������������������������������������������������
1ÿb 2

0 sin
2�a0��

ÿ
b0 sin �a0�ÿ�gt=c�

�����������
1ÿb 2

0

q �2r
��������������
1ÿ b 2

0

q :

�4�

±ÓË ÄÞÄÑÆÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ
arsh �a=

��������������
1ÿ a 2
p

� � arth�a�.
ªÔÍÎáÚÂâ ÄÓÇÏâ t ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÕÓÂÇÍ-

ÕÑÓËá ÒÑÎÈÕÂ ÕÇÎÂ Ä ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ (x; y�:

y�c 2

g

1ÿ
������������������������������
1ÿb 2

0 sin
2 �a0�

q
ch

"
gx

c 2

������������
1ÿb 2

0

q
b0 cos �a0�

ÿarth ÿb0 sin �a0��
#

��������������
1ÿ b 2

0

q :

�5�

£ÓÇÏâ ÆÑÔÕËÉÇÐËâ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÄÞÔÑÕÞ TH ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ v�TH� � 0, Ë ÄÓÇÏâ ÒÑÎÈÕÂ ÕÇÎÂ TL,
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ y�TL� � 0, ÓÂÄÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ:

TH � c

g

b0 sin �a0���������������
1ÿ b 2

0

q ; TL � 2c

g

b0 sin �a0���������������
1ÿ b 2

0

q � 2TH : �6�

£ÞÔÑÕÂ ÒÑÎÈÕÂ H � y�TH� Ë ÆÎËÐÂ ÒÑÎÈÕÂ L � x�TL�
ÓÂÄÐÞ:

H � c 2

g

1ÿ
��������������������������������
1ÿ b 2

0 sin
2 �a0�

q
��������������
1ÿ b 2

0

q ;

L � 2c 2

g

b0��������������
1ÿ b 2

0

q cos �a0� arth
ÿ
b0 sin �a0�

�
: �7�

´. 196, å 10 ®¡¬³ª®¡­¾¯¡Á ¥¡­¾¯°³´¾ ²¦­Á´ª£ª³´³¬°¤° ¢²°³¬¡ ´¦­¡ 1115



2.2. ±ÓËÏÇÓÞ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ a0 Ë b0
Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ
¹ÕÑÃÞ ÒÑÐâÕß ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÊÂÍÑÐÑÏÇÓÐÑÔÕË ÆÄËÉÇÐËâ ÕÇÎÂ
ÒÓË ÃÓÑÔÍÇ Ô ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÏË ÔÍÑÓÑÔÕâÏË, ÒÑÔÕÓÑËÏ
ÅÓÂ×ËÍ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ
a0 Ë b0. ¥Îâ ÐÂÅÎâÆÐÑÔÕË ÅÓÂ×ËÍË ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÕß Ä
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÞ ÆÎËÐÞ
ÒÓËÄÑÆâÕÔâ Í c 2=g:

�x � gx

c 2
; �y � gy

c 2
:

£ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËË ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÄËÆ:

�y �
1ÿ

������������������������������
1ÿb 2

0 sin
2 �a0�

q
ch

" ������������
1ÿb 2

0

q
b0 cos �a0�

�xÿarth ÿb0 sin �a0��
#

��������������
1ÿ b 2

0

q :

�8�

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 1 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÃÓÑÔÍÂ ÕÇÎÂ Ä
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÐÂ-
ÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÅÎÂ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ë ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÏÖ ÒÓÇÆÇÎÖ.

2.3. µÅÑÎ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÆÂÎßÐÑÔÕË ÃÓÑÔÍÂ
ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
(ÔÎÖÚÂÌ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ)
¯ÂÌÆÈÏ ÖÅÑÎ amax, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÏÂÍÔËÏÂÎß-
ÐÂâ ÆÎËÐÂ ÃÓÑÔÍÂ ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË b0. ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7) ÖÔÎÑÄËÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ, ÒÓËÏÇÐÈÐ-
ÐÑÇ ÆÎâ L, ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÓÂÐÔÙÇÐÆÇÐÕÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

cos 2 �amax�
1ÿ b 2

0 sin
2 �amax�

� sin �amax�
arth

ÿ
b0 sin �amax�

�
b0

: �9�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (9) ÎÇÅÍÑ ÓÇÛÂÇÕÔâ ÚËÔÎÇÐÐÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞ-
ÏË ÏÇÕÑÆÂÏË, ÑÕÍÖÆÂ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß amax�b0�,
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÂâ ÐÂ ÓËÔ. 2.

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÖÅÑÎ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÆÂÎßÐÑÔÕË ÃÓÑÔÍÂ
ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË. ±ÓË ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÒÓËÃÎËÉÂáÜÇÌÔâ Í ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË ÔÄÇÕÂ, ÖÅÑÎ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÆÂÎßÐÑÔÕË ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í
ÊÐÂÚÇÐËá, ÒÓËÏÇÓÐÑ ÓÂÄÐÑÏÖ 56;5�.

ªÐÕÇÓÇÔÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË b0 ! 1 ÄÇÎËÚËÐÂ amax ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í
ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÇ. ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË
b0 � 1 ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ:

sin �amax; c� arth
ÿ
sin �amax; c�

� � 1 ; �10�

ÅÆÇ ËÐÆÇÍÔ c Ä ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËË amax; c ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓÇÆÇÎß-
ÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂá V0 ! c.

¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÐÂÚÇ-
ÐËá amax; c � 56;5�.

³ÕÑËÕ ÑÃÓÂÕËÕß ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÌ ÒÓÇ-
ÆÇÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ V0 ! c ÐÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÆÄËÉÇÐËÇ ÔÄÇÕÂ (×Ñ-
ÕÑÐÂ). ªÊ ÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕ-
ÔÖÕÔÕÄËÇ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ, ×ÑÕÑÐÞ ÃÖÆÖÕ ÆÄËÅÂÕßÔâ ÒÑ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËË.

3. ¥ÄËÉÇÐËÇ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ

£ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄËÉÇÐËÇ ÕÇÎÂ Ä ÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÏ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÑÃÜÇÌ
ÕÇÑÓËÇÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË (°´°). ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÓÂÍÕÑÄÍÇ °´° ÐÂ ÕÇÎÑ ÐÇ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÔËÎÂ Ä ÒÓâÏÑÏ
ÔÏÞÔÎÇ, Â ÕÓÂÇÍÕÑÓËÇÌ ÆÄËÉÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÂâ Ä
ËÔÍÓËÄÎÈÐÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ë ÄÓÇÏÇÐË. ³ÑØÓÂÐââ ÂÐÂÎÑ-
ÅËá Ô ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÏ ÓÂÐÐÇÇ ÆÄËÉÇÐËÇÏ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ, ÏÇÕÓËÍÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ë ÄÓÇÏÇÐË
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÔÍÂÕß Ä ÄËÆÇ:

ds 2 � a �y� dt 2 ÿ �dx 2 � dy 2 � dz 2� :

®ÇÕÓËÍÂ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ë ÄÓÇÏâ, ÆÑÎÉ-
ÐÂ âÄÎâÕßÔâ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ (ÃÖÆÇÏ ÒÑ-
ÎÂÅÂÕß ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍÖá ÒÑÔÕÑâÐÐÖá L ÐÖÎÇÄÑÌ):

Ri
k ÿ

1

2
Rd i

k �
8pg
c 4

Ti
k ; �11�

4,0�10ÿ5
3,5�10ÿ5
3,0�10ÿ5
2,5�10ÿ5
2,0�10ÿ5
1,5�10ÿ5
1,0�10ÿ5
5,0�10ÿ6

0
0,00001 0,00003 0,00005 0,00007 0,00009

�x

�y

b0 � 0,01

60�

30�

45�

3,5

3,0

2,5

2,0

1,0

1,5

0,5

�y

0
1 2 3 4 5 6 7 8 9

�xb0 � 0,99

60�

30�

45�

�x

0,12

0,10

0,08

0,06

0,04

0,02

�y

0
0,05 0,10 0,15 0,20 0,300,25

b0 � 0,5

60�

30�

45�

²ËÔ. 1.´ÓÂÇÍÕÑÓËË ÃÓÑÔÍÂ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÅÎÂ: ÔËÐââ ÍÓËÄÂâì
30�, ÊÇÎÈÐÂâ ÍÓËÄÂâ ì 45�, ×ËÑÎÇÕÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ ì 60�.

90

a m
a
x

85

80

75

70

65

60

55

50

45
0 0,2 0,4 0,6 0,8

bb00
1,0

²ËÔ. 2. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÖÅÎÂ amax ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÆÂÎßÐÑÔÕË ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ
ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË b0 ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ.
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ÊÆÇÔß Ri
k ì ÕÇÐÊÑÓ ²ËÚÚË, R � Ri

i ì ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ,
g ì ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ, Ti

k ì ÕÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË ë
ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÂÕÇÓËË.

£ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÇÎÑ ÆÄËÉÇÕÔâ Ä ÒÖÔÕÑÕÇ,
ÒÑàÕÑÏÖ Ti

k � 0, ÕÑÅÆÂ ÔÄÈÓÕÍÂ (11) ÒÑ ËÐÆÇÍÔÂÏ i, k,
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ R � 0. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ
ËÊÄÇÔÕÐÞÌ ÄËÆ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ä ÒÖÔÕÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ:

Ri
k � 0 : �12�

´ÇÐÊÑÓ ²ËÚÚË ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÕÇÐÊÑÓ ÍÓËÄËÊÐÞ Ri
klm

ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÔÄÈÓÕÍË Rik � Rs
isk. £ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß, ÕÇÐÊÑÓ

ÍÓËÄËÊÐÞ ÓÂÔÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÔËÏÄÑÎÑÄ
¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ G i

kl:

Ri
klm �

qG i
km

qx l
ÿ qG i

kl

qxm
� G i

slG
s
km ÿ G i

smG
s
kl : �13�

³ËÏÄÑÎÞ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ G i
kl ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÏÇÕÓË-

ÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ gi k:

G i
kl �

1

2
g ir

�
qgrk
qx l
� qgrl
qxk
ÿ qgkl

qxr

�
: �14�

£ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ ËÏÇÇÕ
ÄËÆ:

gik �
a�y� 0 0 0

0 ÿ1 0 0
0 0 ÿ1 0
0 0 0 ÿ1

0B@
1CA :

´ÑÅÆÂ ÑÕÎËÚÐÞÇ ÑÕ ÐÖÎâ ÔËÏÄÑÎÞ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ
ÓÂÄÐÞ:

G 0
0y �

1

2

a 0

a
; G y

00 �
1

2
a 0 :

µÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ä ÒÖÔÕÑÕÇ Rik � 0 ÒÓËÄÑÆâÕ Í
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

a 00a � 1

2
a 02 : �15�

´ÂÍËÏÑÃÓÂÊÑÏ,ÏÇÕÓËÍÂ, âÄÎâáÜÂâÔâ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ (11) ËÏÇÇÕ ÄËÆ:

ds 2 � y 2 dt 2 ÿ �dx 2 � dy 2 � dz 2� : �16�

®ÇÕÓËÍÂ (16) ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÏÇÕÓËÍÑÌ ²ËÐÆÎÇÓÂ. ¬ÑÐ-
ÔÕÂÐÕÞ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (15)
ÄÞÃÓÂÐÞ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÐÂØÑ-
ÆËÎÂÔß Ä ÕÑÚÍÇ y � 0. ±ÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÍÑ-
ÑÓÆËÐÂÕÞ t Ô ÒÑÏÑÜßá ÑÃÞÚÐÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃËÓÑÄÂÐËâ,
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÔÍÎáÚËÕß ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ËÐÕÇÅÓËÓÑ-
ÄÂÐËâ ËÊ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÕÑÚÍÂ y � 0 ÔÑ-
ÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÅÑÓËÊÑÐÕÖ ÔÑÃÞÕËÌ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÆÐÑ-
ÏÇÓÐÑÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑ-
ÎÇÏ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ, ËÏÇáÜÇÌ ×ÑÓÏÖ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.

¯ÇÐÖÎÇÄÞÇ ÔËÏÄÑÎÞ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ Ä ÏÇÕÓËÍÇ ²ËÐÆ-
ÎÇÓÂ:

G 0
0y �

1

y
; G y

00 � y : �17�

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË Ä ÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÏ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ ÄÞÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÍÑÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá:

Dui

ds
� du i

ds
� G i

kl u
ku l � 0 : �18�

£ ÓÂÊÄÈÓÐÖÕÑÏ ÄËÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18) ÊÂÆÂÈÕ ÔËÔÕÇÏÖ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:

d2t

ds 2
� 2

y

dt

ds

dy

ds
� 0

d2x

ds 2
� 0

d2y

ds 2
� y

�
dt

ds

�2

� 0

8>>>>>>><>>>>>>>:
: �19�

ªÊ ÔËÔÕÇÏÞ (19) ÏÑÉÐÑ ËÔÍÎáÚËÕß ËÐÕÇÓÄÂÎ s Ë ÑÔÕÂ-
ÄËÕß ÕÑÎßÍÑ âÄÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ t. °ÕÏÇ-
ÕËÏ, ÚÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓ t ÐÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÂÒÓâÏÖá ÍÂÍÑÏÖ-
ÎËÃÑ ×ËÊËÚÇÔÍÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË. ¹ÕÑÃÞ ËÔÍÎáÚËÕß s, ÐÂÆÑ
ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÒÓÂÄËÎÑÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ ÔÎÑÉ-
ÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË d=ds � �dt=ds��d=dt�, Ë ÒÓË ÄÊâÕËË ÄÕÑÓÑÌ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÒÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÖ d2=ds 2 � �d2t=ds 2��d=dt��
��dt=ds�2�d2=dt 2� ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÒÇÓÄÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
ËÊ (19). ´ÑÅÆÂ ÒÑÎÖÚËÕÔâ d2=ds 2 � �dt=ds�2 ��d2=dt 2�ÿ
ÿ�2=y��dy=dt��d=dt��. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÆÂÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ,
ÔËÔÕÇÏÖ (19) ÏÑÉÐÑ ÔÄÇÔÕË Í ÄËÆÖ:

d2x

dt 2
� 2

y

dy

dt

dx

dt

d2y

dt 2
� 2

y

�
dy

dt

�2

ÿ y

8>>><>>>: : �20�

¯ÂÚÂÎßÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ: x�0� � 0, y�0� � y0, dx�0�=dt �
� V0 cos �a0�, dy�0�=dt � V0 sin �a0�, ÅÆÇ t ì ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ
ÄÓÇÏâ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ, ÐÂØÑÆâÜÇÅÑÔâ Ä ÕÑÚÍÇ ÃÓÑÔÍÂ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÎÂÔß ÎÑÍÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß, ÄÑÔÒÓËÐËÏÂÇÏÂâ ÐÂ-
ÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ, ÐÂØÑÆâÜËÏÔâ Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÃÓÑÔÍÂ.
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÇÓÇÔÚÈÕ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ t ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆËÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ c dt � �������

g00
p

dx 0. ´ÑÅÆÂ ÐÂÚÂÎß-
ÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÒÇÓÇÒËÛÖÕÔâ Ä ÄËÆÇ:

x�0� � 0 ; y�0� � y0 ;
dx�0�
dt
� y0

c
V0 cos �a0� ;

dy�0�
dt
� y0

c
V0 sin �a0� : �21�

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (20) Ô ÖÚÈÕÑÏ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ
(21) ËÏÇÇÕ ÄËÆ:

x�t� � y0 �V0=c� cos �a0� sh�t�
ch�t� ÿ �V0=c� sin �a0� sh�t� ;

y�t� � y0
ch�t� ÿ �V0=c� sin �a0� sh�t� : �22�

°ÃÐÖÎÇÐËÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ �dy�t1��=dt � 0 ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÐÂÌÕË ÄÓÇÏâ ÆÑÔÕËÉÇÐËâ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÄÞÔÑÕÞ TH.
£ÓÇÏâ ÒÑÎÈÕÂ ÕÇÎÂ TL ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ y�t2� �
� y0. ³ÕÑËÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÄÓÇÏâ ÊÆÇÔß ÒÑÐËÏÂÇÕÔâ ÒÑ
ÚÂÔÂÏ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ, ÐÂØÑÆâÜÇÅÑÔâ Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍÇ
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ÃÓÑÔÍÂ ÕÇÎÂ.

TH � y0
c

t1 � y0
c

arth

��
V0

c

�
sin a0

�
;

TL � y0
c

t2 � 2
y0
c

arth

��
V0

c

�
sin a0

�
: �23�

¥Îâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÐÖÉÐÑ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÕÓÈØÏÇÓÐÞÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ
ÕÇÐÊÑÓ dl 2 � gab dx

a dx b, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÔÑ-
ÑÕÐÑÛÇÐËÇ gabg

be � ÿd e
a .

£ ÔËÎÖ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÚÂÔÕß ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÏÇÕÓËÍË âÄÎâÇÕÔâ
ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ Ë ÑÃÐÖÎÇÐÞ ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÒÇÓ-
ÄÑÌ ÔÕÓÑÍË ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ g0a � 0, ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ, Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, Ä ÕÑÚÐÑÔÕË ÓÂÄÐÑ ÊÐÂÚÇÐËá
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ dl 2 � dx 2 � dy 2 � dz 2. £ÞÔÑÕÂ ÒÑÎÈÕÂ H �
� y�t1� ÿ y0 Ë ÆÎËÐÂ ÒÑÎÈÕÂ L � x�t2� ÓÂÄÐÞ:

H � y0

�
1��������������������������������������

1ÿ �V0=c�2 sin 2 a0
q ÿ 1

�
;

L � 2y0

�
V0

c

�2
sin a0 cos a0

1ÿ �V0=c�2 sin 2 a0
: �24�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ V0 � c, ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎß Ä
(24) ÑÃÐÖÎËÕÔâ, ÇÔÎË ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÖÅÑÎ a0 ! p=2. ´Ñ ÇÔÕß
ÆÎâ ÑÃÝÇÍÕÑÄ, ÆÄËÉÖÜËØÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÔÄÇÕÂ, ÆÎËÐÂ
ÃÓÑÔÍÂ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË.±ÓË
àÕÑÏ ÇÔÎË ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ÕÑÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ a0 �
� p=2, ÐÇ ÖÔÕÓÇÏÎââV0 ! c, ÕÑ ÆÎËÐÂ ÃÓÑÔÍÂL � 0. ´ÂÍÑÇ
ÓÂÊÓÞÄÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË L ÕÓÇÃÖÇÕ ÑÃÝâÔÐÇÐËâ.
¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓË V0 � c Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ
(22), ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ a0 � p=2, ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÓÂÇÍÕÑÓËË y�t� �
� y0e

t � y0 � ct. ´Ñ ÇÔÕß ÑÃÝÇÍÕ, ÆÄËÉÖÜËÌÔâ ÔÑ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá ÔÄÇÕÂ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑ ÄÄÇÓØ, ÐËÍÑÅÆÂ ÐÇ ÖÒÂÆÈÕ Ë
ÃÖÆÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÓÂÔÔÕÑâÐËá ÖÆÂÎâÕßÔâ ÑÕ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÅÑÓËÊÑÐÕÂ ÔÑÃÞÕËÌ. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓâÏÂâ ÒÑÆ-
ÔÕÂÐÑÄÍÂ V0 � c Ä (24) ÒÓË a0 � p=2 ÐÇÆÑÒÖÔÕËÏÂ.

³ÕÑËÕ ÑÃÓÂÕËÕß ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ Ä ×ÑÓÏÖÎÞ (24) ÄØÑÆËÕ
ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÇ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ y0 ÕÇÎÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÅÑÓËÊÑÐÕÂ ÔÑÃÞÕËÌ. ³ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÐßáÕÑÐÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË
ÏÑÉÇÕ ÒÑÍÂÊÂÕßÔâ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÄÞÏ, ÚÕÑ ÄÞÔÑÕÂ Ë ÆÂÎß-
ÐÑÔÕß ÃÓÑÔÍÂ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ y0. ¯Â ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, Ä ÔÎÖ-
ÚÂÇ V05c, ÕÇÎÑ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ ËÊ-
ÏÇÐâÇÕ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ j�yÿy0�=
=y0j5 1, Ë ÄÞÓÂÉÇÐËÇ c 2=y0 � g ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÏÇÔÕÐÑÇ
ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÒÂÆÇÐËâ, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÐßáÕÑÐÑ-
ÄÑÌ ÕÇÑÓËÇÌ. £ ÆÂÐÐÑÌ ÕÓÂÍÕÑÄÍÇ, ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÖÔÍÑÓÇÐËâ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÒÂÆÇÐËâ g ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÆÑ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ ÔÑÃÞÕËÌ
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ËÊ-ÊÂ à××ÇÍÕÂ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ÄÓÇÏÇÐË.

ªÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (22) ÆÎâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÏÑÉÐÑ ËÔÍÎáÚËÕß
ÄÓÇÏâ, ÕÑÅÆÂ ÒÑÎÖÚËÕÔâ âÄÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß y ÑÕ x:

y �
���������������������������������������������������������������������������������������������
y2
0 � 2y0 tg �a0�xÿ

ÿ
1ÿ �V0=c�2 sin 2 �a0�

�
�V0=c�2 cos2 �a0�

x 2

s
: �25�

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (25) ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ×ÂÍÕÑÏ [6],
ÚÕÑ ÆÄËÉÇÐËÇ ÚÂÔÕËÙ Ä ÏÇÕÓËÍÇ ²ËÐÆÎÇÓÂ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÑ
ÆÖÅÂÏ àÎÎËÒÔÑÄ, ÙÇÐÕÓ ÍÑÕÑÓÞØ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÇ
ÔÑÃÞÕËÌ y � 0. ±ÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÍÑÓÑÔÕË ÚÂÔÕËÙÞ Í
ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ, àÎÎËÒÔ ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß.

3.1. ±ÓËÏÇÓÞ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ a0 Ë b0
Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ
¹ÕÑÃÞ ËÊÑÃÓÂÊËÕß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ a0 Ë b0 ÖÆÑÃÐÑ ÒÇÓÇÌÕË Ä ÃÇÊÓÂÊ-
ÏÇÓÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÄÞÃÇÓÇÏ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ y0 Ë, ÒÓË àÕÑÏ, ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ y ÊÂ ÄÞÚÇÕÑÏ y0, ÚÕÑÃÞ ÐÂÚÂÎÑ ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËË ÒÓËØÑÆËÎÑÔß Ä ÐÑÎß:

�x � x

y0
; �y � y

y0
ÿ 1 :

´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ:

�y �
����������������������������������������������������������������������������
1� 2tg �a0� �xÿ

ÿ
1ÿ b 2

0 sin
2 �a0�

�
b 2
0 cos

2 �a0�
�x 2

s
ÿ 1 :

�26�
¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 3 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÃÓÑÔÍÂ ÕÇÎÂ Ä

ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ
ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÅÎÂ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ë ÕÓÂ-
ÇÍÕÑÓËâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÏÖ ÒÓÇÆÇÎÖ.

3.2. µÅÑÎ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÆÂÎßÐÑÔÕË ÃÓÑÔÍÂ
ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
(ÔÎÖÚÂÌ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ)
¯ÂÌÆÈÏ ÖÅÑÎ amax, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÏÂÍÔËÏÂÎß-
ÐÂâ ÆÂÎßÐÑÔÕß ÃÓÑÔÍÂ ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË b0. ªÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (24) ÔÎÇÆÖÇÕ:

amax � arcsin
1��������������

2ÿ b 2
0

q : �27�

¤ÓÂ×ËÍ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË (27) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÐÂ ÓËÔ. 4.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÆÎËÐÂ ÃÓÑÔÍÂ ÒÓË ÊÂÆÂÐ-

ÐÑÏ b0 ÆÂÈÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ:

Lmax � y0b
2
0��������������

1ÿ b 2
0

q :

4,0�10ÿ5
3,5�10ÿ5
3,0�10ÿ5
2,5�10ÿ5
2,0�10ÿ5
1,5�10ÿ5
1,0�10ÿ5
5,0�10ÿ6

0
0,00001 0,00003 0,00005 0,00007 0,00009

�x

�y

b0 � 0,01

60�

30�

45�

�x

0,12

0,10

0,08

0,06

0,04

0,02

�y

0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,300,25
b0 � 0,5

60�

30�

45�

�y

0
2,01,50,5 1,0 2,5 3,0

�x
b0 � 0,99

60�

30�

45�

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

²ËÔ. 3. ´ÓÂÇÍÕÑÓËË ÃÓÑÔÍÂ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÅÎÂ: ÔËÐââ
ÍÓËÄÂâ ì 30�, ÊÇÎÈÐÂâ ÍÓËÄÂâ ì 45�, ×ËÑÎÇÕÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ ì 60�.
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¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 4 ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÖÅÎÂ ÏÂÍÔËÏÂÎß-
ÐÑÌ ÆÂÎßÐÑÔÕË ÃÓÑÔÍÂ ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË âÄÎâÇÕÔâ
ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÇÌ. ±ÓË ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË,
ÒÓËÃÎËÉÂáÜÇÌÔâ Í ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ, ÖÅÑÎ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ
ÆÂÎßÐÑÔÕË ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í 90�.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÑÃÜÂâ ÕÇÑÓËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕ ÆÄËÉÇÐËÇ ÔÄÇÕÂ, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÓÇÆÇÎ b0 ! 1 Ä ÕÑÚÐÑÔÕË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÆÄËÉÇÐËá ×ÑÕÑÐÂ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ.

4. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

£ ÓÂÃÑÕÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÐÂØÑÉÆÇ-
ÐËË ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÅÎÂ ÃÓÑÔÍÂ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÆÂÎßÐÑÔÕË Ä
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÔËÎÑÄÑÏ ÒÑÎÇ ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË
ÄÇÎËÚËÐÞ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË. ¢ÞÎË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÔÎÖ-
ÚÂË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ¥Îâ ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂÇÄ ÐÂÌÆÇÐÞ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÆÄËÉÇÐËâ ÕÇÎÂ, ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ
ÆÂÎßÐÑÔÕË, ÄÞÔÑÕÞ, ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÎÈÕÂ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ

ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÅÎÂ ÃÓÑÔÍÂ.
ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÕÇÎÂ ì ÍÑÅÆÂ
ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÃÓÑÔÍÂ ÏÂÎÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá ÔÑ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá ÔÄÇÕÂ Ë ÓÇÂÎËÊÖáÕÔâ ÖÔÎÑÄËâ ÐßáÕÑÐÑÄÔÍÑÌ
ÏÇØÂÐËÍË, Ë ÍÑÅÆÂ ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÓËÃÎËÉÂÇÕÔâ Í
ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ ÄÞÄÇÆÇÐÑ ÐÇâÄÐÑÇ ÕÓÂÐÔÙÇÐÆÇÐÕÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ,
ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÇ ÖÅÑÎ ÃÓÑÔÍÂ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÆÂÎßÐÑÔÕË Ô
ÄÇÎËÚËÐÑÌ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË. £ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÖÅÎÂ ÏÂÍÔËÏÂÎß-
ÐÑÌ ÆÂÎßÐÑÔÕË ÃÓÑÔÍÂ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ âÄÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ.
±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ä ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÖÅÑÎ ÃÓÑÔÍÂ ÏÂÍÔËÏÂÎß-
ÐÑÌ ÆÂÎßÐÑÔÕË âÄÎâÇÕÔâ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÇÌ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ ÄÇÎËÚËÐÞ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË. £ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÖÅÑÎ ÃÓÑÔÍÂ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ
ÆÂÎßÐÑÔÕË ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÑÕ 45� ÒÓË ÏÂÎÞØ, ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá
ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÔÄÇÕÂ, ÔÍÑÓÑÔÕâØ ÆÑ � 56;5� ÒÓË ÔÍÑÓÑÔÕâØ,
ÔÕÓÇÏâÜËØÔâ Í ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÖÅÑÎ ÃÓÑÔÍÂ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÆÂÎß-
ÐÑÔÕË ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÑÕ 45� ÒÓË ÏÂÎÞØ, ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá ÔÑ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá ÔÄÇÕÂ, ÔÍÑÓÑÔÕâØ ÆÑ 90� ÒÓË ÔÍÑÓÑÔÕâØ, ÔÕÓÇÏâ-
ÜËØÔâ Í ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ.
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The maximum range of a relativistic throw in a uniform force éeld

M.A. Demyanov �1; 2; a�, N.A. Kondratenko �2; b�
�1�Zhukovskii Central Aerohydrodynamics Institute, ul. Zhukovskogo 1, 140180 Zhukovskii, Moscow Region, Russian Federation
�2�Moscow Institute of Physics and Technology (National Research University),
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The problem of relativistic physics is solved to énd the initial angle of a maximum range throw in a uniform force éeld with a éxed initial
velocity. Two physically different formulations are considered: the relativistic motion of a charged particle in a uniform electric éeld,
and the motion of a particle in a uniform gravitational éeld in accordance with the general theory of relativity. It is shown that the
maximum range throw angle in both cases monotonously depends on the initial velocity, increasing from 45� for velocities small
compared to the speed of light to approximately � 56;5� for motion in a uniform electric éeld and to 90� for motion in a uniform
gravitational éeld, at velocities approaching the speed of light.
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