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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ ÓÂÃÑÕÂØ ÂÄÕÑÓÑÄ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßË ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑ-
ÄÂÐÂ à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ
ÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄ ÒÑÎâÏË ÕÑÚÇÚÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄ [1] Ë ÕÑÚÇÚÐÞØ
ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ [2]. £ ÑÔÐÑÄÇ ÕÂÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÎÇÉËÕ
ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ, ÔÄâÊÂÐÐÞÌ ÔÏËÐËÏËÊÂÙËÇÌ àÎÇÍÕ-
ÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÂÏ ÊÂÓâÆÑÄ Ë ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎÇÌ Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ ÕÑÚÇÍ ËØ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË.

±ÓË ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÐÖÉÐÑ ÃÞÎÑ ÐÂØÑ-
ÆËÕß, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, àÐÇÓÅËá ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÕÑÚÇÚÐÞØ
ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎß-

ÕËÒÑÎÇÌ ÄÔÇØ ÒÑÓâÆÍÑÄ ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÕ Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËâØ ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎÑÄ ÒÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏ ÏÖÎßÕËÒÑÎâÏ Ô×ÇÓÞ
[3 ë 6]. ±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ àÕËØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÔÎÑÉÐâÇÕ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ
àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÕÑÚÇÚÐÞØÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ. µÍÂÉÇÏ
ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÒÑÐâÕËÇ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ÃÞÎÑ ÄÄÇÆÇÐÑ
®ÂÍÔÄÇÎÎÑÏ [7].

¯Â ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÑÕÇÐÙËÂ-
ÎÑÄ Ë ÒÑÎÇÌ ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÖÆÑÃÐÞÏ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐËÇ [8]. £ÇÎËÚËÐÂ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË (ÎËÐÇÌÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÊÂÓâÆÂ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÊÂ-
ÓâÉÇÐÐÑÌ ÒÓâÏÑÌ ÎËÐËË) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏ
ÚËÔÎÑÏ l0, Â ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÒÑÓâÆÍÂ n ÕÑÚÇÚ-
ÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ln � lnr�
� ilni �lnr � Re ln; lni � Im ln�.

¦ÔÎË ÊÂÓâÆ Ë ÏÖÎßÕËÒÑÎË ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ Ä ÕÑÚÍÂØ Ô
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË z0 Ë zn, ÕÑ ËØ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ Ë àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ ÒÑÎâ ÃÖÆÖÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ
×ÑÓÏÖÎÂÏË
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zÿ z0
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E �0 �z; z0� � ÿP 00�z; z0� � E0x ÿ iE0y � l0
2pe0�zÿ z0� ;

E �n �z; zn� � ÿP 0n�z; zn� � Enx ÿ iEny � ln
2pe0�zÿ z0�n�1

;

ÅÆÇ ËÐÆÇÍÔÂÏË x Ë y ÑÕÏÇÚÇÐÞ ÒÓÑÇÍÙËË ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÑÔË, ÛÕÓË-
ØÑÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÒÑ z. £ÞÃÑÓ ÒÑÎÑÉËÕÇÎß-
ÐÑÌ ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÑÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ R ÑÒËÔÂÐ Ä ÏÑÐÑÅÓÂ-
×ËË [8].

¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÇ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕ-
ÄËâ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ l �p�0 Ô ÕÑÚÇÚÐÞÏ ÊÂÓâÆÑÏ l �q�0 Ë
ÕÑÚÇÚÐÞÏ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÏ l �q�m ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÞ ËÊ ÔÑ-
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¥Îâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-

ÔÕÄËâ ÆÄÖØ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ×ÑÓÏÖÎÂ
[8]
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¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÇ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÃÖÆÖÕ ÔÑÄÒÂÆÂÕß Ô ÓÇÂÎßÐÞÏË ÚÂÔÕâÏË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖáÜËØ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ àÐÇÓÅËÌ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÂâ ÒÓÑÔÕÑÕÂ ×ÑÓÏÖÎ ÆÎâ
àÐÇÓÅËÌ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ÔÄâÊÂÐÂ
Ô ËØ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ.

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÑÄ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ Ä ÓÂÊ-
ÎËÚÐÞØ ×ÑÓÏÂØ ÃÖÆÖÕ ÒÑÎÖÚÇÐÞ ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ àÐÇÓÅËÌ ËØ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ.

2. ´ÑÚÇÚÐÞÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎË
Ë ËØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ×ÑÓÏÂØ

±ÑÐâÕËâ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ÃÞÎË ÄÄÇÆÇÐÞ®ÂÍÔÄÇÎ-
ÎÑÏ [7]. ¿ÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÏÖÎßÕËÒÑÎâ ÒÑÓâÆÍÂ k,
ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÑÅÑ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ®ÂÍÔÄÇÎÎ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕ ÍÂÍ

j �k��r� � 1

4pe0
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m�1�nmH�

1

r
; n 2

m � 1 : �1�

Ak ÑÐ ÐÂÊÞÄÂÇÕ ÄÇÎËÚËÐÑÌ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ, Â
ÒÓâÏÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ n1n2 . . . nk ì ÇÅÑ "ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ".

¥ÑÔÕÑËÐÔÕÄÑÏ ÕÂÍÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÎÖÉËÕ ÇÅÑ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÑÄÑÓÑÕÑÄ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ, Â ÕÂÍÉÇ Ë ÕÑ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÌ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑ-
ÏÇÐÕ, m-Ì, ÔÕÓÑËÕÔâ ÍÂÍ ÆÄÂ ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ, ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÒÑ
ÄÇÎËÚËÐÇ, ÐÑ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞØ ÒÑ "ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá", ÓÂÊ-
ÐÇÔÈÐÐÞØ ÐÂ ÐÇÃÑÎßÛÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË nm, Ô
ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÏÒÓÇÆÇÎßÐÞÏÒÇÓÇØÑÆÑÏÍ ÕÑÚÇÚÐÑÏÖÏÖÎß-
ÕËÒÑÎá. ´ÂÍÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑ-
Îâ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÓÂÊÖ ÊÂÒËÔÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÇÅÑ àÐÇÓÅËË
ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ jout�r�:

W �k� � Ak

k!
P k

m�1 �nmH�jout�r�
����
r�0

: �2�

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (1) ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÕÑÚÇÚ-
ÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ ÒÖÕÈÏ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ Ä ÐÈÏ ÑÒÇÓÂÙËÌ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÄËÆÖ

j �k��r� � 1

4pe0

Qk�x; y; z�
r 2k�1

� 1

4pe0

Yk�r=r�
r k�1

: �3�

©ÆÇÔß Qk�x; y; z� ì ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÌ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÌ ÏÐÑÅÑ-
ÚÎÇÐ ÔÕÇÒÇÐË k ÆÇÍÂÓÕÑÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÕÑÚÍË r, Yk�r=r� �
� Yk�y; a� ì ×ÖÐÍÙËâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÓÂÆËÖÔÂ-ÄÇÍÕÑÓÂ,
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÅÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÖÅÎÑÄÞÏË Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÏË

ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË. ¶ÖÐÍÙËá ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ Yk�y; a� ®ÂÍÔ-
ÄÇÎÎ ÐÂÊÄÂÎ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍÑÌ k-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ë
ÒÑÍÂÊÂÎ, ÚÕÑ ÚËÔÎÑ ÎËÐÇÌÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÑÄ
Qk�x; y; z� Ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ÅÂÓÏÑÐËÍ Yk�y; a� ÓÂÄÐÑ 2k� 1,
Õ.Ç. ÑÐË ÑÃÓÂÊÖáÕ ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË
2k� 1. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÔÄâÊÂÐÞ Ô
ÆÇÍÂÓÕÑÄÞÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË ×ÑÓÏÖÎÑÌ

r � �x; y; z� � �r sin y cos a; r sin y sin a; r cos y� :

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÃÂÊËÔÐÞØ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ÅÂÓ-
ÏÑÐËÍ Yk�y; a� ÖÆÑÃÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ×ÖÐÍÙËË
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ìÏÐÑÅÑÚÎÇÐÞ Ë ÒÓËÔÑÇÆËÐÈÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ­ÇÉÂÐÆÓÂ.
¢ÂÊËÔÐÞÇ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÇ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ Ä

ÔÏÞÔÎÇ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ×ÖÐÍÙËÌ ÕÑÚÇÍ Ô×ÇÓÞ:

� f; g� �
�
fg dO �

� p

0

� 2p

0

f �y; a� g�y; a� sin y da dy ;

ÒÓËÚÈÏ� ÿ
y
�n�
0 �y; a�

�2
dO �

� ÿ
y �n�mr �y; a�

�2
dO �

�
� ÿ

y
�n�
mi �y; a�

�2
dO � 4p

2n� 1
: �5�

©Â àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ,
ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÒÓËÏÇÏ ×ÖÐÍÙËË

q
�n�
0 j �n�0 � q

�n�
0

4pe0

y
�n�
0 �y; a�
r n�1

; q �n�mr j
�n�
mr �

q
�n�
mr

4pe0

y
�n�
mr �y; a�
r n�1

;

�6�

q
�n�
mi j

�n�
mi �

q
�n�
mi

4pe0

y
�n�
mi �y; a�
r n�1

:

£ÇÎËÚËÐÞ q
�n�
0 , q

�n�
mr Ë q

�n�
mi ì àÕÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ

ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ.
°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÊÂÓâÆÑÄ

ÒÑ Ô×ÇÓÇ r � a Ô ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏË ÒÎÑÕÐÑÔÕâÏË

q
�n�
0 s �n�0 �y; a� � q

�n�
0

2n� 1

4pan�2 y
�n�
0 �y; a� ;

�7�
q �n�mr s

�n�
mg �y; a� � q �n�mr

2n� 1

4pan�2 y �n�mg �y; a� �g � r; i�
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ÃÖÆÖÕ ÔÎÖÉËÕß ËÔÕÑÚÐËÍÂÏË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ (6) ÄÐÇ Ô×ÇÓÞ Ë
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ

q
�n�
0 p �n�0 � q

�n�
0

4pe0

r ny
�n�
0 �y; a�
a 2n�1 ; q

�n�
0 p �n�mg �

q
�n�
0

4pe0

r ny
�n�
mg �y; a�
a 2n�1

ÄÐÖÕÓË ÐÇÈ. ³ÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ Ô ÃÂÊËÔÐÞÏË
ÒÎÑÕÐÑÔÕâÏË ÊÂÓâÆÑÄ s �n�0 �y; a� Ë s �n�mg �y; a� ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÑ
ÐÂÊÞÄÂÕß [9] ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏË ÏÖÎßÕËÒÑÎâÏË
Ô×ÇÓÞ. ±ÓË àÕÑÏ ÕÑÚÇÚÐÞÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎË ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ "ÊÂÏÇÕÂÐËâ" ÊÂÓâÆÑÄ Ô ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
Ô×ÇÓÞ Ä ÑÃÎÂÔÕß ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÅÑ Ô×ÇÓÑÌ ÛÂÓÂ.

¥Îâ ÓÂÔÚÈÕÂ àÐÇÓÅËÌ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÞÏ
ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÃÂÊËÔÐÞÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÇ ÅÂÓÏÑÐËÚÇ-
ÔÍËÇ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÞ Ä ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ:

r ny
�n�
0 �y; a� �

X�n=2�
j�0

a
�n0�
j �Z�Z� jz nÿ2j ;

r ny �n�mr �y; a� �
1

2
�Zm � �Zm�

X��nÿm�=2�
j�0

a
�nm�
j �Z�Z� j z nÿmÿ2j ;

�8�

r ny
�n�
mi �y; a� �

1

2i
�Zm ÿ �Zm�

X��nÿm�=2�
j�0

a
�nm�
j �Z�Z� j z nÿmÿ2j ;

ÅÆÇ Z � x� iy; �Z � xÿ iy;

a
�n0�
j � �ÿ1� jn!

22j� j !�2�nÿ 2j �! ; 04 j4
�
n

2

�
;

�9�

a
�nm�
j � �ÿ1� j ���������������������������������������

2�n�m�!�nÿm�!�p
22j�m j ! �m� j �!�nÿmÿ 2j �! ;

m5 1 ; 04 j4
�
nÿm

2

�
:

¿ÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ
ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÕÇÒÇÓß Ô ÒÑÏÑÜßá ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÑÄ

T̂
�n�
0 �r 0��

q n
z 0

n!
; T̂ �n�mr �r 0��

�������������������������������
22mÿ1

�n�m�!�nÿm�!

s
q nÿm
z 0 �qm

Z 0 �qm
�Z 0 �;

�10�

T̂
�n�
mi �r 0� �

����������������������������������
22mÿ1

�n�m�!�nÿm�!

s
q nÿm
z 0

1

i
�qm

�Z 0 ÿ qm
Z 0 �

ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ

q
�n�
0 j �n�0 �r; r 0� �

q
�n�
0

4pe0
T̂
�n�
0 �r0�

1�������������������������������������������������
�zÿz 0�2��ZÿZ 0���Zÿ�Z 0�

q ;

q �n�mr j
�n�
mr �r; r 0� �

q
�n�
mr

4pe0
T̂ �n�mr �r0�

1�������������������������������������������������
�zÿz 0�2��ZÿZ 0���Zÿ�Z 0�

q ;

q
�n�
mi j

�n�
mi �r; r 0� �

q
�n�
mi

4pe0
T̂
�n�
mi �r0�

1�������������������������������������������������
�zÿz 0�2��ZÿZ 0���Zÿ�Z 0�

q :

�11�

©ÆÇÔß ÒÓËÐâÕÑ, ÚÕÑ ÕÑÚÇÚÐÞÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎË ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ
Ä ÕÑÚÍÇ Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ-ÄÇÍÕÑÓÑÏ r 0. ´ÂÍÂâ ×ÑÓÏÂ ÊÂÒËÔË
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ­ÂÒÎÂÔÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

D � 4qZq�Z � q 2
z

Ë ÒÇÓÇÄÑÆËÕ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË Ä ÐÖÎß. ¿ÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ
ËÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄ

qx � qZ � q�Z � T̂
�1�
1r �r� ; qy � i �qZ ÿ q�Z� � T̂

�1�
1i �r� ;

qz � T̂
�1�
0 �r� : �12�

¯ÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÑÎÇÌ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎß-
ÕËÒÑÎÇÌ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ (11) ÐÂ ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎÞ (10). ¯ÂÒÓËÏÇÓ,

E
�n�
0x � ÿT̂ �1�1r �r�j �n�0 �r; r 0� � T̂

�1�
1r �r 0�T̂ �n�0 �r 0�j �0�0 �r; r 0� �

�
�������������
�n�1�
2n

r
T̂
�n�1�
1r �r 0�j �0�0 �r; r 0� �

��������������
�n�1�
2n

r
j �n�1�1r �r; r 0� ;

E
�n�
0y � ÿT̂ �1�1i �r�j �n�0 �r; r 0� � T̂

�1�
1i �r 0�T̂ �n�0 �r 0�j �0�0 �r; r 0� �

�
�������������
�n�1�
2n

r
T̂
�n�1�
1i �r 0�j �0�0 �r; r 0� �

�������������
�n�1�
2n

r
j �n�1�1i �r; r 0� ;

E
�n�
0z � ÿT̂ �1�0 �r�j �n�0 �r; r 0� � T̂

�1�
0 �r 0�T̂ �n�0 �r 0�j �0�0 �r; r 0� �

� �n� 1�T̂ �n�1�0 �r 0�j �0�0 �r; r 0� � �n� 1�j �n�1�0 �r; r 0� :

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎâ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ ÃÖÆÇÕ ÑÔÐÑÄÂÐÑ ÐÂ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâØ (8) ë (11).

3. ¿ÐÇÓÅËâ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ
ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ

¯ÂÌÆÈÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÕÑÚÇÚ-
ÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ Ô ÄÐÇÛÐËÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ.
¥ÑÒÖÔÕËÏ, ÚÕÑ ÕÑÚÇÚÐÞÌ ÏÖÎßÕËÒÑÎß c ÏÑÏÇÐÕÑÏ q

�n�
mg

ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐ Ä ÕÑÚÍÇ Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ-ÄÇÍÕÑÓÑÏ r 0, ÕÑÅÆÂ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ àÕÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ Ä ÕÑÚÍÇ Ô
ÓÂÆËÖÔÑÏ-ÄÇÍÕÑÓÑÏ r ÏÑÉÐÑ ÃÖÆÇÕ ÐÂÌÕË ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ
(9) Ë (10). ¿ÐÇÓÅËá ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ Ô
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÊÂÓâÆÑÄ dq�r� ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÑ
×ÑÓÏÖÎÇ

W �
�
j �n�mg �r; r 0� dq �r� �

q
�n�
mg

4pe0
T �n�mg �r 0�

�
dq �r�
jrÿ r 0j :

�13�

µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÄÐÇÛÐÇÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ
ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ ÍÂÍ

jout�r� �
1

4pe0

�
dq �r 0�
jrÿ r 0j ;

ÆÎâ ÊÐÂÚÇÐËÌ àÐÇÓÅËÌ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ÄÑ ÄÐÇÛ-
ÐÇÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ jout�r� ÒÑ-
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ÎÖÚÂÇÏ

W
�n�
0 �

�
j �n�0 �r� dq �r� � q

�n�
0 T̂

�n�
0 �r�jout�r�

��
r�r 0 �

� q
�n�
0

1

n!
q n
z jout�r�

��
r�r 0 ;

W �n�
mr �

�
j �n�mr �r� dq �r� � q �n�mr T̂

�n�
mr �r�jout�r�

��
r�r 0 �

� q �n�mr

�������������������������������
22mÿ1

�n�m�!�nÿm�!

s
q nÿm
z �qm

Z �qm
�Z �jout�r�

��
r�r 0 ;

�14�
W
�n�
mi �

�
j �n�mi �r� dq �r� � q

�n�
mi T̂

�n�
mi �r�jout�r�

��
r�r 0 �

� q
�n�
mi

i

�������������������������������
22mÿ1

�n�m�!�nÿm�!

s
q nÿm
z �qm

�Z ÿqm
Z �jout�r�

��
r�r 0 :

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (14) ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ àÐÇÓÅËË
ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ,
ÒÑ ÔÖÕË ÆÇÎÂ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕ ×ÑÓÏÖÎÖ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ (2) ÐÂ
ÃÂÊËÔÐÞÇ ÕÑÚÇÚÐÞÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎË.

£ ×ÑÓÏÖÎÂØ (14) ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ jout�r� ÆÑÎÉÇÐ
ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ z; Z; �Z:

jout�r� � jout�z; Z; �Z� :
¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá

jout�r� � A exp �pr� cos �qr� ;
ÅÆÇ A ì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ, p Ë q ì ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ
ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ Ô ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏ ÏÑÆÖÎÇÏ, ÔÎÇ-
ÆÖÇÕ ÒÓÇÆÄÂÓËÕÇÎßÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

jout�r� � A exp �p��Z� pÿZ� pzz� cos �q��Z� qÿZ� qzz�;

p� � px � ipy
2

; pÿ � px ÿ ipy
2

;

q� � qx � iqy
2

; qÿ � qx ÿ iqy
2

;

Â ÊÂÕÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ×ÑÓÏÖÎÞ (14) ÆÎâ ÓÂÔÚÈÕÂ àÐÇÓÅËË
ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ.

4. ¿ÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ

¯ÂÌÆÈÏ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (8)ë (11) Ë (14) àÐÇÓÅËá
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÄÖØ ÃÂÊËÔÐÞØ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ.
£ÞÃÇÓÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÇÈ ÑÔß z ÔÑÇÆËÐâÎÂ
ÒÇÓÄÞÌÏÖÎßÕËÒÑÎßÔÑÄÕÑÓÞÏ.¥ÑÒÖÔÕËÏÔÐÂÚÂÎÂÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ
ÑÔË àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÃÖÆÖÕ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÏ ÑÔâÏ ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÆÎâ
àÕËØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ. ´ÑÅÆÂ ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ
ÕÂÍËØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÒÑÓâÆÍÑÄ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß

j �1n1�0 �r� � �ÿ1�
n1

4pe0
q
�1n1�
0 T̂

�n1�
0 �r� 1�����������������������������

�zÿ z1�2 � Z�Z
q ;

j �1n1�m1g �r� �
�ÿ1� n1
4pe0

q �1n1�m1g T̂ �n1�m1g �r�
1�����������������������������

�zÿ z1�2 � Z�Z
q ;

�15�
j �2n2�0 �r� � �ÿ1�

n2

4pe0
q
�2n2�
0 T̂

�n2�
0 �r� 1�����������������������������

�zÿ z2�2 � Z�Z
q ;

j �2n2�m2g �r� �
�ÿ1� n2
4pe0

q �2n2�m2g T̂ �n2�m2g �r�
1�����������������������������

�zÿ z2�2 � Z�Z
q :

©ÆÇÔß ÖÚÕÇÐÑ, ÚÕÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ
Z1 � Z2 � 0.

ªÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (8) ë (11) Ë (14) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ àÐÇÓÅËË
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑ-
ÎÇÌ ÃÖÆÖÕ ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ ÆÎâ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ Ô ÑÆËÐÂÍÑ-
ÄÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË g Ë m2 � m1 � m4 max�n1; n2�. £ ÚÂÔÕ-
ÐÑÔÕË, ÒÓË m � 0 ÐÂØÑÆËÏ

W
�2n21n1�
00 � �ÿ1�

n1

4pe0
q
�n1�
0 q

�n2�
0 T̂

�n1�
0 �r� T̂ �n2�0 �r��

� 1�����������������������������
�zÿ z1�2 � Z�Z

q �����
r�r2
� �ÿ1�

n1

4pe0
q
�1n1�
0 q

�2n2�
0 �

� 1

n1!n2!
q n1�n2
z

1�����������������������������
�zÿ z1�2 � Z�Z

q �����
r�r2
�

� q
�1n1�
0 q

�2n2�
0

4pZ0

�ÿ1�n2�n1 � n2�!
n1!n2!�z2 ÿ z1� n1�n2 jz2 ÿ z1j

�

� q
�1n1�
0 q

�2n2�
0

4pe0
Q
�1n12n2�
0 �z2 ÿ z1� : �16�

±ÓËmax �n1; n2�5m > 0 ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ËÏÇÇÏ

W �2n21n1�
mgmg � �ÿ1�

n1

4pe0
q �n1�m q �n2�m T̂ �n1�mg �r� T̂ �n2�mg �r��

� 1���������������������������
�zÿz1�2 � Z�Z

q �����
r�r2

:

©ÂÏÇÚÂâ, ÚÕÑ

T̂ �n1�mg �r� T̂ �n2�mg �r� � Aq n1�n2ÿ2m
z

ÿ� �qm
Z � qm

�Z �2
� �

� Aq n1�n2ÿ2m
z

ÿ� �q 2m
Z � q 2m

�Z � 2qm
Z q

m
�Z �
� �

� Aq n1�n2ÿ2m
z

�
�
�
q 2m
Z �q 2m

�Z �
�ÿ1�m
22mÿ1 q

2m
z

��
�

� �BT̂
�n1�n2�
2mr � �ÿ1�

mA

22mÿ1 q n1�n2
z ;

Ë ÖÚËÕÞÄÂâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

A� 22mÿ1�����������������������������������������������������������������������n1�m�!�n1ÿm�!�n2�m�!�n2ÿm�!
p ; B � const ;

T̂
�n1�n2�
2mr

1�����������������������������
�zÿ z1�2 � Z�Z

q ����
r�r2
� 0 ;

q n1�n2
z

1�����������������������������
�zÿ z1�2 � Z�Z

q ����
r�r2
� �ÿ1�n1�n2�n1 � n2�!
�z2 ÿ z1� n1�n2 jz2 ÿ z1j

;

ÒÑÎÖÚÂÇÏ

W �2n21n1�
mgmg � q

�1n1�
mg q

�2n2�
mg

4pe0
Q �1n12n2�m �z2 ÿ z1� ;

�17�

Q �1n12n2�m �z2ÿz1� � �ÿ1� n2�m�n1 � n2�!������������������������������������������������������������������������n1�m�!�n1ÿm�!�n2�m�!�n2ÿm�!�
p �

� 1

�z2 ÿ z1�n1�n2 jz2 ÿ z1j
:
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±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ âÄÎâÇÕÔâ ÃÂÊËÔ-
ÐÞÏ Ä ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÇÏÖ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. °ÓËÇÐÕÂ-
ÙËá ÑÔÇÌ ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜËØ ÔËÔÕÇÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÑÕÐÑÔËÕÇÎß-
ÐÑ ÔËÔÕÇÏ, ÄÄÇÆÈÐÐÞØ Ä ÐÂÚÂÎÇ àÕÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ, ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖÇÏ ÖÅÎÂÏË ¿ÌÎÇÓÂ �a1; b1; g1� ÆÎâ ÒÇÓÄÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ Ë
�a2; b2; g2� ì ÆÎâ ÄÕÑÓÑÅÑ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÞÃÑÓ ÖÅÎÑÄ
¿ÌÎÇÓÂ ÊÆÇÔß ÕÂÍÑÌ ÉÇ, ÍÂÍ Ë Ä ÍÐËÅÇ [11], ÒÑàÕÑÏÖ ÇÆË-
ÐËÚÐÞÏË ÄÇÍÕÑÓÂÏË, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÏË ËÊ ÕÑÚÇÍ ÓÂÔÒÑÎÑ-
ÉÇÐËâ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ÄÆÑÎß ÕÓÇÕßËØ ÑÔÇÌ ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜËØ
ÔËÔÕÇÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÃÖÆÖÕ

kp � �sin bp cos ap; sin bp sin ap; cos bp� ; p � 1; 2 :

µÅÎÞ, ÑÃÓÂÊÖÇÏÞÇ ÓÂÆËÖÔÂÏË-ÄÇÍÕÑÓÂÏË, ÒÓÑÄÇÆÈÐÐÞÏË
ÑÕ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ Ä ÕÑÚÍÖ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ, Ô ÑÔßá z,
ÃÖÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÂÕß y �p�, Â ÖÅÎÞ, ÑÃÓÂÊÖÇÏÞÇ ÒÓÑÇÍÙËâÏË
àÕËØ ÓÂÆËÖÔÑÄ-ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕß xy Ô ÑÔßá x, ì c.

£ ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜËØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÑÓâÆÍÑÄ
ÃÖÆÖÕ ËÏÇÕß ÄËÆ

j �np�0 � q
�np�
0

4pe0

y
�n�
0 �yp;cp�
r n�1p

; j �np�mr �
q
�np�
mr

4pe0

y
�n�
mg �yp;cp�
r n�1p

;

g � r; i ; p � 1; 2 : �18�
³×ÇÓËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË y

�n�
0 �yp;cp� Ë y

�n�
mg �yp;cp� ÏÑÅÖÕ

ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐÞ ÚÇÓÇÊ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË y
�n�
0 �y �p�;c� Ë

y
�n�
mg �y �p�;c� ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÎËÐÇÌÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ

y
�n�
0 �yp;cp� � y

�n�
0 �bp; ap�y �n�0 �y �p�;c��

�
Xn
m�1

Xi
g�r

y �n�mg �bp; ap�y �n�mg �y �p�;c� ;

�19�
y
�n�
md �yp;cp� � H

�n�
md0�ap; bp; gp�y �n�0 �y �p�;c��

�
Xn
l�1

Xi
e�r

H
�n�
mdle�ap; bp; gp�y �n�le �y �p�;c� :

±ÇÓÄÑÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÊÆÇÔß ÄÞÓÂÉÂÇÕ Ä ÖÆÑÃÐÑÌ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑ-
ÔÕÂÕËÍË ×ÑÓÏÇ ÕÇÑÓÇÏÖ ÔÎÑÉÇÐËâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ.
¶ÖÐÍÙËË H

�n�
md0�ap; bp; gp� Ë H

�n�
mdle�ap; bp; gp� ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß

ÄÞÓÂÉÇÐÞ ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËË £ËÅÐÇÓÂ [11]. ¯ËÉÇ ÃÖÆÖÕ
ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ.

ªÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (18) Ë ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (19) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ
ÊÂÆÂÚÂ ÑÃ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÄÖØ ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐ-
ÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ Ô
ÏÑÏÇÐÕÂÏË q

�n1�
0 Ë q

�k2�
0 àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÄÊÂËÏÑ-

ÆÇÌÔÕÄËË ÆÄÖØ ÔËÔÕÇÏ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ Ô ÏÑÏÇÐ-
ÕÂÏË

~q
�n1�
0 �q

�n1�
0 y

�n�
0 �b1; a1� ; ~q �n1�mg �q

�n1�
0 y �n�mg �b1; a1� ; m�1; . . . n ;

�20�
~q
�k2�
0 �q

�k2�
0 y

�k�
0 �b2; a2� ; ~q �k2�mg �q

�k2�
0 y �k�mg �b2; a2�_; m�1; . . . k :

±ÇÓÄÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÂ Ä
ÕÑÚÍÇ z1 ÑÔË z, Â ÄÕÑÓÂâì Ä ÕÑÚÍÇ z2 àÕÑÌ ÑÔË. ±ÓËÚÈÏ ÑÔË
ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜËØ ÔËÔÕÇÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÆÎâ ÄÔÇØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞ, Â ÑÆÐÑÌ ËÊ àÕËØ ÑÔÇÌ âÄÎâÇÕÔâ ÑÔß z.

ªÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (16), (17) Ë (20) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ àÐÇÓÅËâ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ Ô ÓÂÊÎËÚÐÞÏË
ËÐÆÇÍÔÂÏË m ÃÖÆÇÕ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá. ±ÑàÕÑÏÖ àÐÇÓÅËâ ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÄÖØ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑ-

ÎÇÌ Ô ÏÑÏÇÐÕÂÏË q
�n1�
0 Ë q

�k2�
0 ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÂ Ä ÄËÆÇ

Wn1k2
00 �a1; b1; g1; a2; b2; g2; z2 ÿ z1� � q

�n1�
0 q

�k2�
0

4pe0
�

�
�
Qn1k2

0 �z2 ÿ z1�y �n�0 �b1; a1�y �k�0 �b2; a2��

�
Xmin �n; k�

m�1
Qn1k2

m �z2 ÿ z1�
Xi
g�r

y �n�mg �b1; a1�y �k�mg �b2; a2�
�
: �21�

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÐÂØÑÆËÏ àÐÇÓÅËá ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ Ô ÏÑÏÇÐÕÂÏË q

�n1�
0 Ë q

�k2�
mg :

Wn1k2
0mg �a1; b1; g1; a2; b2; g2; z2 ÿ z1� � q

�n1�
0 q

�k2�
mg

4pe0
�

�
�
Qn1k2

0 �z2 ÿ z1�y �n�0 �b1; a1�H �k�mg0�a2; b2; g2��

�
Xmin �n; k�

l�1
Qn1k2

l �z2 ÿ z1�
Xi
e�r

y
�n�
le �b1; a1�H �k�mgle�a2; b2; g2�

�
:

�22�
ª, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÕÑÚÇÚÐÞØ

ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ Ô ÏÑÏÇÐÕÂÏË q
�n1�
md Ë q

�k2�
pt ËÏÇÇÏ

Wnk
md pt�a1; b1; g1; a2; b2; g2; z2 ÿ z1� � q

�n1�
md q

�k2�
pt

4pe0
�

�
�
Qn1k2

0 �z2 ÿ z1�H �n�md0�a1; b1; g1�H �k�pt0�a2; b2; g2��

�
Xmin �n; k�

l�1
Qn1k2

l �z2ÿz1�
Xi
e�r

H
�n�
mdle�a1; b1; g1�H �k�ptle�a2; b2; g2�

�
:

�23�

£ ×ÑÓÏÖÎÂØ (22) Ë (23) ÖÚÕÇÐÑ, ÚÕÑ àÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÆÄÖØ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ Ô ÏÑÏÇÐÕÂÏË q

�n1�
md Ë

q
�k2�
pt Ä ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜËØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÃÖÆÇÕ ÓÂÄÐÂ

àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÄÖØ ÔËÔÕÇÏ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎÇÌ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ Ä ÕÑÚÍÂØ z1 Ë z2 ÑÔË z Ä ÔÑÒÖÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÌ ËÏ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÑÃÎÂÆÂáÜËØ ÏÑÏÇÐ-
ÕÂÏË

q
�n1�
md H

�k�
md0�a1; b1; g1� ; q

�n1�
md H

�n�
mdle�a1; b1; g1� ;

l � 1; . . . n ; e � r; i ;

�24�
q �k2�pt H

�k�
pt0�a2; b2; g2� ; q �k2�pt H

�k�
ptle�a2; b2; g2� ;

l � 1; . . . k ; e � r; i :

±ÓËÄÇÆÈÏ ÕÇÒÇÓß ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ ÖÅÎÑÄ
¿ÌÎÇÓÂ H �n�mr0�a; b; g� Ë H

�n�
mg ld�a; b; g�:

H
�n�
mr 0�a; b; g� �

���
2
p

cos �mg� dn
m0�b� ;

H
�n�
mi 0�a; b; g� � ÿ

���
2
p

sin �mg� dn
m0�b� ;

H
�n�
mr lr�a; b; g���ÿ1�l cos �mgÿla� dn

mÿl�b��cos �mg�la� dn
ml�b�;

H
�n�
mr li�a; b; g���ÿ1�l sin �laÿmg� dn

mÿl�b��sin �mg�la� dn
ml�b�;
�25�

H
�n�
mi lr�a; b; g���ÿ1�l sin �laÿmg� dn

mÿl�b�ÿsin �mg�la� dn
ml�b�;

H
�n�
mi li�a; b; g��cos �mg�la� dn

ml�b�ÿ�ÿ1�l cos �mgÿla� dn
mÿl�b�:

´. 195, å 8 ´°¹¦¹¯½¦ ¿­¦¬´²ª¹¦³¬ª¦ ®µ­¾´ª±°­ª ª ¿¯¦²¤ªª ª· £©¡ª®°¥¦«³´£ªÁ 901



£ ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [11] ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
dn
ml�b� ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÑ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÒÑÔÑÃÑÄ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ËØ

ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÞ ÁÍÑÃË P
�m;n�
s �cos b�:

dn
ml�b��xml

�
s!�s�m�n�!
�s�m�!�s�n�!

�1=2
sinm

�
b
2

�
cosn

�
b
2

�
P �m;n�s �cos b�;

�26�
m � jmÿ l j ; n � jm� l j ; s � nÿ 1

2
�m� n� ;

xml �
1 pri l5m ;

�ÿ1�lÿm pri l < m :

�
µÍÂÉÇÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ

P �m;n�s �x�� �ÿ1�
s

2ss!
�1ÿx�ÿm�1�x�ÿn ds

dxs

��1ÿx�s�m�1�x� s�n � :
©ÆÇÔß ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ m Ë n ÒÓËÐËÏÂáÕ ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÇ

ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË
P
�m;n�
s �x� ÖÆÑÃÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ×ÑÓÏÖÎÖ

P �m;n�s �x� � �s� m�!�s� n�!
s!2s

Xs
k�0

Ck
s �xÿ 1�sÿk�1� x�k
�sÿ k� m�!�k� n�! :

�27�
¬ÑÐÍÓÇÕÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÒÓÇÑÃÓÂ-

ÊÑÄÂÐËâ (25) ÆÑÄÑÎßÐÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍË. ±ÓËÄÇÆÈÏ ÆÎâ ÒÓË-
ÏÇÓÂ ×ÑÓÏÖÎÞ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ àÕË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ, ÒÓË
n � 0; 1; 2; 3:

H
�0�
00 �a; b; g� � 1 ;

H
�1�
00 �a; b; g� � cos b ; H

�1�
01r�a; b; g� � sin b cos a ;

H
�1�
01 i�a; b; g� � sin b sin a ;

H
�1�
1r 0�a; b; g� � ÿ sin b cos g ;

H
�1�
1r 1r�a; b; g� � cos a cos b cos gÿ sin a sin g ;

H
�1�
1r 1i�a; b; g� � sin a cos b cos g� cos a sin g ;

H
�1�
1i 0�a; b; g� � sin b sin g ;

H
�1�
1i 1r�a; b; g� � ÿ cos a cos b sin gÿ sin a cos g ;

H
�1�
1i 1i�a; b; g� � cos a cos gÿ sin a cos b sin g :

5. ¿ÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔËÔÕÇÏ ÊÂÓâÆÑÄ,
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÒÑ ÆÄÖÏ
ÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËÏÔâ ÛÂÓÂÏ

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËâ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÓÂÔÔÚË-
ÕÂÇÏ àÐÇÓÅËá ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÄÖØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÊÂÓâ-
ÆÑÄ ÒÑ ÑÃÎÂÔÕâÏ ÆÄÖØ ÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËØÔâ ÛÂÓÑÄ.

¯ÂÌÆÈÏ àÐÇÓÅËá ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÊÂÓâÆÑÄ dq �r�, ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÒÑ ÑÃÎÂÔÕË ÛÂÓÂ r < a, Ô ÄÐÇÛÐËÏ àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ jout�r�, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÏ Ä
ÑÃÎÂÔÕË ÛÂÓÂ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ. ¦È ÏÑÉÐÑ ÊÂÒË-
ÔÂÕß ÄÐÖÕÓË ÛÂÓÂ Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ÏÐÑÅÑÚÎÇ-
ÐÑÄ:

jout�r��
X1
n�0

r n
�
d �n�0 y

�n�
0 �y; a��

Xn
m�1

ÿ
d �n�mr y

�n�
mr �y; a��d �n�mn y

�n�
mi �y; a�

��

Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË

d �n�0 �
ÿ
jout�r�; r n y �n�0 �y; a�

�ÿ
r n y

�n�
0 �y; a�; r n y �n�0 �y; a�

� ;
d �n�mg �

ÿ
jout�r�; r n y �n�mg �y; a�

�ÿ
r n y

�n�
mg �y; a�; r n y �n�mg �y; a�

� :
©ÆÇÔß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇÿ

f �r�; g�r�� � �
r<a

f �r� g�r� dV :

´ÑÅÆÂ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÊÂÓâÆÑÄ ÛÂÓÂ Ô
ÄÐÇÛÐËÏ ÒÑÎÇÏ ÃÖÆÇÏ ËÏÇÕß

W �
�
jout�r� dq�r� �

�
X1
n�0

�
d �n�0 q

�n�
0 �

Xn
m�1

ÿ
d �n�mr q

�n�
mr � d �n�mi q

�n�
mi

��
:

¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ d �n�0 Ë q
�n�
mg ÊÂÏÇÕËÏ,

ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÞ

r �n�0 � r n y
�n�
0 �y; a�ÿ

r n y
�n�
0 �y; a�; r n y �n�0 �y; a�

� ;
r �n�mg �

r n y
�n�
mg �y; a�ÿ

r n y
�n�
mg �y; a�; r n y �n�mg �y; a�

�
ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÊÂÓâÆÑÄ, ÒÑÓÑÉ-
ÆÂáÜËØ ÄÐÇ ÛÂÓÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ,
ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÛÂÓÂ, Ô ÇÆËÐËÚÐÞÏË ÏÑÏÇÐ-
ÕÂÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ Ë ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÕ Ô ÄÐÇÛÐËÏ ÒÑÎÇÏ.
±ÓË ÓÂÔÚÈÕÇ ËØ àÐÇÓÅËÌ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (14).

¦ÔÎË jout�r� ì ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÊÂÓâÆÑÄ ÆÓÖÅÑÅÑ ÛÂÓÂ,
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ ÄÐÇ ÛÂÓÂ ÔÖÏÏÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ÕÑÚÇÚ-
ÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ, ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ Ä ÇÅÑ ÙÇÐÕÓÇ, ÕÑ
àÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÊÂÓâÆÑÄ ÆÄÖØ ÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËØ-
Ôâ ÛÂÓÑÄ ÃÖÆÇÕ ÓÂÄÐÂ ÔÖÏÏÇ àÐÇÓÅËÌ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ, ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ Ä ÙÇÐÕÓÂØ ÛÂ-
ÓÑÄ Ô ÏÑÏÇÐÕÂÏË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÏË ÑÃÞÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ.

6. ±ÓËÏÇÓ

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ àÐÇÓÅËÌ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ÒÓËÄÇÆÈÏ ÄÂÓËÂÙËÑÐ-
ÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË Ñ ÆÄÖØ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÛÂÓÂØ Ô ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÞÏË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂÏË Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ
ÒÑÎÇ, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÏ ÄÆÑÎß ÔÑÇÆËÐâáÜÇÌ ËØ ÙÇÐÕÓÞ
ÎËÐËË.

±ÖÔÕß ÙÇÐÕÓÞ ÛÂÓÑÄ ÎÇÉÂÕ ÐÂ ÑÔË z. ¸ÇÐÕÓ ÒÇÓÄÑÅÑ
ÛÂÓÂ Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ a1 ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÐÂÚÂÎÑÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Â
ÄÕÑÓÑÅÑ ÛÂÓÂ Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ a2 ÔÏÇÜÈÐ ÄÆÑÎß ÑÔË z ÐÂ
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ b5 a1 � a2. ³ ÍÂÉÆÞÏ ÛÂÓÑÏ ÔÄâÉÇÏ Ô×ÇÓË-
ÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ô ÒÑÎâÓÐÞÏË Ë ÂÊËÏÖÕÂÎß-
ÐÞÏË ÖÅÎÂÏË �yk;j� k � 1; 2.

±ÖÔÕß E ì ÄÇÎËÚËÐÂ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË ÄÐÇÛÐÇÅÑ àÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÄÆÑÎß ÑÔË z. ±ÑÕÇÐÙËÂÎÞ
ÊÂÓâÆÑÄ, ÐÂÄÇÆÈÐÐÞØ ÐÂ ÛÂÓÂØ ÄÐÇÛÐËÏ ÒÑÎÇÏ, ÂÒÒÓÑÍ-
ÔËÏËÓÖÇÏ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËÇÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇ-
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ÔÍËØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ÛÂÓÑÄ:

jN�r� �
X2
k�1

XN
n�0

q
�n�
k0 p �n�0 �yk� : �28�

¥Îâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ àÐÇÓÅËÌ ÊÂÓâÆÑÄ ÛÂÓÑÄ ÊÂÒËÛÇÏ

Wk � 1

8pe0ak

XN
n�0

�
q
�n�
k0

an
k

�2n

: �29�

¥Îâ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÊÂÓâÆÑÄ ÛÂÓÑÄ ÐÂØÑÆËÏ
Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (17)

W12 � 1

4pe0b

XN
n1�0

XN
n2�0
�ÿ1�n2 �n1 � n2�!

n1!n2!

an1
1 an2

2

bn1�n2
q
�n1�
10

an1
1

q
�n2�
20

an2
2

:

�30�

¿ÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÊÂÓâÆÑÄ ÛÂÓÑÄ Ô ÄÐÇÛÐËÏ
ÒÑÎÇÏ ÃÖÆÇÕ ÓÂÄÐÂ

We � ÿ
ÿ
q
�1�
10 � q

�1�
20

�
Eÿ q

�0�
20 bE : �31�

µÚËÕÞÄÂâ ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÊÂÓâÆÂ: q �0�10 � ÿq �0�20 � ÿq,
ÖÆÑÃÐÑ àÐÇÓÅËá ÐÂÄÇÆÈÐÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

W �W 0
1 �W 0

2 �W 0
12 �W1 �W2 �W12 �We ;

£ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß àÐÇÓÅËá ÐÂÄÇÆÈÐÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ
Ä ÏÂÕÓËÚÐÑÌ ×ÑÓÏÇ, ÄÄÑÆâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ

q
�n�
k0

an
k

�Q
�n�
k ; Qk�

ÿ
Q
�1�
k ;Q

�2�
k ; . . . ;Q

�N�
k

�
; ck�

�
ak
b
; 0; . . . ; 0

�
;

Ai j � �ÿ1� j �i� j �!
i ! j !

a i
1a

j
2

b i�j ;

�a1�i � Ai0 ; �a2�i � A0i ;

W 0
1 �W 0

2 �
1

4pe0b

�
b

2a1
� b

2a2

�
q 2 ;

W 0
12 � ÿ

1

4pe0b
q 2 � q

4pe0b
a1Q1 ÿ

q

4pe0b
a2Q2 ;

Wk � 1

4pe0b
b

2ak
QT

k êQk ; W12 � 1

4pe0b
QT

1 ÂQ2 ; �32�

We � ÿ�c1Q1 � c2Q2� bEÿ qbE ;

ÅÆÇ k � 1; 2; êì ÇÆËÐËÚÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ ÒÑÓâÆÍÂ N.
´ÑÅÆÂ

W � 1

4pe0b

�
b

2a1
� b

2a2
ÿ 1

�
q 2 ÿ qbE�

� q

4pe0b
�a1Q1 ÿ a2Q2��

� 1

4pe0b

�
b

2a1
QT

1 êQ1 �
b

2a2
QT

2 êQ2 �QT
1 ÂQ2

�
ÿ

ÿ �c1Q1 � c2Q2� bE :
®ËÐËÏËÊËÓÖâ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÒÑ

q,Q1 ËQ2, ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

W � ÿ 2pe0b 3E 2

�b=a1 � b=a2 ÿ 2� �1� ZX� ; �33�

ÅÆÇ Z Ë Xì ÄÇÍÕÑÓÞ ÒÑÓâÆÍÂ 2N, ÒÓËÚÈÏ

Z �

�
b

a1
� b

a2
ÿ 2

�
c1 ÿ a1�

b

a1
� b

a2
ÿ 2

�
c2 � a2

0BB@
1CCA ;

Xì ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

B̂X � Z ;

B̂ì ÍÄÂÆÓÂÕÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ ÒÑÓâÆÍÂ 2N:

B̂ �

�
b

a1
� b

a2
ÿ 2

�
b

a1
êÿ a1 
 aT

1

�
b

a1
� b

a2
ÿ 2

�
Â� a1 
 aT

2�
b

a1
� b

a2
ÿ 2

�
ÂT � a2 
 aT

1

�
b

a1
� b

a2
ÿ 2

�
b

a2
êÿ a2 
 aT

2

0BB@
1CCA ;

ÒÓËÚÈÏ ÊÐÂÍÑÏ 
 ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÑ ÕÇÐÊÑÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ.
£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ

ÍÂÔÂÐËâ ÆÄÖØ ÛÂÓÑÄ ÑÆËÐÂÍÑÄÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ R. ´ÑÚÐÑÇ ÓÇ-
ÛÇÐËÇ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË ÒÓËÄÇÆÇÐÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä [12]. ²ÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞ ÓÂÔÚÈÕÑÄ ÒÑ ÄÞÛÇÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÏ ×ÑÓÏÖÎÂÏ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä ÕÂÃÎËÙÇ. ´ÂÏ ÉÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ Ë ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕß D
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ [12], ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ
ÚÇÓÇÊ ÆÊÇÕÂ-×ÖÐÍÙËá ²ËÏÂÐÂ:

ÿ W

8pe0R 3E 2
�
X1
n�1

1

n 3
� z�3� � 1;20205690 :

ªÊ ÕÂÃÎËÙÞ ØÑÓÑÛÑ ÄËÆÐÂ ÃÞÔÕÓÂâ ÔØÑÆËÏÑÔÕß ÏÇ-
ÕÑÆÂ.

7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÐÂØÑÆËÕß
àÐÇÓÅËá ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÄÖØ ÃÂÊËÔÐÞØ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎß-
ÕËÒÑÎÇÌ ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ËØ ÑÓËÇÐÕÂÙËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÂ. ±ÓÇÆÎÑÉÇÐÐÖá ÓÂÃÑÕÖ ÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÑÔÐÑÄÖ ÓÂÊÆÇÎÂ "´ÑÚÇÚÐÞÇ ËÔÕÑÚÐËÍË
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ" Ä ÖÚÇÃÐËÍÂØ ÒÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÕÄÖ Ë
ÏÂÅÐÇÕËÊÏÖ.
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Interaction energy of point electric multipoles
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Based on various representations of the potential of point basis sources of an electrostatic éeld, we report the solution to the problem of
their interaction energy. The obtained results can be used to approximate the electric éeld by point multipole éelds using the variational
principle.
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