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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

©ÂÆÂÚÂ Ñ ÒÇÓÇÐÑÔÇ ÒÓËÏÇÔË Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ËÏÇÇÕ
ÆÂÄÐáá ËÔÕÑÓËá Ë ÑÔÕÂÈÕÔâ ÂÍÕÖÂÎßÐÑÌ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ
ÄÓÇÏâ. ³ÖÜÇÔÕÄÖáÜËÇ ÏÑÆÇÎË ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ
ÒÖÕÈÏ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÒÑÆØÑÆâÜËØ ÒÓÑÙÇÆÖÓ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕâÏ ÏÂÎÑÅÑ Ë ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ. ¦ÔÎË
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÔÓÇÆÞ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÄÓÇÏÇ-
ÐË, ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÇ ÏÑÆÇÎË ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÒÑÊÄÑÎâáÕ, ÒÑ ÍÓÂÌ-
ÐÇÌ ÏÇÓÇ, Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÆÇÎÂØ ÐÂÌÕË ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË [1 ë 4]. £ ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖ-
ÚÂÇ ÒÑËÔÍ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÕÓÇÃÖÇÕ ÕÓÖÆÑÈÏ-
ÍËØ Ë ÄÓÇÏâÊÂÕÓÂÕÐÞØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÂÔÚÈÕÑÄ.

£ [5] ÑÆËÐ ËÊ ÂÄÕÑÓÑÄ ÒÓÇÆÎÑÉËÎ ÐÑÄÞÌ ÒÑÆØÑÆ, ÑÔÐÑ-
ÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏ ÑÒËÔÂÐËË ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÒÇÓÇ-
ÐÑÔÂ, ÖÚËÕÞÄÂáÜËÌ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÑÌ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÔÓÇÆÞ ÑÕ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ±ÑÆØÑÆ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÄÔÇÏ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÏ ÏÑÆÇÎâÏ ÍÑÐÙÇÐÕ-
ÓÂÙËâ ÐÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÆÂÎÈÍËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÑÕ ÑÔÐÑÄ-

ÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÄÑÇÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÖÃÞÄÂÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ. ¿ÕÑ ÔÆÇÎÂÎÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÖá ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÒÇÓÇ-
ÐÑÔÇ ÒÓËÏÇÔË ÒÑØÑÉÇÌ ÐÂ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ÑÒÕËÍÖ Ë
ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÔÄÇÔÕË ÇÈ Í ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ë ÄÞÓÂÊËÕß ÍÑÐÙÇÐÕÓÂ-
ÙËá ÚÇÓÇÊ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÒÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËÑÐÐÑÅÑ
ÔËÅÐÂÎÂ (ÍÄÂÊËÎÖÚÂ). ³ÂÏÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ
ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ âÄÎâÇÕÔâ ÂÐÂÎÑÅÑÏ
ÒÓËÐÙËÒÂ ¶ÇÓÏÂ. £ÒÑÔÎÇÆÔÕÄËË ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ
[5] ÃÞÎÂ ÒÓËÏÇÐÇÐÂ Í ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÏ ÏÑÆÇÎâÏ ÒÇÓÇÐÑÔÂ [6,
7]. £ [7] ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÓÂÔÚÈÕ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÐÂ ÑÔÐÑ-
ÄÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÆË××ÖÊËË ÒÓË-
ÄÑÆËÕ Í àÍÑÐÑÏËË ÄÓÇÏÇÐË ÓÂÔÚÈÕÂ ÐÂ ÆÄÂ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÒÓâÏÞÏ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÓÂÔÚÈÕÑÏ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆË××ÖÊËË Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ÍÑ-
à××ËÙËÇÐÕÑÏ ÆË××ÖÊËË.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÏÇÕÑÆ, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞÌ Ä [5], ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÔËÕÖÂÙËá, ÍÑÅÆÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÂâ ÔÓÇÆÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÂ. £ ÐÂ-
ÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ ÃÖÆÇÕ ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑ-
ÓËâ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÒÓËÏÇÔË Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË ÆË××ÖÊËË ë
ÂÆÄÇÍÙËË ÆÎâ ÔÓÇÆÞ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ, ÐÑ Ë ÐÇ-
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 2 Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÂ ÊÂÆÂÚÂ. £
ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÆÂÐ ÄÞÄÑÆ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË Ë ÒÓÑËÎÎá-
ÔÕÓËÓÑÄÂÐÞ ÇÈ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÂØ. £ ÊÂÍÎáÚËÕÇÎß-
ÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÒÑÆÄÑÆâÕÔâ ËÕÑÅË.

2. ¶ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË

±ÇÓÇÐÑÔ ÒÓËÏÇÔË Ä ÏÑÆÇÎË ÆË××ÖÊËË ë ÂÆÄÇÍÙËË ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

q
qt

c �r; t� � ÿuHc �r; t��ÿdiv�DHc �r; t�	�0 ; div u � 0 :

�1�
³ÍÑÓÑÔÕß ÂÆÄÇÍÙËË Ë ÆË××ÖÊËâ âÄÎâáÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË ÍÑ-
ÑÓÆËÐÂÕ Ë ÄÓÇÏÇÐË �u � u�r; t�, D � D�r; t��. ¬ÑÐÙÇÐÕÓÂ-
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ÙËâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ Ë ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ

c �r; 0� � Nd�r� ; c �r; t���jrj!1 � 0 ; �2�

ÅÆÇ Nì ÒÑÎÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÚÂÔÕËÙ ÒÓËÏÇÔË.
µÚËÕÞÄÂâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÖÃÞÄÂÐËâ ÐÂ

ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÑÕ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ, ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËá ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

c �r; t� � A�r; t� exp �ÿ S �r; t�� : �3�
¯ÂÛÂ ÙÇÎß ì ÐÂÌÕË ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË

ÒÓËÏÇÔË ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËâ

S �r; t�4 1 : �4�
¢ÎÂÅÑÆÂÓâ àÕÑÏÖ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ Ä ÊÂÆÂÚÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÏÂÎÞÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ:

x � max

�ÿ
LjHS j�ÿ1 ; �

T

���� qSqt
�����ÿ1�5 1 ; �5�

ÅÆÇ L, T ì ÏÂÔÛÕÂÃÞ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÔÓÇÆÞ
ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÄÓÇÏÇÐË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (3) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1) Ô ÖÚÈÕÑÏ
ÐÂÎËÚËâ ÏÂÎÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ x (5) ÒÑÊÄÑÎËÕ ÐÂÏ ÒÑÎÖÚËÕß
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ S�r; t� Ë ÒÓÇÆàÍÔ-
ÒÑÐÇÐÕÞ A�r; t�.

3. ¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ

µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ. £ ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ ÏÂÎÑÏÖ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ x ÒÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË ÄÞÓÂÉÇÐËâ (3) Ä ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (1) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÕÞ S�r; t�:

qS
qt
� �uHS � �D�HS �2 � 0 : �6�

´ÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËâ ÐÖÎÇÄÑÏÖ ÒÑÓâÆÍÖ ÒÑ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÖ x ÒÓËÄÇÎÑ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÆÂÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇ ÔÑÆÇÓ-
ÉËÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÑÕ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÔÓÇÆÞ (u Ë D) Ë ÄÕÑ-
ÓÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÑÕ S. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6) ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÚÂÔÕÐÞØÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÇÓÄÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ. ¯ÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË Ä ÐÈÏ âÄÎâáÕÔâ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ÄÓÇÏâ, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÑ ÔÄÑÇÌ
×ÑÓÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÂÐÂÎÑÅÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÂÏËÎß-
ÕÑÐÂ ëÁÍÑÃË ÆÎâ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
ÏÇØÂÐËÍÇ [8]. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6)
ÖÆÑÃÐÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÑÏ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ.

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÐÂÊÑÄÈÏ ×ÖÐÍÙËá S �r; t� ÆÇÌÔÕÄËÇÏ,
ÄÇÎËÚËÐÖ HS ì ËÏÒÖÎßÔÑÏ p, Â ÿqS=qt ì ×ÖÐÍÙËÇÌ ¤Â-
ÏËÎßÕÑÐÂH �p; r; t�. ´ÑÅÆÂ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6) ÒÑÎÖÚÂÇÏ

H �p; r; t� � �u p� �D p 2 : �7�
£ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐË 0 < t 0 < t ËÏÒÖÎßÔ Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ

dri
dt 0
� qH

qpi
;

dpi
dt 0
� ÿ qH

qri
;

ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (7) ÒÓËÐËÏÂáÕ ×ÑÓÏÖ

dri
dt 0
� ui � 2Dpi ; �8�

dpi
dt 0
� ÿpk quk

qri
ÿ p 2 qD

qri
: �9�

£ÇÍÕÑÓÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ
ÑÚÇÄËÆÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ� t

0

dt 0
dr �t 0�
dt 0

� r ; �10�

ÍÑÕÑÓÑÇ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ×ÑÓÏÖ� t

0

dt 0
�
u
ÿ
r�t 0�; t 0�� 2D

ÿ
r�t 0�; t 0�p�t 0�� � r : �11�

¥ÇÌÔÕÄËÇ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÏÖ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÖ [8],
ÆÇÌÔÕÄËÇ ÓÂÄÐÑ

S �r; t� �
� r

0

p dr 0 ÿ
� t

0

dt 0H
ÿ
p �t 0�; r �t 0�; t 0� : �12�

³ ÖÚÈÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8) ËÏÇÇÏ

dr 0 � dr�t 0�
dt 0

dt 0 � �uÿr �t 0�; t 0�� 2D
ÿ
r�t 0�; t 0� p �t 0�� dt 0 :

�13�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (7) Ë (13) Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (12), ÒÓË-
ØÑÆËÏ Í ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ ÆÎâ ÆÇÌÔÕÄËâ

S �r; t� �
� t

0

dt 0D
ÿ
r�t 0�; t 0� p 2 �t 0� : �14�

±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÄÞÄÑÆ àÕÑÅÑ ÒÑÆÓÂÊÆÇÎÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐ Ä
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÑÃÜÇÌ ÕÇÑÓËÇÌ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ [8].

±ÓÇÆàÍÔÒÑÐÇÐÕÂ Ë ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ. µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÓÇÆ-
àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ A �r; t� ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ ÒÂ-
ÓÂÏÇÕÓÖ x ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (3) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1)
ÒÖÕÈÏ ÑÕÃÑÓÂ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÖ ÒÇÓ-
ÄÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÑÕ ÄÇÎËÚËÐ A �r; t�, D �r; t� (àÕÑ qA=qt,
HA Ë HD) ËÎË ÄÕÑÓÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÑÕ S �r; t� (àÕÑ DS ):

qA
qt
� �uHA� � 2D�HAHS� � A div �DHS � � 0 : �15�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÔáÆÂ ÄÞÕÇÍÂáÜÇÇ ËÊ (8) ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

HS � p � 1

2D

�
dr

dt 0
ÿ u

�
�16�

Ë ÖÚËÕÞÄÂâ ÔÄÑÌÔÕÄÑ div �u�r; t�� � 0, Â ÕÂÍÉÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

qA
qt 0
�
�

dr

dt 0
HA
�
� dA

dt 0
; �17�

ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

d lnA

dt 0
� ÿ 1

2
div

�
dr

dt 0

�
: �18�

°ÕÔáÆÂ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

A�r; t� � B

t 3=2
exp

�ÿQ�r; t�� ; �19�

ÅÆÇ

Q�r; t� � 1

2

� t

0

dt 0
�
div

�
dr

dt 0

�
ÿ 3

t 0

�
: �20�
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©ÆÇÔß ÏÞ ÒÓËÐâÎË ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ ÐÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÏÂÎÞØ ÄÓÇÏÇÐÂØ, ÍÑÅÆÂ ÔÓÇÆÖ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÌ Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ, ËÏÇáÕ ÏÇÔÕÑ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÞÇ ÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÂ:

dr

dt 0
� r

t 0
; div

�
dr

dt 0

�
� 3

t 0
pri t 0 ! 0 : �21�

£ÇÎËÚËÐÂ B Ä (19) âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ.
°ÐÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÒÖÕÈÏ ÔÓÂÄÐÇÐËâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (19) ÒÓË t 0 ! 0
Ô ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÆÎâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË Ä ÕÑÏ ÉÇ ÒÓÇÆÇÎÇ

c �r; t� � N

�4pD0t�3=2
exp

�
ÿ r 2

4D0t

�
:

B � N

�4pD0�3=2
; D0 � D�0; 0� :

�22�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (22) Ä (19), ÊÂÕÇÏ (19) Ä (3),
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÏÖ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËá ÆÎâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÒÓËÏÇÔË ÒÓË ÒÇÓÇÐÑÔÇ ÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÑÏ ÆË××ÖÊËË ë ÂÆÄÇÍÙËË Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ÐÇÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÌ ÔÓÇÆÇ:

c �r; t� � N

�4pD0t�3=2
exp

�ÿ S
ÿ
r; t� ÿQ�r; t�� : �23�

£ÇÎËÚËÐÞ p�t 0� Ë dr=dt 0, ÄØÑÆâÜËÇ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËâ
S �r; t� Ë Q �r; t�, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË (14) Ë
(20) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÐÂØÑÆâÕÔâ ÒÖÕÈÏ ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔÕÇ-
ÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ (8), (9) Ô ÖÚÈÕÑÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâ (10).

¹ÂÔÕÐÞÇ ÔÎÖÚÂË. ±ÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÊ-
ÓÂÃÑÕÂÐÐÑÌ ÊÆÇÔß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÓËÏÇÐËÕÇÎß-
ÐÑ Í ÕÓÈÏ ÚÂÔÕÐÞÏ ÔÎÖÚÂâÏ.

°ÆÐÑÓÑÆÐÑ-ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÂâ ÔÓÇÆÂ (u;D � const).
±ÖÕÈÏ ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (8) ë (10) ÐÂØÑÆËÏ

ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ËÏÒÖÎßÔÂ Ë ÔÍÑÓÑÔÕË:

p�t 0 � � rÿ ut

2Dt
;

dr

dt 0
� r

t
:

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ËØ Ä ×ÑÓÏÖÎÞ (10) Ë (20), Â ÊÂÕÇÏ àÕË ÒÑ-
ÔÎÇÆÐËÇ Ä (23), ÒÓËØÑÆËÏ Í ËÊÄÇÔÕÐÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá ÊÂÆÂÚË
(1), (2) ÆÎâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÔÓÇÆÞ:

c �r; t� � N

�4pDt�3=2
exp

�
ÿ �rÿ ut �2

4Dt

�
: �24�

°ÆÐÑÓÑÆÐÑ-ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÂâ ÔÓÇÆÂ ÃÇÊ ÂÆÄÇÍÙËË �u � 0,
D � D�t��.

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (9), (10) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ Ë ÔÍÑÓÑÔÕË

p�t 0� � r

2K�t� ;
dr

dt 0
� D�t 0�

K�t� r ; �25�

ÅÆÇ

K�t� �
� t

0

dt 0D�t 0� : �26�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (25) Ä ÄÞÓÂÉÇÐËâ (14) Ë (20), Â
ÊÂÕÇÏ àÕË ÒÑÔÎÇÆÐËÇ Ä (23), ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ

ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË

c �r; t� � Nÿ
4pK�t��3=2 exp

�
ÿ r 2

4K�t�
�
; �27�

ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÚÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÊÂÆÂÚË ÒÓË u � 0,
D � D�t�.

³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÂâ ÔÓÇÆÂ ÃÇÊ ÂÆÄÇÍÙËË �u � 0,
D � D�r��.

£ àÕËØ ÖÔÎÑÄËâØ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÑÌ, Ë ÒÑÕÑÏÖ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (14) Ë (7) ÆÇÌÔÕÄËÇ ÓÂÄÐÑ

S �r; t� � Ht : �28�

°ÃÑÊÐÂÚËÏ ÍÂÍ l ÆÎËÐÖ ÄÆÑÎß ÎËÐËË ÕÓÂÇÍÕÑÓËË
ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÔËÅÐÂÎÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá
dr�t 0�=dt 0, Ô ÐÂÚÂÎÑÏ r�0� � 0 Ë ÑÍÑÐÚÂÐËÇÏ r�t 0�jt 0�t � r.
´ÑÅÆÂ ËÏÇÇÏ ÑÚÇÄËÆÐÑÇ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ:� r

0

dl�� dr�t 0�=dt 0�� � t : �29�

©ÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÆÎËÐÇ l ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÔËÅÐÂÎÂ. ªÊ ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËÌ (7) Ë (8) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÂÃÔÑÎáÕÐÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÞ ÔÍÑÓÑÔÕË���� dr �t 0�dt 0

���� � 2
����������������������
HD

ÿ
r�t 0��q

; �30�

ÒÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË (30) Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (29) ÐÂØÑÆËÏ ÄÇÎË-
ÚËÐÖ ×ÖÐÍÙËË ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ

H � 1

4t 2

�� r

0

dl����������
D�r�p �2

;

ÒÑÔÎÇÆÖáÜÂâ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÍÑÕÑÓÑÌ Ä (28) ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ ÆÎâ ÆÇÌÔÕÄËâ:

S �r; t� � c 2�r�
4D0t

; �31�

ÅÆÇ

c�r� �
� r

0

dl n�l � ; �32�

Ë

n�l � �
����������
D0

D�l �

s
: �33�

±ÓËÔÕÖÒËÏ ÕÇÒÇÓß Í ÄÞÄÑÆÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÎËÐËË
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÔËÅÐÂÎÂ. °ÃÑÊÐÂÚËÏ
m � m�l � ì ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÌ Í ÖÍÂÊÂÐÐÑÌ
ÎËÐËË. µÚËÕÞÄÂâ ÑÚÇÄËÆÐÞÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

dl

dt
�
���� dr �t 0�dt 0

���� i m � p

p
;

ËÏÇÇÏ

dm

dl
� 1

2Dp

d

dt

�
p

p

�
: �34�
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²ÂÔÍÓÞÄÂâ ÄØÑÆâÜËÇ ÔáÆÂ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9) (ÒÓË u � 0), ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

dm

dt
� 1

n

ÿ
Hnÿ m�mHn�� : �35�

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (31) ÆÎâ ÆÇÌÔÕÄËâ (ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ Ä
×ÑÓÏÖÎÇ (3)) Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÔËÅÐÂÎÂ (35) ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÕÇÏË, ÚÕÑ Ä ÓÂÏÍÂØ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÇÓÇÐÑÔÂ Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑ-ÐÇÑÆ-
ÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ [7].

°ÔÕÂÎÑÔß ÕÇÒÇÓß ÄÇÎËÚËÐÖ Q �r; t�, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÖá ×ÑÓ-
ÏÖÎÑÌ (20), ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ
ÕÇÑÓËË ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ (32), (33).
£ÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËÔß ÄÞÕÇÍÂáÜËÏË ËÊ (28), (30) Ë (31) ÆÑ-
ÄÑÎßÐÑ ÑÚÇÄËÆÐÞÏË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

dc � n dl ;
dl

dt 0
�
���� drdt 0

���� ; dr

dt 0
� m

���� drdt 0
���� ;

dt 0 � dc
2
����������
HD0

p ; t 0 � c
2
����������
HD0

p ; nÿ1�mH� � d

dc
;

�36�

ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (20) ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏ Í ÄËÆÖ

Q �r; t� � 1

2

� r

0

dc
�
div

�
m

n

�
ÿ 2

c

�
: �37�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (31) Ë (37) Ä ×ÑÓÏÖÎÖ (23), ÒÓË-
ØÑÆËÏ Í ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂ-
ÙËË ÒÓË ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÇÓÇÐÑÔÇ ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑ-
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ

c �r; t�� N

�4pD0t�3=2
exp

�
ÿ c 2�r�

4D0t
ÿ 1

2

� r

0

dc
�
div

�
m

n

�
ÿ 2

c

��
;

�38�

ÓÂÐÇÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏÖ Ä ÓÂÃÑÕÇ [7].

4. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

²ÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÓÂÃÑÕÞ âÄÎâÇÕÔâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ
ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÒÓËÏÇÔË Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ Ä ÓÇÉËÏÇ ÆË××ÖÊËË ë ÂÆÄÇÍÙËË. ´ÇÑÓËâ ÑÔÐÑÄÂÐÂ
ÐÂ ËÆÇÇ ÑÃ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÐÂ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÆÂÎÈÍËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÑÕ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÑÃÎÂ-
ÔÕË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓËÏÇÔË. ¬ÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ ÄÞÓÂÉÇÐÂ
ÚÇÓÇÊ ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË. ±ÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎß-
ÐÂâ×ÖÐÍÙËâ ÐÂØÑÆËÕÔâ ËÊ ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÆÄÖØ ÑÃÞÍÐÑ-
ÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ,
ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÂÐÂÎÑÅÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ Ä
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË.

°ÉËÆÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÒÓËÏÇÔË
ÚÇÓÇÊ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÖá Ë ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÖá ÔÓÇÆÖ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ
ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÌ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÃÖÆÇÕ ÆÑÔÕËÅÐÖÕÂ
ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÂâ àÍÑÐÑÏËâ (ÐÂ ÆÄÂ Ë ÃÑÎÇÇ ÒÑÓâÆÍÂ) ÓÂÔÚÈÕ-
ÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÒÓâÏÞÏ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÓÂÔÚÈ-
ÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.

°ÆÐËÏ ËÊ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÓÂÊÄËÕÑÌ ÊÆÇÔß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÂÐÂÎËÊ ÆÑÎÅÑÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÒÓÑÙÇÔ-
ÔÑÄ ÒÇÓÇÐÑÔÂ Ä ÅÇÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ Ô ÙÇÎßá ÑÃÑÔÐÑ-
ÄÂÐËâ ÐÂÆÈÉÐÑÔÕË ÊÂØÑÓÑÐÇÐËÌ ÓÂÆËÑÂÍÕËÄÐÞØ ÑÕØÑÆÑÄ.
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