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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ÞÐÖÉÆÇÐÐÞÏ à××ÇÍÕÑÏ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕß, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÌ Ä ÖÔÎÑÄËâØ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑ-

ÐÂÐÔÂ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ (ËÊÎÖÚÇÐËÇ) àÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÞÏ ÒÖÚÍÑÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. £ ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÄÞÐÖÉÆÇÐ-
ÐÞÌ à××ÇÍÕ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÄËÆÂ [1, 2]
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ÅÆÇ D0�o; kz�ì ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÅÆÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ
ÒÖÚÑÍ, ob ì ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÖÚÍÂ,
uìÔÍÑÓÑÔÕß ÒÖÚÍÂ, kz ìÒÓÑÇÍÙËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÐÂ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÖÚÍÂ, a�o; kz� ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ
×ÖÐÍÙËâ, ÐÇ ËÏÇáÜÂâ ÐÖÎÇÌ Ë ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ. ³ÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÂØÑÆËÕÔâ ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ D0�o; kz� � 0, ËÊ ÍÑÕÑÓÑÅÑ, Ô ÖÚÈÕÑÏ ÖÔÎÑÄËâ
ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ o � kzu, ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ

D0�kzu; kz� � 0! kz � kz0 : �2�
²ÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ o0 �
� kz0u. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÄÞÐÖÉ-
ÆÇÐÐÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ âÄÎâÇÕÔâ ÐÂÎËÚËÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐ-
ÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ Ö ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2). ªÐÍÓÇÏÇÐÕ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ËÏÇÇÕ ÄÞÓÂÉÇÐ-
ÐÞÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ, ÆÑÔÕËÅÂâ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÒÓË
kz � kz0. ±ÓËÚÈÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔ ÕÇÏ ÓÇÊÚÇ, ÚÇÏ ÏÇÐßÛÇ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß ÒÖÚÍÂ. ®ÂÍÔËÏÂÎßÐÞÌ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÎÇÅÍÑ ÄÞÚË-
ÔÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1), ÇÔÎË Ä ÐÇÅÑ ÒÑÆÔÕÂÄËÕß

¡ÒÓÇÎß 2025 Å. ´ÑÏ 195, å 4
µ ³ ± ¦ · ª ¶ ª © ª ¹ ¦ ³ ¬ ª · ¯ ¡ µ ¬

¬ 270-ÎÇÕËá ®°³¬°£³¬°¤° ¤°³µ¥¡²³´£¦¯¯°¤° µ¯ª£¦²³ª´¦´¡ (®¤µ)

ËÏÇÐË ®.£. ­°®°¯°³°£¡

®¦´°¥ª¹¦³¬ª¦ ©¡®¦´¬ª

£ÞÐÖÉÆÇÐÐÞÌ à××ÇÍÕ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ
Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÞÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÒÓË ÔÄÇÓØÔÄÇÕÑÄÑÏ ÆÄËÉÇÐËË ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ

àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔÓÇÆÇ

®.£. ¬ÖÊÇÎÇÄ

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÞÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ë ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÇ ÄÞÐÖÉ-
ÆÇÐÐÞÏ à××ÇÍÕÑÏ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ, ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÔÎÑËÔÕÑÌ àÎÇÍÕÓÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ. ¦ÔÎË ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ àÐÇÓÅËâ ÒÖÚÍÂ ËÆÈÕ ÐÂ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÕÑ ÒÓË ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÞØ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕâØ
àÐÇÓÅËâ ÒÖÚÍÂ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÐÇÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ ËÊÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß. ´ÂÍÑÌ ÐÇÑÃÓÂ-
ÕËÏÞÌ ÑÕÃÑÓ àÐÇÓÅËË ÒÖÚÍÂ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÐÇÍÂâ à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÆËÔÔËÒÂÙËâ Ë ÆÇÎÂÇÕ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-
ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÖá ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÂÐÂÎÑÅÑÏ ÑÃÞÚÐÑÌ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÒÖÚÍÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÔËÔÕÇÏÇ
ÃÇÊ ËÊÎÖÚÇÐËâ. £ÞÚËÔÎÇÐÞ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÞ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ Ë ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÚÂÔÕÑÕÐÞÇ ÆËÂÒÂÊÑÐÞ ËØ ÓÂÊÄËÕËâ
ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÔÎÑËÔÕÞØ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ë ÒÎÂÊÏÇÐÐÞØ.

¬ÎáÚÇÄÞÇ ÔÎÑÄÂ: ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÒÖÚÑÍ, ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞÌ à××ÇÍÕ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ, ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂ-
ÕÇÎßÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß

PACS numbers: 41.60. ±m, 52.35. ± g, 52.40.Mj DOI: https://doi.org/10.3367/UFNr.2025.01.039850

#®.£. ¬ÖÊÇÎÇÄ 2025

®.£. ¬ÖÊÇÎÇÄ
®ÑÔÍÑÄÔÍËÌ ÅÑÔÖÆÂÓÔÕÄÇÐÐÞÌ ÖÐËÄÇÓÔËÕÇÕ ËÏ. ®.£. ­ÑÏÑÐÑÔÑÄÂ,
×ËÊËÚÇÔÍËÌ ×ÂÍÖÎßÕÇÕ,
­ÇÐËÐÔÍËÇ ÅÑÓÞ 1, ÔÕÓ. 2, 119991 ®ÑÔÍÄÂ, ²ÑÔÔËÌÔÍÂâ ¶ÇÆÇÓÂÙËâ
E-mail: kuzelev@mail.ru

³ÕÂÕßâ ÒÑÔÕÖÒËÎÂ 3 ÏÂÓÕÂ 2024 Å.,
ÒÑÔÎÇ ÆÑÓÂÃÑÕÍË 27 âÐÄÂÓâ 2025 Å.

https://doi.org/10.3367/UFNr.2025.01.039850


o � o0 � do Ë kz � kz0, ÚÕÑ ÆÂÈÕ

do�kz0� � ÿ1� i
���
3
p

2

�
a�o0; kz0�

�
qD0

qo

�ÿ1
o2

b

�1=3
; �3�

ÅÆÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ×ÖÐÍÙËË D0�o; kz� ÒÑ ÚÂÔÕÑÕÇ ÃÇÓÈÕÔâ Ä
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÕÑÚÍÇ o0; kz0. ±ÓË ÒÑÎÖÚÇÐËË ×ÑÓÏÖÎÞ (3)
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎÑÔß, ÚÕÑ jdoj5o0.

£ÆÂÎË ÑÕ ÕÑÚÍË ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ ËÎË ÍÑÅÆÂ
ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍËÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔ ÐÇÄÑÊÏÑÉÇÐ, Õ.Ç. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2) ÐÇ
ËÏÇÇÕ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÚÂÔÕÑÕÞ ÄÑÎÐ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ ÒÖÚÍÂ ì ÃÞÔÕ-
ÓÖá ÄÑÎÐÖ Ë ÏÇÆÎÇÐÐÖá ÄÑÎÐÖ [3, 4]. ±ÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ob 5 kzu ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) ÆÎâ ÚÂÔÕÑÕ ÕÂÍËØ
ÄÑÎÐ ËÏÇÇÏ

o�kz� � kzu�
������������������������
a�kzu; kz�
D0�kzu; kz�

s
ob : �4�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÔËÔÕÇÏÞ, Ö ÍÑÕÑÓÞØ ÄÇÎËÚËÐÂ
a=D0 < 0. ´ÑÅÆÂ ÚÂÔÕÑÕÞ (4) ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË, Ë
ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕß ÑÆÐÑÌ ËÊ ÐËØ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ.
¿ÕÑ ÔÎÖÚÂÌ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ÂÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕË ÕËÒÂ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÏÂÔÔÞ [5].
±ÓËÏÇÓÑÏ âÄÎâÇÕÔâ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß
ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÏÑÐÑÔÍÑÓÑÔÕÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä
ØÑÎÑÆÐÑÌ ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ [6].

±ÓË ÐÂÎËÚËË ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ:

D0�o; kz� � D 00�o; kz� � iD 000 �o; kz� :
¦ÔÎË ÆËÔÔËÒÂÙËâ ÔÎÂÃÂâ, ÕÑ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÄÞÐÖÉ-
ÆÇÐÐÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ, Õ.Ç. ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ËÐÍÓÇ-
ÏÇÐÕÂ (3), Çá ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇ-
ÐËË ÄÑÎÐ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÊÂÓâÆÂ ÒÖÚÍÂ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÕß ÏÐËÏÑÌ
ÚÂÔÕßá ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (4) ÐÇÎßÊâ, ÍÂÍ
ÃÞ ÏÂÎÂ ÑÐÂ ÐË ÃÞÎÂ. ³ ÐÇÌ ÔÄâÊÂÐ à××ÇÍÕ, ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÒÖÚÍÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá [7]. £ ÒÓÑÕË-
ÄÑÒÑÎÑÉÐÑÔÕß ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏÖ à××ÇÍÕÖ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ, ÆËÔ-
ÔËÒÂÕËÄÐÂâ ÒÖÚÍÑÄÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÐÇ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ËÊÎÖ-
ÚÇÐËÇÏ ÒÖÚÍÑÏ ÍÂÍËØ-ÎËÃÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ àÎÇÍÕÓÑÆË-
ÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÒÑ ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ
ÒÖÚÑÍ. ©ÂÕÑ ÄÑÊÃÖÉÆÂáÕÔâ ÄÑÎÐÞ ÔÂÏÑÅÑ ÒÖÚÍÂ (4). °ÆÐÂ
ËÊ ÄÑÎÐ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, Â ËÏÇÐÐÑ ÏÇÆÎÇÐÐÂâ ÄÑÎÐÂ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ, ËÏÇÇÕ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÖá àÐÇÓ-
ÅËá, Õ.Ç. ÒÓË ÇÈ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËË àÐÇÓÅËâ Ö ÒÖÚÍÂ ÑÕÃËÓÂÇÕÔâ
[8, 9]. ±ÑàÕÑÏÖ ÇÔÎË ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÍÂÐÂÎ ÑÕÄÑÆÂ àÐÇÓÅËË, ÕÑ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ Ä ÒÖÚÍÇ ÃÖÆÖÕ ÔÂÏÑÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ÐÂÓÂÔÕÂÕß.
±ÓË ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÒÖÚÍÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÕÂÍËÏ
ÍÂÐÂÎÑÏ âÄÎâÇÕÔâ ÆËÔÔËÒÂÙËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ àÐÇÓ-
ÅËË Ä ÔÓÇÆÇ. £ àÕÑÏ Ë ÔÑÔÕÑËÕ ÏÇØÂÐËÊÏ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ
ÒÖÚÍÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. £ ÔÄÇÓØÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÌ
(³£¹) àÎÇÍÕÓÑÐËÍÇ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ ÒÖÚÍÑÄÞÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕË ËÊÄÇÔÕÐÞ ÒÑÆ ÐÂÊÄÂÐËÇÏ à××ÇÍÕÂ ÖÔËÎÇÐËâ ÐÂ
ÒÑÅÎÑÜÇÐËË [10]. ¦ÔÎË ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ��D 000 �kzu; kz���5 ��D 00�kzu; kz��� ;
ÕÑ ÆÎâ ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕË ÚÂÔÕÑÕÞ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (4) ËÏÇÇÏ
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°ÆÐÂ ËÊ ÄÇÎËÚËÐ (5) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕË. ¥ËÔÔËÒÂÕËÄÐÂâ ÒÖÚÍÑÄÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ

ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá, ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ
(5) ÔÎÂÃÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ kz.

ªÏÇÇÕÔâ ÇÜÈ ÑÆËÐ ÄÂÉÐÞÌ ÏÇØÂÐËÊÏ ÑÕÄÑÆÂ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ àÐÇÓÅËË ËÊ ÔËÔÕÇÏÞ, Â ËÏÇÐÐÑ ËÊÎÖÚÇÐËÇ. £
ÎáÃÑÌ ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÂ-
ÐÂÎ ÑÕÄÑÆÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÄËÆÇ ËÊÎÖÚÇÐËâ
ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÇÔÕß. ±ÑÕÇÓâ àÐÇÓÅËË ÐÂ ËÊÎÖÚÇÐËÇ ËÊ àÎÇÍ-
ÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÆËÔ-
ÔËÒÂÙËË. ¯Ñ ÆÎâ ÒÖÚÍÂ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÍÖÆÂ ÑÕÄÑÆËÕÔâ
àÐÇÓÅËâ, ÐÂ ÆËÔÔËÒÂÙËá ËÎË ÐÂ ËÊÎÖÚÇÐËÇ. ±ÑàÕÑÏÖ ÇÔÎË
Ä àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ Ô ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ ÒÓÑØÑÆËÕ
àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÒÖÚÑÍ, ÕÑ Ä ÐÈÏ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÔÂÏÑÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÑÇ ÐÂÓÂÔÕÂÐËÇ ÄÑÎÐÞ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ, ÕÂÍ ÉÇ
ÍÂÍ Ë Ä ÑÃÞÚÐÑÌ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ. £ÞÔÄÑÃÑÉÆÂÇ-
ÏÂâ ÒÓË àÕÑÏ àÐÇÓÅËâ ÒÖÚÍÂ ÄÞÐÑÔËÕÔâ ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ ËÊ
ÔËÔÕÇÏÞ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß. ´ÂÍÖá ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÏÞ
ÊÆÇÔß Ë ÐÂÊÞÄÂÇÏ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÒÖÚÍÑ-
ÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá, ËÎË ÖÔËÎÇÐËÇÏ ÐÂ ËÊÎÖÚÇÐËË (ÒÑ
ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÖÔËÎÇÐËÇÏ ÐÂ ÒÑÅÎÑÜÇÐËË).

¯ËÉÇ ÃÖÆÇÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÂâ ÔÎÑËÔÕÂâ
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ, ÒÓÑÐËÊÞÄÂÇÏÂâ àÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÞÏ ÒÖÚÍÑÏ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËÏÔâ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÅÓÂÐË-
ÙÂÏ ÔÎÑÈÄ. £ÐÇÛÐËÇ ÔÎÑË ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓÑÔÕËÓÂáÕÔâ
ÆÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË. ¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÔÎÑËÔÕÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔ-
ÕÇÏÞ ÔÎÇÆÖÇÕ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÔÎÑâ ÊÂÒËÔÂÕß ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, Â ÊÂÕÇÏ ÔÛËÕß ÓÇ-
ÛÇÐËâ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÎÑÈÄ. ²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÑÎâ ÆÎâ
ÒÑÎÖÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ ÔÎÑÈÄ (Ô ÑÆÐÑÌ ËÊ ÅÓÂÐËÙ Ä ÃÇÔÍÑ-
ÐÇÚÐÑÔÕË), ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÖØÑÆâÜËÇ (ËÊÎÖÚÂÇÏÞÇ) ÐÂ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÄÑÎÐÞ, ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ-
ÊÐÂÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÒÎÑÔÍÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË àÕÑ
exp ��ikxx�, Â Ä ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ì ×ÖÐÍÙËâ ¤ÂÐÍÇÎâ
H
�1�
0 �krr�, ÅÆÇ kx Ë kr ìÄÑÎÐÑÄÞÇ ÚËÔÎÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ

ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ. ªÏÇÐÐÑ ÒÑàÕÑÏÖ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ
D0�o; kz� ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ o Ë ÄÇÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ kz, ÍÂÍ Ä ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÆËÔ-
ÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÒÖÚÍÑÏ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ, ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÄÑÎÐ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÊÂÓâÆÂ ÒÖÚÍÂ Ä
ÔËÔÕÇÏÇ Ô ÆËÔÔËÒÂÙËÇÌ. ±ÑàÕÑÏÖ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÆËÔÔËÒÂÕËÄ-
ÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ËÏÇÇÕ ÕÂÍÖáÉÇ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÖ, ÍÂÍ (5), Â ÊÐÂÚËÕ, ÔÎÂÃÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ
kz. ¥ËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá.

³ØÑÆÔÕÄÑ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎß-
ÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ ÑÚÇÄËÆÐÑ ÕÂÍÉÇ Ë ËÊ ÔÎÇÆÖáÜËØ
ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ. £ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÚÂÔÕÑ ÄÏÇÔÕÑ ÖÔÎÑÄËÌ
ËÊÎÖÚÇÐËâ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË 1 ËÔÒÑÎßÊÖáÕ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÅÓÂ-
ÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ­ÇÑÐÕÑÄËÚÂ [12], ÄÄÑÆâ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ×ËÍ-
ÕËÄÐÖá (ËÎË ÓÇÂÎßÐÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÜÖá) ÅÓÂÐËÙÖ Ô ÒÑÅÎÑ-
ÜÂáÜÇÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÔÓÇÆÑÌ (ÔÏ. ÆÂÎÇÇ
ÓËÔ. 1). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÔÕß ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË D0�o; kz� ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ­ÇÑÐÕÑÄËÚÂ, Â
Ä àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÓÇÂÎßÐÂâ
ÆËÔÔËÒÂÙËâ.

³ÆÇÎÂÇÏ ÄÂÉÐÑÇ ÖÕÑÚÐÇÐËÇ, Ä ÓÂÄÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÍÂÔÂá-
ÜÇÇÔâ Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-
ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. ²ÂÐÇÇ ÒÓË ÒÑÎÖÚÇÐËË

1 ªÏÇáÕÔâ Ä ÄËÆÖ ÖÔÎÑÄËâ ©ÑÏÏÇÓ×ÇÎßÆÂ [11].
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×ÑÓÏÖÎÞ (5) ÃÞÎÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ��D 000 �kzu; kz���5 ��D 00�kzu; kz��� ;
ÑÊÐÂÚÂáÜÇÇ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÏÂÎÑÔÕß ÆËÔÔËÒÂÙËË, ÐÑ Ë ÑÕ-
ÔÖÕÔÕÄËÇ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ, Õ.Ç. D 00�kzu; kz� 6� 0.
¦ÔÎË ÉÇ Ä ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÆÎâ ÍÂÍÑÅÑ-ÕÑ ÊÐÂ-
ÚÇÐËâ kz ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ
D 00�kzu; kz� � 0, ÕÑ ÃÖÆÇÕ ÖÏÇÔÕÐÇÇ ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕË ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ Ä ÆËÔÔËÒÂ-
ÕËÄÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ [13], ÚÇÏ Ñ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕË. ±ÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË, ÍÎÂÔÔË×ËÙËÓÖâ
ÒÖÚÍÑÄÞÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÕÇÓ-
ÏËÐÞ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ë
ÖÔËÎÇÐËÇ ÐÂ ËÊÎÖÚÇÐËË ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÄÞÐÖÉÆÇÐ-
ÐÞÌ à××ÇÍÕ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ÐÇÄÑÊÏÑÉÇÐ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÄÔÈÏ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÏ ÔØÑÆÔÕÄÇ ÆËÔÔË-
ÒÂÕËÄÐÑÌ Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÒÖÚÍÑÄÞØ ÐÇÖ-
ÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ËÏÇÇÕÔâ ÄÂÉÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ. ±ÓË
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÒÖÚÍÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ
àÐÇÓÅËâ ÒÖÚÍÂ ËÆÈÕ ÐÂ ÐÂÅÓÇÄ ÔÓÇÆÞ, ÒÑ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÖÚÑÍ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ. ¡ ÒÓË ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ àÐÇÓÅËâ ÒÖÚÍÂ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÖÇÕÔâ Ä àÐÇÓÅËá àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ, ËÊÎÖÚÂÇÏÞØ
ËÊ ÔËÔÕÇÏÞ. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÑ ÔÄÑÇÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ ÆËÔÔËÒÂÕËÄ-
ÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÞÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔÓÑÆÐË ËÊÎÖÚÂÕÇÎß-
ÐÞÏ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕâÏ ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞØ à××ÇÍÕÂØ ¹Ç-
ÓÇÐÍÑÄÂ. £ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÞ ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐ-
ÐÞØ ÒÖÚÍÑÄÞØ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÓÂÊÎËÚÐÞ-
ÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË, ÏÇØÂÐËÊÏÞ àÕËØ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ ËÏÇáÕ
ÐÇÑÆËÐÂÍÑÄÖá ×ËÊËÚÇÔÍÖá ÒÓËÓÑÆÖ, ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ËØ ÓÂÊ-
ÄËÕËâ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÓÂÊÐÞÏË, Â ÒÓÑâÄÎâáÕÔâ ÑÐË Ä ÃÎËÊ-
ÍËØ ÒÑ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËË àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ Ä
ÖÔÎÑÄËâØ, ÒÑØÑÉËØ ÐÂ ÖÔÎÑÄËâ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ
(o � kzu). ²ÂÊÎËÚÂÕß ÕÂÍËÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ë ÆÂÄÂÕß ËØ
ÒÓÂÄËÎßÐÖá ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËá ÄÂÉÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËÏÇÐÐÑ
ÑÐË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÆËÐÂÏËÍÖ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË àÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ä ÊÂÏÇÆÎâáÜËØ ÔËÔÕÇÏÂØ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä àÎÇÍ-
ÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÌ Ë ÄÂÍÖÖÏÐÑÌ
³£¹-àÎÇÍÕÓÑÐËÍË.

2. ¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÑËÔÕÖá ÔËÔÕÇÏÖ, ÔÑÔÕÑâÜÖá ËÊ ÃÇÊÅÓÂÐËÚ-
ÐÑÅÑ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ Ô ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá e0, Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÓÑÆÇÎÂÐ ÍÂÐÂÎ Ô ÒÎÑÔÍËÏË ÅÓÂÐËÙÂÏË x � ÿL Ë
x � �L, ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÞÌ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÑÌ Ô ÕÇÐÊÑÓÑÏ
ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÄËÆÂ

ei j�o� �
e?�o� 0 0

0 e?�o� 0

0 0 ek�o�

0@ 1A ; i; j � x; y; z ; �6�

ÅÆÇ e? Ë ekìÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÚÂÔÕÑÕÞ. £ÆÑÎß ÍÂÐÂÎÂ Ä
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË z ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÕÑÐÍËÌ ÎÇÐÕÑÚÐÞÌ
ÏÑÐÑÔÍÑÓÑÔÕÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÒÖÚÑÍ. ­ÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÖá
ÚÂÔÕÑÕÖ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÕÂÍÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

o2
b�x� � o2

b0Dbd�x� ; �7�

ÅÆÇ o2
b0 ì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ, Db ì ÕÑÎÜËÐÂ ÒÖÚÍÂ, d�x� ì

ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËâ. £ÇÎËÚËÐÂ o2
b0Db ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ

ÒÑÅÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÖÚÍÂ. ªÏÇÐÐÑ Ô àÕÑÌ

ÄÇÎËÚËÐÑÌ ËÏÇáÕ ÆÇÎÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÕÑÓÞ, ÓÂÃÑÕÂáÜËÇ
Ô ÕÑÐÍËÏË ÎÇÐÕÑÚÐÞÏË Ë ÕÓÖÃÚÂÕÞÏË àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÏË
ÒÖÚÍÂÏË. ±ÖÚÑÍ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÏÂÅÐËÚÇÐ-
ÐÞÏ ÔËÎßÐÞÏ ÄÐÇÛÐËÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ-
ÐÞÏ ÄÆÑÎß ÑÔË z 2.

°ÒËÔÂÐÐÂâ ÔÎÑËÔÕÂâ ÔËÔÕÇÏÂ Ô àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÏÒÖÚÍÑÏ, Â
ÕÂÍÉÇ ÆÄÇ ÆÓÖÅËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËÇ ËÐÕÇÓÇÔ ÔÎÑËÔÕÞÇ ÔËÔ-
ÕÇÏÞ ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 1; ÒÖÚÑÍ ËÊÑÃÓÂÉÇÐ ÍÓÂÔÐÞÏ
ÙÄÇÕÑÏ. £ ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÒÓËÔÖÕ-
ÔÕÄÖáÜËÇ ÐÂ ÓËÔÖÐÍÂØ ÔÎÑË ÒÑÅÎÑÕËÕÇÎâ ÐÂØÑÆâÕÔâ ÐÂ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, ÚÇÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÞ L1 !1 ÐÂ ÓËÔ. 1Â Ë R1 !1 ÐÂ ÓËÔ. 1Ã. °ÚÇÄËÆÐÑ,
ÚÕÑ ÔÎÖÚÂË ÒÑÅÎÑÕËÕÇÎâ ÐÂ ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË ÑÕ ÒÖÚÍÂ
Ë ÒÑÅÎÑÕËÕÇÎâ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ×ËÊËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ
(ÔÏ. ÄÞÛÇ). ±ÎÑÔÍÂâ ÔÎÑËÔÕÂâ ÔËÔÕÇÏÂ (ÓËÔ. 1Â) ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÕÇÓÇÔ ËÊ-ÊÂ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑÌ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ. ±ÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÃÑÎÇÇ ÄÂÉ-

2 £ ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÎÑÅÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÇÅÑ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂ. °ÒÓÇÆÇÎâá-
ÜÇÌ ÃÖÆÇÕ ÒÓÑÆÑÎßÐÂâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÆÎâ ÕÑÐÍÑÅÑ ÎÇÐÕÑÚ-
ÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ
ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ [14].
©ÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÒÓË ÇÅÑ ÃÑÎßÛÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÄÂÉÐÂ ÆÎâ ÇÅÑ ÕÓÂÐÔÒÑÓÕËÓÑÄÍË.

±ÑÅÎÑÕËÕÇÎß

±ÑÅÎÑÕËÕÇÎß

±ÑÅÎÑÕËÕÇÎß

±ÑÅÎÑÕËÕÇÎß

¥ËàÎÇÍÕÓËÍ

¥ËàÎÇÍÕÓËÍ

¥ËàÎÇÍÕÓËÍ

¥ËàÎÇÍÕÓËÍ

¬ÂÐÂÎ ÒÖÚÍÂ

¬ÂÐÂÎ ÒÖÚÍÂ

¬ÂÐÂÎ ÒÖÚÍÂ

±ÖÚÑÍ

x

r

R1rb R

x � L1

x � ÿL1

x � L

x � 0

x � ÿL

Â

Ã

Ä

²ËÔ. 1. ³ÎÑËÔÕÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-
ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÞÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË: (Â) ÒÎÑÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ; (Ã) ÙËÎËÐÆÓËÚÇ-
ÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ; (Ä) ÒÖÚÑÍ ÐÂÆ ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá.
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ÐÂâ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ (ÓËÔ. 1Ã, ÕÓÖÃÚÂÕÞÌ ÒÖÚÑÍ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÓËÔÖÐÍÂ)
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6. ³ËÔÕÇÏÂ, ËÊÑÃÓÂÉÈÐÐÂâ ÐÂ
ÓËÔ. 1Ä (ËÅÑÎßÚÂÕÞÌ ÒÖÚÑÍ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖ-
ÎâÓÐÑ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÓËÔÖÐÍÂ) Ä ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÐÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÕÔâ, ÐÑ, ÐÇÔÑÏÐÇÐÐÑ, âÄÎâÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ Ô ÆËÔÔËÒÂ-
ÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÍÂÍ ÆÎâ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ, ÕÂÍ Ë ÆÎâ
ÕÇÑÓËË ÄÑÎÐ Ä ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ.

±ÓÑÆÑÎÉËÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ, ËÊÑÃÓÂÉÈÐÐÑÌ ÐÂ
ÓËÔ. 1Â. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÐÂÛÇÌ ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÊÂÄËÔâÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x, ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÃÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß Ä ÄËÆÇ

f �x� exp �ÿiot� ikzz� : �8�

¥Îâ ÒÑÎÇÌ ÄËÆÂ (8) ÖÓÂÄÐÇÐËâ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÓÂÔÒÂÆÂáÕÔâ ÐÂ
ÆÄÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÞ ÆÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ Ez, Ex, By

(E-ÕËÒ) Ë ÆÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ Bz, Bx, Ey (B-ÕËÒ). ¯ÂÔ ÊÆÇÔß
ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÂ ÆÎâ ÄÑÎÐ E-ÕËÒÂ, ÍÑÕÑÓÖá
ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÑÎâ ÊÂÒËÛÇÏ
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

ikzEx ÿ dEz

dx
� i

o
c
By ;

kzBy � o
c
exx�x�Ex ; �9�

dBy

dx
� ÿi o

c

�
ezz�x� � deb�x�

�
Ez :

©ÆÇÔß

exx�x� � e? ; jxj < L ;

e0 ; jxj > L ;

�
ezz�x� � ek ; jxj < L ;

e0 ; jxj > L ;

�
deb�x� � ÿ o2

b�x�gÿ3
�oÿ kzu�2

:
�10�

£ÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÍÎÂÆÂ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÆËàÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÖá ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß deb ÄÞÚËÔÎÇÐÑ Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË [15], Â g � �1ÿ u 2=c 2�ÿ1=2 ì ÓÇÎâÕË-
ÄËÔÕÔÍËÌ ×ÂÍÕÑÓ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÒÖÚÍÂ 3.

ªÔÍÎáÚÂâ ËÊ ÔËÔÕÇÏÞ (9) ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ex Ë By, ÐÂÌÆÈÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ez:

d

dx

�
exx�x�
w 2
xx�x�

dEz

dx

�
� �ezz�x� � deb�x�

�
Ez ; �11�

ÅÆÇ w 2
xx�x� � k 2

z ÿ exx�x�o2=c 2. ªÐÕÇÅÓËÓÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (11)
ÒÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÂÎÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË x � 0 Ë ÖÚËÕÞÄÂâ
(7), (10) Ë ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕß ×ÖÐÍÙËË Ez�x�, ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÂ ÓÂÊÓÞÄ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ez�x� Ä
ÕÑÚÍÇ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ:�
dEz

dx

�
x�0
� ÿDbw 2

?
o2

b0g
ÿ3

e?�oÿ kzu�2
Ez�0� ; w 2

? � k 2
z ÿ

o2

c 2
e? ;

�12�
ÅÆÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ f f �x�gx�a � f �a� 0�ÿ
ÿ f �aÿ 0�. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ x � �L
ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÖÔÎÑÄËâ ÐÇÒÓÇÓÞÄ-

ÐÑÔÕË 4:�
Ez�x�

	
x��L � 0 ;

�
exx�x�
w 2
xx�x�

dEz

dx

�
x��L

� 0 : �13�

±ÑÏËÏÑ ÖÔÎÑÄËÌ (12) Ë (13) ÖÚÕÈÏ ÇÜÈ ÔËÏÏÇÕÓËá
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÕÑÚÍË x � 0, ËÊ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ Ez�x�
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÎË ÚÈÕÐÑÌ, ËÎË ÐÇÚÈÕÐÑÌ. µÚËÕÞÄÂâ ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÑÔÕß ×ÖÐÍÙËËEz�x� Ä ÐÖÎÇ, ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÒÑÎÂÅÂÕß
ÇÈ ÐÇÚÈÕÐÑÌ, ÕÑ ÃÖÆÇÕ Ez�0� � 0, Â ÕÂÍÑÌ ÔÎÖÚÂÌ ÆÎâ ÐÂÔ Ä
ÔËÎÖ ÖÔÎÑÄËâ (12) ËÐÕÇÓÇÔÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÕß ÐÇ ÏÑÉÇÕ.
±ÑàÕÑÏÖ ×ÖÐÍÙËá Ez�x� ÃÖÆÇÏ ÒÑÎÂÅÂÕß ÚÈÕÐÑÌ, ÚÕÑ
ÖÆÑÃÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

dEz

dx

����
x�ÿ0
� ÿ dEz

dx

����
x��0

: �14�

³ ÖÚÈÕÑÏ (14) ÄËÆËÏ, ÚÕÑ, ÓÇÛÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (11), ÏÑÉÐÑ
ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÕÑÎßÍÑ ÑÃÎÂÔÕßá x > 0.

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (11) Ä ÑÃÎÂÔÕË �0;L� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
×ÑÓÏÖÎÑÌ

Ez � A exp �ÿkx� � B exp �kx� ; �15�

ÅÆÇ A Ë B ì ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ, Â k �
�����������������
w 2
?ek=e?

q
. £ ÑÃÎÂÔÕË

�L;1� ÓÇÛÇÐËÇ ÆÑÎÉÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÖØÑÆâÜÖá ÐÂ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÄÑÎÐÖ, ÐÑ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÄÑÎÐÂ
âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÌÔâ, ËÎË ËÊÎÖÚÂÇÏÑÌ. £ ÕÑÏ
ÉÇ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÄÑÎÐÂ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÌÔâ,
ÓÇÛÇÐËÇ ÆÑÎÉÐÑ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÊÂÕÖØÂÕß. ²ÇÛÇÐËÇ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ ÖÍÂÊÂÐÐÞÏ ÕÓÇÃÑ-
ÄÂÐËâÏ, ËÏÇÇÕ ÄËÆ [16]

Ez � C exp �xx� ; x � ik0 ; Re k 2
0 > 0 ;

ÿw0 ; Re k 2
0 < 0 ;

�
�16�

ÅÆÇ

k 2
0 �

o2

c 2
e0 ÿ k 2

z ; w 2
0 � ÿk 2

0 : �17�

±ÓË ÐÂÒËÔÂÐËË ÓÇÛÇÐËÌ (15) Ë (16) ÃÞÎË ÖÚÕÇÐÞ ÆÄÇ
ÒÇÓÄÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (10). ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ËÊÄÎÇÚÇÐËË
ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÅÑ ÍÑÓÐâ ËÊ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÏÞ ÒÓËÆÇÓÉË-
ÄÂÇÏÔâ ÑÃÜÇÒÓËÐâÕÑÅÑ ÒÓÂÄËÎÂ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ
ÃÇÓÈÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÑÓÐâ, ËÏÇáÜÇÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÖá ÄÇÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÖá ÚÂÔÕß.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÓÇÛÇÐËâ (15) Ë (16) Ä ÖÔÎÑÄËâ ÔÛËÄÍË (12),
(13) Ë ÖÚËÕÞÄÂâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (14), ÒÑÎÖÚËÏ ÎËÐÇÌÐÖá
ÑÆÐÑÓÑÆÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÞØA,B ËC. µÔÎÑÄËÇ ÓÂÊÓÇÛËÏÑÔÕË àÕÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ì ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÖÎá ÇÈ ÑÒÓÇÆÇÎËÕÇÎâ, ÆÂÈÕ ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÒÇÍ-
ÕÓÑÄ ÚÂÔÕÑÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔÎÑËÔÕÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÎÇÐÕÑÚÐÞÏ ÒÖÚÍÑÏ:

�e?kw 2
0 ÿ e0xw 2

?� ÿ �e?kw 2
0 � e0xw 2

?� exp �ÿ2kL�
�e?kw 2

0 ÿ e0xw 2
?� � �e?kw 2

0 � e0xw 2
?� exp �ÿ2kL�

�

� 1

2
Db

w 2
?

ke?

o2
b0g
ÿ3

�oÿ kzu�2
: �18�

3 ²ÂÐÇÇ, ÊÂÒËÔÞÄÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4), ÏÞ ÔÚËÕÂÎË ÒÖÚÑÍ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕ-
ÔÍËÏ, ÒÑàÕÑÏÖ ÃÞÎÑ g � 1.

4 µÔÎÑÄËÇ (12) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÓÂÊÓÞÄ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ By

ÐÂ ÕÑÍÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍÑÅÑ ÒÖÚÍÂ. £ÕÑÓÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ (13) ÑÊÐÂÚÂÇÕ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕß By ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ. °ÐÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÇÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (11).
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µÓÂÄÐÇÐËÇ (18) ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1).
­ÇÄÂâ ÚÂÔÕß (18), ÕÑÚÐÇÇ ÚËÔÎËÕÇÎß ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË, ÇÔÕß
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ D0�o; kz� ÒÎÑÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ
¶ÂÃÓË ë±ÇÓÑ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÓÇÆÑÌ Ä ÍÂÐÂÎÇ ÆËàÎÇÍÕ-
ÓËÍÂ ÿL < x < L. £ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ
x < ÿL Ë x > L ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ ÄÑÎÐÞ, ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâá-
ÜËÇ ÄÞÐÑÔ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ àÐÇÓÅËË ËÊ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ. £
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18) ÃÖÆÇÕ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÑ ÆÎâ ÕÓÈØ
ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÔÎÖÚÂÇÄ ÊÂÒÑÎÐÇÐËâ ÍÂÐÂÎÂ Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ, Â
ËÏÇÐÐÑ: ÄÂÍÖÖÏÐÞÌ ÍÂÐÂÎ, ÍÂÐÂÎ Ô ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ ÒÎÂÊÏÇÐ-
ÐÞÏ ÊÂÒÑÎÐÇÐËÇÏ Ë ÍÂÐÂÎ, ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÞÌ ÔËÎßÐÑ ÂÐËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÑÌ ÒÎÂÊÏÑÌ.

3. ¥ËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÂâ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ä ÄÂÍÖÖÏÐÑÏ ÍÂÐÂÎÇ

£ ÔÎÖÚÂÇ ÄÂÍÖÖÏÐÑÅÑ ÍÂÐÂÎÂ Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË
(18) ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÎÑÉËÕß e? � ek � 1. ±ÓË àÕÑÏ ÃÖÆÇÕ
w 2
? � k 2

z ÿ o2=c 2, k �
������
w 2
?

p
. ±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÒÓËÔÕÖÒËÕß Í

ÑÃÜÇÏÖ ÂÐÂÎËÊÖ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18) Ä ÆÄÖØ
ÄÂÉÐÞØ ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ. ±ÓË
o2

b0Db � 0, Õ.Ç. Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÒÖÚÍÂ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18) Ô
ÖÚÈÕÑÏ ÒÓËÐâÕÞØ ÓÂÐÇÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÌ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

D0�o; kz� �
�
e0

������������������
o2

c 2
ÿ k 2

z

r
ÿ

���������������������
e0
o2

c 2
ÿ k 2

z

r �
ÿ

ÿ
�
e0

������������������
o2

c 2
ÿ k 2

z

r
�

���������������������
e0
o2

c 2
ÿ k 2

z

r �
�

� exp

�
ÿ2i

������������������
o2

c 2
ÿ k 2

z

r
L

�
� 0 : �19�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (19) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÇ
ÚÂÔÕÑÕÞ ÄÂÍÖÖÏÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ¶ÂÃÓË ë±ÇÓÑ, ÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÎÑÔÍËÏË ÅÓÂÐËÙÂÏË ÓÂÊÆÇÎÂ x � �L. ±ÓË-
ÃÎËÉÈÐÐÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (19) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä
ÄËÆÇ

Reo �
����������������������������
k 2
?nc 2 � k 2

z c
2

q
; k?n � p�n� 1=2�

L
; n � 0; 1; . . . ;

Imo � c

2L
ln

����
e0
p ÿ 1����
e0
p � 1

< 0 :
�20�

´ÑÚÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇ (20) âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË kz � 0, ÐÑ Ë
ÒÓË ÐÇÐÖÎÇÄÑÏ kz ÑÐÑ ÄÇÓÐÑ ÒÇÓÇÆÂÈÕ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÄÂÍÖÖÏÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ. ®ÐËÏÂâ
ÚÂÔÕß ÚÂÔÕÑÕ (20) ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÖØÑÆâÜËÏË ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÑÔÕß ÄÑÎÐÂÏË exp ��ikxx�, ÅÆÇ kx �

����������������������������
e0o2=c 2 ÿ k 2

z

p
. ¿ÕÑ

ÐÇÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ
(20), ÕÂÍËØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÐÇÕ. ¯ÇÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÄÑÊÃÖÉÆÂáÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÄÑÎÐÂÏË ÚÇÓÇÊ
ÅÓÂÐËÙÞ ÍÂÐÂÎÂ x � �L.

£ÕÑÓÑÌ ÄÂÉÐÞÌ ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÄËÆ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ, ÇÔÎË Ä ÐÈÏ ÒÑÎÑÉËÕß e0 � 1
ËÎË ÖÔÕÓÇÏËÕß L Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË (ÒÓË àÕÑÏ ÐÂÆÑ ÔÚËÕÂÕß
w 2
? > 0). £ ÆÂÐÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18) ÆÂÈÕ

�oÿ kzu�2 � 1

2
Db

�����������������
k 2
z ÿ

o2

c 2

r
o2

b0g
ÿ3 : �21�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (21) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÚÂÔÕÑÕÞ ÃÞÔÕÓÑÌ ËÏÇÆÎÇÐÐÑÌ
ÄÑÎÐ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÊÂÓâÆÂ ÎÇÐÕÑÚÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ.
µÓÂÄÐÇÐËÇ ÎÇÅÍÑ ÓÇÛËÕß, ÇÔÎË ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ

ÒÖÚÍÂ ÏÂÎÂ. £ ÕÂÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÆÇÌÔÕÄÖâ ÏÇÕÑÆÑÏ ÒÑÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÞØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÌ 5, Ä ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÏÑÉÐÑ ÒÑÆÔÕÂÄËÕß o � kzu. ´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÚÂÔÕÑÕ ÄÑÎÐ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÊÂÓâÆÂ ÒÑÎÖÚËÏ

o � kzu�
���������������
1

2
Dbkz

r
obgÿ2 : �22�

¦ÔÎË ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÖÚÍÂ ÐÇ ÏÂÎÂ, ÕÑ ÚÂÔÕÑÕÞ ÃÞÔÕÓÑÌ Ë
ÏÇÆÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ ÐÇ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÎËÐËË o � kzu. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÓÇÛÇ-
ÐËÇ (22) ÒÓËÏÇÐËÏÑ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ ÄÕÑÓÑÌ ÚÎÇÐ
Ä ÇÅÑ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÏÂÎ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÒÇÓÄÞÏ. °ÚÇ-
ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË kz àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÒÇÓÇÔÕÂÈÕ
ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ. ®Þ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÕÑÎßÍÑ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÇ ÒÖÚÍË ÏÂÎÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÍÑÅÆÂ
ÑÕÏÇÚÇÐÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÔÒÇÍÕÓÑÄ ÄÑÎÐ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÊÂÓâÆÂ ÒÖÚÍÂ ÏÑÉÐÑ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÕß.

³ÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÑÎâ ÄÑÎÐ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ
ÒÖÚÍÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË exp �� ������������������������

k 2
z ÿ o2=c 2

p
x�.

©ÐÂÍ "ÒÎáÔ" ÃÇÓÈÕÔâ ÒÓË x < 0, Â ÊÐÂÍ "ÏËÐÖÔ" ì ÒÓË
x > 0. £ ÔÎÖÚÂÇ ÒÖÚÍÂ ÏÂÎÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÔÄÑÆâÕÔâ Í exp ��kzgÿ1x�. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÑÎÐÞ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÊÂÓâÆÂ ÒÖÚÍÂ ÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ x âÄÎâáÕÔâ ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏË ÄÑÎÐÂÏË.

¯ÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐ-
ÍÑÄÂ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ¶ÂÃÓË ë±ÇÓÑ ÐÇÄÑÊ-
ÏÑÉÐÂ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ×ÂÊÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÑÎÐ (20) ÃÑÎß-
ÛÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ Ä ÒÖÔÕÑÕÇ, Â ÒÑàÕÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
D0�kzu; kz� � 0, ÅÆÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ D0 ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÂ Ä (19), ÐÇ ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÌ. °ÕÔáÆÂ, ÍÂÊÂÎÑÔß ÃÞ,
ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÌ ÄÞÄÑÆ: àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÒÖÚÑÍ, ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐâáÜËÌÔâ Ä ÄÂÍÖÖÏÐÑÏ ÍÂÐÂÎÇ Ä ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÏ ËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ, ÖÔÕÑÌÚËÄ. °ÆÐÂÍÑ ÆÂÐÐÞÌ ÄÞÄÑÆ
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄ ÕÑÎßÍÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ u < c=

����
e0
p

. ±ÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË
ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÅÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕß, Ä ÚÈÏ ÏÞ ÔÇÌÚÂÔ Ë ÖÃÇÆËÏÔâ. ©ÂÍÑÐÇÐ ÄÑÒÓÑÔ, Â
ÒÓË ÚÈÏ ÊÆÇÔß ÔÓÇÆÂ Ô ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá
e0. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ Ô ×ÂÊÑÄÑÌ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá c=

����
e0
p

Ä ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ ÐÇÕ, Ë ÒÖÚÑÍ ÆÄËÉÇÕÔâ ÐÇ Ä
ÔÓÇÆÇ, Â Ä ÄÂÍÖÖÏÐÑÏ ÍÂÐÂÎÇ. £ÔÈ ÆÇÎÑ Ä ÄÑÎÐÂØ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË ÊÂÓâÆÂ ÒÖÚÍÂ. ±ÑÎâ àÕËØ ÄÑÎÐ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÓÇÆÞ Ô
ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá e0 ÐÂÄÑÆâÕ àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍËÇ ÊÂÓâÆÞ ÐÂ ÚÂÔÕÑÕÇ, ÃÎËÊÍÑÌ Í kzu. ¥ÂÐÐÞÇ ÊÂÓâÆÞ
ÄÑÊÃÖÉÆÂáÕ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ jxj > L àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎ-
ÐÞ, ÖØÑÆâÜËÇ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß. µÔÎÑÄËÇÏ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ
ÕÂÍËØ ÖØÑÆâÜËØ ÄÑÎÐ ÍÂÍ ÓÂÊ Ë âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
u > c=

����
e0
p

. µØÑÆâÜÂâ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÄÑÎÐÂ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (16). ´ÂÍÂâ ÄÑÎÐÂ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔÎÑËÔÕÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÐÑ àÕÑ ÓÇÂÎßÐÂâ ÄÑÎÐÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÂÇÕÔâ, ÑÕÃËÓÂÇÕ Ö ÒÖÚÍÂ àÐÇÓÅËá Ë ÖÐÑÔËÕ ÇÈ ÐÂ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕß.

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÑÒËÔÂÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÔÑÄÔÇÏ ÐÇ ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÐÂÎËÚËÇ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÆËàÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá e0 ÍÂÐÂÎÂ jxj < L. ¬ÂÐÂÎ ÐÖ-
ÉÇÐ Ä ÒÇÓÄÖá ÑÚÇÓÇÆß ÆÎâ ÕÓÂÐÔÒÑÓÕËÓÑÄÍË ÒÖÚÍÂ. ¬
ÔÎÖÚÂá ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÍÂÐÂÎÂ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÌÕË, ÇÔÎË Ä ËÔØÑÆ-
ÐÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË (18) (ÆÑ ÕÑÅÑ ÍÂÍ Ä ÐÈÏ e? Ë
ek ÊÂÏÇÐËÎË ÐÂ ÇÆËÐËÙÞ) ÒÑÎÑÉËÕß e? � ek � e0 ËÎË
ÖÔÕÓÇÏËÕß L Í ÐÖÎá. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÆÇÌÔÕÄËÌ

5 ªÏÇÐÐÑ ÕÂÍ ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÓÇÛÇÐËâ (4) Ë (5).
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ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:
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b0g
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°ÔÐÑÄÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (23) ÑÕ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (21) ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÐÇÅÑ ÄÏÇÔÕÑ ÄÇÎËÚËÐÞ������������������������
k 2
z ÿ o2=c 2

p
ÄØÑÆËÕ ÄÇÎËÚËÐÂ

����������������������������
k 2
z ÿ e0o2=c 2

p
. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ

Ö ÄÑÎÐ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÊÂÓâÆÂ ÒÖÚÍÂ o � kzu, ÕÑ ÒÓË ÄÞÒÑÎ-
ÐÇÐËË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ u > c=

����
e0
p

ÏÑÉÐÑ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑ ÊÂ-
ÒËÔÂÕß���������������������
k 2
z ÿ

e0o2

c 2

r
� ÿikz

������������������
e0u 2

c 2
ÿ 1

r
� ÿi

�
o
u

� ������������������
e0u 2

c 2
ÿ 1

r
: �24�

©ÆÇÔß ÒÓË ËÊÄÎÇÚÇÐËË ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÅÑ ÍÑÓÐâ ÏÞ ÖÚÎË
ÐÂÎËÚËÇ Ö ÚÂÔÕÑÕÞ o ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕË.
±ÑàÕÑÏÖ Ä ÔÎÖÚÂÇ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÏÂÎÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (23) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

o�kz� � kzu� 1

2
�ÿ1� i�

���������������������������������
Dbkz

������������������
e0u 2

c 2
ÿ 1

rs
ob0gÿ3=2����

e0
p : �25�

±ÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂâ ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕß ÚÂÔÕÑÕÞ (25) âÄÎâÇÕÔâ
ËÐÍÓÇÏÇÐÕÑÏ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. £ÔÕÂÈÕ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ, ÍÂÍ
ÕÂÍÖá ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÍÎÂÔÔË×ËÙËÓÑÄÂÕß. ¦È ÐÇÎßÊâ
ÕÓÂÍÕÑÄÂÕß ÍÂÍ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞÌ à××ÇÍÕ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ, ÒÑ-
ÔÍÑÎßÍÖ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ, ÐÂØÑÆâÜËØÔâ Ä ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÏ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÇ Ô ÒÖÚÍÑÏ, Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÐÇÕ (ÖÓÂÄÐÇÐËÇ D0�kzu; kz� � 0, ÅÆÇ D0 ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (19),
ÓÇÛÇÐËÌ ÐÇ ËÏÇÇÕ 6). ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (23) ÐÇ ËÏÇÇÕ
ÐËÚÇÅÑ ÑÃÜÇÅÑ Ô "ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏ" ÆÎâ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÅÑ à×-
×ÇÍÕÂ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (1), Â
ËÐÍÓÇÏÇÐÕ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (25) ÒÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÍÂÓÆËÐÂÎßÐÑ
ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ (3). ´Ñ, ÚÕÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) Ë (23) ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÓÂÊÐÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ
ÒÓÑÙÇÔÔÞ, ØÑÓÑÛÑ ÄËÆÐÑ, ÇÔÎË Ä ÐËØ ÒÇÓÇÌÕË Í ÒÓÇÆÇÎÖ
o2

b ! 0. ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÑÄ ÚÂÔÕÑÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞØ ÄÑÎÐ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, Â ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(23) ÒÓË o2

b � 0 ÆÂÈÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑÚÂÔÕËÚÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ
o � kzu. ¯Ñ àÕÑ Ë ÒÑÐâÕÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÒÑÎÖÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÐÇÕ (ÇÔÎË ÕÑÎßÍÑ ÑÐË
ÐÇ ÒÓËØÑÆâÕ ËÊ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË) 7. ¦ÔÕß ÕÑÎßÍÑ ÐÇÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓË x � 0 ÄÑÊÃÖÉÆÂáÕÔâ Ë ÒÑÆÆÇÓ-
ÉËÄÂáÕÔâ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÏ ÒÖÚÍÑÏ Ë ÖØÑÆâÕ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÑÔÕß, ÑÕÃËÓÂâ Ö ÒÖÚÍÂ àÐÇÓÅËá, ÊÂÕÓÂÚÇÐÐÖá ÐÂ ËØ ÄÑÊ-
ÃÖÉÆÇÐËÇ. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÌ ÄÞÄÑÆ:
ÒÖÚÍÑÄÖá ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÖá ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (23), ÔÎÇÆÖÇÕ ÍÎÂÔÔË×ËÙËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÖá ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß, ËÎË à×-
×ÇÍÕ ÖÔËÎÇÐËâ ÐÂ ËÊÎÖÚÇÐËË.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÇÜÈ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (23), Â ÊÂÑÆÐÑ, ÆÎâ ÔÓÂÄÐÇÐËâ,
Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ (21). ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 2 ÆÎâ ÒÖÚÍÂ Ô ÕÑÍÑÏ 100 ¡ 8,
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá u � 2;5� 1010 ÔÏ Ôÿ1

Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá e0 � 2, Ä
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ kz ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ ÄÇÎËÚËÐÂ do � oÿ kzu, âÄ-

ÎâáÜÂâÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÑÏ 9 ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-
ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. ¯Â ÕÑÏ ÉÇ ÓËÔÖÐÍÇ ÒÓË-
ÄÇÆÇÐÂ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ do Ä ÏÇÆÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÇ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ ÕÂÍÑÅÑ ÉÇ ÒÖÚÍÂ, ÐÑ ÆÄËÉÖÜÇ-
ÅÑÔâ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (21). ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÖÚÍÂ ÐÇ ÑÚÇÐß ÄÇÎËÍÂ,
ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÐÂ ÓËÔ. 2 ÍÓËÄÞÇ ÐÇÒÎÑØÑ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ
ÄÕÑÓÑÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (21) Ë ×ÑÓÏÖÎÑÌ (25).

³ÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÑÎâ ÄÑÎÐ ÒÓË ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎß-
ÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÆÂÈÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË exp ��ik0x�, ÅÆÇ k0
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (17). ©ÐÂÍ "ÒÎáÔ" ÃÇÓÈÕÔâ ÒÓË x > 0, Â ÊÐÂÍ
"ÏËÐÖÔ" ì ÒÓË x < 0. £ ÔÎÖÚÂÇ ÒÖÚÍÂ ÏÂÎÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÔÄÑÆâÕÔâ Í exp ��ikz

������������������������
e0u 2=c 2 ÿ 1

p
x�.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÇ ÄÑÎÐÞ âÄÎâáÕÔâ ÑÃÝ-
ÈÏÐÞÏË, ÍÂÍ àÕÑ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß Ä ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâá-
ÜËØÔâ (ËÊÎÖÚÂÇÏÞØ) ÄÑÎÐ (ÓËÔ. 3Â). £ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÇÕ (ÒÓË e0 � 1), ÄÑÎÐÂ ÒÖÚÍÂ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ (ÓËÔ. 3Ã). ²ËÔÖÐÑÍ 3 ÒÑÔÕÓÑÇÐ ÆÎâ
ÕÑÚÍË kz � 5 ÔÏÿ1 ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÍÓËÄÞØ ÐÂ ÓËÔ. 2. ©Â-
ÕÖØÂÐËÇ ÒÓË jxj ! 1 ÒÑÎâ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÐÂ ÓËÔ. 3Â,
ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËÇÏ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ë ÑÃ-
ÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÐÂÎËÚËÇÏ Ö ÚÂÔÕÑÕÞ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÏÐËÏÑÌ
ÚÂÔÕË.

¦ÔÎË ÄÂÍÖÖÏÐÞÌ ÍÂÐÂÎ Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ ÇÔÕß, Õ.Ç. L 6� 0,
ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18) ÎÖÚÛÇ ÄÔÇÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÚËÔÎÇÐÐÑ.
±ÓËÃÎËÉÈÐÐÑÇ ÇÅÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓË ÏÂÎÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÖÚÍÂ ÒÑÎÖÚËÕß ÐÇ ÔÎÑÉÐÑ 10, ÐÑ ÏÞ ÇÅÑ ÊÆÇÔß
ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÏ ËÊ-ÊÂ ÅÓÑÏÑÊÆÍÑÔÕË Ë ÐÇËÐ×ÑÓÏÂÕËÄÐÑÔÕË.
¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18) ÆÎâ ÒÖÚÍÂ Ô ÕÇÏË ÉÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÓËÔ. 2, ÆÎâ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÊÐÂ-
ÚÇÐËÌ ÛËÓËÐÞ ÍÂÐÂÎÂ L ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 4. ¥Îâ
ÔÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂ àÕÑÏ ÓËÔÖÐÍÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÒÑ-
ÒÓÂÄÍÂ Í ÚÂÔÕÑÕÇ do ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ L � 0, ÄÊâÕÂâ Ô ÓËÔ. 2.

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË L ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕË ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ, àÕÑ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÊÂÏÇÕÐÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÃÑÎß-
ÛËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚËÔÇÎ kz. ±ÓËÚËÐÂ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÑÎÇ ÏÇÆ-
ÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ ÒÖÚÍÂ Ä ÄÂÍÖÖÏ-
ÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔËÔÕÇÏÞ ÖÃÞÄÂÇÕ ÍÂÍ exp �ÿkzgÿ1jxj�, ÅÆÇ
jxj < L (ÓËÔ. 3Ã). ±ÑàÕÑÏÖ ÚÇÏ ÃÑÎßÛÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ kzL,
ÕÇÏ ÏÇÐßÛÇ ÄÎËâÐËÇ ÒÖÚÍÂ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ

6 ±ÓË L � 0 àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í kz
�������������������������
e0u 2=c 2 ÿ 1

p
� 0.

7 £ ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÇÔÕß.
°ÐË ÒÓËØÑÆâÕ ËÊ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÑÆÐÑÅÑ ÊÐÂÍÂ, ÅÆÇ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐ ËØ
ËÔÕÑÚÐËÍ, Ë ÖØÑÆâÕ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÆÓÖÅÑÅÑ ÊÐÂÍÂ.
8 ¿ÕÑ ÕÑÍ ÚÇÓÇÊ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÒÎÑÜÂÆßá Db � 1 ÔÏ.

9 ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÑ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÑÏ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÎËÚËÐÂ Im do.
¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÑÏ ÏÞ ÊÆÇÔß ÐÂÊÞÄÂÇÏ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÒÑ-
ÒÓÂÄÍÖ Í ÚÂÔÕÑÕÇ do.
10 ¥Îâ àÕÑÅÑ ÄÑ ÄÔÇ ÚÎÇÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÍÓÑÏÇ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍËØ ÊÐÂÏÇÐÂ-
ÕÇÎÇÌ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÏÇÔÕÑ ÚÂÔÕÑÕÞ o ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ÆÑÒÎÇÓÑÄÔÍÖá ÚÂÔÕÑÕÖ
kzu.
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²ËÔ. 2. ¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË (Imo ì ÍÓÂÔÐÞÌ ÙÄÇÕ, Reo ì ÚÈÓÐÞÌ ÙÄÇÕ) Ë ÒÑÒÓÂÄ-
ÍÂ Í ÚÂÔÕÑÕÇ ÏÇÆÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÖÚÍÂ (ÔËÐËÌ ÙÄÇÕ).
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x � �L, ÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ Ë ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÒÖÚÍÑÏ
ÖØÑÆâÜËØ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÐÇÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ.

®ÂÍÔËÏÂÎßÐÞÌ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎß-
ÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË Ä ÆË-
àÎÇÍÕÓËÍÇ ÍÂÐÂÎÂ ÆÎâ ÕÓÂÐÔÒÑÓÕËÓÑÄÍË ÒÖÚÍÂ. ¢ÑÎÇÇ
ÕÑÅÑ, ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÄÑÎ-
ÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ kz, ÚÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (25) Ë ÓËÔ. 2.
¬ÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ÄÞÅÑÆÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐËÍË ³£¹
ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÒÑÎÖÚÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÄÞÔÑÍÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ, ÒÓËÚÈÏ Ä ÕÇØ
ÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÆËÂÒÂÊÑÐÂØ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÎÖÚÇÐËÇ ÏÑÜÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÏË ÕÇØÐËÚÇÔÍËÏË ÕÓÖÆ-
ÐÑÔÕâÏË (ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÕÇÓÂÅÇÓÙÑÄÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ). °ÆÐÂÍÑ
àÕÖ ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÓÇÊÖÎßÕÂ-
ÕÑÄ ÏÑÉÐÑ ÃÖÆÇÕ ÔÚËÕÂÕß ÓÇÛÈÐÐÑÌ, ÕÑÎßÍÑ ÇÔÎË ÐÂÌ-
ÆÈÕÔâ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÂâ ÔÓÇÆÂ Ô ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇ-
ÏÑÔÕßá e0 > c 2=u 2, ÒÓÑÊÓÂÚÐÂâ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô
ÕÑÍÑÏ Ä ÆÇÔâÕÍË Ë ÔÑÕÐË ÂÏÒÇÓ. £ ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ
ÕÓÂÐÔÒÑÓÕËÓÑÄÍË ÒÖÚÍÂ Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÆÑÎ-
ÉÇÐ ÃÞÕß ÒÓÑÆÇÎÂÐ ÍÂÐÂÎ, Â Ä ÐÈÏ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÃÖÆÇÕ
ËÏÇÕß ÏÇÔÕÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÇ ÊÂÕÖØÂÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ 11.

4. £ÞÐÖÉÆÇÐÐÑÇ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ
Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß
Ä ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ Ô ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÒÎÂÊÏÑÌ

µÔÎÑÉÐËÏ ÕÇÒÇÓß ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÖá ÔÎÑËÔÕÖá àÎÇÍÕÓÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ, Â ËÏÇÐÐÑ: ÒÑÏÇÔÕËÏ Ä ÍÂÐÂÎ ÆÎâ
ÕÓÂÐÔÒÑÓÕËÓÑÄÍË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ØÑÎÑÆÐÖá àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÐÖá ÃÇÔÔÕÑÎÍÐÑÄËÕÇÎßÐÖá ËÊÑÕÓÑÒÐÖá ÒÎÂÊÏÖ Ô
ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá

e? � ek � ep � 1ÿ o2
p

o2
; �26�

ÅÆÇ op ì ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÎÂÊÏÞ 12.
£ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË (18) ÒÓË àÕÑÏ ÃÖÆÇÕ w 2

? �
� k 2

z ÿ epo2=c 2 � k 2
z ÿ o2=c 2 � o2

p=c
2, k � w?. ´ÑÅÆÂ ÒÓË

o2
b0Db � 0 ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÆËÔ-

ÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ¶ÂÃÓË ë
±ÇÓÑ:

exp �ÿ2w?L� �
epw 2

0 ÿ e0xw?
epw 2

0 � e0xw?
: �27�

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ÕËÒÂ (20), Ô ÕÑÌ ÎËÛß ÓÂÊÐËÙÇÌ, ÚÕÑ ËÊ-ÊÂ
ÐÂÎËÚËâ Ä ÍÂÐÂÎÇ ÒÎÂÊÏÞ ÚÂÔÕÑÕÞ ÔÏÇÜÂáÕÔâ ÄÄÇÓØ. ´ÂÍ,
ÄÏÇÔÕÑ (20) ÆÎâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÚÂÔÕÇÌ ÚÂÔÕÑÕ ËÏÇáÕÏÇÔÕÑ
×ÑÓÏÖÎÞ Reo � �o2

p � k 2
z c

2 � k 2
?nc

2�1=2.
¬ÂÓÆËÐÂÎßÐÑ ÐÑÄÞÏ ÒÓË ÐÂÎËÚËË Ä ÍÂÐÂÎÇ ËÊÑÕÓÑÒ-

ÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ,
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÌ ÅÓÂÐËÙÂÏË ÓÂÊÆÇÎÂ ÒÎÂÊÏÞ Ô ÆËàÎÇÍÕÓË-
ÍÑÏ. ¹ÂÔÕÑÕÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÕÂÍÉÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ËÊ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (27). CÚËÕÂâ, ÚÕÑ ÄÞÒÑÎ-
ÐÇÐÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑopc=L4 1, ÒÑÎÖÚËÏ ËÊ (27) ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÂ ÚÂÔÕÑÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ
epw0 � e0w? � 0, ËÊ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÂØÑÆËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ ÆÎâ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÚÂÔÕÑÕÞ [4]:
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²ËÔ. 3. ±ÑÎÇ ÄÑÎÐ ÒÖÚÍÂ: (Â) ÒÓË ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË do � �ÿ0;23� 0;21i� � 1010 ÓÂÆ Ôÿ1; (Ã) ÏÇÆÎÇÐÐÂâ ÄÑÎÐÂ
do � ÿ0;45� 1010 ÓÂÆ Ôÿ1.

0,2

0

ÿ0,2

do
,1

0
1
0
Ó
ÂÆ

Ôÿ
1

ÿ0,4

ÿ0,6

2 4 6 8 10
kz, ÔÏÿ1

²ËÔ. 4. ¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÒÖÚÍÂ Ä ÄÂÍÖÖÏÐÑÏ ÍÂÐÂÎÇ:
Im do ì ÍÓÂÔÐÞÌ ÙÄÇÕ, Re do ì ÚÈÓÐÞÌ ÙÄÇÕ; L � 0, 0,2, 0,5, 1 ÔÏ ì
ÔÄÇÓØÖ ÄÐËÊ.

11 ±ÓË ÍÂÐÂÎËÓÑÄÂÐËË àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÒÖÚÑÍ ÏÑÉÇÕ ÕÓÂÐÔÒÑÓÕËÓÑÄÂÕß-
Ôâ ÃÇÊ ÒÑÕÇÓß ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ Ä ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍËØ
ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÔÓÇÆÂØ [17, 18]. °ÆÐÂÍÑ à××ÇÍÕ ÍÂÐÂÎËÓÑÄÂÐËâ ÄÓâÆ
ÎË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓËÏÇÐÈÐ Ä àÎÇÍÕÓÑÐËÍÇ ØÑÕâ ÃÞ ÖÏÇÓÇÐÐÞØ ÏÑÜÐÑÔ-
ÕÇÌ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÏÑÉÐÑ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ ÑÆËÐ ËÊ ÏÇØÂÐËÊÏÑÄ
ËÊÎÖÚÇÐËâ ÒÖÚÍÂ ÍÂÐÂÎËÓÑÄÂÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÆËÔÔËÒÂ-
ÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË.

12 ±ÎÂÊÏÖ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÐÇÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÌ, Â ÒÖÚÑÍ ÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÞÏ
ÒÑÎÐÑÔÕßá, ÇÔÎË ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÎÂÊÏÞ ÄÇÎËÍÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕßá ÒÖÚÍÂ, Â àÎÇÍÕÓÑÐÐÂâ ÙËÍÎÑÕÓÑÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÏÂÎÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇ-
ÐËá Ô ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÎÂÊÏÞ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÍÂÍ
ÃÞÎÑ ÑÕÏÇÚÇÐÑ ÄÞÛÇ Ä ÔÐÑÔÍÇ 2, ÆÎâ ÕÑÐÍÑÅÑ ÎÇÐÕÑÚÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÕÓÇ-
ÃÑÄÂÐËÇ ÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÞÏ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ.
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±ÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ opc=L ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß o�kz� Ö
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÒÑÎÑÅÑÌ, ÚÇÏ
(28). £ ÎáÃÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÂÊÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ ÄÔÇÅÆÂ ÏÇÐßÛÇ c=

����
e0
p

. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ
ÄÑÎÐÂ ÐÇ ËÊÎÖÚÂÇÕÔâ, ÇÈ ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá.

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÓË o2
b0Db � 0 ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18) ÔÎÇÆÖÇÕ

ÕÂÍÉÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ep � 0, ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ.
¹ÂÔÕÑÕÂ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÇÔÕß o � op, Â ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ
ÒÑÎâ Ez�x� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ x, ÑÕÎËÚÐÑÌ ÑÕ ÐÖÎâ ÕÑÎßÍÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ
ÍÂÐÂÎÂ [18], ÚÕÑ ÒÓË e? � ek � ep � 0 ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(11).

°ÃÜÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÍÓËÄÞØ ÃÇÊÅÓÂÐËÚ-
ÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÔÓÇÆÞ Ô ÍÂÐÂÎÑÏ, ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÞÏ ËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÑÌ ÒÎÂÊÏÑÌ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 5. £ÊâÕÞ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ: L � 1 ÔÏ, e0 � 2,
op � 1011 ÓÂÆ Ôÿ1. ±ÑÓâÆÑÍ ÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ
ÍÓËÄÞØ ÔÐËÊÖ ÄÄÇÓØ ÔÎÇÆÖáÜËÌ: ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÂâ ÍÓËÄÂâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÒÓâÏÂâ o � op, ÕÓË ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÑÆ Ô n � 0; 1; 2. ´ÂÍÉÇ ÐÂ
ÓËÔÖÐÍÇ ÒÓÑÄÇÆÇÐÞ: ÔÄÇÕÑÄÂâ ÒÓâÏÂâ o � kzc, ÎËÐËâ ÚÇ-
ÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ o � kzu, ÔÄÇÕÑÄÂâ ÒÓâÏÂâ ÆË-
àÎÇÍÕÓËÍÂ o � kzc=

����
e0
p

. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 5, Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÖÚÍÂ u 2 �c= ����

e0
p

; c�, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÑÊÏÑÉÐÂ ÆËÔ-
ÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß, ËÏÇÇÕÔâ ÇÜÈ Ë
ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍËÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔ ÒÖÚÍÂ Ô ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ ÒÎÂÊ-
ÏÞ op � kzu. ¹ÇÓÇÐÍÑÄÔÍËÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔ Ô ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ
ÄÑÎÐÑÌ ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË u < c=

����
e0
p

, Õ.Ç. ÄÐÇ ÑÃÎÂÔÕË
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË.

¹ÕÑÃÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍËÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔ ÒÖÚÍÂ Ô
ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÌ Ä ÚËÔÕÑÏ ÄËÆÇ, Õ.Ç.
ÃÇÊ ÒÓËÏÇÔË ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕË, Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (18) ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÔÖÜÇÔÕÄËÕß ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ
ÒÇÓÇØÑÆ L!1 ËÎË ÒÑÎÑÉËÕß e0 � ep. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:

1ÿ o2
p

o2
ÿ 1

2
Dbwp

o2
b0g
ÿ3

�oÿ kzu�2
� 0 ; w 2

p � k 2
z ÿ

epo2

c 2
; �29�

ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÕÑÐÍÑÅÑ
ÎÇÐÕÑÚÐÑÅÑ ÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ ËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÑÌ. µÓÂÄÐÇÐËÇ (29) ËÏÇÇÕ ÄËÆ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) Ô D0�o; kz� � 1ÿ o2

p=o
2. ¦ÔÎË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË

(29) ÍÑà××ËÙËÇÐÕ Dbwp=2 ÊÂÏÇÐËÕß ÇÆËÐËÙÇÌ, ÕÑ ÒÑÎÖ-
ÚËÕÔâ "ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ" ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÒÓË ÓÂÔ-

ÔÏÑÕÓÇÐËË ÍÑÕÑÓÑÅÑ Ë ÃÞÎÑ ÑÕÍÓÞÕÑ âÄÎÇÐËÇ ÒÖÚÍÑÄÑÌ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÒÎÂÊÏÇ [20, 21]. °ÆÐÂÍÑ ÖÍÂÊÂÐÐÂâ ÊÂ-
ÏÇÐÂ ÄÓâÆ ÎË ÒÓÂÄÑÏÑÚÐÂ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÓË ÚÇÓÇÐÍÑÄ-
ÔÍÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË o � kzu, ÒÑàÕÑÏÖ w 2

p � gÿ2o2=u 2�
�o2

p=c
2. ¥ÂÎÇÇ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÂ ÒÎÂÊ-

ÏÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÇ o � op, ÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ÒÖÚÍÂ
ÃÖÆÇÕ wp � op=c. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (29) ÄØÑÆËÕ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ Dbop=c, ÓÂÄÐÞÌ ÑÕÐÑÛÇÐËá ÕÑÎÜËÐÞ ÒÖÚÍÂ Í
ÅÎÖÃËÐÇ ÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä ÒÎÂÊÏÖ.

±ÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

m � Db
op

c

o2
b0g
ÿ3

o2
p

5 1 �30�

ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (29) ËÏÇÇÕ ÄËÆ o � kzu� do, ÅÆÇ

do�kz� �
ikzu

����
m
2

r
; kzu5op ;

ÿ1� i
���
3
p

2
op

����
m
2

3

r
; kzu � op :

8>>><>>>: �31�

±ÇÓÄÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (31) ÆÂÈÕ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ
(ÂÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ) ÒÖÚÍÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ-
ÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÔÕßá ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË
ÒÎÂÊÏÞ ÒÓË o � kzu < op (ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÕËÒÂ ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÑÌ ÏÂÔÔÞ [5]), ÄÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ
¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (29)
ÏÑÉÐÑ ÓÇÛÂÕß Ë ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÚËÔÎÂ kz ÒÓË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ o, ÑÒÓÇÆÇÎââ ÕÇÏ
ÔÂÏÞÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÖÔËÎÇÐËâ ÄÑÎÐ (ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ
ËÐÍÓÇÏÇÐÕ). ±ÓË àÕÑÏ ÐÂ ÚÂÔÕÑÕÇ o � op ÍÑà××ËÙËÇÐÕ
ÖÔËÎÇÐËâ ÑÍÂÉÇÕÔâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÑÎßÛËÏ. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ
ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
D0�o; kz� � 1ÿ o2

p=o
2 ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ. ¢ÇÔÍÑÐÇÚÐÑ-

ÔÕß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÖÔËÎÇÐËâ ÎÇÅÍÑ ÖÔÕÓÂÐâÇÕÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÖÚÈÕÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÎÂÊÏÞ, ÑÃÖÔÎÑ-
ÄÎÇÐÐÑÌ ÕÇÒÎÑÄÞÏ ÆÄËÉÇÐËÇÏ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. ±ÓË ÇÈ ÖÚÈÕÇ
D0�o; kz� � 1ÿ o2

p=�o2 ÿ k 2
z V

2
Te�, ÅÆÇ VTe ì ÕÇÒÎÑÄÂâ

ÔÍÑÓÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ [6]. ¦ÔÎË ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
VTe 5 u, ÕÑ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (29)
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÚÂÔÕÑÕÞ o ÖÚÈÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËË ÐÇ ÄÂÉÇÐ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÒÑÒÓÂÄÍÂÏ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÇÛÇÐËâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18) ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÛËÓËÐÞ
ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÍÂÐÂÎÂ. ¹ÕÑÃÞ ÖÏÇÐßÛËÕß ÚËÔÎÑ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÍÑÕÑÓÞØ ËÊ-ÊÂ ÒÎÂÊÏÞ ÔÕÂÎÑ ÐÂ ÑÆËÐ
ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ ÒÓÇÉÆÇ, ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÇ: ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá ÚÂÔÕÑÕÖ o=op Ë ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÇ
ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ kzc=op. ´ÑÅÆÂ ÑÔÐÑÄÐÞÏ Ä ÕÇÑÓËË ÃÖÆÇÕ
ÄÔÇÅÑ ÑÆËÐ ÒÂÓÂÏÇÕÓ

s � Lop

c
; �32�

ÓÂÄÐÞÌ ÑÕÐÑÛÇÐËá ÒÑÎÖÕÑÎÜËÐÞ ÒÎÂÊÏÞ Í ÅÎÖÃËÐÇ
ÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÒÎÂÊÏÖ. ¦ÜÈ ÑÆËÐ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ (30) ÃÑÎßÛÑÌ ÓÑÎË ÐÇ ËÅÓÂÇÕ. ±ÑÎÂÅÂÇÏ ÇÅÑ
ÓÂÄÐÞÏ 0,001. ©Â×ËÍÔËÓÖÇÏ ÕÂÍÉÇ e0 � 2 Ë u=c � 2;5=3.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 6 ÆÎâ ÓÂÊÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ (32), Õ.Ç.
ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÕÑÎÜËÐÂØ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÍÂÐÂÎÂ, ËÎË ÒÓË
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÎÑÕÐÑÔÕâØ ÒÎÂÊÏÞ, Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÃÇÊÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐÞ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÞÇ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÞ ÒÖÚÍÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. ªÐÍÓÇ-
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kz, ÔÏÿ1

²ËÔ. 5.³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ¶ÂÃÓË ë±ÇÓÑ ÒÓË ÐÂÎËÚËË Ä
ÍÂÐÂÎÇ ÒÎÂÊÏÞ:ReoìÚÈÓÐÞÌ ÙÄÇÕ, ImoìÍÓÂÔÐÞÌ ÙÄÇÕ,o � kzcì
ÊÇÎÈÐÞÌ ÙÄÇÕ, o � kzu ì ÔËÐËÌ ÙÄÇÕ, o � kzc=

����
e0
p

ì ÍÑÓËÚÐÇÄÞÌ
ÙÄÇÕ.
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ÏÇÐÕÞ Imo ËÏÇáÕ ÖÇÆËÐÈÐÐÞÇ ÓÇÊÍËÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÞ ÒÓË
kzc=op � 1;2, ÚÕÑ, ÍÂÍ ÎÇÅÍÑ ÒÑÔÚËÕÂÕß, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÕÑÚÍÇ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ kzu=op � 1. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÞ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÞ
ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞÏ à××ÇÍÕÑÏ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ÐÂ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÇ o � op. ±ÓËÚÈÏ ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ (32)
ËÐÍÓÇÏÇÐÕÞ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ
¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ÖÏÇÐßÛÂáÕÔâ, Â ÒÓË s � 0 (×ËÑÎÇÕÑÄÂâ ÍÓË-
ÄÂâ) àÕÑÅÑ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ ÐÇÕ ÄÑÑÃÜÇ. ª ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÒÓË
s � 1 (ÚÈÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ) ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓË ÄÞ-
ÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ÏÂÍÔËÏÂÎÇÐ Ë ÒÓË ÆÂÎß-
ÐÇÌÛÇÏ ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ s ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÖÉÇ ÐÇ
ÓÂÔÕÈÕ. ³ÎÖÚÂÌ s � 1 Ë ÃÑÎßÛÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕË, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (29) Ë
×ÑÓÏÖÎÂÏË (31). °ÆÐÂÍÑ ÒÑÏËÏÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË ÐÂ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÇ ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à×-
×ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÇ ÐÂ ÓËÔ. 6 ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÇÜÈ Ë ÆÓÖÅÖá ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎß-
ÐÑ, Ä ÑÃÎÂÔÕË kzu=op > 1, ÍÑÅÆÂ ÐËÍÂÍÑÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ
ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÃÞÕß ÐÇ ÏÑÉÇÕ, ËÐÍÓÇÏÇÐÕ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÇÔÕß Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÇÎËÍ. ±ÓËÚÈÏ Ä ÑÃ-
ÎÂÔÕË kzu=op > 1 ËÐÍÓÇÏÇÐÕ âÄÎâÇÕÔâ ÒÎÂÄÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ
ÚÂÔÕÑÕÞ, ÚÕÑ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÇ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. ¿ÕÑ Ë ÇÔÕß ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÂâ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß, ËÎË ÖÔËÎÇÐËÇ ÐÂ ËÊÎÖÚÇÐËË. ±ÓË ÏÂÎÞØ
ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ (32) ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÂâ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÆÑÏËÐËÓÖÇÕ, Â ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ
ÆÂÐÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÆÑÏËÐËÓÖÇÕ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞÌ à××ÇÍÕ
¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ 13.

£ÔÕÂÈÕ ÄÑÒÓÑÔ, ÒÑÚÇÏÖ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ (32) ÓÑÎß
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÖÏÇÐßÛÂ-
ÇÕÔâ, Â ÒÓË s!1 ÑÐÂ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÒÓÑÒÂÆÂÇÕ. ¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÒÎÂÊÏÇ ÇÔÕß
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Õ.Ç. ÄÑÎÐÂ ÒÓË ÖÆÂÎÇÐËË ÑÕ ÒÖÚÍÂ ÊÂÕÖØÂÇÕ. ±ÎÂÊÏÂ
àÍÓÂÐËÓÖÇÕ ÒÑÎÇ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ
ÊÂÓâÆÂ ÒÖÚÍÂ, ÒÓËÚÈÏ ÕÇÏ ÔËÎßÐÇÇ, ÚÇÏ ÃÑÎßÛÇ ÕÑÎÜËÐÂ
ÒÎÂÊÏÞ L. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓË L!1 ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂ-
ÕÇÎßÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, Â ÒÓË ÃÑÎßÛÑÏ, ÐÑ
ÍÑÐÇÚÐÑÏ L ÇÈ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ exp �ÿs�, Õ.Ç.
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÏÂÎ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÖÚÈÕÇ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÃÇÔÔÕÑÎÍÐÑÄËÕÇÎßÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ
ËÏÇÇÕÔâ ÇÜÈ ÑÆËÐ ÏÇØÂÐËÊÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÂÕÖØÂ-
ÐËâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÄÑÎÐ ì ÂÐÑÏÂÎßÐÞÌ ÔÍËÐ-à××ÇÍÕ [6].
¡ÐÑÏÂÎßÐÞÌ ÔÍËÐ-à××ÇÍÕ âÄÎâÇÕÔâ ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÏ Ä
ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÍÑÅÆÂ joj5 kVTe. £ ÐÂÛÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ o � kzu Ë VTe 5 u ÂÐÑÏÂÎßÐÞÌ ÔÍËÐ-à××ÇÍÕ ÓÑÎË
ÐÇ ËÅÓÂÇÕ.

²ÂÐÇÇ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÒÓËÔÖÕÔÕÄËÇ Ä ÍÂÐÂÎÇ ÐÇÊÂÏÂÅ-
ÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá Ä ÔÎÑËÔÕÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÐÂ ÅÓÂ-
ÐËÙÂØ ÓÂÊÆÇÎÂ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ Ô ÒÎÂÊÏÑÌ. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
×ÑÓÏÖÎÞ (28), ×ÂÊÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß àÕÑÌ ÄÑÎÐÞ ÐÇ ÒÓÇÄÑÔØÑ-
ÆËÕ c=

����
e0
p 14, ÒÑàÕÑÏÖ ÔÄÇÓØÔÄÇÕÑÄÞÏ ÒÖÚÍÑÏ ÑÐÂ ÄÑÊÃÖÉ-

ÆÇÐÂ ÃÞÕß ÐÇ ÏÑÉÇÕ. ¹ÕÑÃÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ ÆÑÔÄÇÕÑÄÑÅÑ
àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ u < c=

����
e0
p

. £ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆËÔÔËÒÂ-
ÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, ÐÑ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÇ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ Ë ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, Ë ÑÃÝÈÏÐÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ. ¹ÕÑ-
ÃÞ ÐÇ ËÊÏÇÐâÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÒÑÎÑ-
ÉËÏ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18) e0 � 1.
²ÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ s � 1 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÐÂ ÓËÔ. 7.

£ËÆÐÞ ÆÄÇ ÑÃÎÂÔÕË ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚËÔÇÎ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÏÐË-
ÏÂâ ÚÂÔÕß ÚÂÔÕÑÕÞ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂâ, Õ.Ç. ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÒÖÚ-
ÍÑÄÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß (ÍÓÂÔÐÞÇ ÎËÐËË). ­ÇÄÂâ ÑÃÎÂÔÕß
ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÇ, Â
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²ËÔ. 6. ¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÞ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ
ÒÖÚÍÂ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ Ô ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÏ ÍÂÐÂÎÑÏ: s � 1 ì
ÚÈÓÐÞÌ ÙÄÇÕ, 0,5 ì ÍÓÂÔÐÞÌ, 0,25 ì ÊÇÎÈÐÞÌ, 0,1 ì ÔËÐËÌ, 0,01 ì
ÍÑÓËÚÐÇÄÞÌ, 0,0 ì ×ËÑÎÇÕÑÄÞÌ.

13 ³ÎÂÃÞÇ ÒÓËÊÐÂÍË ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÂ
ÓËÔ. 5 ÒÓÑÔÎÇÉËÄÂáÕÔâ Ë ÒÓË s � 1, ÐÑ ÖÉÇ ÒÓË s � 2 ÐÂ ÅÓÂ×ËÍÇ àÕË
ÒÓËÊÐÂÍË ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÒÑÎÐÑÔÕßá.
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²ËÔ. 7. ¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÞ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍËØ ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕ-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÇ Ë ÐÂ ÑÃÝÈÏÐÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÇ ÒÓË s � 1.

14 ¶ÑÓÏÖÎÂ (28) ÒÑÎÖÚÇÐÂ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ s!1. ±ÓË ÍÑÐÇÚÐÑÏ s ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÓÑØÑÆËÕ ÐËÉÇ ÍÓËÄÑÌ, ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÏÑÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (28).
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ÒÓÂÄÂâ ì Ô ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá ÐÂ ÑÃÝÈÏÐÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄ-
ÔÍÑÌ ÄÑÎÐÇ. ±ÓËÏÇÚÂÕÇÎßÐÑ, ÚÕÑ ÊÂ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÂ
ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÄÑÎÐÂØ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÆÄÂ ÓÂÊÐÞØ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ
ÓÇÛÇÐËâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18). ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎß-
ÐÑ, ÍÂÍÂâ-ÎËÃÑ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ àÕËÏË ÓÇÛÇÐËâÏË ËÊ ÓËÔ. 7 ÐÇ
ÒÓÑÔÎÇÉËÄÂÇÕÔâ �ÄËÆÐÞ ÆÄÇ ÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËÇÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ do�kz��. ¡ ÄÑÕ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÅÑ à×-
×ÇÍÕÂ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ÐÂ ÑÃÝÈÏÐÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÇ Ë
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ËÏÇÇÕÔâ
ÇÆËÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ �ÐÂ ÓËÔ. 6 ÄËÆÐÂ ÑÆÐÂ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÂâ ÍÓË-
ÄÂâ do�kz��, ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÓÂÊÐÞØ ÆËÂÒÂÊÑÐÂØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚË-
ÔÇÎ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÎËÃÑ ÑÆÐÖ, ÎËÃÑ ÆÓÖÅÖá ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 8 ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÞ
ÕÇØ ÉÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ, ÚÕÑ Ë ÐÂ ÓËÔ. 7, ÐÑ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ
s � 0;2. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÑÃÎÂÔÕß ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÂ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÇ ÔÕÂÎÂ �yÉÇ Ë ÔÏÇÔÕËÎÂÔß ÄÎÇÄÑ, Â ËÐÍÓÇÏÇÐÕ
ÔÕÂÎ ÏÇÐßÛÇ. ¿ÕÑ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ s ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ Ë ÚÂÔÕÑÕÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎ-
ÐÞ, Â ÒÓË s! 0 ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÄÑÎÐÂ ÄÑÑÃÜÇ ÒÓÑÒÂÆÂÇÕ.
³ÖÉÇÐËÇ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ë ÖÏÇÐßÛÇÐËÇ ËÐÍÓÇ-
ÏÇÐÕÂ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ Ë ÒÓË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÂ ÑÃÝÈÏÐÑÌ
ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÇ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ (31) Ë ÔÎÖÚÂâ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÐÂ ÓËÔ. 6, ÐËÉÐââ ÅÓÂ-
ÐËÙÂ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÂ ÑÃÝÈÏÐÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄ-
ÔÍÑÌ ÄÑÎÐÇ ÐÇ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, Ë ÑÐÂ ÕÇÏ ÄÞÛÇ, ÚÇÏ ÏÇÐßÛÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ s. ´ÂÍ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ËÊ-ÊÂ ËÔÚÇÊÐÑÄÇÐËâ ÑÃÎÂÔÕË
ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ (ÂÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ) ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÚÕÑ ÑÃ-
ÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÊÐÂÍÂ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÐËÊÍËØ
ÚÂÔÕÑÕ.

5. £ÞÐÖÉÆÇÐÐÑÇ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ
Ë ÖÔËÎÇÐËÇ ÐÂ ËÊÎÖÚÇÐËË Ä ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
Ô ÔËÎßÐÑ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÒÎÂÊÏÑÌ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÇÜÈ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÒÎÂÊÏÂ Ä ÍÂÐÂÎÇ ÒÑÎ-
ÐÑÔÕßá ÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÂ. ¿ÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ ËÏÇÇÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÌ
ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÕÇÓÇÔ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ÔÑÊÆÂÐ-
ÐÞØ ÐÂ ÔÇÅÑÆÐâÛÐËÌ ÆÇÐß Ä ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÌ ³£¹-àÎÇÍÕÓÑ-
ÐËÍÇ ÏÑÜÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ
ÓÂÃÑÕÂáÕ ÐÂ ÄÑÎÐÂØ ÒÎÂÊÏÞ Ä ÔËÎßÐÑÏ ÄÐÇÛÐÇÏ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÏ ÒÑÎÇ [22 ë 24]. ¬ÂÍ ÃÖÆÇÕ ÄËÆÐÑ ËÊ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ,
ÔÎÖÚÂË ÐÇÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÌ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 4) Ë ÒÑÎÐÑÔÕßá
ÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ ÍÂÓÆËÐÂÎßÐÑ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÆÓÖÅ
ÑÕ ÆÓÖÅÂ. ±ÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ì ÒÎÂÊÏÂ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏ
ÄÐÇÛÐÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ì ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÐÂÛÇÌ

ÒÓÑÃÎÇÏÂÕËÍÇ ÑÚÇÐß ÔÎÑÉÇÐ, Ë ÇÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÄÞØÑ-
ÆËÕ ÊÂ ÓÂÏÍË ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÞ. ±ÓËÐâÕÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÒÓË
Oe < op, ÅÆÇ Oe ì àÎÇÍÕÓÑÐÐÂâ ÙËÍÎÑÕÓÑÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ, Ä
ÑÃÎÂÔÕË ÚÂÔÕÑÕ Oe < o < op ÒÎÂÊÏÖ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß
ÐÇÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÌ. ¯ÂÑÃÑÓÑÕ, ÒÓË Oe > op Ä ÒÇÓÄÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÎÂÊÏÖ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÌ
ÒÑÎÐÑÔÕßá. £ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ
e? � 1, ek � ep, Â ep ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (26). ±ÓË àÕÑÏ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË (18) ÃÖÆÇÕ w 2

? � k 2
z ÿ o2=c 2, k � �w 2

?ep�1=2. ±ÓË
o2

b0Db � 0 ËÊ (18) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ¶ÂÃÓË ë±ÇÓÑ, ÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐÐÑÅÑ ÔÎÑÇÏ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ:

exp
�
ÿ2

����������
w 2
?ep

q
L
�
�

w 2
0

����������
w 2
?ep

q
ÿ e0xw 2

?

w 2
0

����������
w 2
?ep

q
� e0xw 2

?
: �33�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (33) ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËâ ÕÑÎßÍÑ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÚÂÔÕÑÕ Ë
ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚËÔÇÎ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

ÿw 2
?ep � ÿ

�
k 2
z ÿ

o2

c 2

��
1ÿ o2

p

o2

�
� k 2

x > 0 : �34�

¯ÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (34) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓÇÐÑ Ä ÆÄÖØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÚÂÔÕÑÕ Ë
ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚËÔÇÎ. ±ÇÓÄÑÌ ÑÃÎÂÔÕË

o > max �op; kzc� �35�
ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (33), ÒÑØÑÉËÇ ÐÂ ÓÇÛÇ-
ÐËâ, ËÊÑÃÓÂÉÈÐÐÞÇ Ä ÑÃÎÂÔÕË (35) ÐÂ ÓËÔ. 5. ´ÂÍËÇ
ÓÇÛÇÐËâ ÐÂÔ ÐÇ ËÐÕÇÓÇÔÖáÕ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÒËÔÞÄÂáÕ àÎÇÍÕ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ô ×ÂÊÑÄÞÏË ÔÍÑÓÑÔÕâÏË, ÒÓÇÄÑÔØÑ-
ÆâÜËÏË ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ. £Ñ ÄÕÑÓÑÌ ÑÃÎÂÔÕË

o < min �op; kzc� �36�

ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ÓÇÛÇÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ
ÍÑÔÞÇ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ [3, 25]. £ÄÇÆÈÐÐÂâ Ä (34)
ÄÇÎËÚËÐÂ kx ÇÔÕß ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ¶ÂÃÓË ë±ÇÓÑ. ¿ÕÑ ÚËÔÎÑ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÕÑÎÜËÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ. ³ÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ×ÑÓ-
ÏÖÎÂ

kx � k?n � p
L
�n� an�; n � 0; 1; 2; . . . ; �37�

ÅÆÇ ÄÇÎËÚËÐÞ an ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ 1=2 (ÔÏ.
(20)). ¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÑÔÐÑÄÐÑÌ (Ô
n � 0) ÏÑÆÞ ÍÑÔÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ
ÐÂ ÓËÔ. 9. ±ÓËÚÈÏ ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕß ÚÂÔÕÑÕÞ (ÍÓÂÔÐÂâ
ÍÓËÄÂâ) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÖÄÇÎËÚÇÐÐÑÌ Ä 10 ÓÂÊ. £ÔÇ ÑÔÕÂÎß-
ÐÞÇ ÂÕÓËÃÖÕÞ ÓËÔ. 9 ÕÂÍËÇ ÉÇ, ÍÂÍ Ö ÓËÔ. 5. ¥ËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍËØ (Ô n5 1) ÏÑÆ ÍÑÔÑÌ ÎÇÐÅÏá-
ÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ (ÐÂ ÓËÔÖÐÍÇ ÐÇ ÒÑÍÂÊÂÐÞ) ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ
ÐËÉÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÏÑÆÞ.

³ÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÑÎâ ÍÑÔÞØ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍËØ ÄÑÎÐ, ÍÂÍ àÕÑ
ÄËÆÐÑ ËÊ (34) Ë ×ÑÓÏÖÎÞ (15), ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÔÙËÎÎËÓÖá-
ÜËÏË ×ÖÐÍÙËâÏË exp ��ikxx�, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÑÎÐÇ
ÑÃÝÈÏÐÑÌ Ä ÔÎÑÇ ÒÎÂÊÏÞ. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ
L!1, ËÊ-ÊÂ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ àÍÔÒÑÐÇÐÙË-
ÂÎßÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ exp �ÿ2kL�, Ä ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËË (18) ÐÇ ÑÚÇÄËÆÇÐ. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ÖÚËÕÞÄÂÕß ÐÂÎËÚËÇ Ö
ÚÂÔÕÑÕÞ o ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕË, ÕÑ ÏÐÑÉËÕÇÎß
exp �ÿ2kL� ÒÓË L!1 ÃÖÆÇÕ ÔÕÓÇÏËÕßÔâ Í ÐÖÎá. ¹ÕÑ
ÍÂÔÂÇÕÔâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕË Ö ÚÂÔÕÑÕÞ, ÕÑ Ä
ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÐÂ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÒÓËÐÙËÒÑÏ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË,
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kzc=op

²ËÔ. 8. ªÐÍÓÇÏÇÐÕÞ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍËØ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÇ Ë ÐÂ ÑÃÝÈÏÐÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÇ ÒÓË
s � 0;2.
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Â Ä ÐÂÛÇÏ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÐÂ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÒÖÚÍÑÄÑÌ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÇÆÇÎß-
ÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ L!1 ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:��������������

1ÿ o2
p

o2

s
ÿ 1

2
Db

�����������������
k 2
z ÿ

o2

c 2

r
o2

b0g
ÿ3

�oÿ kzu�2
� 0 ; �38�

ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÕÑÐÍÑÅÑ
ÎÇÐÕÑÚÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÏÂÅÐË-
ÚÇÐÐÑÌ ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÒÎÂÊÏÑÌ ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË ÒÖÚÍÂ ÄÆÑÎß
ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ¬ ÖÓÂÄÐÇÐËá (38) ÏÑÉÐÑ
ÒÓËÌÕË Ë ÃÇÊ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ, Â ÐÂÒÓâÏÖá: ÆÎâ
àÕÑÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ Ô ÖÚÈÕÑÏ (14) ÒÑÆÔÕÂÄËÕß Ä ÅÓÂÐËÚÐÑÇ
ÖÔÎÑÄËÇ (12) Ez�x� � A exp �ikxx�, ÅÆÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ kx
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ Ä (34).

·ÑÕâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (38) ËÏÇÇÕ ÐÇ ÔÑÄÔÇÏ ÑÃÞÚÐÞÌ ÄËÆ
(ÍÑÓÐÇÄÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑ-
ÔÕË ÒÎÂÊÏÞ), ÓÇÛÂÇÕÔâ ÑÐÑ ÑÃÞÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ²ÇÛÇÐËÇ
ËÜÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ o � kzu� do, ÅÆÇ jdoj5 kzu. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÐÇÔÎÑÉÐÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâ ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÑÄ:
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; kzu � op
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�39b�
²ÇÊÖÎßÕÂÕ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (38) ÒÓË m �
� 0;0001 Ë u=c � 2;5=3 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÐÂ ÓËÔ. 10. ªÏÇÇÕ ÏÇÔ-
ÕÑ ØÑÓÑÛÇÇ ÔÑÅÎÂÔËÇ Ô ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË (39).

±ÑÒÞÕÂÇÏÔâ ÍÎÂÔÔË×ËÙËÓÑÄÂÕß ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß, ÑÒË-
ÔÞÄÂÇÏÖá ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (38). ±ÓË L!1
ÄÇÎËÚËÐÂ kx Ä (34) ÇÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÔÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄ-
ÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÖØÑÆâÜÇÌ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß, Â ËÊ (37) ÔÎÇÆÖÇÕ,
ÚÕÑ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ kx ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÎáÃÞÏ (ØÑÕâLÿ1 ! 0,
ÐÑ ÐÑÏÇÓ n ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÃÑÎßÛËÏ). ±ÑÆ-
ÔÕÂÄÎââ Ä (34) o � kzu, ËÏÇÇÏ

kx � kzgÿ1
�������������������
o2

p

k 2
z u

2
ÿ 1

s
: �40�

ªÊ (40) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ËÊÎÖÚÇÐËÇ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÚÇÓÇÊ
ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÇ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË
kzu � o < op. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓË kzu > op ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË ÐÂ ÓËÔ. 10 ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß. ¶ÑÓÏÖÎÂ (40)
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÄâÊÂÕß ÏÇØÂÐËÊÏ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ô ËÊÎÖÚÇ-
ÐËÇÏ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÍÑÔÞØ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ, ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÂÇÏÞØ ÒÖÚÍÑÏ, Õ.Ç. ÍÎÂÔÔË×ËÙËÓÑÄÂÕß ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß
ÍÂÍ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÖá ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß. ´ÂÍÑÌ
ÄÞÄÑÆ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ ÔÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (38) Ë Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ Ä ÒÑÎÖÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ ÄÑÎÐÂ
(34) ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ. ³ËÕÖÂÙËâ ÑÍÂÊÂÎÂÔß
ËÐÑÌ, ÚÇÏ ÃÞÎÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ. ´ÂÏ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÔÑ ÄÕÑÓÞÏ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÑÏ (31) ÏÞ ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÑ ÔÄâÊÂÎË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞÏ à××ÇÍÕÑÏ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ.
¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÂÐÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÓÂÊÄËÄÂÇÕÔâ ÐÂ
ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÇ o � op. ¯Ñ ÕÂÍÂâ
ÄÑÎÐÂ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÍÑÔÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÎÂÊ-
ÏÇÐÐÑÅÑ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ä ÔËÎßÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ,
âÄÎâÇÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ Ë, ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÑÐÂ ÐÇ
ËÊÎÖÚÂÇÕÔâ (ÒÓÑÆÑÎßÐÂâ ÄÑÎÐÂ ØÑÎÑÆÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ ÄÑÑÃ-
ÜÇ ÐÇ ÒÇÓÇÐÑÔËÕ àÐÇÓÅËá, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÄÖá
ÅÓÖÒÒÑÄÖá ÔÍÑÓÑÔÕß).

¬ÂÍ Ä ÔÎÖÚÂÇ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ ÕÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ ÒÓË L!1 ÍÂÍÑÌ-
ÎËÃÑ ÒÖÚÍÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÑÃÎÂÔÕË ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚË-
ÔÇÎ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÌÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ kzu > op, ÐÇÕ (ÔÏ. ÓËÔ. 10
Ë ÚÈÓÐÖá ÍÓËÄÖá ÐÂ ÓËÔ. 6). ¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÚÂÔÕÑÕ o > op Ä ÄÞÛÇÐÂÊÄÂÐÐÞØ ÒÎÂÊÏÂØ ËÊÎÖÚÂÇÏÞÇ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ô ×ÂÊÑÄÞÏË ÔÍÑÓÑÔÕâÏË, ÏÇÐß-
ÛËÏË ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ c, ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ. ¥ËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ
ÉÇ ÔÓÇÆÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓË u > c=

����
e0
p

ËÏÇáÕÔâ ÄÑÎÐÞ Ô
×ÂÊÑÄÞÏË ÔÍÑÓÑÔÕâÏË, ÃÎËÊÍËÏË Í u, ÒÓË L!1 ÐÂ-
ØÑÆËÕÔâ ÔÎËÛÍÑÏ ÆÂÎÇÍÑ ÑÕ ÒÖÚÍÂ. ªÐÑÇ ÆÇÎÑ ÔÎÖÚÂÌ
ÍÑÐÇÚÐÞØ ÓÂÊÏÇÓÑÄ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÍÂÐÂÎÂ L. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ ÄÑÊÃÖÉÆÂáÕÔâ ËÊÎÖÚÂÇÏÞÇ ÐÇ-
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÖÐÑÔâÜËÇ àÐÇÓ-
ÅËá ÒÖÚÍÂ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ Ä ÑÃÎÂÔÕË
kzu>op ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÂâ ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß.

±ÓË ÍÑÐÇÚÐÑÏ L ÔÍÂÊÞÄÂáÕÔâ Ë ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÐÞÇ ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ: Ä ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÏ
ÔÎÑÇ ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ ÍÄÂÊËÔÕÑâÚËÇ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË x ÄÑÎÐÞ Ô
ÄÑÎÐÑÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË (37), Õ.Ç. ÒÓÑâÄÎâáÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ
ÏÑÆÞ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ¶ÂÃÓË ë±ÇÓÑ. ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÏÑÆÞ,
×ÑÓÏËÓÖÇÏÞÇ ÍÑÔÞÏË ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍËÏË ÄÑÎÐÂÏË, ÏÑÅÖÕ
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o
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p

1 2 3 4 5
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²ËÔ. 9. °ÔÐÑÄÐÂâ ÏÑÆÂ ÍÑÔÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ: ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ
ÚÂÔÕß ÚÂÔÕÑÕÞ ì ÚÈÓÐÞÌ ÙÄÇÕ, ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕß ÚÂÔÕÑÕÞ ì ÍÓÂÔÐÞÌ
ÙÄÇÕ.
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²ËÔ. 10. ¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÕÑÐÍÑÅÑ ÎÇÐÕÑÚÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÏÂÅÐËÚÇÐ-
ÐÑÌ ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ.

15 exp �i4p=5� � ÿ0;81� 0;59i.
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ÃÞÕß Ä ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔÇ Ô ÒÖÚÍÑÏ 16. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä
(34) ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÚËÔÎÂ (37) Ë ÒÓÑÆÑÎßÐÑÇ ÄÑÎ-
ÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ kz � o=u, ÆÎâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ÐÂØÑÆËÏ

o �
����������������������������
o2

p ÿ k 2
?nu 2g 2

q
: �41�

¯ÂÆÂÐÐÞØ ÚÂÔÕÑÕÂØ ÆÑÎÉÐÂ ÒÓÑâÄÎâÕßÔâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß
ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÍÂÍËÏ-ÕÑ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÃÖÆÇÕ ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÕßÔâ ÐÂ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂ-
ÕÇÎßÐÖá ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß. ±ÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË ÛËÓËÐÞ
ÍÂÐÂÎÂ L ÚËÔÎÂ k?n ÓÂÔÕÖÕ Ë ÚËÔÎÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÑÄ (41)
ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ, Â ÐÂÚËÐÂâ Ô ÍÂÍÑÅÑ-ÕÑ L ÓÇÊÑÐÂÐÔÞ ÄÑÑÃÜÇ
ÒÓÑÒÂÆÂáÕ. ±ÓË àÕÑÏ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ
à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ËÔÚÇÊÂÇÕ, Â ÑÔÕÂÈÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÆËÔÔËÒÂ-
ÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 11 ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ s
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÓÂÔÚÈÕÐÞÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÞ ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÎÇÐÕÑÚÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä
ÍÂÐÂÎÇ Ô ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÑÌ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ
ÚËÔÎÇÐÐÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18). ¹ÕÑÃÞ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ à××ÇÍÕÞ
ÒÓÑâÄÎâÎËÔß ÃÑÎÇÇ ÑÕÚÈÕÎËÄÑ, ÒÂÓÂÏÇÕÓ (30) Ä ÓÂÔÚÈÕÂØ
ÃÞÎ ÄÊâÕ ÐÂ ÒÑÓâÆÑÍ ÏÇÐßÛËÏ, ÚÇÏ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (18) ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ Ä ÍÂÐÂÎÇ,
m � 0;0001. ±ÓË s � 30 (ÓËÔ. 11Â) ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÑÕÚÈÕÎËÄÑ
ÄÞÆÇÎËÎËÔß ÒâÕß ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ.

¿ÕË ÏÂÍÔËÏÖÏÞ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞÏ à××ÇÍÕÑÏ ¹Ç-
ÓÇÐÍÑÄÂ ÐÂ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÏÑÆÂØ ÍÑÔÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎ-
ÐÞ Ô ÐÑÏÇÓÂÏË ÑÕ ÐÖÎâ ÆÑ 4 ËÎË 5. ±ÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË s
ÚËÔÎÑÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ÃÖÆÇÕ ÓÂÔÕË. ±ÓË s � 1 ÑÐË ÔÑÎßáÕÔâ
Ë ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÔÕÂÐÇÕ ÕÂÍËÏ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ
ÓËÔ. 10. ±ÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË s ÚËÔÎÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÏÂÍÔËÏÖ-
ÏÑÄ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÏÇÐßÛÇ: ÓËÔ. 11Ã ì ÆÄÂ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ,
ÓËÔ. 11Ä ì ÑÆËÐ ÏÂÍÔËÏÖÏ. ±ÓË ÇÜÈ ÏÇÐßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ s ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÞ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ ÒÓÑ-
ÒÂÆÂáÕ (ÓËÔ. 11Å, Æ).

£ ÔÎÖÚÂâØ s � 1 Ë s � 0;1 (ÓËÔ. 11Å, Æ) ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß
ËÏÇÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÖá ÒÓËÓÑÆÖ.
©ÂÄËÔËÏÑÔÕË, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÇ ÐÂ ÓËÔ. 11Æ, ËÏÇáÕ ÕÂÍÑÌ
ÉÇ ÄËÆ, ÚÕÑ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÐÂ ÓËÔ. 2
(ÑÕÎËÚËâ ÒÑ ÚËÔÎÂÏ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÓÂÔÚÈÕÞ ÒÓÑÄÑÆË-
ÎËÔß ÒÓË ÓÂÊÐÞØ m). £ ÑÔÕÂÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ (ÓËÔ. 11Â ë Ä)
ÏÞ ËÏÇÇÏ ÆÇÎÑ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ Ô ÆÄÖÏâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕâÏË: ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá Ë
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ.
±ÓËÚÈÏ ËØ ÄÍÎÂÆ Ä ÑÃÜËÌ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ kz. ¹ÕÑÃÞ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÏ
ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÆÄÖØ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ, ÃÞÎ ÒÓÑÄÇÆÈÐ ÔÒÇÙËÂ-
ÎßÐÞÌ ÓÂÔÚÈÕ ÕÑÌ ÉÇ ÔËÔÕÇÏÞ, ÐÑ Ä ÖÔÎÑÄËâØ, ÍÑÅÆÂ ÑÆÐÂ
ËÊ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. ¢ÞÎÑ ÒÑÎÑÉÇÐÑ e0 � 1.
±ÓË àÕÑÏ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß
ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÂ, Â ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à×-
×ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ÑÔÕÂÈÕÔâ Ä ÐÇËÊÏÇÐÐÑÏ ÄËÆÇ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÐÂ ÓËÔ. 11Ç. ®Þ ÄËÆËÏ ÕÇ ÉÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ

16 ¿ÕË ÄÑÎÐÞ âÄÎâáÕÔâ ÔÕÑâÚËÏË Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË x Ë ÃÇÅÖÜËÏË Ä
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË z.
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²ËÔ. 11.ªÐÍÓÇÏÇÐÕÞ ÒÖÚÍÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÔÑ ÔÎÑÇÏ ÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ.

´. 195, å 4 £½¯µ¨¥¦¯¯½« ¿¶¶¦¬´ ¹¦²¦¯¬°£¡ ª ¥ª³³ª±¡´ª£¯°-ª©­µ¹¡´¦­¾¯½¦ ¯¦µ³´°«¹ª£°³´ª 443



ÏÂÍÔËÏÖÏÞ, ÚÕÑ Ë ÐÂ ÓËÔ. 11Ã, ÐÑ Ä ÒÓÑÏÇÉÖÕÍÂØ ÏÇÉÆÖ
ÐËÏË ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, ÚÕÑ ÍÂÍ ÓÂÊ Ë ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ
ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇÏ ÄÍÎÂÆÂ ÑÕ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. £ÑÑÃÜÇ, ÚÇÏ ÏÇÐßÛÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ s (32), ÕÇÏ
ÃÑÎßÛÇ ÓÑÎß ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕË. ¯Ñ àÕÑ Ë ÒÑÐâÕÐÑ ì ÚÇÏ ÏÇÐßÛÇ s, ÕÇÏ ÏÇÐßÛÇ
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ L ÑÕ ÒÖÚÍÂ ÆÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ.

ªÏÇÇÕÔâ ÇÜÈ ÑÆÐÂ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß, ÍÑÕÑÓÂâ Ä ÒÓËÐ-
ÙËÒÇ ÄÑÊÏÑÉÐÂ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÔÑ ÔÎÑÇÏ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÏÂÅÐË-
ÚÇÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ, ì àÕÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÒÓË
ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ Ä ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÔËÔ-
ÕÇÏÇ, ÍÑÅÆÂ ÆËÔÔËÒÂÙËâ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ. ¬ÂÍ
ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 9, Ä ÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚËÔÇÎ, ÅÆÇ
ËÏÇÇÕÔâ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍËÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô
ÍÑÔÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÌ, ÍÑÔÂâ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÂâ ÄÑÎ-
ÐÂ ÊÂÕÖØÂÇÕ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËÊÎÖÚÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÅÓÂÐËÙÞ ÔÎÑâ
x � �L. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÄÞ-
ÐÖÉÆÇÐÐÞÌ à××ÇÍÕ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ÐÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÊÂÕÖØÂá-
ÜÇÌ ÄÑÎÐÇ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. ±ÓËÄÇÆÈÏ ÐÇ-
ÑÃØÑÆËÏÞÇ ÔÄÇÆÇÐËâ Ñ ÕÂÍÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÑÔÐÑÄÞ-
ÄÂâÔß ÐÂ ÑÃÜÇÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË (1) [13].

¦ÔÎË ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ D0 � D 00�
� iD 000 Ë ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ
D 00�kzu; kz� � 0, ÕÑ, ÒÑÎÂÅÂâ o � o0 � do Ë kz � kz0, ËÊ
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) ÐÇÔÎÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ do:
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�
iD 000 � do

qD 00
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b � 0 : �42�

±ÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

jD 000 j5
����do qD 00

qo

���� �43�

ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (42) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3) (Ô ÊÂÏÇÐÑÌD0

ÐÂ D 00), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÇ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÑÃÞÚÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕË ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ. ±ÓË ÄÞÒÑÎÐÇ-
ÐËË ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÅÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (42)
ËÏÇÇÏ

do � �
�����������
iao2

b

D 000

s
: �44�

£ÇÎËÚËÐÂ (44) Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕßá Ë ÇÔÕß
ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐ-
ÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ Ä ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ. µÔÎÑ-
ÄËÇÏ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÕÂÍÑÅÑ à××ÇÍÕÂ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑ, ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÇ (43), ÍÑÕÑÓÑÇ, Ô ÖÚÈÕÑÏ (44),
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ:

jD 000 j3 4 ao2
b

�
qD 00
qo

�2

: �45�

£ÔÕÂÈÕ ÄÑÒÓÑÔ, ÐÇ àÕÂ ÎË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ Ä
ÏÂÍÔËÏÖÏÂØ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÐÂ ÓËÔ. 11Â.
±ÓâÏÂâ ÒÓÑÄÇÓÍÂ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (45) ËÊ-ÊÂ ÔÎÑÉÐÑÔÕË ÎÇÄÑÌ
ÚÂÔÕË ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18) ÊÂÕÓÖÆÐËÕÇÎßÐÂ.
£ÑÊÏÑÉÐÞ ÍÑÔÄÇÐÐÞÇ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÇ ÐÂ ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÆÇÍÓÇÏÇÐÕ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÍÑÔÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ
ÔÎËÛÍÑÏ ÏÂÎ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 9 ÆÂÐÐÞÌ ÆÇÍÓÇÏÇÐÕ (ÍÓÂÔÐÂâ
ÎËÐËâ) ËÊÑÃÓÂÉÈÐ ÖÄÇÎËÚÇÐÐÞÏ Ä 10 ÓÂÊ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËÐÂÚÇ
ÇÅÑ ÄÑÑÃÜÇ ÃÞÎÑ ÃÞ ÕÓÖÆÐÑ ÑÕÑÃÓÂÊËÕß ÅÓÂ×ËÚÇÔÍË.
³ÍÑÓÇÇ ÄÔÇÅÑ, Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÐÂÏË ÔÎÖÚÂâØ ÓÇÂÎË-

ÊÖÇÕÔâ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÌ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞÌ à××ÇÍÕ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ,
Â ÐÇ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÌ.

6. ±ÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ
Í ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ

±ÑÏÇÔÕËÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÖá ÐÂÏË ÔÎÑËÔÕÖá ÔËÔÕÇÏÖ Ä
ÒÎÑÔÍËÌ ÄÑÎÐÑÄÑÆ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÞÌ ËÆÇÂÎßÐÑ ÒÓÑÄÑÆâ-
ÜËÏË ÒÎÑÔÍÑÔÕâÏË x � �L1, ÅÆÇ L1 > L. £ÞÄÑÆ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÚÂÔÕÑÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÕÂÍÑÅÑ
ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÑ ÕÑÌ ÉÇ ÔØÇÏÇ, ÚÕÑ Ë
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18), Ô ÕÑÌ ÕÑÎßÍÑ ÓÂÊÐËÙÇÌ, ÚÕÑ ÄÏÇÔÕÑ
ÓÇÛÇÐËâ (16) ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÊâÕß ÕÂÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ:

Ez � C sinh
�
x�L1 ÿ x�� ; L < x < L1 : �46�

©ÆÇÔß ÖÚÕÇÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÖÎá ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÑÎâ Ez ÐÂ
ËÆÇÂÎßÐÑ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÔÕÇÐÍÂØ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ. ±ÑÔÎÇ ÔÕÂÐ-
ÆÂÓÕÐÞØ ÄÞÍÎÂÆÑÍ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:

�e?kw 2
0 ÿ e0xw 2

?G� ÿ �e?kw 2
0 � e0xw 2

?G� exp �ÿ2kL�
�e?kw 2

0 ÿ e0xw 2
?G� � �e?kw 2

0 � e0xw 2
?G� exp �ÿ2kL�

�

� 1

2
Db

w 2
?

ke?

o2
b0g
ÿ3

�oÿ kzu�2
; �47�

ÅÆÇ

G � ÿ coth
�
x�L1 ÿ L�� : �48�

¯ÇÔÎÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ L1 !1 ÄÇÎËÚËÐÂ (48)
ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÇÆËÐËÙÖ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (47) ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18). ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ, ÑÔÖÜÇÔÕÄÎââ àÕÑÕ ÒÓÇÆÇÎß-
ÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô
ÒÓËÐÙËÒÑÏ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË ÚÂÔÕÑÕÂ o ËÏÇÇÕ ÒÑÎÑÉËÕÇÎß-
ÐÖá ÏÐËÏÖá ÚÂÔÕß. ©ÂÕÇÏ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË
ÒÓÑÆÑÎÉËÕß ÐÂ ÐËÉÐáá ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕß ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË o, ÚÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÒÑÎÐÞÌ àÍÄËÄÂÎÇÐÕ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (18).

®ÇÉÆÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (47) Ë (18) ËÏÇÇÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ
ÓÂÊÎËÚËÇ: ÐÖÎË ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (47) ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÐÇÊÂÕÖØÂáÜËØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ
ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ, Â ÐÖÎË ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18) ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÊÂÕÖØÂáÜËØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ
ÄÑÎÐ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ¶ÂÃÓË ë±ÇÓÑ. ±ÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÏ ÔÍÂ-
ÊÂÐÐÑÇ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 12 ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ ÒÓË ÐÂÎËÚËË Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ ÄÂÍÖÖÏÐÑÅÑ ÍÂ-
ÐÂÎÂ. ±ÂÓÂÏÇÕÓÞ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ ÔÎÇÆÖáÜËÇ: L1 � 2 ÔÏ,
L � 1 ÔÏ, e0 � 2. £ËÆÐÑ ÃÑÎßÛÑÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÞØ ÍÓËÄÞØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÏÑÆ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ, ÐÂÚËÐÂâ ÑÕ
´¦®-ÏÑÆÞ (ÔÂÏÂâ ÐËÉÐââ ÍÓËÄÂâ) Ë ÊÂÍÂÐÚËÄÂâ ÏÑÆÑÌ
En Ô ÐÑÏÇÓÑÏ n � 11. £ ÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑÄÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ×ÂÊÑ-
ÄÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÄÔÇØ àÕËØ ÏÑÆ ÄÞØÑÆâÕ ÐÂ ÊÐÂÚÇÐËÇ c=

����
e0
p

, Â
ÒÑàÕÑÏÖ ÒÓË ÔÄÇÓØÔÄÇÕÑÄÑÏ ÆÄËÉÇÐËË ÒÖÚÍÂ ÄÑÊÏÑÉÇÐ
ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍËÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔ ÒÖÚÍÂ ÔÑ ÄÔÇÏË ÏÑÆÂÏË ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÆÂ. ¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÓÇÊÑÐÂ-
ÕÑÓÂ ¶ÂÃÓË ë±ÇÓÑ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÎÑÔÍËÏ ÄÂÍÖÖÏÐÞÏ
ÍÂÐÂÎÑÏ Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (20).
°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍËÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔ ÒÖÚÍÂ Ô ÕÂÍËÏË
ÄÑÎÐÂÏË ÐÇÄÑÊÏÑÉÇÐ.

°ÔÑÃÇÐÐÑ ÊÂÏÇÕÐÞÏ ÓÂÊÎËÚËÇ ÏÇÉÆÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË
(47) Ë (18) ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ Ä ÔÎÖÚÂÇ L � 0, Õ.Ç. ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË
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Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ ÍÂÐÂÎÂ ÆÎâ ÕÓÂÐÔÒÑÓÕËÓÑÄÍË ÒÖÚÍÂ. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÄÑÑÃÜÇ ÐÇÕ, Â ÄÑÎÐÑÄÑÆ Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ
ÄÑÎÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ ËÏÇáÕÔâ. ±ÑÎÂÅÂâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (47)
L � 0 (ËÎË e? � ek � e0), ÒÑÎÖÚËÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ Ô ÕÑÐÍËÏ ÎÇÐÕÑÚÐÞÏ
àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÏ ÒÖÚÍÑÏ:

x cosh �xL1� � sinh �xL1�w 2
0

1

2
Db

o2
b0g
ÿ3

e0�oÿ kzu�2
: �49�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (49) ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÑÃÜÇÅÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (1). ¯ÖÎË ÇÅÑ ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË, Õ.Ç. ÍÑÓÐË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
x cosh �xL1� � ik0 cos �k0L1� � 0, ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÚÂÔÕÑÕÞ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ ÃÇÊ ÒÖÚÍÂ

o �
������������������
k 2
?n � k 2

z

q
c����
e0
p ; k?n � p

L1

�
n� 1

2

�
; n � 0; 1; . . .

�50�

¦ÜÈ ÑÆËÐ ÍÑÓÇÐß k0 � 0! o � kzc=
����
e0
p

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÚÂÔ-
ÕÑÕÖ ´¦®-ÄÑÎÐÞ, ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÖá ÊÆÇÔß ÆÎâ ÐÂÔ
ËÐÕÇÓÇÔÂ17. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (50) kz � o=u, ÐÂØÑÆËÏ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ

on � k?nu������������������������
e0u 2=c 2 ÿ 1

p : �51�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÆÂÎÇÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (49) o � on � do, kz �
� kzn � on=u, ÐÂØÑÆËÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÞ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕÇÌ ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ÐÂ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÞØ ÏÑÆÂØ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ:

do � don � ÿ1� i
���
3
p

2

�
Db

2L1

k 2
?nc

2

e0on

o2
bg
ÿ3

e0

�1=3

: �52�

£ ÒÓÇÆÇÎÇ L1 !1 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (49) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

x � ÿw 2
0

1

2
Db

o2
b0g
ÿ3

e0�oÿ kzu�2
: �53�

¯ÖÎß ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (53) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÄÇÕÑÄÖá
ÄÑÎÐÖ x � 0! o � kzc=

����
e0
p

, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÖáÔâ ÔÕÓÑ-
ÅÑ ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÖÚÍÂ Ë Ô ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÖÚÑÍ
ÐÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖÇÕ. ¥ÓÖÅËØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÐÇÕ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓ ÒÓËL � 0 ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, Â ÆËàÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍËÇ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ x > 0 Ë x < 0 ÄÑÎÐÖ, ÍÂÍ ÅÑÄÑ-
ÓâÕ, "ÐÇ ÆÇÓÉÂÕ" 18. µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (16) Ë (17)
x � ik0, w 2

0 � ÿk 2
0 , ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (53) Ä ÒÑÆÓÑÃ-

ÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÐÑÇ ÐÂÏË ÓÂÐÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (23). ²ÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (23) ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ Ä (25).

ªÕÂÍ, ÓÂÊÎËÚËâ ÏÇÉÆÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (49) Ë (53), Â
ÕÂÍÉÇ Ë ÏÇÉÆÖ ËØ ÓÇÛÇÐËâÏË (52) Ë (25) ÑÚÇÄËÆÐÞ. ¿ÕÑ
ÑÕÐÑÔËÕÔâ Ë Í ÔÂÏÞÏ ÑÃÜËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (18) Ë (47). £
ÒÓÇÆÇÎÇ L1 !1 ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÓÇÛÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (47) ÆÑÎÉÐÞ ÒÇÓÇØÑÆËÕß Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18). ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÄÇÎËÚËÐÞ (52) don �
� do�kzn� ÒÓË L1!1 ÆÑÎÉÐÞ ÒÇÓÇÌÕË Ä ×ÖÐÍÙËá
do�kz�, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÖá ÄÕÑÓÞÏ ÔÎÂÅÂÇÏÞÏ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔ-
ÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ (25) (Ä ÑÃÜËØ ÕÑÚÍÂØ kz � kzn). ¹ÕÑÃÞ
ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÑÄÂÕß "ÆËÐÂÏËÍÖ" ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ,
ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (49) ÒÓË ÓÂÊ-
ÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ L1 ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ
ÊÐÂÚÇÐËâØ ÆÓÖÅËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÑÊßÏÈÏ, ÍÂÍ Ä
ÓÂÔÚÈÕÂØ ÒÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÓËÔ. 2. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 13Â ÄËÆÐÂ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÑÃÑÔÑÃÎÇÐÐÞØ ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÏÂÍÔËÏÖ-
ÏÑÄ ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ do (ÍÓÂÔ-
ÐÂâ ÎËÐËâ). ®ÂÍÔËÏÖÏÞ ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÕÑÚ-
ÍÂØ kz � kzn Ë ÐÇÒÎÑØÑ ÔÑÅÎÂÔÖáÕÔâ Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (52).
¬ÂÉÆÞÌ ÏÂÍÔËÏÖÏ Ë ÇÅÑ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ÐÂ
ÏÑÆÇ En ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ. ±ÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË
L1 (ÓËÔ. 13Ã, Ä) ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÞ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ
ÓÂÔÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÚÂÜÇ Ë ÐÂÚËÐÂáÕ ÔÎËÄÂÕßÔâ, ÒÓËÚÈÏ
ÕÇÏ ÔËÎßÐÇÇ, ÚÇÏ ÃÑÎßÛÇ kz. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÒÓË L1 � 40 ÔÏ
(ÓËÔ. 13Å) ÏÂÍÔËÏÖÏÞ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ ÄÑÑÃÜÇ ËÔÚÇÊÎË, Ë
Ô×ÑÓÏËÓÑÄÂÎÂÔß ÅÎÂÆÍÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß, ÐÇÒÎÑØÑ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÏÂâ ÄÕÑÓÞÏ ÔÎÂÅÂÇÏÞÏ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ×ÑÓÏÖÎÞ (25).
±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÇ ÐÂ ÓËÔ. 13Å ÍÓËÄÞÇ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÏË ÍÓËÄÞÏË ÐÂ ÓËÔ. 2, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏË ÚËÔÎÇÐÐÞÏ
ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (23). ±ÓÑËÔØÑÆâÜÇÇ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ Ä
ÒÇÓÄÖá ÑÚÇÓÇÆß ÕÇÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË L1 ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ
ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÚËÔÎÂ kzn � on=u ÓÂÔÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÚÂÜÇ, ÊÂÒÑÎ-
Ðââ ÒÓË L1 !1 ÄÔá ÚËÔÎÑÄÖá ÑÔß kz > 0.

±ÓË ÍÂÉÆÑÏ ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ L1 ÒÖÚÑÍ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑ ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ.
£ÑÊÐËÍÂáÜËÇ ÒÓË àÕÑÏ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ
ÒÑÆÒÂÆÂáÕ ÒÑÆ ÆÂÐÐÑÇ ÐÂÏË ÄÑ ÄÄÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐ-
ÍÑÄÂ. ±ÑàÕÑÏÖ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÑÒËÔÂÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ
ÒÇÓÇØÑÆÂ L1 !1 ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑÔÕË
ÄÄÇÆÈÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ ÕÇÓÏËÐÂ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÂâ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß. ¥Â, ÒÓË ÃÑÎßÛÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
L1 ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÆÎâ
ËÐÍÓÇÏÇÐÕÑÄ, ÒÓÑËÔØÑÆâÜÇÇ Ä ÒÇÓÄÖá ÑÚÇÓÇÆß ËÊ-ÊÂ ÃÑ-
ÎÇÇ ÃÎËÊÍÑÅÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÏÑÆ àÎÇÍÕÓÑÆË-
ÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. £ ³£¹-àÎÇÍÕÓÑÐËÍÇ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÃÎËÊÍËÏ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËÇÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞØ ÏÑÆ ÒÑÎÖÚËÎË ÐÂÊÄÂÐËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÄËÕÞØ
ÔËÔÕÇÏ. £ÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ô ÚÂÔÕÑ

17 µ ´¦®-ÄÑÎÐÞ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÆÄËÉÇÐËâ ÒÖÚÍÂ. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌ-
ÐÞÏ ÒÖÚÍÑÏ ´¦®-ÄÑÎÐÂ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÂ ÃÞÕß ÐÇ ÏÑÉÇÕ, ÚÕÑ ÄËÆÐÑ ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (49), ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓË x � 0 ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß.

18 £ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ ÇÔÕß ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓËØÑÆâÕ
ËÊ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÑÆÐÑÅÑ ÊÐÂÍÂ Ë ÖØÑÆâÕ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÆÓÖÅÑÅÑ
ÊÐÂÍÂ. ±ÓË ÐÂÛÇÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÊÂÆÂÚË ÒÓËØÑÆâÜËØ ËÊ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË
ÄÑÎÐ ÃÞÕß ÐÇ ÏÑÉÇÕ.
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²ËÔ. 12. ¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ Ô ÄÂ-
ÍÖÖÏÐÞÏ ÍÂÐÂÎÑÏ; ÎËÐËâ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ o � kzu, u=c �
� 2;5=3 (ÔËÐËÌ ÙÄÇÕ).
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ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÏË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÏÑÆÂÏË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑ ÓÂÊÄËÕÞØ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ËÔ-
ÔÎÇÆÑÄÂÐÑ [26, 27]. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÏÇÔÕÑ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖ-
ÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÄÒÑÎÐÇ ÒÓÂÄÑÏÇÓÐÑ ÅÑÄÑÓËÕß
Ñ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ
Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÄËÕÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔ-
ÕÇÏÇ. ¬ÓËÕÇÓËÇÏ ÕÂÍÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÑ jdoj4on�1 ÿ on, ÅÆÇ do ì ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË. µÚËÕÞÄÂâ ×ÑÓÏÖÎÞ (50) Ë (51), ÊÂÒËÛÇÏ ÆÂÐÐÑÇ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ Ä ÄËÆÇ

jdoj4 u

L1
p������������������������

e0u 2=c 2 ÿ 1
p ; �54�

ÅÆÇ do ì ËÐÍÓÇÏÇÐÕ (52). ±ÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
(54) ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÄÏÇÔÕÑ ×ÑÓÏÖÎÞ (52)
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (25).

°ÆÐÂÍÑ ËÔØÑÆâ ËÊ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÕÇÓÏËÐ
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÐÂÏ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÞÏ. ¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÖÔÕÂ-
ÐÑÄÎÇÐËâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÏÑÆÞ ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÄÓÇÏâ ÐÇ ÏÇÐÇÇ
ÚÇÏ

t0 � 2
����
e0
p

L1
c

: �55�

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÓÂÊÄËÕËâ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË tb (ÑÕ ÐÂÚÂÎÂ ÆÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÐÂÔÞÜÇ-
ÐËâ) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÑÏ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÑÃÞÚÐÑ
tb � doÿ1 [28]. ±ÓË tb < t0 ÊÂ ÄÓÇÏâ ÓÂÊÄËÕËâ ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ ÏÑÆÂ ÖÔÕÂÐÑÄËÕßÔâ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÐÇ
ÖÔÒÇÄÂÇÕ, Ë àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÒÖÚÑÍ ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÕ ÐÇÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËÇÔâ ÑÕ ÒÖÚÍÂ Í ÄÐÇÛÐËÏ
ÅÓÂÐËÙÂÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ, ÐÑ ÐÇ ÖÔÒÇÄÂáÜËÇ ËØ ÆÑÔÕËÚß. £
ÔÎÖÚÂÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚË, ÓÇÛÂÇÏÑÌ ÑÕ ÏÑÏÇÐÕÂ "ÄÍÎá-
ÚÇÐËâ" ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÆÑ ÇÈ ÐÂÔÞÜÇÐËâ, ÄÔÈ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ËÏÇÐÐÑ ÕÂÍ. ³ËÎßÐÑÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ tb < t0 ÔÄÑÆËÕÔâ Í
ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ:

jdoj4 c

L1
1

2
����
e0
p ; �56�

ÚÕÑ ÐÇ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÕ (54). ªÏÇÐÐÑ ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (56) ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑ ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÆËÔÔËÒÂ-
ÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË.

¥ËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß âÄÎâÇÕ-
Ôâ ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ
ÐÇÕ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, Ô ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËÇ ÒÖÚÍÂ. ±ÖÚÑÍ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖÇÕ Ô ÄÑÎÐÂÏË ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ o � kzc=

����
e0
p

, Õ.Ç. Ô ÃÑÎßÛËÏ ÚËÔÎÑÏ
ÓÂÊÐÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÄÑÎÐ. £ ÕÂÍËØ ÖÔÎÑÄËâØ ÐÇÄÑÊÏÑÉÇÐ ÊÂ-
ØÄÂÕ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÖÚÍÂ. ³ÍÑÓÇÇ ÄÔÇÅÑ, àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÒÖÚÍÂ
ÃÖÆÖÕ ÕÑÓÏÑÊËÕßÔâ ÆÑ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÃÎËÊÍÑÌ Í c=

����
e0
p

. ªÊ
ÕÂÍËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÎÇÆÖáÜÖá ÑÙÇÐ-
ÍÖ ÆÎâ ÆÑÎË ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË ÒÖÚÍÂ, ÒÇÓÇÆÂÐÐÑÌ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ËÊÎÖÚÇÐËá:

Z � g1 ÿ g
gÿ 1

� g
gÿ 1

"
1ÿ

�
1� 2g 2

u 2

c 2

�
1ÿ c

u
����
e0
p

��ÿ1=2#
;

�57�
ÅÆÇ g1 ì ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÌ ×ÂÍÕÑÓ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÖÚÍÂ ÐÂ
ÔÕÂÆËË ÐÂÔÞÜÇÐËâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß (57) ÆÎâ
ÕÓÈØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË e0 ÒÓË-
ÄÇÆÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 14.

0,3

0,2

0,1

0

ÿ0,1
ÿ0,2
ÿ0,3

2 4 6 8 10

Â

kz, ÔÏÿ1

do
,1

0
1
0
Ó
ÂÆ

Ôÿ
1

L1 � 5 ÔÏ

0,3

0,2

0,1

0

ÿ0,1
ÿ0,2
ÿ0,3

2 4 6 8 10

Ã

kz, ÔÏÿ1

do
,1

0
1
0
Ó
ÂÆ

Ôÿ
1

L1 � 10 ÔÏ

0,3

0,2

0,1

0

ÿ0,1
ÿ0,2
ÿ0,3

2 4 6 8 10

Ä

kz, ÔÏÿ1

do
,1

0
1
0
Ó
ÂÆ

Ôÿ
1

L1 � 20 ÔÏ

0,3

0,2

0,1

0

ÿ0,1
ÿ0,2
ÿ0,3

2 4 6 8 10

Å

kz, ÔÏÿ1

do
,1

0
1
0
Ó
ÂÆ

Ôÿ
1

L1 � 40 ÔÏ

²ËÔ. 13. ªÐÍÓÇÏÇÐÕÞ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ÐÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÏÑÆÂØ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎ-
ÐÑÄÑÆÂ.
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²ËÔ. 14. ¥ÑÎâ àÐÇÓÅËË ÒÖÚÍÂ, ÒÇÓÇÆÂÐÐÂâ ËÊÎÖÚÇÐËá ÒÓË ÆËÔÔËÒÂÕËÄ-
ÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË: e0 � 2; 3; 4 ì ÔÒÓÂÄÂ ÐÂÎÇÄÑ.
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7. ¥ËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÞÇ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË

£ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÆÎâ ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÑ-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (11) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

1

r

d

dr

�
r
err�r�
w 2
rr�r�

dEz

dr

�
� �ezz�r� � deb�r�

�
Ez ; �58�

ÒÓËÚÈÏ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ×ÑÓÏÖÎÞ (10) Ô ÑÚÇÄËÆÐÑÌ ÊÂÏÇÐÑÌ
jxj ÐÂ r Ë L ÐÂ R, ÅÆÇ R ì ÓÂÆËÖÔ ÍÂÐÂÎÂ ÆÎâ ÕÓÂÐÔ-
ÒÑÓÕËÓÑÄÍË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ. ¹ÕÑÃÞ ËÊÃÇÉÂÕß ÔÎÑÉ-
ÐÑÔÕÇÌ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍÑÌ r � 0, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍËÌ ÕÓÖÃÚÂÕÞÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÒÖÚÑÍ Ô
ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

o2
b�r� � o2

b0Dbd�rÿ rb� ; �59�

ÅÆÇ rb 6� 0 ì ÓÂÆËÖÔ ÕÓÖÃÚÂÕÑÅÑ ÒÖÚÍÂ. ªÐÕÇÅÓËÓÖâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (58) ÒÑ r, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÂ
ÓÂÊÓÞÄ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ Ez�r� ÐÂ ÒÖÚÍÇ:�

dEz

dr

�
r�rb
� ÿDbw 2

?
o2

b0g
ÿ3

e?�oÿ kzu�2
Ez�rb� ;

�60�
w 2
? � k 2

z ÿ
o2

c 2
e? :

¤ÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ (13) Ô ÖÍÂÊÂÐÐÞÏË ÄÞÛÇ ÊÂÏÇÐÂÏË
ÑÔÕÂáÕÔâ Ä ÔËÎÇ, Â ÄÏÇÔÕÑ ÖÔÎÑÄËâ (14) ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÖÔÎÑÄËÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ Ä ÐÖÎÇ Ez�0� <1. ©ÂÏÇ-
ÕËÏ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÄÞÐÑ-
ÔÑÏ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÚÇÓÇÊ ÃÑÍÑÄÖáÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ËÎË Ô ÄÐÇÛÐËÏ
ÒÑÅÎÑÜÂáÜËÏ ÔÎÑÇÏ (ÓËÔ. 1Ã) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÊÐÂÚËÕÇÎß-
ÐÞÌ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÕÇÓÇÔ. £ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ ÒÓÑÄÑ-
ÆâÕÔâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÞÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÑ ÔÑÊÆÂÐËá ÏÑÜÐÞØ
ÛËÓÑÍÑÒÑÎÑÔÐÞØ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞØ ³£¹-ÖÔËÎËÕÇÎÇÌ ÐÂ ÕÓÖÃ-
ÚÂÕÞØ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÒÖÚÍÂØ Ô ÒÑÅÎÑÕËÕÇ-
ÎÇÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÐÂ ÃÑÍÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ [24]. ±ÑÅÎÑ-
ÕËÕÇÎß ÒÓÇÆÐÂÊÐÂÚÇÐ ÆÎâ ÒÑÆÂÄÎÇÐËâ ÔÂÏÑÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ
ÖÔËÎËÕÇÎâ ÒÖÕÈÏ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÄÑÎÐÞ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË.
°ÆÐÂÍÑ ÐÂÎËÚËÇ ÒÑÅÎÑÕËÕÇÎâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË
ÓÂÊÄËÕËâ ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÚÕÑ ÆÇÎÂÇÕ ÄÂÉÐÞÏ ÇÈ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ Ä
ÐÑÄÞØ ÖÔÕÓÑÌÔÕÄÂØ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÌ ³£¹-àÎÇÍÕÓÑÐËÍË.

®Þ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÊÆÇÔß ÓÇÛÂÕß Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÖá ÑÃ-
ÜÖá ÊÂÆÂÚÖ ÆÎâ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË, Â ÑÅÓÂÐË-
ÚËÏÔâ ÒÓÇÆÇÎÑÏ R � 0. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÂ ÔÎÖÚÂâ: e? �
� ek � e0 ì ÕÓÖÃÚÂÕÞÌ ÒÖÚÑÍ Ä ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÏ ËÊÑÕÓÑÒ-
ÐÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ, e? � ek � ep ì ÕÓÖÃÚÂÕÞÌ ÒÖÚÑÍ Ä
ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÒÖÚÍÂ Ä ÆË-
àÎÇÍÕÓËÍÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÇ Ë ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÇ Ä ÐÖÎÇ ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (58) ÄÑÊßÏÈÏ Ä ÄËÆÇ

Ez�r� � A
J0�k0r�H �1�0 �k0rb� ; r < rb ;

H
�1�
0 �k0r�J0�k0rb� ; r > rb ;

(
�61�

ÅÆÇ k0 ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (17), Â J0 Ë H
�1�
0 ì ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ Ë

¤ÂÐÍÇÎâ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ. ©ÂÒËÔÞÄÂâ ÓÇÛÇÐËÇ (61), ÏÞ ÖÚÎË,
ÚÕÑ ÃÖÆÖÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÄÑÎÐÞ ÒÖÚÍÂ, Â ÊÐÂÚËÕ, ÃÖÆÇÕ
o � kzu. ´ÑÅÆÂ ÒÓË u > c=

����
e0
p

ÄÇÎËÚËÐÂ k 2
0 ÃÑÎßÛÇ ÐÖÎâ.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÓÇÛÇÐËÇ (61) Ä ÖÔÎÑÄËÇ ÔÛËÄÍË (60) Ë
ËÔÍÎáÚÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÖá A, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÑÄ ÄÑÎÐ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÊÂÓâÆÂ
ÕÑÐÍÑÅÑ ÕÓÖÃÚÂÕÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÏ

ËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ:

�oÿ kzu�2 � ÿi 1
4
Sbk 2

0

o2
bg
ÿ3

e0
J0�k0rb�H �1�0 �k0rb� ; �62�

ÅÆÇ Sb � 2prbDb ìÒÎÑÜÂÆß ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÕÑÐÍÑÅÑ
ÕÓÖÃÚÂÕÑÅÑ ÒÖÚÍÂ. µÓÂÄÐÇÐËÇ (62) ËÏÇÇÕ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ
ÕÂÍÖá ÉÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ, ÚÕÑ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (23). ¿ÕÑ ÄËÆÐÑ ËÊ
ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÄØÑÆâÜËÌ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (23) ÓÂÆËÍÂÎ ÒÓË
u > c=

����
e0
p

âÄÎâÇÕÔâ ÏÐËÏÞÏ. ±ÑàÕÑÏÖ Ô ÒÑÎÐÞÏ ÑÔÐÑÄÂ-
ÐËÇÏ ÏÑÉÐÑ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (62) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÖá ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÕÓÖÃÚÂ-
ÕÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ. °ÔÐÑÄÐÑÇ ÑÕÎË-
ÚËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (62) Ë (23) Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ
ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (62) âÄÎâÇÕÔâ
ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ. ±ÑàÕÑÏÖ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (62), ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÐÇÏÑÐÑÕÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ kz (ÓËÔ. 15).

£ ÔÎÖÚÂÇ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ Ä
ÄÇÎËÚËÐÖ k 2

0 ÄÏÇÔÕÑ e0 ÄØÑÆËÕ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇ-
ÏÑÔÕß ÒÎÂÊÏÞ ep, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÓË ÎáÃÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÖÚÍÂ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ k 2

0 < 0. ±ÓË àÕÑÏ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (58)
ÔÎÇÆÖÇÕ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

Ez�r� � A
I0�wpr�K0�wprb� ; r < rb ;

K0�wpr�I0�wprb� ; r > rb ;

�
�63�

ÅÆÇ I0 Ë K0 ì ×ÖÐÍÙËË ªÐ×ÇÎßÆÂ Ë ®ÂÍÆÑÐÂÎßÆÂ, Â
w 2
p � k 2

z ÿ o2=c 2 � o2
p=c

2. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÓÇÛÇÐËâ (63) Ä
ÖÔÎÑÄËÇ ÔÛËÄÍË (60) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

1ÿ o2
p

o2
ÿ 1

2p
Sbw 2

p

o2
b0g
ÿ3

�oÿ kzu�2
I0�wprb�K0�wprb� � 0 : �64�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (64) ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(29), ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÅÑ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞÌ à××ÇÍÕ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ ÐÂ
ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÇ Ä ÒÎÑÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ.
µÓÂÄÐÇÐËÇ (64) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÕÑÕ ÉÇ à××ÇÍÕ, ÐÑ Ä ÙËÎËÐÆÓË-
ÚÇÔÍÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË. ¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ
ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (64), ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÐÂ ÓËÔ. 16. ¬ÂÚÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÍÓËÄÞÇ ÐÂ ÓËÔ. 16 ÐÇ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÚÈÓÐÞØ
ÍÓËÄÞØ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ ÐÂ ÓËÔ. 6.

¬ÂÍ ÄËÆËÏ, Ä ÔÎÖÚÂâØ ÕÓÖÃÚÂÕÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÃÇÊÅÓÂÐËÚ-
ÐÑÏ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ Ë Ä ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ ËÊÑÕÓÑÒ-
ÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÂâ ÅÇÑÏÇÕÓËâ ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕâÏ, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÐÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂ-

0,3

0,2

0,1

ÿ0,1

ÿ0,2

ÿ0,3

2015105
0

kz, ÔÏÿ1

do
,1

0
1
0
Ó
ÂÆ

Ôÿ
1

²ËÔ. 15. ¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖ-
ÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÕÓÖÃÚÂÕÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ:
rb � 1 ÔÏ, Ib � 100 ¡, e0 � 2.
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ÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÖÚÍÂ Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ. ¥Îâ ÔÎÖÚÂâ
ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ Ë ÆÎâ ÑÃÜÇÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ
ÓÂÊÏÇÓÂ ÍÂÐÂÎÂ R ÏÞ ÕÂÍÑÅÑ ÉÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ ÔÆÇÎÂÕß ÐÇ
ÏÑÉÇÏ. ´ÓÇÃÖÇÕÔâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÔÎÑÉÐÑÅÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ì ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎÑÅÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(18), ÚÇÏÖ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÑÕÆÇÎßÐÂâ ÓÂÃÑÕÂ.

±ÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÔËÔÕÇÏÂÏ Ä ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (56) ÑÚÇÄËÆÐÑ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

jdoj4 c

R1

1����
e0
p ; �65�

ÅÆÇR1ìÓÂÊÏÇÓ, ÖÍÂÊÂÐÐÞÌ ÐÂ ÓËÔ. 1Ã. ¯ÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (65)
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ ËÎË ÃÑÎßÛÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÖÚÍÂ,
ËÎË ÃÑÎßÛÑÌ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ. £ÂÉÐÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ë
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ âÄÎâÇÕÔâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ
ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÄÂÍÖÖÏÐÞÌ ÕÑÍ [29], ÍÑÕÑÓÞÌ ÕÇÏ ÏÇÐßÛÇ,
ÚÇÏ ÃÑÎßÛÇ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ R1 19. ±ÖÚÍË Ô ÕÑÍÂÏË,
ÒÓÇÄÞÛÂáÜËÏË ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÄÂÍÖÖÏÐÞÌ ÕÑÍ, ÐÂÊÞÄÂáÕ
ÔËÎßÐÑÕÑÚÐÞÏË ÒÖÚÍÂÏË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÒÖÚÍÑ-
ÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÔÕÇÒÇÐË
ÑÕ ÕÑÍÂ ÒÖÚÍÂ, ÕÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (65), ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÒÓË
R1 ! 1, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÕÐÇÔÕË ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎß-
ÐÞÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Í ÔËÎßÐÑÕÑÚÐÞÏ à××ÇÍÕÂÏ. ¿ÕÑ
ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ, ÍÂÍ ÐÂÏË ÃÞÎÑ ÖÍÂÊÂÐÑ ÓÂÐÇÇ,
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÞÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÏÑÅÖÕ
ÕÓÂÍÕÑÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ
à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÄËÕÞØ àÎÇÍÕ-
ÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ. £ ³£¹-àÎÇÍÕÓÑÐËÍÇ ÃÑÎßÛËØ
ÏÑÜÐÑÔÕÇÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÄËÕÞÇ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÄÔÇÅÆÂ ÔÚËÕÂÎËÔß ÔËÎßÐÑÕÑÚÐÞÏË.

8. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

±ÑÆÄÑÆâ ËÕÑÅ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÏÇÕÍË, ÒÑÒÞ-
ÕÂÇÏÔâ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÇÈ ÏÇÔÕÑ ÔÓÇÆË ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞØ
ÓÂÃÑÕ, ÒÑÔÄâÜÈÐÐÞØ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞÏ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕâÏ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ä ÖÔÎÑÄËâØ, ÍÑÅÆÂ ÚÂÔÕÑÕÂ o
ÃÎËÊÍÂ Í ÆÑÒÎÇÓÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ ku, ÅÆÇ k ì ÄÑÎÐÑÄÑÌ
ÄÇÍÕÑÓ, Â u ì ÄÇÍÕÑÓ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÖÚÍÂ. ±ÑÐâÕËÇ ÒÖÚÍÑÄÂâ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÒÑÎÖÚËÎÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÒÑÔÎÇ ÄÞØÑÆÂ
ÓÂÃÑÕ [20, 30], Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÃÞÎÑ ÑÕÍÓÞÕÑ âÄÎÇÐËÇ ÒÖÚÍÑÄÑÌ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÒÎÂÊÏÇ. °ÆÐÂÍÑ ÅÑÆÑÏ ÓÂÐßÛÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ
[31] ÃÞÎÑ ÑÒËÔÂÐÑ âÄÎÇÐËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÖÔËÎÇÐËâ

ÄÑÎÐÞ ÒÓË ÇÈ ÔËÐØÓÑÐÐÑÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÏÇÔÕÇ Ô
àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÏ ÒÖÚÍÑÏ. ±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ËÏÇÐÐÑ àÕÂ ÓÂÃÑÕÂ
ÒÑÎÑÉËÎÂ ÐÂÚÂÎÑ ÆÎËÕÇÎßÐÞÏ Ë ÖÔÒÇÛÐÞÏ ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËâÏ ÒÑ ÔÑÊÆÂÐËá ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÔÂÏÞØ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÈÐÐÞØ
ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ì ÎÂÏÒÞ
ÃÇÅÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ (­¢£) [32 ë 34]. £ ÕÇÚÇÐËÇ ÒÓËÏÇÓÐÑ ÆÄÖØ
ÒÑÔÎÇÆÖáÜËØ ÆÇÔâÕËÎÇÕËÌ ÇÆËÐÂâ ÒÓËÓÑÆÂ âÄÎÇÐËâ ÒÖÚ-
ÍÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÒÎÂÊÏÇ Ë ÖÔËÎÇÐËâ ÄÑÎÐ Ä ­¢£
ÔÇÓßÈÊÐÑ ÐÇ ÑÃÔÖÉÆÂÎÂÔß. ´ÑÎßÍÑ ÒÑÔÎÇ ÔÑÊÆÂÐËâ ÒÎÂÊ-
ÏÇÐÐÑÌ ³£¹-àÎÇÍÕÓÑÐËÍË [22 ë 24, 35] ÔÕÂÎÑ âÔÐÑ, ÚÕÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÖÔËÎÇÐËÇ ÄÑÎÐ Ä ­¢£ Ë ÐÂÓÂÔÕÂÐËÇ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÄÑÎÐ ÒÓË ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÒÖÚÍÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
Ä ÒÎÂÊÏÇ ËÏÇáÕ Ä ÑÔÐÑÄÇ ÑÆÐÑ Ë ÕÑ ÉÇ âÄÎÇÐËÇ ì
ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞÌ à××ÇÍÕ £ÂÄËÎÑÄÂ ë¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ. ±ÓËÚÈÏ
ÆÂÎÇÍÑ ÐÇ ÔÓÂÊÖ ÃÞÎÑ ÑÔÑÊÐÂÐÑ, ÚÕÑ ÖÔËÎÇÐËÇ ÔËÐØÓÑÐ-
ÐÑÌ Ô ÒÖÚÍÑÏ ÄÑÎÐÞ Ë ËÊÎÖÚÇÐËÇ àÕÑÌ ÄÑÎÐÞ ì ÒÑÐâÕËâ
ÐÇÓÂÄÐÑÊÐÂÚÐÞÇ. ´ÂÍ, ÒÓË ÖÔËÎÇÐËË ÐÂ ÒÑÅÎÑÜÇÐËË (ÒÓË
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÒÖÚÍÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË) ÖÔËÎËÄÂáÕÔâ
ÒÑÎâ ÔÂÏÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ËÕÑÅÇ ÄÞÐÑÔâÕÔâ ËÊ
ÔËÔÕÇÏÞ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÒÖÚÍÑÏ ÐÂ ÍÑÎÎÇÍÕÑÓ. ¡ ÄÑÕ ÒÓË
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÒÖÚÍÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÒÎÂÊÏÇ ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÂáÕÔâ ÄÑÎÐÞÒÎÂÊÏÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ØÑÕâ Ä ÑÃÞÚÐÑÏ ÔÏÞÔÎÇ Ë
ÐÇ ËÊÎÖÚÂáÕÔâ ËÊ-ÊÂ ÔÄÑÇÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÔÕË, ÐÑ ÑÔÕÂáÕÔâ
Ä ÒÎÂÊÏÇ ÒÑÔÎÇ ÖØÑÆÂ ËÊ ÐÇÈ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ. ±ÓË
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÒÖÚÍÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÊÂÏÇÆÎâáÜÇÌ
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ­¢£ ÒÖÚÑÍ
ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÕ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÄÞØÑÆâÜËÇ ËÊ
ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÄËÆÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ. ±ÓË ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔ-
ÐÑÌ ÒÖÚÍÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÒÎÂÊÏÇ ÒÑÎâ ÒÖÚÍÂ
ÄÑÊÃÖÉÆÂáÕÔâ ÊÂ ÔÚÈÕ ÇÅÑ ÔÂÏÑÏÑÆÖÎâÙËË Ä ÒÎÂÊÏÇ Ô
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá Ë ÖÐÑ-
ÔâÕÔâ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÒÖÚÍÑÏ ÐÂ ÍÑÎÎÇÍÕÑÓ. ªÏÇÇÕÔâ, ÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ, Ë ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÒÖÚÑÍ ÏÑÆÖÎË-
ÓÖÇÕÔâ ÊÂ ÔÚÈÕ ÆËÔÔËÒÂÙËË ÇÅÑ àÐÇÓÅËË, ÐÑ ÆËÔÔËÒÂÙËâ àÕÂ
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÄÞÐÑÔÑÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ. £
ÕÂÍÑÏ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎâ ÒÖÚÍÂ Ë ËÊÎÖÚÇÐËÇ
ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÞ Ä ÓÂÊÐÞØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, Â ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÅÓÂÐËÙÖ
ÓÂÊÆÇÎÂ ÆÂÐÐÞØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ.

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ Ä ÕÑÌ ËÎË ËÐÑÌ ÏÇÓÇ ×ËÅÖÓËÓÖáÕ
ÄÔÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓâÏÑ-
ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÏÑÐÑÔÍÑÓÑÔÕÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ ÄÆÑÎß ÔËÎßÐÑÅÑ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÒÓÑÆÑÎßÐÑ ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÔÎÑËÔÕÑÌ àÎÇÍÕÓÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ. ¯ÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ ÂÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÂâ
ÒÖÚÍÑÄÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÆË-
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá (ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÕËÒÂ
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÏÂÔÔÞ) ×ËÅÖÓËÓÖÇÕ ÍÂÍ Ä ÔÄâÊË Ô ÑÃÜÇÌ
×ÑÓÏÖÎÑÌ (4), ÕÂÍ Ë Ä ÔÄâÊË Ô ÒÇÓÄÞÏ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÑÏ (31).
¯ÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÂâ ÒÖÚÍÑÄÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß
×ËÅÖÓËÓÖÇÕ Ä ÔÄâÊË Ô ÑÃÜÇÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (5). ²ÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ Ä
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÒÑÔÄâÜÇÐÞ ÑÃÜËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (58),
(59). ¯Ñ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ ÒÑÔÄâÜÇÐÑ ÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹Ç-
ÓÇÐÍÑÄÂ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÃÇÊ ÆËÔÔËÒÂÙËË Ë ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÆËÔ-
ÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÑÕÍÓÞÕÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ Ô ÒÑÕÇÓâÏË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÐÂ ËÊÎÖ-
ÚÇÐËÇ. ªÏÇÐÐÑ ÆÄÇ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË âÄÎâáÕÔâ
ÑÔÐÑÄÐÞÏË ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÑ
ÍÂÐÂÎÖ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÔÓÇÆÇ.
²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÔÎÖÚÂË ÄÂÍÖÖÏÐÑÅÑ ÍÂÐÂÎÂ, ÍÂÐÂÎÂ Ô ËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÞÏ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÏ ÊÂÒÑÎÐÇÐËÇÏ Ë ÍÂÐÂÎÂ, ÊÂÒÑÎÐÇÐ-
ÐÑÅÑ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÒÎÂÊÏÑÌ Ä ÔËÎßÐÑÏ ÄÐÇÛÐÇÏ ÏÂÅÐËÕ-

0,02

0

ÿ0,02

ÿ0,04

3,02,52,01,51,00,5

kzc=op

do
=
o

p

²ËÔ. 16. ¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐ-
ÍÑÄÂ ÕÓÖÃÚÂÕÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ: rb � 1 ÔÏ,
Ib � 100 ¡.

19 ¶ÑÓÏÂÎßÐÑ Ö ÒÑÒÇÓÇÚÐÑ ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÄÂ-
ÍÖÖÏÐÞÌ ÕÑÍ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá.
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ÐÑÏ ÒÑÎÇ. ¦ÔÎË ÒÓË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏ à××ÇÍÕÇ ¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ
àÐÇÓÅËâ ÒÖÚÍÂ ËÆÈÕ ÐÂ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÕÑ ÒÓË ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-
ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÞØ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕâØ àÐÇÓÅËâ ÒÖÚÍÂ ÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÑÏ ÐÇÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ ËÊÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÂ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß. ´ÂÍÑÌ ÐÇÑÃÓÂÕËÏÞÌ ÑÕÃÑÓ àÐÇÓÅËË ÒÖÚ-
ÍÂ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÐÇÍÂâ à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÆËÔÔËÒÂÙËâ Ë ÆÇ-
ÎÂÇÕ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑ-ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÖá ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÂÐÂ-
ÎÑÅÑÏ ÑÃÞÚÐÑÌ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÒÖÚÍÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÃÇÊ ËÊÎÖÚÇÐËâ.

£ÔÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕË ÔÑÆÇÓÉÂÕÔâ Ä ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË (18), âÄÎââÔß
ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏË ÔÎÖÚÂâÏË ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÃÜÇÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ,
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÅÑ ÄÞÔÄÑÃÑÉÆÇÐËÇÏ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË
àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ
ËÐÍÓÇÏÇÐÕÞ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÓÂÊÎËÚÐÞ-
ÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË, ÏÇØÂÐËÊÏÞ ËØ ËÏÇáÕ ÐÇÑÆËÐÂÍÑÄÖá ×Ë-
ÊËÚÇÔÍÖá ÒÓËÓÑÆÖ, ÑÃÔÖÉÆÇÐËá ÍÑÕÑÓÑÌ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ Ë
ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÐÂÔÕÑâÜÂâ ÓÂÃÑÕÂ.

¡ÄÕÑÓ ÃÎÂÅÑÆÂÓÇÐ ª.¯. ¬ÂÓÕÂÛÑÄÖ ÊÂ ÒÑÎÇÊÐÞÇ ÑÃ-
ÔÖÉÆÇÐËâ Ë ÔÆÇÎÂÐÐÞÇ ÊÂÏÇÚÂÐËâ.
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Stimulated Cherenkov effect and dissipative-radiative instabilities
in superluminal motion of a relativistic electron beam in a layered medium

M.V. Kuzelev
Lomonosov Moscow State University, Faculty of Physics, Leninskie gory 1, str. 2, 119991 Moscow, Russian Federation
E-mail: kuzelev@mail.ru

Dissipative-radiative instabilities and instabilities caused by the stimulated Cherenkov effect of a relativistic electron beam in an
unbounded layered electrodynamic system are considered. While for the stimulated Cherenkov effect the beam energy is used to excite
waves in the electrodynamic system, for dissipative-radiative instabilities, the beam energy is radiated away from the system to inénity.
Such irreversible energy transfer from the beam manifests itself as a kind of effective dissipation and makes the dissipative-radiative
instability an analogue of the usual dissipative beam instability in a system without radiation. Growth rates and frequency ranges of the
instabilities are found for various structures of layered electrodynamic systems, including plasma systems.
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