
³ÑÆÇÓÉÂÐËÇ

1. £ÄÇÆÇÐËÇ (1179).

2. °ÃÜËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (1180).

3. ³ÕÂÕËÔÕËÍÂ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË (1182).

4. ¬ÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË (1184).

5. ªÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË (1186).

6. ¬ÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ (1188).

7. ³ÎÖÚÂÌÐÂâ ÎËÐÊÂ (1189).

8. ·ÄÑÔÕ 7/12 (1190).

9. °ÃÑÔÐÑÄÂÐËÇ ØÄÑÔÕÂ 7/12 (1191).

10. ·ÄÑÔÕ 7/13 (1193).

11. ³ÕÓÂÕË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÔÓÇÆÂ (1194).

12. ©ÂÍÎáÚÐËÇ (1195).

13. ±ÓËÎÑÉÇÐËÇ. ±ÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß (1196).

³ÒËÔÑÍ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÞ (1197).

1. £ÄÇÆÇÐËÇ

±ÓÇÆÏÇÕÑÏ ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÞ âÄÎâÇÕÔâ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÇ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÄÇÕÂ Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ, ÕÂÍÑÌ ÍÂÍ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÂ. ¥Ë×ÓÂÍÙËâ ÔÄÇÕÂ ÐÂ ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËâØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, ÄÞÊÄÂÐÐÞØ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕ-
ÐÑÔÕßá, ÒÓËÄÑÆËÕ Í ËÔÍÂÉÇÐËâÏ ÔÄÇÕÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ.

¯ÂÃÎáÆÇÐËâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÂÔÕÓÑÐÑÏËÚÇÔÍËÇ, ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ,
ÚÕÑ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÕÂÍËØ ËÔÍÂÉÇÐËÌ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ. ±ÓË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÇÃÑÎß-
ÛËØ ÆÎËÐÂØ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ËÔÍÂÉÇÐËâ ÐÇÄÇÎËÍË, ÕÑÅÆÂ
ÅÑÄÑÓâÕ Ñ ÓÇÉËÏÇ ÔÎÂÃÞØ ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ. ±ÓË ÃÑÎßÛËØ
ÆÎËÐÂØ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÖÚÑÍ ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÑÕÆÇÎß-
ÐÞÇ ÔÒÇÍÎÞ, Ë àÕÑ ÓÇÉËÏ ÔËÎßÐÞØ ÔÙËÐÙËÎÎâÙËÌ.

°ÒËÔÂÐËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÍÂ-
ÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÑÔÐÑÄÂÐÑ ÐÂ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÓÂÃÑÕÂØ
¬ÑÎÏÑÅÑÓÑÄÂ Ë °ÃÖØÑÄÂ [1 ë 3], Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÃÞÎÂ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÂ ÍÂÓÕËÐÂ
ÍÂÔÍÂÆÂ àÐÇÓÅËË Ë ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÔÕÇÒÇÐÐ�yÇ ÔÒÇÍÕÓÞ,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÔÍÑÓÑÔÕË Ä ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÏ
ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ. £ÒÑÔÎÇÆÔÕÄËË °ÃÖØÑÄ [4] Ë ¬ÑÓ-
ÓÔËÐ [5] ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐËÎË ÆÂÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ ÐÂ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË
ÒÂÔÔËÄÐÞØ ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ, ÕÂÍËØ ÍÂÍ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ ËÎË
ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ ÒÓËÏÇÔÇÌ, Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. ¿ÕË ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÞ ÃÞÎË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ °ÃÖØÑÄÞÏ Ä ÒËÑÐÇÓÔÍÑÌ
ÓÂÃÑÕÇ [6] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇÏÑÐÑÅÓÂ×Ëá [7]), ÒÑÔÄâÜÈÐÐÑÌ ÊÂÆÂ-
ÚÇ Ñ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÔÄÇÕÂ Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÇ.

¿××ÇÍÕÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇÏ ÔÄÇÕÂ Ä
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ, ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎËÔß ÄÑ ÄÕÑ-
ÓÑÌ ÒÑÎÑÄËÐÇ XX ÄÇÍÂ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ àÕËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ
ÒÑÆÞÕÑÉÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [8 ë 14]. °ÐË ÍÂÔÂáÕÔâ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ
ÕËÒËÚÐÞØ ÔÑÃÞÕËÌ Ë ËØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ. £ ÒÑ-
ÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ ËÐÕÇÓÇÔ Í ÆÂÐÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÄÑÊÓÑÆËÎÔâ Ä
ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÄÑÊÓÑÔÛËÏ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕâÏ ÚËÔÎÇÐ-
ÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ, ÒÑÊÄÑÎâáÜËÏ ÒÑÎÖÚÂÕß ÒÑÆÓÑÃ-
ÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÌÔâ Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕ-
ÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÔÄÇÕÑÄÑÌ ÄÑÎÐÇ [15 ë 19].

£ ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÏÞ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚËÎËÔß ÐÂ ËÊÖÚÇÐËË
ÓÇÆÍËØ ÔÑÃÞÕËÌ, ÒÓËÄÑÆâÜËØ Í ÂÐÑÏÂÎßÐÑ ÃÑÎßÛËÏ ÊÐÂ-
ÚÇÐËâÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÄÇÕÂ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÕÑÚÍÂØ. £ÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕß ÄÔÒÎÇÔÍÑÄ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÂÏÐÑÅÑ
ÄÞÛÇ, ÚÇÏ ÇÈ ÐÂËÄÐÂâ ÑÙÇÐÍÂ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÌ Ñ ÅÂÖÔÔÑÄÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÏ ÒÑÎÇ [20 ë 22]. ¿ÕÑ
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ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÑÕÍÓÞÄÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÆÎâ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ
ÕÂÍËØ ÔÑÃÞÕËÌ Ä ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÒÓËÎÑÉÇÐËâØ.

£ ÐÂÛÇÌ ÓÂÃÑÕÇ ÏÞ ÒÓËÏÇÐâÇÏ ÏÇÕÑÆ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÌ
×ÎÖÍÕÖÂÙËË, ÄÒÇÓÄÞÇ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÞÌ ª.®. ­Ë×ÛË-
ÙÇÏ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔÑ-
ÔÕÑâÐËÌ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÃÇÔÒÑÓâÆÍÑÏ (ÔÏ. [23]). £ ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÌ
ÓÂÃÑÕÇ [24] ÃÞÎ ÓÂÊÄËÕ ×ÑÓÏÂÎËÊÏ, ÒÑÊÄÑÎËÄÛËÌ ÐÂÌÕË
ÏÇÓÖ ÆÑÒÖÔÕËÏÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÂ ÄÃÎËÊË ÑÒÕË-
ÏÂÎßÐÑÌ. £ ÔÕÂÕßâØ [25, 26] ÏÇÕÑÆ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÌ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËË ÃÞÎ ÒÓËÏÇÐÈÐ Í ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÏ ÔËÔÕÇÏÂÏ ÅËÆÓÑÆË-
ÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [25], ÒÑÔÄâÜÈÐ-
ÐÑÌ ÒÇÓÇÐÑÔÖ ÒÂÔÔËÄÐÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ØÂÑÕËÚÇÔÍËÏ
ÒÑÕÑÍÑÏ, ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÂâ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ ÕÇÚÇÐËâ, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÜÂâ ØÄÑÔÕÞ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÍÂÎâÓÂ, ÐÂØÑÆË-
ÎÂÔß ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÂÏ-
ÒÎËÕÖÆÞ. ±Ñ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÖÒÑÏâÐÖÕÞÏË ÔÕÂÕßâÏË ÄÂÉ-
ÐÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ
ÒÓÑÃÎÇÏÞ âÄÎâáÕÔâ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÞÇ à××ÇÍÕÞ, ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÄÎËâáÜËÇ ÐÂ ×ÑÓÏÖ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÌ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË.

£ ÓÂÊÄËÄÂÇÏÑÏ ÐÂÏË ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÏ ÂÐÂÎËÊÇ ÄÑÊÐË-
ÍÂÇÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÆÎËÐÂ X?, ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÓÂÊÏÇÓ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÎËÐÊÞ, ÄÞÊÞÄÂáÜÇÌ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË ÂÐÑÏÂÎßÐÑ ÃÑÎßÛËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË. ¥Îâ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÐÂÛÇÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÆÎËÐÂ X?

ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÏÇÐßÛÇ ÓÂÊÏÇÓÂ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÓÑ×ËÎâ. ¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÍÂÍ ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÌ,
ÕÂÍ Ë ÆÎâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË ÓÂÃÑÕÇ Ô ÍÑ-
ÐÇÚÐÑÌ ÂÒÇÓÕÖÓÑÌ ÒÖÚÍÂ D ÄÂÉÐÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇ ÏÇÉÆÖ D Ë X?, Õ.Ç. ÐÂÛË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ
ÒÓË D > X?.

³ÎÇÆÖÇÕ ÖÒÑÏâÐÖÕß ÓÂÐÐËÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇ-
ÓÑâÕÐÑÔÕËP�I � ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕËÛËÓÑÍËØ ÎÂÊÇÓÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ
Ä ÂÕÏÑÔ×ÇÓÇ [27, 28] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÔÕÂÕßá ¤ÓÂÚÇÄÑÌ Ë ÆÓ. Ä
[13]). ·ÑÕâ ÕÑÚÐÑÔÕß àÕËØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ ÐÇ ÑÚÇÐß ÄÞÔÑÍÂ, ÑÐË
ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÕ, ÚÕÑ Ä ÓÇÉËÏÇ ÔËÎßÐÞØ ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ
P�I � ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ Ô ÓÑÔÕÑÏ I ÏÇÆÎÇÐÐÇÇ, ÚÇÏ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ. ´ÂÍÑÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËÇ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÔÑ-
ÅÎÂÔËË Ô ÐÂÛËÏ ÂÐÂÎËÊÑÏ.

²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÐÐËØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÂÔÚÈÕÑÄ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐÞ Ë ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÐÞ Ä ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [14]. °ÃÜËÌ
ÄÞÄÑÆ, Í ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÒÓËÄÈÎ ÂÐÂÎËÊ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÆÂÐÐÞØ,
ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÇÌ ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ I ÊÂÕÖØÂÇÕ ÏÇÆÎÇÐÐÇÇ, ÚÇÏ
àÍÔÒÑÐÇÐÕÂ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÐÂÛÇÌ ÔØÇÏÑÌ. £ ÐÇÆÂÄÐÇÌ
ÓÂÃÑÕÇ [19] ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ, ËÏÇá-
ÜÇÇ ÙÇÎßá ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÇÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. £ ÐÇÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ
ÆÎâ ÓÇÉËÏÑÄ ÔÎÂÃÞØ Ë ÔËÎßÐÞØ ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ. ¬ ÔÑÉÂ-
ÎÇÐËá, Ä ÓÇÉËÏÇ ÔÎÂÃÞØ ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓËÏÇ-
ÐËÏÑÔÕË ÐÂÛÇÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ (ÏÂÎÑÔÕß X? ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô
ÛËÓËÐÑÌ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ) Ä ÓÂÃÑÕÇ ÐÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ. ±Ñ-
àÕÑÏÖ Ä ÕÂÍÑÏ ÓÇÉËÏÇ ÒÓâÏÑÇ ÔÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÂÛËØ ÒÓÇÆ-
ÔÍÂÊÂÐËÌ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË [19] ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ. £ ÓÇÉËÏÇ
ÔËÎßÐÞØ ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ [19] ÂÒ-
ÒÓÑÍÔËÏËÓÖáÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑ-
ÔÕÇÌ Ô ÓÂÔÕâÐÖÕÞÏË àÍÔÒÑÐÇÐÕÂÏË. ©ÐÂÚÇÐËâ ÓÂÔÕâÐÖÕÞØ
àÍÔÒÑÐÇÐÕ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕÇÎßÐÑ ÔÑÅÎÂÔÖáÕÔâ Ô ÒÑÍÂÊÂÕÇ-
ÎâÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÞ ÒÑÎÖÚËÎË.

±ÓËÄÇÆÈÏ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÐÂÛÇÅÑ ÕÇÍÔÕÂ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 2 ÏÞ
ÄÄÑÆËÏÑÔÐÑÄÐÞÇ ÒÑÐâÕËâ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÊÂÆÂÚÇÌ, Ë ÃÂÊÑÄÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÏÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ,
ÍÂÔÂáÜËÇÔâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÄÇÕÂ
I, ÄÍÎáÚÂâ ÑÒËÔÂÐËÇ ÇÈ ØÄÑÔÕÑÄ. ¡ÐÑÐÔËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎß-

ÕÂÕÞ ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÑ ÑÃÑÔÐÑÄÞÄÂáÕÔâ Ä ÒÑÔÎÇÆÖáÜËØ ÓÂÊÆÇ-
ÎÂØ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 4 ÏÞ ÒÓËÄÑÆËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÎÖÚÂ Ë ÑÃÔÖÉ-
ÆÂÇÏËØ ÔÄÑÌÔÕÄÂ.£ ÓÂÊÆÇÎÇ 5ÏÞÒÓËÄÑÆËÏÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÄÇÕÂ Ä ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ Ä ÄËÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑ
ÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ ÒÓÑ×ËÎá ÎÖÚÂ Ë ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÎÇÆ-
ÔÕÄËâ ËÊ ÕÂÍÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 6 ÏÞ ÒÓËÄÑÆËÏ
ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ, ËÔ-
ÒÑÎßÊÖÇÏÑÇ Ä ÓÂÏÍÂØ ÐÂÛÇÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 7 ÏÞ
ÑÃÔÖÉÆÂÇÏ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, ÒÓËÄÑÆâÜËÇ Í ÂÐÑÏÂÎßÐÑ ÃÑÎß-
ÛËÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I Ä ÕÑÚÍÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ. £
ÓÂÊÆÇÎÇ 8 ÏÞ ÔÕÓÑËÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËá
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ Ä ÔÇÆÎÑÄÑÌ ÕÑÚÍÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎß-
ÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ, ÑÕÄÇÚÂáÜÖá ÊÂ ÑÆËÐ ËÊ ØÄÑÔÕÑÄ ×ÖÐÍÙËË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 9 ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏ à××ÇÍÕÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇ-
ÎÑÏÎÇÐËâ ÐÂ ×ÑÐÇ àÕÑÌ ÔÇÆÎÑÄÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË, Ë ÆÇÏÑÐ-
ÔÕÓËÓÖÇÏ, ÚÕÑ ÑÐËÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞ.£ÓÂÊÆÇÎÇ 10ÏÞÔÕÓÑËÏ
ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËá ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, ÑÕÄÇ-
ÚÂáÜÖá ÊÂ ÆÓÖÅÑÌ ØÄÑÔÕ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÇÌ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 11 ÏÞ ÑÃÔÖÉÆÂÇÏ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÔËÎßÐÑ
ÔÕÓÂÕË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 12 ÏÞ ÒÑÆÄÑÆËÏ
ËÕÑÅË ÐÂÛÇÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ.

2. °ÃÜËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

£ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÒÓËÄÑÆËÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ
ÕÇÑÓËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÄÇÕÂ Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ.

®Þ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÖá ÔÄÇÕÑÄÖá
ÄÑÎÐÖ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÖáÔâ Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ
(ÂÕÏÑÔ×ÇÓÇ). £ÑÎÐÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÇÈ ÑÅËÃÂáÜÇÌ C, ÍÑ-
ÕÑÓÂâ ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËá:

i qzC� 1

2k0
H 2C� k0nC � 0 : �2:1�

©ÆÇÔß k0 ìÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ ÐÇÔÖÜÇÌ ÔÄÇÕÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ, nì
ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÑÕ ÇÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ, z ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËâ ÄÑÎÐÞ, H ì ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ (2D) ÅÓÂÆËÇÐÕ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËâØ, ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÄÇÕÑ-
ÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ.

°ÒËÔÂÐËÇ ÄÑÎÐÞ ÒÓË ÒÑÏÑÜË ÇÈ ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÍÑÓ-
ÓÇÍÕÐÑ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ ÄÔÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÏÂÔÛÕÂÃÞ ÊÂ-
ÆÂÚË ÐÂÏÐÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ 2p=k0. µÓÂÄÐÇÐËÇ
(2.1) ÖÚËÕÞÄÂÇÕ à××ÇÍÕÞ ÆË×ÓÂÍÙËË, ÑÆÐÂÍÑ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË
(2.1) ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÔÄÇÕÂ. µÔÎÑÄËÇÏ ÒÓËÏÇ-
ÐËÏÑÔÕË àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÔÎÂÃÑÔÕß ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ
ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÑÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÄÇÕÂ (à××ÇÍÕÑÏ ¬ÇÓÓÂ).
²ÇÉËÏ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË, âÄÎâÇÕÔâ ÕÇÏÑÌ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËâ Ë ÄÞØÑÆËÕ ÊÂ ÓÂÏÍË ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÞ.

±ÑÎÇ n ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË t, ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ-
ÄÇÍÕÑÓÂ r, ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ
ÒÖÚÍÂ, Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ z ÄÆÑÎß àÕÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ. °ÆÐÂ-
ÍÑ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÐÇ ÄØÑÆËÕ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.1),
ÒÑÕÑÏÖ ÚÕÑ ËÊ-ÊÂ ÄÞÔÑÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ ÑÅËÃÂáÜÂâ C
ÃÞÔÕÓÑ ÒÑÆÔÕÓÂËÄÂÇÕÔâ ÒÑÆ ÕÇÍÖÜÇÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔÓÇÆÞ.
±ÑàÕÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐÐ�yÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏ-
ÎÇÐËâ ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ ÄÎÇÍÖÕ ÊÂ ÔÑÃÑÌ ÄÓÇÏÇÐÐ�yÇ ËÊÏÇÐÇ-
ÐËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÑÅËÃÂá-
ÜÇÌ C.
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´ÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞÇ ÒÖÎßÔÂÙËË ÄÞÊÞÄÂáÕ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÄÂ-
ÓËÂÙËË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n. ±ÑÎÇ n ÄØÑÆËÕ ÄÑ ÄÔÇ
ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÚÇÓÇÊ ËÐÕÇÅÓÂÎÞÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ z
ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÎÖÚÂ. ¿ÕË ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÔÖÏÏÞ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÂ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ ÒÑ-
ÎÇ n ËÏÇÇÕ ÅÂÖÔÔÑÄÖ (ÐÑÓÏÂÎßÐÖá) ÔÕÂÕËÔÕËÍÖ (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ
[29]).

³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ×ÎÖÍÕÖÂÙËË n ÏÑÉÐÑ ÑØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑ-
ÄÂÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË

S2 �

�
n�r1; z1� ÿ n�r2; z2�

�2�
: �2:2�

©ÆÇÔß Ë ÐËÉÇ ÖÅÎÑÄÞÇ ÔÍÑÃÍË ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ
ÄÓÇÏÇÐË t ËÎË, ÆÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÒÑ ÓÇÂÎËÊÂÙËâÏ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ n. £ÇÎËÚËÐÂ (2.2) ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá ÆÎâ ÔÑÄÒÂÆÂáÜËØ
ÕÑÚÇÍ Ë ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ
ÕÑÚÍÂÏË 1 Ë 2.

¥Îâ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ, ÎÇÉÂÜËØ Ä ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË, ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇ-
ÎÑÏÎÇÐËâ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏ Ë
àÏÒËÓËÚÇÔÍËÏ ÆÂÐÐÞÏ [33], âÄÎâÇÕÔâ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ Ë ÔÕÇ-
ÒÇÐÐoÂ Ì, ÍÂÍ Ë ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÎáÃÑÅÑ ÒÂÔÔËÄÐÑÅÑ
ÔÍÂÎâÓÂ [4, 5, 8]. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (2.2):

S2 � C 2
n

��r1 ÿ r2�2 � �z1 ÿ z2�2
� c=2ÿ1=2

: �2:3�

®ÐÑÉËÕÇÎß C 2
n Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (2.3) ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÔËÎÖ

×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, Â ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß c ÆÎâ
ÔÒÇÍÕÓÂ °ÃÖØÑÄÂ ë¬ÑÓÓÔËÐÂ [4, 5] ÓÂÄÇÐ c � 5=3. ¥ÂÎÇÇ
ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ c ÍÂÍ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ÖÆÑÄ-
ÎÇÕÄÑÓâáÜËÌ ÖÔÎÑÄËâÏ 1 < c < 2.

¥Îâ ÃÑÎßÛËØ ÆÎËÐ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÄÇÕÂ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÔÓÇÆÞ ÏÑÅÖÕ ËÊÏÇÐâÕßÔâ ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÒÖÚÍÂ. ¿ÕË
ËÊÏÇÐÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÖÚÕÇÐÞ, ÇÔÎË ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ,
ÚÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ C 2

n Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (2.3) ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÓÑÌ-
ÆÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ, z � �z1 � z2�=2. ´ÂÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ
ÍÑÓÓÇÍÕÐÑ, ÇÔÎË ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÆÎËÐÂ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÊÂÏÇÕÐÑ
ËÊÏÇÐâÇÕÔâ C 2

n , ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ ÎáÃÞÇ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÞ, ËÏÇáÜËÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í ÐÂÛÇÌ ÊÂÆÂÚÇ. ³ÓÇÆÂ ÆÂÐ-
ÐÑÅÑ ÕËÒÂ ËÊÄÇÔÕÐÂ ÍÂÍ ÔÕÓÂÕË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÔÓÇÆÂ. ³ÕÓÂ-
ÕË×ËÍÂÙËá ÐÂÆÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË ÄÇÓÕËÍÂÎß-
ÐÑÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÒÖÚÍÂ ÔÄÇÕÂ ÚÇÓÇÊ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÖ.

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (2.3) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËá ÒÂÓÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ Ä ÄËÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ¶ÖÓßÇ:



n�r1; z1�n�r2; z2�

��C 2
n

�
d2q dqz

�2p�2 exp
�
iq �r1 ÿ r2�

��
� exp

�
iqz�z1ÿz2�

� G�1�c�j cos �pc=2�j
�q 2 � q 2

z � c=2�1
:

�2:4�

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (2.4) ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÔÕß ÔÕÂÕË-
ÔÕËÍË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ Ä ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÏ ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÇ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ.

®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÒÖÕß, ÒÓÑÌÆÇÐÐÞÌ ÒÖÚÍÑÏ,
ÐÂÏÐÑÅÑ ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ÏÂÔ-
ÛÕÂÃÞ. ±ÑàÕÑÏÖ qz 5 q ÆÎâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÄÑÎ-
ÐÑÄÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ Ä (2.4). ±ÓÇÐÇÃÓÇÅÂâ qz Ä ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎÇ
Ä ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËË (2.4) Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÊÂÕÇÏ ÒÑ qz, ÏÞ ÒÑ-

ÎÖÚÂÇÏ

n�r1; z1�n�r2; z2�

�! d �z1 ÿ z2�C 2
n A�r� ; �2:5�

A �r� � 2pG�1� c�
���� cos� pc

2

����� � d2q

�2p�2
exp �iqr�
qc�2 ; �2:6�

ÅÆÇ r � r1 ÿ r2. £ÞÓÂÉÇÐËÇ (2.6) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ
ÔÒÇÍÕÓ ÒÑÎâ n�r; z�.

ªÐÕÇÅÓÂÎ Ä (2.6) ÓÂÔØÑÆËÕÔâ ÒÓË ÏÂÎÞØ q, ÒÑàÕÑÏÖ ÇÅÑ
ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÃÓÇÊÂÕß ÐÂ ÑÃÓÂÕÐÑÏ ÄÐÇÛÐÇÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÑÔÕË. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ r ËÊ ËÐÇÓÙËÑÐ-
ÐÑÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ÐÂØÑÆËÏ

A�r� � A0 ÿ
���
p
p
2

G�ÿc=2�
G�1=2ÿ c=2� r

c : �2:7�

¬ÑÐÔÕÂÐÕÂ A0 Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (2.7) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÏÂÎÞÏË q
(ÒÑÓâÆÍÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÆÎËÐÞ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÑÔÕË). ¥Îâ ÔÒÇÍÕÓÂ °ÃÖØÑÄÂ ë¬ÑÓÓÔËÐÂ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

A0 ÿA�r� � 1;4572 r 5=3; c � 5

3
; �2:8�

ÍÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (2.7). £ÞÓÂÉÇÐËâ (2.7), (2.8) ÄÇÓÐÞ ÒÓË
ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ r ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ ÄÐÖÕÓÇÐÐËÌ (ÄâÊÍËÌ) ÏÂÔÛÕÂÃ
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË, Ë ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ ÇÈ ÄÐÇÛÐËÌ ÏÂÔÛÕÂÃ.®Þ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ àÕË ÖÔÎÑÄËâ ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ.

±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÑÅËÃÂáÜÇÌ C Ä ÒÑÒÇ-
ÓÇÚÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÐÞ ÒÂ-
ÓÂÏÇÕÓÑÏ ¶ÓËÆÂ r0, ÄÄÇÆÈÐÐÞÏ Ä ÓÂÃÑÕÇ [34],

r
ÿ5=3
0 � 0;423 k 2

0

�
dzC 2

n �z� : �2:9�

°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (2.9) ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕ c � 5=3. °ÃÑÃÜÇÐËÇ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (2.9) ÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ c ÆÂÈÕÔâ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ:

rÿc0 � k 2
0

�
dzC 2

n �z� : �2:10�

£ÇÎËÚËÐÂ r0 ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ÆÎËÐÞ ÒÖÕË
z, ÒÓÑÌÆÇÐÐÑÅÑ ÔÄÇÕÑÏ.

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÐÂÏ ÖÆÑÃÐÑ ÃÖÆÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÌ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ:

g � z

k0r
2
0

; �2:11�

ÊÂÄËÔâÜËÌ ÍÂÍ ÑÕ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÆË×ÓÂÍÙËË, ÕÂÍ Ë ÑÕ ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËË ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÒÖÚÍÂ. ³ÎÖÚÂÌ g5 1 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÓÇÉËÏÖ ÔÎÂÃÞØ ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ, Â ÓÇÉËÏ ÔËÎßÐÞØ ÔÙËÐ-
ÕËÎÎâÙËÌ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÒÓË g4 1. ³ÎÖÚÂÌ g � 1 ÏÞ ÐÂÊÞ-
ÄÂÇÏ ÓÇÉËÏÑÏ ÖÏÇÓÇÐÐÞØ ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ. ±ÂÓÂÏÇÕÓ
(2.11) ÔÄâÊÂÐ Ô ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ²ÞÕÑÄÂ sR [10, 12, 14] ÍÂÍ

s 2
R � 2;908 g 5=6 : �2:12�

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2.12) ÆÂÐÑ ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÂ °ÃÖØÑÄÂ ë¬ÑÓ-
ÓÔËÐÂ, ÅÆÇ c � 5=3.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.1) ÐÂ C ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÕÇÓÏËÐÂØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ Z � lnC. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ ÚÂÔÕß Z ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÖÓÑÄÐÇÏ ÄÑÎÐÞ, Â ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕß Z âÄÎâÇÕÔâ ×ÂÊÑÌ f.
µÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÂ Z ËÏÇÇÕ ÄËÆ

qzZÿ i

2k0
H 2Zÿ i

2k0
�HZ�2 ÿ ik0n � 0 : �2:13�
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£ ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.1) âÄÎâÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÐÂ C Ô ÏÖÎßÕËÒÎËÍÂÕËÄÐÞÏ ÛÖÏÑÏ, ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (2.13) âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ Ô ÂÆÆË-
ÕËÄÐÞÏ ÛÖÏÑÏ. ¯ÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (2.13) âÄ-
ÎâÇÕÔâ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ, ÍÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ¢áÓ-
ÅÇÓÔÂ [35].

¦ÔÎË ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÚÎÇÐÑÏ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (2.13) ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß, ÕÑ ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ Z (Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÎÑÅÂ-
ÓË×ÏÂ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ln I ) âÄÎâÇÕÔâ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ. ¥ÂÐ-
ÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÍÂÍ ÏÇÕÑÆ ÒÎÂÄÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÌ [11]. °ÆÐÂÍÑ Ä ÓÇÉËÏÇ ÔËÎßÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË, ÍÑÅÆÂ
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÌ ÚÎÇÐ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (2.13) ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÇÐ, ÐË-
ÍÂÍÑÌ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÔÕË ÔÕÂÕËÔÕËÍË I ÑÉËÆÂÕß ÐÇ ÒÓËØÑ-
ÆËÕÔâ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË àÕÑÅÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ ÏÞ
ÒÓËÄÇÎË Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 13 ÆÄÇ ÏÑÆÇÎË, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂáÕÔâ ÒÑÆÑÃÐÞÇ (2.13) ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÑÒÖÔÍÂáÕ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÓÇÉËÏÂ ÔËÎßÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÑÔÕË.

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.13) ÏÑÉÐÑ ËÔÍÂÕß ÒÑÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÞÏË ËÕÇÓÂÙËâÏË ÒÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
[11]). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÓâÆ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÑ
ÒÑÎá n, ÍÂÉÆÞÌ ÚÎÇÐ ÍÑÕÑÓÑÅÑ âÄÎâÇÕÔâ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÞÏ
ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ âÆÓÑÏ.
£ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÄÇÎËÚËÐ, ÔÓÇÆÐËØ ÒÑ ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ n, ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÏ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË n,
ËÏÇáÜËÏ ÆÎËÐÖ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÑ z, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÖá ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÞÏË ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏË ÓÂÊÏÇÓÂÏË ÊÂÆÂÚË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
ÑÕÐÑÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ Í ÆÎËÐÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ z
ÏÂÎÑ, ÕÑ ÄÍÎÂÆÞ ÍÖÏÖÎâÐÕÑÄ n Ä ÖÒÑÏâÐÖÕÞÇ ÔÓÇÆÐËÇ ÔÑ-
ÆÇÓÉÂÕ ÏÂÎÑÔÕß (ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÄÍÎÂÆÂÏË, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ-
ÐÞÏË ÒÂÓÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ), ÔÄâÊÂÐÐÖá Ô
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇÏ ÑÃÎÂÔÕË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂ-
ÐËâ ÒÑ z. ±ÑàÕÑÏÖ ÍÖÏÖÎâÐÕÂÏË n ÏÑÉÐÑ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß, ÚÕÑ Ë ÑÊÐÂÚÂÇÕ à××ÇÍÕËÄÐÑ
ÐÑÓÏÂÎßÐÖá ÔÕÂÕËÔÕËÍÖ ÒÑÎâ n. ¢ÎËÊÍÂâ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂÙËâ
ÒÓËÄÇÆÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ [29].

²ÂÊÎÂÅÂâ ÑÅËÃÂáÜÖá C ÐÂ ÇÈ ÂÃÔÑÎáÕÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ Ë
×ÂÊÖ, C � ��

I
p

exp �if�, ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1) Í ÆÄÖÏ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ:

qz I� 1

k0
H�IHf� � 0 ; �2:14�

qzf� 1

2k0
�Hf�2 ÿ 1

k0
��
I
p H 2

��
I
p
� k0n�r; z� : �2:15�

³ËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.14), (2.15) ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ
ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËâ àÄÑÎáÙËË ÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË Ô ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕË u � Hf=k0 Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕßá I.
±ÑÎÇ n ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ, ÆÇÌÔÕÄÖá-
ÜÇÌ ÐÂ ÉËÆÍÑÔÕß.

£ ÔÕÂÕßâØ [30, 31] ÕÂÍÂâ ÂÐÂÎÑÅËâ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÆÎâ
ÄËÊÖÂÎËÊÂÙËË ÓÂÊÎËÚÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ Ä ÆËÐÂÏËÍÇ ÒÞÎÇÄÑÌ
ÔÓÇÆÞ, Ä ÒÇÓÄÖá ÑÚÇÓÇÆß ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔÍÎÂÆÑÍ Ë ÑÔÑÃÇÐ-
ÐÑÔÕÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË. ¥ÂÐÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÄÑÊÐËÍÂáÕ Ä
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ Ä [30, 31] ÏÑÆÇÎßÐÞØ ÊÂÆÂÚÂØ ÍÂÍ ÐÖÎË
âÍÑÃËÂÐÂ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÐÂ ÔÇÃâ, ÑÔÖÜÇÔÕÄ-
ÎâÇÏÑÅÑ ÎÂÅÓÂÉÇÄÞÏË ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÏË
ÒÑÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕË u. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÉÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÎËÃÑ ÐÇ
ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÄÑÑÃÜÇ, ÎËÃÑ ËÏÇáÜËÏ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß ÔÂÏÑÅÑ ÑÃÜÇÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ. °ÆÐÂÍÑ ÔÓÇÆÂ, ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÏÂâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.14), (2.15), ÓÂÆËÍÂÎßÐÑ
ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÒÞÎÇÄÑÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (2.15)
ËÏÇÇÕÔâ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ �k0

���
I
p �ÿ1H 2

��
I
p

, ËÅÓÂáÜÇÇ ÓÑÎß ÆÂÄÎÇ-

ÐËâ. ¯ÂÎËÚËÇ àÕÑÅÑ ÚÎÇÐÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔËÎßÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎË-
ÓÑÄÂÐÑÔÕË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I Ë ×ÂÊÞ f Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Í
ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß I ÍÂÍ ÒÂÔÔËÄÐÑÇ ÒÑÎÇ.
°ÕÏÇÕËÏ Ä ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÓÂÃÑÕÖ [32], ÅÆÇ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ
ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÃÞÎÑ ÚËÔÎÇÐÐÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ,
ÚÕÑ ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË Ë ÒÂÔÔËÄÐÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÂ ÔÑ-
ÄÇÓÛÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÞ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ ÚÕÑ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÆÎâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË Ë ÒÂÔÔËÄÐÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÂ ÔÑÄÒÂ-
ÆÂáÕ. µÍÂÊÂÐÐÂâ ÓÂÊÐËÙÂ ÔÄâÊÂÐÂ ËÏÇÐÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÊÂ-
ÄËØÓÇÐÐÑÔÕß ÔÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÂ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá.

¯ÇÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕß ÒÓâÏÑÌ ÂÐÂÎÑÅËË ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂ-
ÚË Ô ÆËÐÂÏËÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÒÞÎÇÄËÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÒÓÑ-
âÄÎâÇÕÔâ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÄÔÇØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË hI ni,
ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ Ä ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÒÞÎË ÊÂ ÎáÃÑÇ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÔÕÇÒÇÐÐ�yÇ
ØÄÑÔÕÞ [31], ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÊÐÂÚÂáÕ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÌ
ÆÎâ ÄÞÔÑÍËØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ.

µÓÂÄÐÇÐËâ (2.14), (2.15) ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ
ÆÎâ ÑÙÇÐÍË ÑÃÎÂÔÕË ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÔÕÂ-
ÕËÔÕËÍË I. °ÐÂ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ, ÇÔÎË ×ÂÊÂ f ÎËÐÇÌÐÑ ÄÞ-
ÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÒÑÎÇ n, Â ln I, Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß, ÎËÐÇÌÐÑ
ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ×ÂÊÖ f. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÄÕÑÓÑÌ ÚÎÇÐ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË (2.15) ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ ÒÇÓÄÑÅÑ.
¬ÂÍ ÏÞ ÖÔÕÂÐÑÄËÎË, ÒÓË ÆÂÐÐÑÏ z ×ÂÊÂ ÏÇÐâÇÕÔâ ÐÂ
ÄÇÎËÚËÐÖ ÒÑÓâÆÍÂ ÇÆËÐËÙÞ ÐÂ ÆÎËÐÇ ¶ÓËÆÂ r0. ±ÑàÕÑÏÖ
ÆÂÐÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ k0r

2
0 4 z, ÅÆÇ ÏÞ ÑÙÇÐËÎË Hf

ÍÂÍ rÿ10 , Â qzf ÏÞ ÑÙÇÐËÎË ÍÂÍ 1=z. ¿ÕÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
âÄÎâÇÕÔâ ÐÇ ÚÇÏ ËÐÞÏ, ÍÂÍ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÓÇÉËÏÂ ÔÎÂÃÞØ
ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ g5 1. µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.14) ÒÇÓÇÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä
ÄËÆÇ

qz ln
I

I0
� Hf

k0
H ln

I

I0
� H

Hf
k0
� 0 ; �2:16�

ÅÆÇ I0 ì ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. £
ÖÓÂÄÐÇÐËË (2.16) ÄÕÑÓÑÌ (ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ) ÚÎÇÐ ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß
ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ. °ÕÔáÆÂ ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ ÖÔÎÑÄËÇ
ln �I=I0�5 1 ËÎË, ÚÕÑ ÕÑ ÉÇ ÔÂÏÑÇ, jIÿ I0j5 I0.

3. ³ÕÂÕËÔÕËÍÂ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË

£ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÑÒËÛÇÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÍÂÔÂáÜËÇÔâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË (×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ) ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË ÔÄÇÕÂ I � jCj2, ËÊÏÇÓÇÐÐÑÌ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÕÑÚÍÇ
ÄÐÖÕÓË ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ. °ÅËÃÂáÜÂâ ÔÄÇÕÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ C
âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜÇÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n. ±ÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
(×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ) ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË P�I � Ä ÕÑÚÍÇ
ÐÂÃÎáÆÇÐËâ r; z ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

P�I � � 
d�Iÿ jC�r; z�j2�� ; �3:1�

ÅÆÇ ÖÅÎÑÄÞÇ ÔÍÑÃÍË ÑÊÐÂÚÂáÕ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÄÔÇÏ
ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËâÏ ÒÑÎâ n�r; z� Ô ÄÇÔÑÏ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÓÇÂÎËÊÂÙËË àÕËØ ÍÑÐ×ËÅÖ-
ÓÂÙËÌ.

³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ,
ÕÂÍÑÌ ÍÂÍ I, ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÇÈ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÄÇ-
ÎËÚËÐÞ ÄÐÖÕÓË ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ÊÐÂÚÇÐËÌ. °ÃÜËÇ
ÔÄÑÌÔÕÄÂ ×ÖÐÍÙËÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [36]. ©ÆÇÔß ÏÞ ÑÃÔÖÉ-
ÆÂÇÏ ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I, ÑÃÑÊÐÂ-
ÚÂÇÏÖá ÆÂÎÇÇ ÍÂÍ P�I �.
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¶ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ P�I � ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÐÂ ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÇ 0 < I <1. °ÐÂ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂ Ë ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÂ ÐÂ
ÇÆËÐËÙÖ:�1

0

dI P�I � � 1 :

¿ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÃÜÂâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß
ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÊÐÂÚÇÐËâ I ÓÂÄÐÂ ÇÆËÐËÙÇ. ®ÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË
ÏÑÏÇÐÕÞ I, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÔÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ hI ni. £ ÕÇÓÏËÐÂØ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
ÏÑÏÇÐÕÞ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ËÐÕÇÅÓÂÎÂÏË:

hI ni �
�1
0

dI I nP�I � : �3:2�

®ÑÏÇÐÕÞ hI ni, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞ.
°ÒËÛÇÏ ÑÃÜÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ P�I � ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇ-

ÐËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÄÇÕÂ I Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ g (2.11). ¯ËÉÇ ÏÞ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ I=I0, ÅÆÇ I0 ìÒÇÓÄÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ,

I0 �
�1
0

dI IP�I � ; �3:3�

âÄÎâáÜËÌÔâ ÐÇ ÚÇÏ ËÐÞÏ, ÍÂÍ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÔÑÃÞÕËÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËØ ÂÐÑÏÂÎßÐÑ ÃÑÎßÛËÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I,
I4 I0, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ØÄÑÔÕÂÏË ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
P�I �. ³ÕÓÖÍÕÖÓÂ ØÄÑÔÕÑÄ ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐÂ
ÚÇÓÇÊ ÄÞÔÑÍËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ (3.2), ÅÆÇ n4 1.

£ ÓÇÉËÏÇ ÔÎÂÃÞØ ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ, ÍÑÅÆÂ g5 1, ÕËÒËÚ-
ÐÞÇ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË ÑÅËÃÂáÜÇÌ C ÔÎÂÃÑ ËÔÍÂÉÇÐÞ ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇÏ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÄÑÎÐÞ. ±Ñ-
àÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÐÂÃÎáÆÂÇ-
ÏÞÏ ÄÇÎËÚËÐÂÏ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÆË×ÓÂÍÙËÇÌ,
Ä ÓÂÏÍÂØ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ ÄÇÎËÚËÐ Ä ÓâÆ ÒÑ n. ¥Îâ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I ÕÇÑÓËâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ, ÇÔÎË
jIÿ I0j5 I0. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÓÂÊÐËÙÂ Iÿ I0
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ n, Â n ËÏÇÇÕ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇ, ÓÂÊÐËÙÂ Iÿ I0 ÕÂÍÉÇ ËÏÇÇÕ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇ Ä àÕÑÏ ÓÇÉËÏÇ. £ ÕÇÓÏËÐÂØ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
àÕÑ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ

lnP�I � � constÿ gÿc=2
�
Iÿ I0
I0

�2

: �3:4�

¬Ñà××ËÙËÇÐÕ ÒÓË �Iÿ I0�2 ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.5) Ë
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [8, 37,
38]. ®ÑÏÇÐÕÞ hI ni Ä ÆÂÐÐÑÏ ÓÇÉËÏÇ ÃÎËÊÍË Í I n0 , ÇÔÎË n
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÑ, n5 gÿc=2.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÔËÎßÐÞØ ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ, ÍÑÅÆÂ g4 1, ÑÅËÃÂá-
ÜÂâ C�z� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÖÏÏÖ ÄÍÎÂÆÑÄ ÑÕ ÆË×ÓÂÍ-
ÙËË ÐÂ ÃÑÎßÛÑÏ ÚËÔÎÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÑÃÎÂ-
ÔÕÇÌ Ô ÓÂÊÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜÇÅÑ ÒÑÎâ n.
±ÑàÕÑÏÖ ÑÅËÃÂáÜÂâ C ËÏÇÇÕ ÅÂÖÔÔÑÄÖ ÔÕÂÕËÔÕËÍÖ Ä
ÔËÎÖ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÞ. ±ÇÓÇÔÚËÕÂÄ àÕÖ
ÅÂÖÔÔÑÄÖ ÔÕÂÕËÔÕËÍÖ Ä ÔÕÂÕËÔÕËÍÖ I, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÑÎÖÚËÕß
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË

P�I � � Iÿ10 exp

�
ÿ I

I0

�
: �3:5�

´ÑÅÆÂ ÏÑÏÇÐÕÞ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I ÎÇÅÍÑ ÐÂØÑÆâÕÔâ

hI ni � n! I n0 : �3:6�

±ÑÒÓÂÄÍË Í ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË (3.5)
ÃÞÎË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [38 ë 40]. ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä ÐËØ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÑÊÐÂÚÂáÕ, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.5) ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË

I5 I0 g 2ÿc : �3:7�
¥Îâ ÔÒÇÍÕÓÂ °ÃÖØÑÄÂ ë¬ÑÓÓÔËÐÂ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÔÕÇÒÇÐË Ä
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÇ (3.7) ÓÂÄÇÐ 2ÿ c � 1=3.

©Â ÒÓÇÆÇÎÂÏË ÖÔÎÑÄËÌ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÄÞÓÂÉÇÐËÌ
(3.4), (3.5) ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I
ËÏÇÇÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË (ØÄÑÔÕÞ), ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÞÇ ÕÂÍ ÐÂÊÞ-
ÄÂÇÏÞÏË ÓÂÔÕâÐÖÕÞÏË àÍÔÒÑÐÇÐÕÂÏË. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÑÕ I Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

P / exp

�
ÿ
�

I

I�

�b�
; �3:8�

ÅÆÇ I� Ë b ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ.
£ÞÔÑÍËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ (3.2), n4 1, ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÞÚËÔÎÇÐÞ ËÊ
(3.2), (3.8) Ä ÒÇÓÇÄÂÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. µÔÎÑÄËÇ àÍÔÕÓÇ-
ÏÖÏÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá�

Isaddle
I�

�b

� n

b
; �3:9�

ÆÎâ ÊÐÂÚÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Isaddle Ä ÔÇÆÎÑÄÑÌ ÕÑÚÍÇ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÑÙÇÐÍÇ

hI ni � I n� n
n=b ; �3:10�

ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÌ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÑÌ ÒÑÓâÆÍÂ ÇÆËÐËÙÞ Ä
ÔÕÇÒÇÐË n.

±ÇÓÄÞÌ ØÄÑÔÕ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÌ Ä ÓÂÃÑÕÇ [20], ÄÑÊÐË-
ÍÂÇÕ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔËÎßÐÞØ ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ, ÍÑÅÆÂ g4 1. ¿ÕÂ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ (3.8) ÔÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÂÏË:

b � 4ÿ c

6ÿ c
; I� � I0 gÿ2�2ÿc�=�4ÿc� : �3:11�

¥Îâ ÔÒÇÍÕÓÂ °ÃÖØÑÄÂ ë¬ÑÓÓÔËÐÂ, ÍÑÅÆÂ c � 5=3, ÒÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎß ÔÕÇÒÇÐË b ÓÂÄÇÐ 7=13. ·ÄÑÔÕ (3.11) ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÒÓË
ÖÔÎÑÄËâØ

I0 g 2ÿc 5 I5 I0 g 2�2�c�=�2ÿc�;

ili g 2ÿc 5 n5 g 4=�2ÿc� ; �3:12�

ÄÞÓÂÉÇÐÐÞØ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ I ËÎË n.
³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ØÄÑÔÕ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇ-

ÆÇÎÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ I [21, 22], ÓÇÂÎËÊÖáÜËÌÔâ ÒÓË ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÄÇÎËÚËÐÞ g. °Ð ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË:

b � 4ÿ c

4
; I� � I0 g 2c=�4ÿc� : �3:13�

¥Îâ ÔÒÇÍÕÓÂ °ÃÖØÑÄÂ ë¬ÑÓÓÔËÐÂ, ÍÑÅÆÂ c � 5=3, ÒÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎß ÔÕÇÒÇÐË b ÓÂÄÇÐ 7=12. °ÃÎÂÔÕß, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÇÂÎË-
ÊÖÇÕÔâ ØÄÑÔÕ (3.13), ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ g.

¦ÔÎË g5 1, ÕÑ ØÄÑÔÕ (3.13) ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË
I4 I0. ¿ÕÑÕ ÍÓËÕÇÓËÌ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÇÐ ÕÑÏÖ, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ (3.4). £ ÕÇÓÏË-
ÐÂØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÍÓËÕÇÓËÌ I4 I0 ÑÊÐÂÚÂÇÕ n 2 g c 4 1. ±ÓË
g � 1 ØÄÑÔÕ (3.13) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÔÇ ÄÞÔÑÍËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ. ¦ÔÎË
g4 1, ÕÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ (3.11) ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ØÄÑÔÕ (3.13) ÒÓË
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ÖÔÎÑÄËË I4 I0g 2�2�c�=�2ÿc�, ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ ÕÑÏÖ, ÍÑÕÑ-
ÓÑÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ (3.12). £ ÕÇÓÏËÐÂØ n ÆÂÐÐÞÌ ÍÓËÕÇÓËÌ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ n4 g 4=�2ÿc�. ¥Îâ ÔÒÇÍÕÓÂ °ÃÖØÑÄÂ ë¬ÑÓÓÔËÐÂ
ÍÓËÕÇÓËÌ ÄÞÅÎâÆËÕ ÍÂÍ I4 I0g 22. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ØÄÑÔÕ
(3.13) ÐÂËÃÑÎÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐ ÒÓË g � 1 (Ä ÓÇÉËÏÇ ÖÏÇÓÇÐÐÞØ
ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ). ¦ÔÎË g4 1, ÕÑ ÑÃÎÂÔÕß ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË
ØÄÑÔÕÂ (3.13) ÔÏÇÜÂÇÕÔâ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÃÑÎßÛËØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ I.

±ÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÑÕÓÂÉÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 1, ÅÆÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ln gÿ ln �I=I0�.
¯Â ÐÇÌ ÔØÇÏÂÕËÚÐÑ ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÓÂÊÆÇÎÈÐÐÞÇ ÛÕÓËØÑÄÞÏË
ÎËÐËâÏË ÑÃÎÂÔÕË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÕËÒÂÏ
ÒÑÄÇÆÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ P�I �. ¤ÂÖÔÔÑÄÂ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I Ô ÒËÍÑÏ ÒÓË I � I0
ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÂ ÍÂÍ "¤ÂÖÔÔ". ¿ÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (3.5) ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÂ ÍÂÍ "¿ÍÔÒÑÐ". ·ÄÑÔÕ (3.13)
ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕÔâ ÍÂÍ "·ÄÑÔÕ 7/12", Â ØÄÑÔÕ (3.11) ÑÃÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕÔâ ÍÂÍ "·ÄÑÔÕ 7/13".

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (3.1) ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕË P�I � âÄÎâÇÕÔâ ÏÇÓÑÌ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÌ
n�r; z�, ÒÓËÄÑÆâÜËØ Í ÊÂÆÂÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË I Ä ÕÑÚÍÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ. ¦ÔÎË ÊÐÂÚÇÐËÇ I ÊÐÂÚË-
ÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ I0, ÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÉË-
ÆÂÕß, ÚÕÑ àÕÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÑ ÄÃÎËÊË ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÄÞÆÇÎÇÐÐÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË V�r; z� Ë ËÏÇÇÕ ÏÇÓÖ, ÕÇÏ
ÏÇÐßÛÖá, ÚÇÏ ÃÑÎßÛÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ I. ¥Îâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ P�I � ÒÓË I4 I0 ÐÇÑÃØÑÆË-
ÏÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÕÂÍÖá ÑÒÕËÏÂÎßÐÖá, ËÎË, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÕÇÓ-
ÏËÐÑÎÑÅËá ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ, ËÐÔÕÂÐÕÑÐÐÖá ÍÑÐ-
×ËÅÖÓÂÙËá V�r; z� Ë ÄÞÚËÔÎËÕß ÏÇÓÖ ÆÑÒÖÔÕËÏÞØ ÑÕÍÎÑ-
ÐÇÐËÌ n�r; z� ÿ V�r; z� ÑÕ àÕÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË, ÒÓËÄÑÆâÜËØ
Í ÆÂÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá I.

±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ØÄÑÔÕÑÄ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâP�I �
ÖÆÑÃÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß âÊÞÍ ÄÞÔÑÍËØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË hI ni. ´ÂÍÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇÏ I ÐÂ ÆÂÐÐÑÌ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË Ë "àÐÕÓÑ-
ÒËÌÐÞÏ" ÄÍÎÂÆÑÏ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËÏ "×ÂÊÑÄÞÌ ÑÃÝÈÏ"
ÆÑÒÖÔÕËÏÞØ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÌ nÿ V. ¥Ñ ÕÇØ ÒÑÓ ÒÑÍÂ ÒÑÔÎÇÆ-
ÐËÌ ÏÂÓÅËÐÂÎÇÐ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô I n, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ
ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÌ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË (ËÐÔÕÂÐÕÑÐÖ) V�r; z�, ËÏÇÐÐÑ
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕß V�r; z� Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÌ ÒÑÎâ n
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÆÑÏËÐËÓÖáÜËÌ ÄÍÎÂÆ Ä P�I �.

³ÕÓÖÍÕÖÓÂ ÑÃÎÂÔÕË ×ÖÐÍÙËÌ n�r; z� Ä ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÑÐ-
ÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÂâ P�I �, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I Ë ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ,
ÍÑÐÕÓÑÎËÓÖáÜËØ ÔËÎÖ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ n. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÂÓËÂÙËÌ ÒÑÎâ n�r; z� ÑÍÑÎÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ V�r; z�
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÓÂÄÐËÏÑÌ Ô V�r; z� ËÎË ÆÂÉÇ ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕß
ÇÈ. ±ÑÆÑÃÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ, ÅÆÇ ÐÂ
×ÑÐÇ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÂÃÎá-

ÆÂáÕÔâ ÇÅÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
[41]). °ÆÐÂÍÑ ËÏÇÐÐÑ ÐÂÎËÚËÇ ÔÓÇÆÐÇÅÑ V�r; z� Ë ÑÃÇÔ-
ÒÇÚËÄÂÇÕ ÂÐÑÏÂÎßÐÑ ÃÑÎßÛÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ØÄÑÔÕÑÄ ×ÖÐÍÙËË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ P�I �, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÂÐÑÏÂÎßÐÑ ÃÑÎß-
ÛËÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÔÐÂÚÂÎÂ
ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ËÐÔÕÂÐÕÑÐÐÖá ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËá V, ÍÑÕÑÓÂâ
âÄÎâÇÕÔâ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÌ (ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÌ) ÍÑÐ×ËÅÖÓÂ-
ÙËÇÌ ÒÑÎâ n, ÒÓËÄÑÆâÜÇÌ Í ÆÂÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá I, Â ÊÂÕÇÏ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÒÑÎâ n ÐÂ ×ÑÐÇ V, ÒÓËÄÑÆâÜËÇ Í
ÕÑÏÖÉÇ ÊÐÂÚÇÐËáËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I. ¹ÇÏ ÄÞÛÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ
ÕÂÍËØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ (àÐÕÓÑÒËÌÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ), ÕÇÏ ÃÑÎßÛÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ P�I �. ²ÇÂÎËÊÂÙËâ àÕÑÌ ÒÓÑÅÓÂÏÏÞ ÒÓÑÄÇÆÇÐÂ Ä
ÓÂÊÆÇÎÂØ 7 ë 10 ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÑÃÊÑÓÂ, ÒÓËÚÈÏ ÓÂÊÆÇÎÞ 8 Ë 10
ÒÑÔÄâÜÇÐÞ ÑÙÇÐÍÇ àÐÕÓÑÒËÌÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ ÐÂ ×ÑÐÇ ËÐ-
ÔÕÂÐÕÑÐÂ.

4. ¬ÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË ÑÅËÃÂáÜÇÌ C, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÆÇÕÂÎßÐÖá
ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄÂØ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ
ÒÖÚÍÂ.

¬ÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÍÂÍ ÔÓÇÆÐËÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ C Ë C ?. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÏ
ÕÂÍËÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ âÄÎâÇÕÔâ ÒÂÓÐÂâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍ-
ÙËâ

F2�r1; r2; z� �


C�r1; z�C ?�r2; z�

�
: �4:1�

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÖÅÎÑÄÞÇ ÔÍÑÃÍË ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ
ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ËÎË, ÚÕÑ ÕÑ ÉÇ, ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ ÒÑÎâ
n. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÂÓÐÂâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ F2 ÆÎâ
ÔÑÄÒÂÆÂáÜËØ ÕÑÚÇÍ r1 � r2 âÄÎâÇÕÔâ ÐÇ ÚÇÏ ËÐÞÏ, ÍÂÍ
ÒÇÓÄÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I0 � hjCj2i (3.3).

±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÕÂÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÍÂÍ hCi ËÎË
hCCi, ÏÂÎÞ ËÊ-ÊÂ ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ×ÂÊÞC Ô ÏÂÔÛÕÂ-
ÃÂÏË ÒÑÓâÆÍÂ ÄÐÇÛÐÇÌ ÆÎËÐÞ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË. ¿ÕË
ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ×ÂÊÞ ÄÞÒÂÆÂáÕ ËÊ ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËâCC ?, ×ËÅÖÓËÓÖáÜÇÅÑ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË (4.1). ®Þ
ÃÖÆÇÏ ÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß ÕÑÎßÍÑ ÕÂÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ
(ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË), ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÞ Í
ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞÏ ×ÂÊÑÄÞÏ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ.

®ÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÂÓÐÑÌ
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (4.1) [42 ë 47], ÑÐÑ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

qzF2 ÿ i

2k0
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q 2F2

qr 21
ÿ q 2F2

qr 22
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�U�r1 ÿ r2�F2 � 0 ; �4:2�
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°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÃÑÎßÛÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ A0

ÄÞÒÂÆÂÇÕ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (4.3). ¿ÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ
ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ CC ? ÑÕ ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃ-
ÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ×ÂÊÞ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÆÎâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ
ÒÂÔÔËÄÐÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÂ [48] Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ [49] Ä ØÂÑÕËÚ-
ÐÑ ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÉËÆÍÑÔÕË Ô ÆÄËÉÇÐËâÏË, ÍÑÓÑÕÍÑ ÍÑÓÓÇ-
ÎËÓÑÄÂÐÐÞÏË ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË.

¹ÕÑÃÞ ÄÞÄÇÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.2), ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÐÂÌÕË
ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ DC ÑÅËÃÂáÜÇÌ C ÐÂ ÍÑÐÇÚÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
ÄÓÇÏÇÐË, Â ÊÂÕÇÏ ÖÔÓÇÆÐËÕß ÇÅÑ ÒÑ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ ÒÑÍÂ-
ÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ. ±ÓËÓÂÜÇÐËÇ C ÐÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
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�z; z� Dz� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1):

DC � iDz
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� z�Dz
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dz2 n�z1�n�z2�C�z� ; �4:4�

ÅÆÇ ÒÑÎÇ n ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÆÑ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ªÊ-ÊÂ ÍÑ-
ÓÑÕÍËØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÌ ÒÑ z ÒÑÎÇ n ÐÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ �z; z� Dz�
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ n�z� ÒÓË z < z. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑ, ÏÑÉÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÖÔÓÇÆÐËÕß ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ C1C ?

2 ,
ÓÂÄÐÑÇ DC1C ?

2 �C1DC ?
2 � DC1DC ?

2 , ÒÑ ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ ÒÑÎâ
n ÐÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ �z; z� Dz� Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ
(2.5), (2.7). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ,
ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÑ Dz Ë, Ä ÍÑÐÙÇ ÍÑÐÙÑÄ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.2).

µÓÂÄÐÇÐËÇ (4.2) ÓÇÛÂÇÕÔâ âÄÐÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÐÂÚÂÎß-
ÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÍÑÅÆÂ F �r1; r2; 0� ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ, ÐÇ
ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ r1; r2:
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ªÐÕÇÅÓÂÎ Ä àÍÔÒÑÐÇÐÕÇ Ä (4.5) ÑÙÇÐËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ�
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ÍÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (2.10), (4.3). ±ÓËÓÂÄÐËÄÂâ ÄÇÎËÚËÐÖ (4.6) Í
ÇÆËÐËÙÇ, ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ ÛËÓËÐÖ ÒÂÓÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË. ³ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ ÒÑÓâÆÍÂ ÇÆËÐËÙÞ
ÑÐÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ ¶ÓËÆÂ r0. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÒÂÓÂÏÇÕÓ ¶ÓËÆÂ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ
ÆÎËÐÞ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÔÄÇÕÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (4.2) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß âÄÐÑ ÓÇÛÇÐÑ Ë ÆÎâ ÕÑÚÇÚ-
ÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ. ±ÑÏÇÜÂâ ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ä ËÔÕÑÚÐËÍ,
ÐÂØÑÆËÏ
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ÅÆÇ r � r1 ÿ r2, R � �r1 � r2�=2. ¬Ñà××ËÙËÇÐÕ ÒÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎßÐÑÔÕË Ä (4.7) ÓÂÄÇÐ ÇÆËÐËÙÇ, ÇÔÎË C�r1; 0� � d�r1�.
±ÂÓÐÂâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ (4.7) ÖÔÕÓÑÇÐÂ ÂÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÑ (4.5), Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ z ÇÈ ÛËÓËÐÂ
ÑÙÇÐËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ r0.

¥Îâ ÔÑÄÒÂÆÂáÜËØ ÕÑÚÇÍ r1 � r2, ÍÑÅÆÂ r � 0, àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÕÞ Ä (4.5) Ë (4.7) ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÓÂÄÐÞÏË ÇÆËÐËÙÇ. £ ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ I0 ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá
ÔÄÑÃÑÆÐÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ ËÊÎÖÚÇÐËâ. ¥ÂÐÐÑÇ ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÑ ì ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÊÂÍÑÐÂ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË: ÆË×ÓÂÍÙËâ
ÒÇÓÇÓÂÔÒÓÇÆÇÎâÇÕ àÐÇÓÅËá ÔÄÇÕÂ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÐÑ ÐÇ
ÏÇÐâÇÕ ÇÈ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ. ¬ÂÍ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÞ ÕÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ, àÐÇÓÅËâ ÓÂÄ-
ÐÑÏÇÓÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÄÆÑÎß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ, Ë ÐÂ
ÕÂÍÖá ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß Ä ÔÓÇÆÐÇÏ ÐÇ ÄÎËâáÕ ÄÂÓËÂÙËË ÒÑ-
ÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ. °ÆÐÂÍÑ àÕÑ ÐÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÆÎâ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ ÒÖÚÍÂ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ,
ÑÐÑ ÐÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÆÎâ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÓÑ×ËÎâ.

°ÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÒÂÓÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (4.1)
âÄÎâÇÕÔâ ÏÐÑÅÑÕÑÚÇÚÐÂâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÚÈÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ 2n (ÅÆÇ n ì ÙÇÎÑÇ ÚËÔÎÑ), ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

F2n �r1; . . . ; rn; rn�1; . . . ; r2n; z� �
� 
C�r1; z� . . .C�rn; z�C ?�rn�1; z� . . .C ?�r2n; z�

�
:

�4:8�

©ÆÇÔß ÏÞ ËÏÇÇÏ ÆÇÎÑ Ô ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇÏ n ×ÂÍÕÑÓÑÄ C Ë n
×ÂÍÕÑÓÑÄC ?, ÕÂÍ ÚÕÑ ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä ×ÂÊÖC
ÔÑÍÓÂÜÂÇÕÔâ.

®ÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÏÐÑÅÑÕÑÚÇÚ-
ÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (4.8), ÄÞÄÑÆ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÂÐÂ-
ÎÑÅËÚÇÐ ÄÞÄÑÆÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÒÂÓÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË (4.2) [42 ë 47]. £ÞÓÂÊËÏ ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇ-
ÐËâC . . .CC ? . . .C ? ÚÇÓÇÊ ÒÓËÓÂÜÇÐËâC;C ?, ÑÒÓÇÆÇÎâÇ-
ÏÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (4.4) Ë, ÖÔÓÇÆÐââ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÑ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËâÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ
F2n, ÒÓËÄÑÆâÜÇÇ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

qzF2n ÿ i

2k0

�
q 2

qr 21
� � � � � q 2

qr 2n
ÿ q 2

qr 2n�1
ÿ � � � ÿ q 2

qr 22n

�
F2n�

� U �r1; � � � ; r2n�F2n � 0 ; �4:9�
ÅÆÇ

U �r1; � � � ; r2n� �
X

i4 n; j>n

U �ri ÿ rj�ÿ

ÿ
X

i<j4 n

U �ri ÿ rj�ÿ
X
n<i<j

U �ri ÿ rj�: �4:10�

¥Îâ n � 1 ÄÇÎËÚËÐÂ (4.10) ÔÄÑÆËÕÔâ Í U �r1 ÿ r2�, Â ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (4.9) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ (4.2).

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ (4.10) ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ËÊ ÔÓÇÆÐÇÅÑ
�
n�r1� � � � � � n�rn� ÿ n�rn�1� ÿ � � � ÿ n�r2n�

�2�
:

®Þ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÞÄÑÆÖ, ÚÕÑ U5 0. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä
ÓÇÉËÏÇ ÔËÎßÐÞØ ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ, ÅÆÇ g4 1, ÚÎÇÐ Ô U Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË (4.9) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÏÖ (àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÏÖ) ÒÑÆÂÄÎÇÐËá ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË F2n

ÄÇÊÆÇ, ÍÓÑÏÇ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÌ ÕÑÚÇÍ, ÅÆÇ U ÂÐÑÏÂÎßÐÑ ÏÂÎ.
´ÂÍÂâ ÏÂÎÑÔÕß ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ, ÇÔÎË ÐÂÃÑÓÞ ÕÑÚÇÍ

r1; � � � ; rn Ë rn�1; � � � ; r2n ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ä n ÒÂÓ (ÑÆÐÂ ÕÑÚÍÂ
ËÊ ÒÇÓÄÑÅÑ ÐÂÃÑÓÂ, Â ÆÓÖÅÂâ ì ËÊ ÄÕÑÓÑÅÑ), ÅÆÇ ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËâ ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÍÂÏË ÒÂÓÞ ÐÂÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ
ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÏË. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ n! ÔÒÑÔÑÃÑÄ
ÄÞÃÑÓÂ ÕÂÍËØ ÒÂÓ. ¥Îâ ÎáÃÑÅÑ ÕÂÍÑÅÑ ÓÂÊÃËÇÐËâ, ÐÂ-
ÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË Ô ÐÂÃÑÓÑÏ ÒÂÓ �r1; rn�1�, � � �,
�rn; r2n�, ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ U Ä ÔÖÏÏÇ (4.9), ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ r1, ÒÓÂÍ-
ÕËÚÇÔÍË ÔÑÍÓÂÜÂáÕ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÂ, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÚÎÇÐÂ
U �r1 ÿ rn�1�. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÔÑÍÓÂÜÇÐËâ ÒÓÑËÔØÑÆâÕ Ë ÆÎâ
ÆÓÖÅËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ r2; � � � ; rn.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÒÂÓ �r1; rn�1�; � � � ; �rn; r2n� ÄÇÎË-
ÚËÐÖ U Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (4.9) ÏÑÉÐÑ ÊÂÏÇÐËÕß ÐÂ ÔÖÏÏÖ

U �r1 ÿ rn�1� � � � � �U �rn ÿ r2n� :

³ÓÂÄÐËÄÂâ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (4.2) ÆÎâ
ÒÂÓÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË F2, ÏÞ ÊÂÍÎáÚÂÇÏ, ÚÕÑ
ÆÎâ ÄÞÃÓÂÐÐÑÅÑ ÐÂÃÑÓÂ ÒÂÓ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ F2n

ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÕÔâ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇÏ [40]

F2 �r1; rn�1; z�F2�r2; rn�2; z� � � �F2�rn; r2n; z� : �4:11�

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ ËÊ
(4.11) ÒÖÕÈÏ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË ÕÑÚÇÍ rn�1; � � � ; r2n, âÄÎâÇÕÔâ
ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.9), ÇÔÎË g4 1.

¦ÔÎË ÖÚËÕÞÄÂÕß ÕÑÎßÍÑ ÆÑÏËÐËÓÖáÜËÇ ÄÍÎÂÆÞ Ä F2n

ÑÕ ÑÃÎÂÔÕÇÌ Ä ÒÑÎÐÑÏ 22n-ÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÑÒËÔÂÐÐÞÏ ÄÞÛÇ ÐÂÃÑÓÂÏ ÒÂÓ, ÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐËÇ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (4.8) Ä ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ n!
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ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ, ÕÂÍËØ, ÍÂÍ Ä (4.11), âÄÎâÇÕÔâ ÇÈ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËÇÏ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÑÃÎÂÔÕâØ 22n-ÏÇÓÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÂ. ±Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÕÇÑÓÇÏÂ £ËÍÂ [54].
¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÎÇ C ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÍÑÌ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÓÂÃÑÕÑÌ [8]. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ
ÒÑÆÕÄÇÓÆËÎË ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (3.5) ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË.

°ÙÇÐËÏ ÕÑÚÐÑÔÕß ÐÂÌÆÇÐÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ. £ÑÊßÏÈÏ
Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÚÇÕÄÈÓ-
ÕÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ F4�r1; r2; r3; r4; z�. ±ÓË ÑÃÑÔÐÑÄÂÐËË ÄÍÎÂÆÂ
F2�r1; r3; z�F2�r2; r4; z� Ä F4 ÍÂÍ ÆÑÏËÐËÓÖáÜÇÅÑ Ä ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËË (4.9) ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÎÔâ ÚÎÇÐ F2�r1; r3�F2�r2; r4� U, ÅÆÇ
U � U �r1 ÿ r4� �U �r3 ÿ r2� ÿU �r1 ÿ r2� ÿU �r3 ÿ r4� :

�4:12�

ªÊ-ÊÂ "ÍÄÂÆÓÖÒÑÎßÐÑÌ" ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (4.12) ÑÐÑ
ÑÙÇÐËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ

U � k 2
0 C

2
n R

cÿ2jr1 ÿ r3j jr2 ÿ r4j ; �4:13�

ÍÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (4.3). ©ÆÇÔß Rì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÏË
r1; r3 Ë r2; r4, ÍÑÕÑÓÑÇ, ÍÂÍ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÐÂÏÐÑÅÑ
ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ ÓÂÊÏÇÓÞ ÒÂÓ jr1 ÿ r3j, jr2 ÿ r4j. ¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ
ÑÃÝâÔÐâÇÕ ÏÂÎÑÔÕß U (4.13) ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô U �r1 ÿ r2�.

ªÏÇÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÒÓÑ×ËÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÓÇÉËÏÇ ÔËÎßÐÞØ
ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ. £ ÓÂÃÑÕÂØ [29, 50] ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÂÐÂÎËÊÂ àÍÔ-
ÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ Ë ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ [51 ë 53] ÄÞÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÑÃÎÂÔÕß ÔËÎßÐÞØ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ, ÅÆÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÑÔÑ-
ÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÒÑÎâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑÔÕË ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÒËÍÑÄ Ë ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÐÑÔâÕ ÒÓÇ-
ËÏÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. ¿ÕË ÐÂÃÎáÆÇÐËâ
ËÏÇáÕ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. ¬ÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÉÇ ÑÃÝ-
âÔÐÇÐËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÑÎâ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÓÇÉËÏÇ ÔËÎßÐÞØ ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ ÕÓÇÃÖÇÕ
ÂÐÂÎËÊÂ ÓÂÊÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÑÅË-
ÃÂáÜÇÌ C ÄÞÔÑÍÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.

±ÓËÄÇÆÈÐÐÑÇ ÐÂÏË Ä ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ
ÆÎâ ÏÐÑÅÑÕÑÚÇÚÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ C Ä ÓÇÉËÏÇ ÔËÎßÐÞØ ÔÙËÐ-
ÕËÎÎâÙËÌ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÎÑÍÂÎßÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÔÒÇÍ-
ÎÑÄ. ¥Îâ ÂÐÂÎËÊÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÑÎâ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÊÐÂÕß ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÑÎâ ËÐ-
ÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÐÂ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ ÏÐÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÅÑ
ÓÂÊÏÇÓÂ ÔÒÇÍÎÂ r0. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞÌÕË ÊÂ ÒÓÇ-
ÆÇÎÞ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÅÑ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ. µÉÇ
ÂÐÂÎËÊ ÒÇÓÄÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÆÂÐÐÑÏÖ ÒÓËÃÎËÉÇÐËá âÄÎâÇÕ-
Ôâ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍËÏ [40]. °ÚÇÄËÆÐÑ, ËÊÄÎÇÚÇÐËÇ
ËÐ×ÑÓÏÂÙËË Ñ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÒÑÎâ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË ÒÑÕÓÇÃÖÇÕ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ÄÇÆÖÜËØ ÓâÆÑÄ ÕÇÑ-
ÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ÚÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÕÇØÐËÚÇÔÍË ÔÎÑÉÐÑÌ ÊÂ-
ÆÂÚÇÌ, ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÌ ÏÞ ÑÔÕÂÄÎâÇÏ ÐÂ ÃÖÆÖÜÇÇ.

5. ªÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I ÚÇÓÇÊ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÑÅËÃÂáÜÇÌ
C Ë ÒÑÎÇ n. °ÔÐÑÄÐÑÌ ÐÂÛÇÌ ÊÂÆÂÚÇÌ âÄÎâÇÕÔâ ÂÐÂÎËÊ
ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË ÒÑÎâ n, ÒÓËÄÑÆâÜÇÌ Í
ÆÂÐÐÑÏÖ ÃÑÎßÛÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I (ËÎË ÇÈ
ÄÞÔÑÍÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ), Â ÕÂÍÉÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
ÑÍÑÎÑ ÕÂÍÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÑÔÐÑÄ-
ÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÌ ËÐÕÇ-

ÅÓÂÎ ÒÑ n. ¥Îâ ÓÇÛÇÐËâ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÊÂÆÂÚ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÊÐÂÕß I ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ÑÕ ÒÑÎâ n. ¥Îâ àÕÑÌ ÙÇÎË ÖÆÑÃÐÑ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÑÅËÃÂáÜÇÌ C Ä ÄËÆÇ
ÔÄÇÓÕÍË ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ (ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË n) Ô
ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÑÅËÃÂáÜÇÌ.

®Þ ËÊÖÚÂÇÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÊÐÂÚÇÐËâ I Ä
ÕÑÚÍÇ �0; z�. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ I � jC�0; z�j2, ÏÑÏÇÐÕÞ I ÏÑÉÐÑ
ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÅËÃÂáÜÇÌ
(4.8) ÍÂÍ

hI ni � F2n�0; � � � ; 0; z� :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÇÔÎË ÃÞ ÏÞ ÊÐÂÎË ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË, ÏÞ ÃÞ ÊÐÂÎË ÔÕÂÕËÔÕËÍÖ I. °ÆÐÂÍÑ, ÚÕÑÃÞ
ÐÂÌÕË àÕË ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ÐÖÉÐÑ ÓÇÛËÕß
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.9) ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ.
¥Îâ ÐÂÛËØ ÙÇÎÇÌ ÖÆÑÃÐÇÇ ÃÖÆÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÃÑÎÇÇ
ÅËÃÍËÌ ÏÇÕÑÆ Ô ÒÓËÏÇÐÇÐËÇÏ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÓÂÃÑÕÂÇÕ ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ.

ªÊ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ z > z

C �r; z� �
�
d2xG�r; z; x; z�C �x; z� ; �5:1�

ÅÆÇ G ì ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1). £ÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
C ? ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÔÑÒÓâÉÇÐËâ.
£ÇÎËÚËÐÂ G Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (5.1) âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ ¤ÓËÐÂ
ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n. ³ÎÇ-
ÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, G âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ ÒÑÎâ n. °ÕÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÒÑÎÇ n ÐÂÓÖÛÂÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÖá ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß, ÒÑàÕÑÏÖ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ G ÐÇ
ÏÑÉÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÊÐÑÔÕË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

¶ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ G ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá�
qz ÿ i

1

2k0
q 2
r ÿ ik0n �r; z�

�
G�r; z; x; z � � d�rÿx�d�zÿz�;

�5:2�

ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (2.1). ´ÂÍÉÇ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�

qz�i 1

2k0
q 2
x�ik0n �x; z�

�
G �r; z; x; z�� ÿd�rÿx�d�zÿz�:

�5:3�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (5.3) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ "ÑÃÓÂÕÐÖá àÄÑÎáÙËá" ×ÖÐÍ-
ÙËË ¤ÓËÐÂ.

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (5.1) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÄÇÕÂ I Ä ÕÑÚÍÇ �0; z�:

I�
�
d2x1 d

2x2 G�0; z; x1; 0�G ?�0; z; x2; 0�C�x1; 0�C ?�x2; 0�:
�5:4�

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (5.4) ÔÄâÊÞÄÂÇÕ I Ô n, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ×ÖÐÍÙËâ
¤ÓËÐÂ G ÔÄâÊÂÐÂ Ô n ÚÇÓÇÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.2) ËÎË (5.3). ³Ñ-
ÑÕÐÑÛÇÐËÇ (5.4) âÄÎâÇÕÔâ ÑÕÒÓÂÄÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ ÆÎâ ÒÑÔÎÇ-
ÆÖáÜËØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ. ¦ÔÎË n � 0, ÕÑ ËÊ (5.2) ËÎË ËÊ (5.3)
ÐÂØÑÆËÏ:

G0�r; z; x; z� � k0
2pi �zÿ z� exp

�
i
k0�rÿ x�2
2�zÿ z�

�
: �5:5�
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¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÄÑÎáÙËË (ÃÇÊ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÆË×ÓÂÍÙËË) ÑÅËÃÂáÜÇÌ C. ©ÂÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ,
ÚÕÑ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ zÿ z ÚÎÇÐ Ô n Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ
(5.2), (5.3) ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ, Ë ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ
G ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ (5.5).

¦ÔÎË ÒÂÓÂÏÇÕÓ g (2.11) ÏÂÎ, ÕÑ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂG ÔÎÂÃÑ
ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (5.5). ±ÇÓÄÂâ ÒÑÒÓÂÄÍÂ Í ×ÖÐÍ-
ÙËË ¤ÓËÐÂ (5.5) ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ

dG�r; z; x; 0� �
�
d2y

� z

0

dzG0�r; z; y; z� i k0n�y; z�G0�y; z; x; 0�:
�5:6�

£ àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑÒÓÂÄÍÂ Í ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÞÓÂ-
ÉÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

dI � C ?
0 �0; z�dC�0; z� � dC ?

0 �0; z�C�0; z� ; �5:7�

ÅÆÇ

dC �0; z� �
�
d2x dG �0; z; x; 0�C�x; 0� : �5:8�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ dI (5.7) âÄÎâÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ n,
ÕÑ dI ËÏÇÇÕ ÅÂÖÔÔÑÄÖ ÔÕÂÕËÔÕËÍÖ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ
ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÏ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ, ÔÆÇÎÂÐÐÑÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.

´ÇÒÇÓß ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÑÙÇÐËÕß ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÇ ÊÐÂ-
ÚÇÐËÇ h�dI �2i. ¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË àÕÖ ÄÇÎËÚËÐÖ, ÒÑÆÔÕÂÄËÏ Ä
(5.7) ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (5.6) Ë ÖÔÓÇÆÐËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ Ä ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄËË Ô (2.5). ­ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂA0, ÄÄÇÆÈÐÐÂâ Ä
(2.7), ÔÑÍÓÂÜÂÇÕÔâ. ²ÂÆËÖÔÞ-ÄÇÍÕÑÓÞ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎÇ ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ÑÙÇÐÇÐÞ ÍÂÍ

���������
z=k0

p
. ±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÑÒÓÇ-

ÆÇÎÇÐËÇ (2.10), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
�dI �2� � I 20 r
ÿc
0

�z=k0�c
2

� g c=2I 20 :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞÒÑÆÕÄÇÓÆËÎË ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ
ÒÓË �Iÿ I0�2 Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (3.4) ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ I.

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (5.1) n-Ì ÏÑÏÇÐÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I ÊÂ-
ÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

hI ni �
�
d2x1 . . . d2x2n B2n�x1; . . . ; x2n; 0��

�C�x1; 0� . . .C�xn; 0�C ?�xn�1; 0� . . .C ?�x2n; 0� ;
�5:9�

ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ

B2n�x1; . . . ; x2n; z� �


G�0; z; x1; z� . . .G�0; z; xn; z��

� G ?�0; z; xn�1; z� . . .G ?�0; z; x2n; z�
�
:

�5:10�
®ÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ (4.9), ÆÎâ ÑÃÝÇÍÕÂ
B2n (5.10), ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ËÊ (5.3) Ë ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÑÃÓÂÕÐÖá
àÄÑÎáÙËá B2n. ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá
(4.9).

£ ÔÎÖÚÂÇ ÔËÎßÐÞØ ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ, ÍÑÅÆÂ g4 1, ÄÇÎË-
ÚËÐÂ B2n ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÐÂ ÕÂÍËØ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËâØ,
ÅÆÇ ÓÂÆËÖÔÞ-ÄÇÍÕÑÓÞ xi ÔÑÃÓÂÐÞ Ä n ÒÂÓ Ô ÏÂÎÞÏ ÄÐÖ-
ÕÓËÒÂÓÐÞÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇÏ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ 2n-ÕÑÚÇÚÐÑÌ ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 4). ³ÍÂÉÇÏ, ÇÔÎË ÏÞ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓËÏ ÐÂÃÑÓ ÒÂÓ �x1; xn�1� . . . �xn; x2n�, ÕÑ B2n ÂÒÒÓÑÍ-

ÔËÏËÓÖÇÕÔâ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇÏ

B2n � G�x1; xn�1; z� . . .G�xn; x2n; z� ; �5:11�

ÅÆÇ

G�x1; x2; z� �


G�0; z; x1; z�G ?�0; z; x2; z�

�
: �5:12�

£ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËË (5.11) ÔÕÑËÕ n ÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ G.
°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎÇ (5.9) ÇÔÕß n! ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÅÆÇ

ÄÇÎËÚËÐÂ B2n ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ Ë ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÕÔâ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇÏ ÕËÒÂ (5.11). ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËÊ (5.9) ÔÎÇ-
ÆÖÇÕ, ÚÕÑ hI ni � n!I n0 , ÅÆÇ

I0 �
�
d2x1 d2x2 G�x1; x2; 0�C�x1; 0�C ?�x2; 0� : �5:13�

ªÊ (5.9), (5.12) ÏÞ ÊÂÍÎáÚÂÇÏ, ÚÕÑ I0 ì ÒÇÓÄÞÌ ÏÑÏÇÐÕ I.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÑÆÕÄÇÓÆËÎË ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕß ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËâ (3.6) Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÞÓÂÉÇÐËâ (3.5), ÇÔÎË
g4 1.

£ÇÎËÚËÐÂ G (5.12) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá

ÿqzG ÿ i

2k0

q 2G
qx 2

1

� i

2k0

q 2G
qx 2

2

�U �xÿ y; z�G � 0 ; �5:14�

ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (4.2) ÆÎâ ÒÂÓÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐ-
ÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË. ²ÇÛÇÐËÇ ÆÎâ (5.14) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

G�x1; x2; z� � k 2
0

4p2�zÿ z�2 exp

�
ik0
zÿ z

xXÿ

ÿ
� z

z
dxU �x; x�

�
x

zÿ z

�c�
; �5:15�

ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ (4.7). ©ÆÇÔß x � x1 ÿ x2, X � �x1 � x2�=2, ÂU
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ Ä (4.3). £ÞÓÂÉÇÐËÇ (5.15) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ x Ä ËÐÕÇÅÓÂÎÇ (5.13) ÑÙÇÐËÄÂÇÕÔâ
ÍÂÍ r0 ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÚÎÇÐÖ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÏÖ U Ä ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇ
àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ. ±ÓËÓÂÄÐËÄÂâ ÊÂÕÇÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ k0xX=z Ä
(5.15) Í ÇÆËÐËÙÇ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÙÇÐÍÖ

R0 � z

k0r0
� gr0 ; �5:16�

ÆÎâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÏË X.
´ÇÒÇÓß ÑÙÇÐËÏ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÒÓËÃÎËÉÇÐËá (5.11). ³ÍÂ-

ÉÇÏ, ÆÎâ n � 2 ÒÑÒÓÂÄÍÂ Í ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËá G�x1; x3; z��
�G�x2; x4; z� Ä B4 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÚÎÇÐÑÏ

U�x1; x2; x3; x4�G�x1; x3; z�G�x2; x4; z� �5:17�

Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ qzB4. £ÇÎËÚËÐÂ U ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑÏ (4.12). ²ÂÔÔÕÑâÐËâ x1 ÿ x3 Ë x2 ÿ x4 Ä (5.17) ÑÙÇÐË-
ÄÂáÕÔâ ÍÂÍ r0, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÏË
ÑÙÇÐËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ R0 (5.16). ¦ÔÎË g4 1, ÕÑ R0 4 r0, Ë
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÑÒÓÂÄÆÞÄÂÇÕ ÑÙÇÐÍÖ (4.13) ÆÎâ U.

ªÐÕÇÅÓËÓÖâ U ÒÑ z, ÒÑÎÖÚÂÇÏ�
dzU �

�
r0
R0

�2ÿc
� g cÿ2 : �5:18�

¿ÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÖá ÒÑÒÓÂÄÍÖ Í
ÏÑÏÇÐÕÖ hI 2i. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÖá ÒÑÒÓÂÄÍÖ Í n-ÏÖ ÏÑÏÇÐÕÖ hI ni, ÍÑÕÑÓÂâ
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ÑÙÇÐËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ g cÿ2n 2 [40]. ©ÆÇÔß ÏÐÑÉËÕÇÎß n 2 ÑÕÓÂÉÂÇÕ
ÍÑÏÃËÐÂÕÑÓÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ n�nÿ 1�=2, âÄÎâáÜËÌÔâ ÍÑÎËÚÇ-
ÔÕÄÑÏ ÒÑÒÓÂÄÑÚÐÞØ ÚÎÇÐÑÄ ÆÎâ B2n. °ÃÑÊÐÂÚËÄ ÏÑÏÇÐÕ
hI ni ÍÂÍ I nn , ÐÂØÑÆËÏ ÑÙÇÐÍÖ ÆÎâ ÒÑÒÓÂÄÍË

dIn � g cÿ2nIn : �5:19�
´ÓÇÃÖâ, ÚÕÑÃÞ dIn 5 In, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÞÄÑÆÖ, ÚÕÑ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ (5.11) ÓÂÃÑÕÂÇÕ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË n5 g 2ÿc [39],
Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÏ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ (3.12).

6. ¬ÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ

£ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ G, ÒÓËÏÇÐËÏÑÇ ÒÓË
ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÄÞÔÑÍÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ I. ®Þ ËÏÇÇÏ Ä
ÄËÆÖ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÅÓËÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÐÂ ×ÑÐÇ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂ-
ÙËË n, ÍÑÕÑÓÂâ âÄÎâÇÕÔâ ÅÎÂÆÍËÏ Ë ÐÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ.
µÔÎÑÄËâ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÃÖÆÖÕ ÒÓÑÄÇÓÇÐÞ
ÒÑÊÉÇ, ÒÑÔÎÇ ÕÑÅÑ ÍÂÍ ÃÖÆÇÕ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐ ÒÓÑ×ËÎß ÑÒÕË-
ÏÂÎßÐÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË.

¶ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ G, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÂâ ÆÎâ ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËË ÒÑÎâ n, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (5.2), (5.3).
¬ÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕ, ÚÕÑ
G / exp �i#�, ÅÆÇ #�r; z; x; z� ì ÃÞÔÕÓÑ ÏÇÐâáÜÂâÔâ ×ÂÊÂ
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [55, 56]). µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ×ÂÊÞ # ÏÑÉÐÑ
ÄÞÄÇÔÕË ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.2) ËÎË ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.3). £ ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá àÌÍÑÐÂÎÂ:

qz#� 1

2k0
�qr#�2 ÿ k0n �r; z� � 0 ; �6:1�

ËÎË Í ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá àÌÍÑÐÂÎÂ

qz#ÿ 1

2k0
�qx#�2 � k0n �x; z� � 0 : �6:2�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (6.1) ËÎË (6.2) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÄâÊÂÕß ×ÂÊÖ # Ô
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n.

µÚËÕÞÄÂâ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÒÑ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ H 2#=�H#�2, ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÃÑÎÇÇ ÕÑÚÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ:

G�r; z; x; z� � ÿiX exp �i#� : �6:3�

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ×ÂÍÕÑÓÂ X Ä (6.3) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ ËÊ
ÕÇØ ÉÇ ÃÂÊÑÄÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (5.2), (5.3):

qz Xÿ 1

k0
qx#qx Xÿ 1

2k0
q2x #X � 0 : �6:4�

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (6.4) ÖÚËÕÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÄÕÑÓÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÑÕ #, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÄÕÑÓÂâ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÑÕ X ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (6.3)
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (5.5), ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÇ ÒÓËÏÂÎÞØ zÿ z, ÒÓËÄÑÆËÕ
Í ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ:

# � k0�rÿ x�2
2�zÿ z� ; �6:5�

X � k0
2p�zÿ z� : �6:6�

²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÄÞÓÂÉÇÐËâ (6.3), (6.5), (6.6) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (6.1), (6.2), (6.4) ÒÓË n � 0.

£ ÓÂÏÍÂØ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÄÄÑÆâÕÔâ ÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË (ÎÖÚË) y�z�, ÊÂÆÂÄÂÇÏÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

dy

dz
� ÿ 1

k0
qy#�r; z; y; z� : �6:7�

­áÃÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ (ÎÖÚ) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÐÂ
ÔÄÑËÏ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÒÑÎÑÉÇÐËÇÏ y � x, ÄÊâÕÞÏ ÒÓË z � 0. £
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (6.5), ÒÓË ÏÂÎÞØ zÿ z

dy

dz
� yÿ r

zÿ z
! yÿ r / zÿ z : �6:8�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÔÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË (ÎÖÚË) ÔØÑÆâÕÔâ Ä ÑÆÐÑÌ
ÕÑÚÍÇ r ÒÓË z! z.

£ ÕÇÓÏËÐÂØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ (ÎÖÚÇÌ) ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.2), (6.4)
ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

d

dz
# � ÿ k0

2

�
dy

dz

�2

ÿ k0n �y; z� ; �6:9�

d

dz
X � 1

2k0
q 2
y#X ; �6:10�

ÅÆÇ d=dz ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖáÒÑÎâ ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË:

d

dz
� qz � qzy qy : �6:11�

£ÞÚËÔÎââ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá d=dz ÑÕ (6.7) Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ (6.2),
ÒÑÎÖÚÂÇÏ

d2

dz 2
y � qyn �y; z� : �6:12�

¿ÕÑ ÐÇ ÚÕÑ ËÐÑÇ, ÍÂÍ ÊÂÍÑÐ ¯ßáÕÑÐÂ.
£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂÏË (6.5), (6.8), #! 0

ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÍÑÅÆÂ z! z. ±ÑàÕÑÏÖ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(6.9) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

#�r; z; x; 0� �
� z

0

dz
�
k0
2

�
dy

dz

�2

� k0n�y; z�
�
; �6:13�

ÅÆÇ y�z�ìÕÓÂÇÍÕÑÓËâ, ÐÂÚËÐÂáÜÂâÔâ Ä ÕÑÚÍÇ x ÒÓË z � 0.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞÐÂÛÎË ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÆÎâ ÒÑÎâ # Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ (ÎÖÚÇÌ),
ÆÑÒÑÎÐâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.12), ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÄâÊÞÄÂÇÕ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËË Ô ÒÑÎÇÏ n.

±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÄÞ-
ÄÇÔÕË ËÊ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ G Ä ÄËÆÇ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÂ ÒÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ. ±ÓÂÄËÎÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÕÂÍËØ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÑÄ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [57]. ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(2.1) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ G ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ÄËÆÇ
ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ:

G�r; z; x; z� �
�
Dy exp �iY� ; �6:14�

Y � k0

� z

z
dx
� �qx y�2

2
� n�y; x�

�
: �6:15�

ªÐÕÇÅÓÂÎ (6.14) ÃÇÓÈÕÔâ ÒÑ ×ÖÐÍÙËâÏ y�x�, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÏ
ÐÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ z < x < z Ë ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ
ÖÔÎÑÄËâÏ y�z� � x Ë y�z� � r. ®ÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ËÐÕÇ-
ÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÒÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ, ËÆÖÜËÏ ËÊ
ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË x Ä ÍÑÐÇÚÐÖá ÕÑÚÍÖ r.

¯ÂÛ ÒÑÆØÑÆ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ
(6.14) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÚËÔÎÇÐ Ä ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËË. ´ÑÅÆÂ ×ÂÊÂ # Ä (6.3)ì àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ
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ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (6.15). ¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÖÔÎÑÄËâ àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ,
ÑÒÕËÏÂÎßÐÞÌ ÒÖÕß y�x� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËá

q 2
x y � qyn �y; x� : �6:16�

£ÂÓßËÓÖâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ Y (6.15) ÒÑ x Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ (6.16),
ÐÂØÑÆËÏ

qx# � ÿk0qx y�x�jx�z : �6:17�
´ÑÅÆÂ, ÄÂÓßËÓÖâ ÄÇÎËÚËÐÖY (6.15) ÒÑ z Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ (6.16),
ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.2).

7. ³ÎÖÚÂÌÐÂâ ÎËÐÊÂ

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËá
ÒÑÎâ n, ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÂÐÑÏÂÎßÐÑ ÃÑÎßÛÑÏÖ
ÊÐÂÚÇÐËá ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I. ´ÂÍÂâ ÑÒÕËÏÂÎßÐÂâ ÍÑÐ×ËÅÖ-
ÓÂÙËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÎËÐÊÖ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÖá Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÑÐÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá dI=dn�0,
Õ.Ç. ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÑÕ I ÒÑ ÒÑÎá n ÆÑÎÉÐÂ
ÃÞÕß ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá. £ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÔÕÓÑËÏ ÑÆÐÑ-
ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÓÇÛÇÐËÌ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ,
ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÇ ÑÆËÐ ËÊ ØÄÑÔÕÑÄ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
P�I �, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÞ ÐÂÊÞÄÂÇÏ ØÄÑÔÕÑÏ 7=12.

±ÓË ËÊÖÚÇÐËË ØÄÑÔÕÑÄ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕË P�I � ÐÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖáÕ ÂÐÑÏÂÎßÐÑ ÃÑÎßÛËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ
I. ±ÓË ËÊÖÚÇÐËË ÔÑÃÞÕËÌ, ÒÓËÄÑÆâÜËØ Í ÃÑÎßÛËÏ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâÏ I, ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ G, ÐÂÌÆÇÐÐÑÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6. ¯ËÉÇ
àÕÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ ÑÃÑÔÐÑÄÂÐÑ. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ (6.3) Ä ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (5.1) Ë ÒÑÆÔÕÂÄÎââ z � 0, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

C�0; z� � ÿi
�
d2xX exp �i#�C�x; 0� ; �7:1�

ÅÆÇ ÑÃÇ ÄÇÎËÚËÐÞ, # Ë X, ËÏÇáÕ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂÏË �0; z; x; 0�.
£ÞÓÂÉÇÐËÇ (7.1) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ C�0; z� ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËË ÄÍÎÂÆÑÄ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÏË x, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÓËÐÙËÒÑÏ ¤áÌÅÇÐÔÂ ë¶ÓÇ-
ÐÇÎâ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÇÔÎË # ÄÇÎËÍÂ, ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÌ
ÔÒÑÔÑÃ ÒÑÎÖÚËÕß ÃÑÎßÛËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ C ì ÄÊâÕß ÒÑÎÇ n,
ÒÓËÄÑÆâÜÇÇ Í ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏ ×ÂÊÂÏ Ö ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ
exp �i#�C�x; 0� Ä ÛËÓÑÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË x. ´ÑÅÆÂ ÆÇÔÕÓÖÍÕËÄ-
ÐÂâ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ.

¦ÔÎË ×ÂÊÂ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ C�x; 0� ÑÆÐÑÓÑÆÐÂ ÒÑ
x, ÕÑ ×ÂÊÂ ÏÐÑÉËÕÇÎâ exp �i#�C�x; 0� (Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ
ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ) ÔÄÑÆËÕÔâ Í #�0; z; x; 0�. ®Þ ÕÂÍÉÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂ-
ÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÒÓÑ×ËÎß C�x; 0� âÄÎâÇÕÔâ ËÊÑÕÓÑÒ-
ÐÞÏ. ´ÑÅÆÂ, ÚÕÑÃÞ ÑÃÇÔÒÇÚËÕß ÃÑÎßÛÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ I, ÏÞ
ÆÑÎÉÐÞ ÅÂÓÂÐÕËÓÑÄÂÕß, ÚÕÑ ×ÂÊÂ #�0; z; x; 0� ÑÆÐÑÓÑÆÐÂ
ÄÐÖÕÓË ÍÓÖÅÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ X? (ÍÑÕÑ-
ÓÞÌ ÒÑÆÎÇÉËÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá). ©Â ÒÓÇÆÇÎÂÏË àÕÑÅÑ ÍÓÖÅÂ
×ÂÊÂ # âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ x. ®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ËÐ-
ÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ Ä (7.1) ÒÑ ÄÐÇÛÐÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ÆÂÈÕ ÐÇÊÐÂÚË-
ÕÇÎßÐÞÌ ÄÍÎÂÆ ÄC�0; z� ËÊ-ÊÂ ÆÇÔÕÓÖÍÕËÄÐÑÌ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐ-
ÙËË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÃÎÂÔÕß ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ Ä (7.1)
ÏÑÉÐÑ ÑÅÓÂÐËÚËÕß ÍÓÖÅÑÏ ÓÂÆËÖÔÂ X?.

¦ÔÎË ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÒÓÑ×ËÎß C�x; 0� ËÏÇÇÕ ÑÆÐÑÓÑÆÐÖá
×ÂÊÖ, ÕÑ

I �
�
d2x d2y

��C�x; 0�����C�y; 0���X�0; z; x; 0��
� X�0; z; y; 0� cos �#�0; z; x; 0� ÿ #�0; z; y; 0�� ; �7:2�

ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (7.1). ¦ÔÎË ÒÑÎÇ #�0; z; x; 0� ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑ ÄÐÖÕÓË ÍÓÖÅÂ, ÕÑ cos Ä (7.2) ÓÂÄÇÐ ÇÆËÐËÙÇ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ dI=d# � 0. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÕÂÍÉÇ
Ë dI=dn � 0.

±ÓËÄÇÆÈÐÐÖá ÔØÇÏÖ ÏÑÉÐÑ ÎÇÅÍÑ ÑÃÑÃÜËÕß ÆÎâ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÑÌ ×ÂÊÞ j ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ:

C�x; 0� � ��C�x; 0��� exp �ij�x�� : �7:3�

£ÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË (7.2) ÕÑÅÆÂ ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ ÐÂ
ÔÎÇÆÖáÜÇÇ:

I �
�
d2x d2y

��C�x; 0�����C�y; 0���X�x�X�y��
� cos

�
#�0; z; x; 0� � j�x� ÿ #�0; z; y; 0� ÿ j�y�� : �7:4�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÑÃÇÔÒÇÚËÕß ÃÑÎßÛÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ I,
ÔÎÇÆÖÇÕ ÕÓÇÃÑÄÂÕß ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÔÖÏÏÞ

#�0; z; x; 0� � j�x� ; �7:5�

ÄÐÖÕÓË ÍÓÖÅÂ ÓÂÆËÖÔÂ X?. ¥ÂÎÇÇ ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ
ÐÂÚÂÎßÐÂâ ×ÂÊÂ j ÑÆÐÑÓÑÆÐÂ.

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (6.12), (6.13) ×ÂÊÂ #
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÄÐÖÕÓË ÍÓÖÅÂ ÓÂÆËÖÔÂX? ÕÑÎßÍÑ
Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË n�y� / y 2 Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ,
ÊÂÐËÏÂÇÏÑÌ ÎÖÚÂÏË, ËÔØÑÆâÜËÏË ËÊ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË. £ ÒÓÑ-
ÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÊÐÞÇ ÎÖÚË ÐÇËÊÃÇÉÐÑ ÃÖÆÖÕ ËÏÇÕß ÓÂÊ-
ÐÞÇ ×ÂÊÞ. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÓÂÊÐÑÔÕË
×ÂÊ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÆÎâ ÄÔÇØ ÎÖÚÇÌ, ÐÂÚËÐÂáÜËØÔâ Ä ÕÑÚÍÂØ
x ÄÐÖÕÓË ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÓÂÆËÖÔÂ X? ÒÓË z � 0 Ë ÒÓËØÑÆâÜËØ
ÒÓË z � z Ä ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. °ÃÎÂÔÕß, ÊÂÐËÏÂÇÏÂâ ÎÖ-
ÚÂÏË, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÍÑÐÖÔ, ÄÇÓÛËÐÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ËÏÇÇÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ �0; z�, Â ÑÔÐÑÄÂÐËÇÏ âÄÎâÇÕÔâ ÍÓÖÅ ÓÂ-
ÆËÖÔÂ X?.

¦ÔÎË n âÄÎâÇÕÔâ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ,
ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.12) ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏ, Ë ÏÞ ÐÇÏÇÆ-
ÎÇÐÐÑ ÊÂÍÎáÚÂÇÏ, ÚÕÑ

y�z� � g�z�x ; �7:6�

ÅÆÇ xìÐÂÚÂÎßÐÂâ ÕÑÚÍÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË (ÎÖÚÂ). ±ÑàÕÑÏÖ ÏÞ
ÆÑÎÉÐÞ ÒÑÎÑÉËÕß g�0� � 1. ¶ÖÐÍÙËâ g ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ×ÑÓÏÖ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ, ÐÂÚËÐÂáÜËØÔâ ÄÐÖÕÓË ÍÓÖÅÂ ÓÂÆËÖÔÂ X? ÒÓË
z � 0. ´ÓÂÇÍÕÑÓËâ ÆÑÎÉÐÂ ÊÂÍÂÐÚËÄÂÕßÔâ Ä ÕÑÚÍÇ r � 0,
ÒÑàÕÑÏÖ g�z� � 0. ±ÓÑËÊÄÑÆÐÂâ qx# � 0 ÄÐÖÕÓË ÍÓÖÅÂ
ÓÂÆËÖÔÂ X?. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, dg=dz � 0 ÒÓË z � 0, ÍÂÍ
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.7). ªÊ (6.12) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ n � V,
ÅÆÇ

V�y; z� � 1

2g

d2g

dz 2
y 2 : �7:7�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ g! 0 ÒÓË z! z, ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß
d2g=dz 2 � 0 ÒÓË z � z.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (7.6), (7.7) Ä (6.9) Ë ÄÞÒÑÎÐââ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÑÕ z ÆÑ z, ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ

#�0; z; y; z� � ÿ k0
2

y 2 1

g

dg

dz
�7:8�

ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÐÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÆÎâ
×ÖÐÍÙËË g�z�. ªÊ ÐËØ ÉÇ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ, ÚÕÑ # � 0 ÒÓË z � 0.
£ÃÎËÊË z � zÏÞ ËÏÇÇÏ g / zÿ z, Ë ÕÑÅÆÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (7.8)
ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ (6.5).
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¥ÂÎÇÇ ËÊ (6.10) ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ

dX
dz
� ÿ 1

g

dg

dz
X :

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, X / gÿ1 ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ. £ÇÎËÚËÐÂ X
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ x. ³ÓÂÄÐËÄÂâ ÊÂÍÑÐ X / gÿ1

Ô ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÑÌ (6.6), ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÞÄÑÆÖ, ÚÕÑ

X � k0�gz�ÿ1 : �7:9�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÑÙÇÐÍÇ X � k0=z ÒÓË
z! 0.

´ÇÒÇÓß ÏÞ ÏÑÉÇÏ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓËÏÇÐË-
ÏÑÔÕË ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË
¤ÓËÐÂ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 5), ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÑÇ Ä ÐÂÛÇÏ ÄÞÄÑÆÇ.
°ÃÜÇÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ �qy#�2 4 jq2y#j. ±ÑÆÔÕÂÄ-
Îââ ÔáÆÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (7.8), ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ

k0y
2qz ln g4 1 ; �7:10�

Õ.Ç. #4 1. ¯ÂÌÆÇÐÐÞÌ ÍÓËÕÇÓËÌ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÆÎâ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÆÂÎÇÇ ÔÎÖÚÂÇÄ.

®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÂâ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËâ,
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÂâ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ, ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ Ä ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ¡ ËÏÇÐÐÑ, ÏÞ ÒÓÇÆÒÑ-
ÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÑÐÂ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ Ä ÑÃÎÂÔÕË, ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÑÌ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏË (ÎÖÚÂÏË), ÐÂÚËÐÂáÜËÏËÔâ Ô ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÍÓÖÅÂ ÒÓË z � 0 Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÏË ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ y � xg�z�,
ÅÆÇ xìÐÂÚÂÎßÐÂâ ÕÑÚÍÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ g�z� � 0,
ÄÔÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÊÂÍÂÐÚËÄÂáÕÔâ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÒÓË
z � z. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÃÎÂÔÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÍÑÐÖÔ
Ô ÍÓÖÅÎÞÏ ÑÔÐÑÄÂÐËÇÏ Ë ÕÑÚÍÑÌ �0; z� Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÄÇÓ-
ÛËÐÞ. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÄÐÇ ÍÑÐÖÔÂ n ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÍÎÂÆ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎ (7.4)
ÑÕ àÕÑÌ ÄÐÇÛÐÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÚËÕÂÇÕÔâ ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÏ ËÊ-
ÊÂ ÆÇÔÕÓÖÍÕËÄÐÑÌ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËË.

8. ·ÄÑÔÕ 7/12

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ ØÄÑÔÕ (3.13) ×ÖÐÍÙËË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I [21, 22], ÓÇÂÎËÊÖÇÏÞÌ ÐÂ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÆËÔÕÂÐÙËâØ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÖÚÍÂ.

¯ÂÃÎáÆÂÇÏÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÔÓÇÆÐË-
ÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ë ÍÂÍ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ. ´ÂÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÊÂÒËÔÞ-
ÄÂáÕÔâ Ä ÄËÆÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÒÑ ÒÑÎá n Ô
ÄÇÔÑÏ exp �ÿS�. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËÇÌ, ÒÓËÐâ-
ÕÑÌ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [58]), ÏÞ
ÐÂÊÞÄÂÇÏ S à××ÇÍÕËÄÐÞÏ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ. ±ÓÂÄËÎÂ ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ä ÏÑÐÑÅÓÂ×ËâØ [56, 59]. ¹ÕÑÃÞ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß
ËÐÕÇÓÇÔÖáÜËÇ ÐÂÔ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ, ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ÄÞÓÂÊËÕß à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ S ÚÇÓÇÊ n.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË ÔÆÇÎÂÐÐÞØ ÐÂÏË ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâØ
ÒÑÎÇ n ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÍÑÓÑÕÍÑ ÍÑÓÓÇÎËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÇ ÒÑ z, ÕÑ ÑÐÑ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍÑÌ Ä
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÑÌ. ³ÎÇ-
ÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ S âÄÎâÇÕÔâ ÍÄÂÆÓÂÕËÚ-
ÐÞÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ ÑÕ n. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ
(2.5) à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

S �
� z

0

dz
C 2

n

�
d2q

�2p�2 qc�2��~n�q���2 ; �8:1�

ÅÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (2.6). ©ÆÇÔß ~n�q� ÑÊÐÂÚÂÇÕ 2d ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÖ ÒÑÎâ n�r�:

~n�q; z� �
�
d2r exp �ÿiqr�n�r; z� :

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ S âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÎÑ-
ÍÂÎßÐÞÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ n�r�.

®ÑÏÇÐÕÞ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I, hI ni, ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä ÄËÆÇ
ÔÎÇÆÖáÜËØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ

hI ni �
�
Dn exp �ÿS� n ln I � ; �8:2�

ÅÆÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÐÑÓÏËÓÑÄÍÂ ÄÍÎáÚÇÐÂ Ä ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÏÇÓÞ Dn, Õ.Ç.,

�
Dn exp �ÿS� � 1. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

ÏÇÉÆÖ I Ë n ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (5.4). ±ÓË
ËÊÖÚÇÐËË ÄÞÔÑÍËØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÆÎâ I ËÊ ÓÂÊÆÇÎÂ 5, Ë ÍÄÂÊËÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ G, ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐÐÑÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6.

®ÞÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ ÓÇÉËÏ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÄÞÔÑÍËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ
I ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÞ ËÊ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ
(8.2) Ä ÔÇÆÎÑÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÐÂÌÕË ÒÑÎÇ n, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÏÖ ÊÐÂ-
ÚÇÐËá ÄÇÎËÚËÐÞ ÿS� n ln I. ¿ÕÑ ÒÑÎÇ ÏÑÉÐÑ ÐÂÊÄÂÕß
ÔÇÆÎÑÄÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÇÌ ËÎË ËÐÔÕÂÐÕÑÐÑÏ, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄËË Ô ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËÇÌ, ÒÓËÐâÕÑÌ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [58]). ªÐÔÕÂÐÕÑÐ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ
àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ

ÿ dS
dn
� n

I

dI
dn
� 0 ; �8:3�

ÔÎÇÆÖáÜËÏ ËÊ (8.2). ®Þ ÖÉÇ ÒÑÔÕÓÑËÎË ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ
dI=dn � 0. ¹ÎÇÐ ÉÇ Ô dS=dn Ä (8.3) ÄÐÖÕÓË ÍÑÐÖÔÂ ÄÐÑÔËÕ
ÏÂÎÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Ä ÓÇÛÇÐËÇ ËÊ-ÊÂ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏÑÅÑ ÃÑÎß-
ÛÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ n, n4 1.

°ÆÐÂÍÑ ÏÞ ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÑÔÕÂÈÏÔâ Ô ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÏ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏX? Ë ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ×ÖÐÍÙËÇÌ g�z�, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÞ ÒÖÕÈÏ ÑÒÕËÏËÊÂÙËË ÔÖÏÏÞ
ÿS� n ln I, ×ËÅÖÓËÓÖáÜÇÌ Ä ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇ ÔÕÇÒÇÐË Ä (8.2).
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ I ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ×ÖÐÍÙËË g (ÔÏ.
(7.2)). ±ÑàÕÑÏÖ g ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÂØÑÆËÕß, ÏËÐËÏËÊËÓÖâ ÕÑÎßÍÑ
S. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÏËÐËÏÖÏ ÓÂÊÐÑÔÕË Sÿ n ln I
ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË X?.

¯ÂÌÆÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ n ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÑØÄÂÕÞÄÂÇÏÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏË, ÐÂÚËÐÂáÜËÏË-
Ôâ ÒÓË z � 0 ËÊ ÕÑÚÇÍ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÓÂÆËÖÔÂ X?. °ÃÎÂÔÕß
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ x < X?g�z� ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ z Ë
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÍÑÐËÚÇÔÍÖá ÎËÐÊÖ Ô ÑÍÓÖÉÐÑÔÕßá Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÑÔÐÑÄÂÐËâ Ë ÕÑÚÍÑÌ �0; z� Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÄÇÓÛËÐÞ. ©Â
ÒÓÇÆÇÎÂÏË àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË n ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÇÍÑÕÑÓÑÏÖ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÒÑ ÏÇÓÇ ÓÑÔÕÂ x. ¥ÂÎÇÇ, ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ
ÑÙÇÐÍÂ:�

d2q

�2p�2 qc�2��~n�q; z���2 � X 4ÿc
? g 2ÿc�q 2

z g�2 ; �8:4�

ÔÑÅÎÂÔÐÑ (7.6), (7.7). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÌ ÑÙÇÐÍÇ

S � X 4ÿc
?

� z

0

dz
C 2

n

g 2ÿc�q 2
z g�2 ; �8:5�

ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ËÊ (8.1).
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£ÞÓÂÉÇÐËÇ (8.5) ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÑÒÕËÏËÊËÓÑÄÂÐÑ ÒÑ
×ÖÐÍÙËË g�z�. ¤ÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÆÎâ g�z� ÃÞÎË ÖÔÕÂÐÑÄ-
ÎÇÐÞ ÓÂÐÇÇ:

g�0� � 1; qzg�0� � 0; g�z� � 0; q 2
z g�z� � 0 ; �8:6�

(ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 7). £ÇÎËÚËÐÂ g, ÐÂÌÆÇÐÐÂâ ÚËÔÎÇÐÐÑ ÒÖÕÈÏ
ÏËÐËÏËÊÂÙËË ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (8.5) Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË
(8.6) ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ, ÍÑÅÆÂ C 2

n ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ z Ë c � 5=3,
ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ z=z ÐÂ ÓËÔ. 2. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ×ÖÐÍÙËâ
g ÒÑ ÒÑÓâÆÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ ÓÂÄÐÂ ÇÆËÐËÙÇ, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊ
(8.5) ÔÎÇÆÖáÜÖá ÑÙÇÐÍÖ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ:

S � X 4ÿc
?

z 2
k 2
0 r

c
0 ; �8:7�

ÅÆÇ ÔÚËÕÂÇÕÔâ, ÚÕÑ C 2
n ËÏÇÇÕ ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ ÉÇ ÒÑÓâÆÑÍ

ÄÇÎËÚËÐÞ ÐÂ ÄÔÈÏ ÒÖÕË ÒÖÚÍÂ. ¡ÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 11.

¯ËÉÇ ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ X? ÐÂÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ
ÛËÓËÐÞ D ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ C�x; 0�. ±ÑàÕÑÏÖ C�x; 0�
ÄÐÖÕÓË ÍÓÖÅÂ ÓÂÆËÖÔÑÏX? ÏÑÉÐÑ ÊÂÏÇÐËÕß ÊÐÂÚÇÐËÇÏ, ÐÇ
ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ x. ¥ÂÎÇÇ, ÍÂÍ ÏÞ ÖÔÕÂÐÑÄËÎË, ÒÓÇÆàÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß X�x; 0; 0; z� ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ x
ÄÐÖÕÓË ÍÓÖÅÂ. ±ÑàÕÑÏÖ ËÊ (7.2), ÏÞ ÆÇÎÂÇÏ ÄÞÄÑÆ, ÚÕÑ
ÔÇÆÎÑÄÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ I ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß ÍÂÍ

In � I0
k 2
0

z 2
X 4
? ; �8:8�

ÅÆÇ ÏÞ ÊÂÏÇÐËÎË cos! 1 Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÔÕßá ×ÂÊÞ #.

°ÒÕËÏËÊËÓÖâ ÄÇÎËÚËÐÖ ÿS� n ln In ÒÑ X?, ÏÑÉÐÑ ÒÑ-
ÎÖÚËÕß ÑÙÇÐÍË S � n Ë

X 4ÿc
? � nz 2

k 2
0 r

c
0

� ng 2r 4ÿc0 : �8:9�

©ÂÕÇÏ ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ

hI ni � I nn ; In � I0n
4=�4ÿc�g 2c=�4ÿc� ; �8:10�

ÑÒÓÇÆÇÎââ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß I ÒÓË z � z
ÆÎâ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ n. ³ÓÂÄ-
ÐËÄÂâ ÊÂÕÇÏ ÏÑÏÇÐÕ hI ni (8.10) Ô ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (3.10), ÏÞ
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÇ (3.13) ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
P�I �.

´ÇÒÇÓß ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÓÑÄÇÓËÕß ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË
(7.10) ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËË ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ.
°ÙÇÐËÄÂâ Ä (7.10) y ÍÂÍ X? Ë qz ÍÂÍ zÿ1, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í
ÍÓËÕÇÓËá

k0 X
2
?

z
4 1 : �8:11�

¬ÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (8.8), àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÐÇÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÖ I4 I0, ÚÕÑ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕ ÍÑÓÓÇÍÕÐÑÔÕß ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ.

¯ÂÌÆÇÐÐÖá ÔÇÆÎÑÄÖá ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËá ÒÑÎâ n ÏÑÉÐÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÖá ÎËÐÊÖ, ÔÑÊÆÂáÜÖá
ÄÔÒÎÇÔÍ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË (âÓÍÑÇ ÒâÕÐÑ). ªÐÕÇÅÓÂÎßÐÖá
ÏÑÜÐÑÔÕß ÄÔÒÎÇÔÍÂ ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß ÍÂÍ pX 2

? I0, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ÏÑÜÐÑÔÕß, ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ ÑÕ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÎÖÚÂ, ÍÑÐÙÇÐÕÓË-
ÓÖÇÕÔâ Ä àÕÑÏ ÄÔÒÎÇÔÍÇ. ²ÂÆËÖÔ X? ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇÏ (8.9). £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÖÍÂÊÂÐÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ
ÒÑÎÐÂâ ÏÑÜÐÑÔÕß ÄÔÒÎÇÔÍÂ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ Ô ÓÑÔÕÑÏ n ËÎË
I. ±ÎÑÜÂÆß ÉÇ ÒâÕÐÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÙÇÐÇÐÂ ÍÂÍ ËÐÕÇÅÓÂÎß-
ÐÂâ ÏÑÜÐÑÔÕß, ÆÇÎÈÐÐÂâ ÐÂ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß I ÄÔÒÎÇÔÍÂ. ªÊ
ÕÂÍËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ Ë ËÊ (8.8) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÙÇÐÍÖ ÓÂÊ-
ÏÇÓÂ a ÒâÕÐÂ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ âÓÍÑÔÕË:

a � z

k0X?
� nÿ1=�4ÿc� g �2ÿc�=�4ÿc�r0 : �8:12�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÂÊÏÇÓ a ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇ-
ÐËâ n ËÎË I ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÓÂÔÔÕÑâÐËâ z.

9. °ÃÑÔÐÑÄÂÐËÇ ØÄÑÔÕÂ 7/12

£ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÒÓÑÄÑÆËÏ ÑÃÑÔÐÑÄÂÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂ-
ÕÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÆÎâ ØÄÑÔÕÂ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ I Ä
ÒÇÓÇÄÂÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 8, Ë ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÏ
ÖÔÎÑÄËâ ËØ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË.

®Þ ÐÂÛÎË ÔÇÆÎÑÄÖá ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËá (ËÐÔÕÂÐÕÑÐ) V
(7.7) ÒÑÎâ n Ä ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÇ (8.2) ÆÎâ ÏÑ-
ÏÇÐÕÂ hI ni Ë ÑÙÇÐËÎË ÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ. °ÆÐÂÍÑ, ÚÕÑÃÞ ÒÑÆ-
ÕÄÇÓÆËÕß ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕß ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ, ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ
ÄÞÚËÔÎËÕß ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ ÒÑÎâ n ÄÃÎËÊË ÔÇÆ-
ÎÑÄÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË (ËÐÔÕÂÐÕÑÐÂ) Ë ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑ-
ÄÂÕß, ÚÕÑ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÏÑÏÇÐÕÂÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I, ÄÑÊÐË-
ÍÂáÜËÇ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÕÂÍÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ, ÐÇÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÞ. ¿ÕÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÂâ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ Ä ÓÂÏÍÂØ ÂÐÂÎËÊÂ
ÔÇÆÎÑÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ.

®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ dn � nÿ V ÒÑÎâ n
ÑÕ ÇÅÑ ÒÇÓÇÄÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ V (7.7) ÐÇÄÇÎËÍË, àÕÑ
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ ÒÓÑÄÇÓÇÐÑ ÐËÉÇ. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÔÑ-
ØÓÂÐâÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÚÎÇÐÞ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ dn Ä ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËË ÿS� n ln I, ÔÕÑâÜÇÏ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎÇ (8.2). ´ÑÅÆÂ ÒÑ-
ÒÓÂÄÍË Í ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÏÑÏÇÐÕÑÄ Ä ÔÇÆÎÑÄÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË
ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÍÂÍ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÏÐÑÉËÕÇÎË Zn Ä ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËâØ ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ

hI ni � ZnhI nisaddle ; �9:1�

ÅÆÇ hI nisaddle � I nn (ÔÏ. (8.10)). ¶ÂÍÕÑÓÞ Zn âÄÎâáÕÔâ
ÔÎÇÆÖáÜËÏË ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÏË ËÐÕÇÅÓÂÎÂÏË

Zn �
�
Ddn exp

�ÿS �2� � nI �2�

I

�
: �9:2�

©ÆÇÔß S �2� Ë I �2� ì ÄÍÎÂÆÞ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËâÏ dn Ä à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ Ë ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß.

1,0

g

0,8

0,6

0,4

0,2

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0z=z

²ËÔ. 2. £ÇÎËÚËÐÂ g, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÂâ ÍÑÐËÚÇÔÍÖá ÎËÐÊÖ, Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÑÕ z=z ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ C 2

n � const.
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ªÐÕÇÅÓÂÎ (9.2) âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÇÅÑ
ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊ ÒÂÓÐÖá ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÖá ×ÖÐÍ-
ÙËá ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜÇÅÑ ÒÑÎâ dn, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÖá Ô ÄÇÔÑÏ
(9.2). °ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (7.2), I ÄÞ-
ÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ×ÂÊÖ #, ÄÊâÕÖá ÒÓË z � 0. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÒÑÎâ #, ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÏÞÇ ÆÂÎÇÇ ÍÂÍ d#, ÆÑÎÉÐÞ
ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÚÇÓÇÊ dn. ´ÂÍÖá ÔÄâÊß ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.2) ÒÖÕÈÏ ÇÅÑ ÎËÐÇÂÓËÊÂÙËË:

d

dz
d#� k0dn � 0 ; �9:3�

ÅÆÇ d=dz ì ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ (6.11) ÄÆÑÎß ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË (ÎÖÚÂ).

µÆÑÃÐÑ ÄÄÇÔÕË ÒÑÎÇ

x�x; z� � dn
�
y�z�; z� ; �9:4�

ÑÕÓÂÉÂáÜÇÇ àÄÑÎáÙËá ×ÎÖÍÕÖÂÙËË dn ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËÌ. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (8.1) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÓÂÊËÕß S �2� ÚÇÓÇÊ
ÒÑÎÇ x:

S �2� �
� z

0

dz
C 2

n g
c

�
d2k

�2p�2 kc�2��~x�k; z���2 ; �9:5�

ÅÆÇ ~x�k; z� ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ ÑÕ ÒÑÎâ
x�x; z�.

¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.3), ÐÂÚÂÎßÐÖá ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËá ×ÂÊÞ y�x� � d#�0; z; x; 0� ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ:

y�x� � k0

� z

0

dz x �x; z� : �9:6�

ªÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ Ä (9.6) ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÄÆÑÎß ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË (ÎÖÚÖ) y�z�, ÔÕÂÓÕÖáÜÇÌ ÒÓË z � 0 ËÊ ÕÑÚÍË x.

´ÇÒÇÓß ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÄÞÓÂÊËÕß I �2� ÚÇÓÇÊ ÒÑÎÇ (9.4). ªÊ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (7.2) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÄÍÎÂÆ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ
y Ä I ÓÂÄÇÐ

I �2� � ÿ 1

2

�
d2x d2y

��C�x; 0�����C�y; 0���X �0; z; x; 0��
� X�0; z; y; 0��y�x� ÿ y�y��2 : �9:7�

¬ÂÍ ÏÞ ÖÄËÆËÏ ÆÂÎÇÇ, ÆÑÏËÐËÓÖáÜËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË x
ËÏÇáÕ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎßÛËÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ. ±Ñ-
àÕÑÏÖ Ä (9.7) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÒÇÓÇÍÓÇÔÕÐÞÏ ÔÎÂÅÂÇ-
ÏÞÏ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÏ y�x�y�y�,

�ln I � �2� �
�
d2x

X 2
?

�
y�x��2 � � d2k

�2p�2
��~y�k���2
X 2
?

: �9:8�

±ÓË ÄÞÄÑÆÇ (9.8) ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (8.8) Ë
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÎË, ÚÕÑ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÄÇÎËÚËÐÖ ÄÐÑÔËÕ
ÍÓÖÅ ÓÂÆËÖÔÂ X?.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÃÂ ÚÎÇÐÂ, S �2� Ë I �2�, ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ
ÚÇÓÇÊ ÒÑÎÇ (9.4), Ë ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÇÓÇÌÕË Í ÄÞÚËÔÎÇÐËá ×ÂÍ-
ÕÑÓÑÄ Zn (ÔÏ. (9.2)), ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ ÒÑÎá x ÄÏÇÔÕÑ ËÐ-
ÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ dn.

£ÐÖÕÓË ÍÓÖÅÂ ÓÂÆËÖÔÂ X? ÒÂÓÐÂâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ
×ÖÐÍÙËâ ÒÑÎâ x ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÂ Ä ÄËÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ
¶ÖÓßÇ:



x�x1; z1�x�x2; z2�

��� d2k

�2p�2 exp
�
ik�x1ÿx2�

�
F�z1; z2; k� :

�9:9�

£ÞÓÂÉÇÐËâ (9.5), (9.6), (9.8) ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ F:

A�z1�F�z1; z2� � B

� z

0

dz1F�z1; z2� � d�z1 ÿ z2� ; �9:10�

A � kc�2

C 2
n g

c
; B � nk 2

0

X 2
?

; �9:11�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÂÆÑ ÓÇÛËÕß ÆÎâ 0 < z < z.
²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.10) ËÏÇÇÕ ÄËÆ:

F�z1; z2� �
D

A�z1�A�z2�
� 1

A�z1�
d�z1 ÿ z2� ; �9:12�

ÅÆÇ D ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ, ÍÑÕÑÓÖá ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß.
±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (9.12) Ä (9.10), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ

�1� BD�D� B � 0 ; �9:13�
ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ D. ©ÆÇÔß

D �
� z

0

dz
A�z� � �r

c
0k

c�2k 2
0 �ÿ1 ; �9:14�

ÍÂÍ àÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (2.10), (9.11).
±ÂÓÐÂâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÒÑÎâ y ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ

ÚÇÓÇÊ F ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (9.6):



y�x1�y�x2�

��k 2
0

�
d2k

�2p�2 exp
�
ik�x1ÿx2�

��� z

0

dz1 dz2F�z1; z2�;

�9:15�
ªÐÕÇÅÓÂÎ, ÄØÑÆâÜËÌ Ä (9.15), ÐÂØÑÆËÕÔâ ÒÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂ-
ÐÑÄÍË (9.12):�� z

0

dz1 dz2 F�z1; z2� � �Dÿ1 � B�ÿ1 ; �9:16�

ÅÆÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (9.13). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ ÒÂÓÐÑÌ ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË:



y�x1�y�x2�

��� d2k

�2p�2 exp
�
ik�x1ÿx2�

� 1

C1r
c
0k

c�2 � C2n=X 2
?

;

�9:17�
ÅÆÇ C1;C2 ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÒÑÓâÆÍÂ ÇÆËÐËÙÞ. £ÞÓÂÉÇÐËÇ
(9.17) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ kX?4 1, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ, ÚÕÑ ÄÇÓÐÑ
ÄÐÖÕÓË ÍÓÖÅÂ ÓÂÆËÖÔÂ X?.

¹ÕÑÃÞ ÑÙÇÐËÕß ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÞÇ ×ÂÍÕÑÓÞ Zn (9.2),
ÄØÑÆâÜËÇ Ä (9.1), ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ:

ÿ q lnZn

qn
� hy 2i �

�
d2k

�2p�2
1

C1r
c
0k

c�2 � C2n=X 2
?

�

�
�
nÿ1X 2

?

r 20

�c=�c�2�
; �9:18�

ÅÆÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÒÑ n ÃÇÓÈÕÔâ ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇ-
ÐËËX?. £ÞÓÂÉÇÐËÇ (9.18) ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (9.2),
(9.8), (9.17). ·ÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ k Ä ËÐÕÇÅÓÂÎÇ
(9.18) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÙÇÐÍÑÌ

kX? �
ÿ
nr 20X

ÿ2
?

�1=�c�2�
: �9:19�
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£ÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÂâ ÔØÇÏÂ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÂ, ÇÔÎË ÄÇÎËÚËÐÂ
(9.19) âÄÎâÇÕÔâ ÃÑÎßÛÑÌ.

¶ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÞÇ ×ÂÍÕÑÓÞ âÄÎâáÕÔâ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏË ÒÓË ÖÔÎÑÄËË j lnZnj=n5 1, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (9.1).
¿ÕÑ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô q lnZn=qn.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ ËÊ (9.18) ÍÓËÕÇÓËÌ ÒÓËÏÇ-
ÐËÏÑÔÕË ÒÇÓÇÄÂÎßÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ:

n4
X 2
?

r 20
; ili n 2ÿc 4 g 4 ; �9:20�

ÅÆÇ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÑÙÇÐÍÖ (8.9). ´Ñ ÉÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
(9.20) ÑÒÓÂÄÆÞÄÂÇÕ ÔÎÂÃÑÔÕß ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ y, ÒÑÔÍÑÎß-
ÍÖ ÑÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ hy 2i5 1, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô
(9.18).

¬ÓËÕÇÓËÌ (9.20) ÄÔÇÅÆÂ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÆÎâ ÃÑÎßÛËØ
ÏÑÏÇÐÕÑÄ, n4 1, ÇÔÎË g91, Õ.Ç. ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÔÎÂÃÞØ Ë
ÖÏÇÓÇÐÐÞØ ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ. £ ÓÇÉËÏÇ ÔËÎßÐÞØ ÔÙËÐÕËÎ-
ÎâÙËÌ, ÍÑÅÆÂ g4 1, ÍÓËÕÇÓËÌ (9.20) ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ n. £ÞÓÂÉÂâ n ÚÇÓÇÊ In ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(8.10), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÒÓË g4 1 ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË
I4 I0g 2�2�c�=�2ÿc� ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ (9.20). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÏÞ ÒÑÆÕÄÇÓÆËÎË ÍÓËÕÇÓËÌ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.

10. ·ÄÑÔÕ 7/13

£ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ËÔÔÎÇÆÖÇÏ ØÄÑÔÕ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ I Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË (3.11), ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÕÂÍÑÌ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä [20].

¥ÂÐÐÞÌ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÌ ÓÇÉËÏ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ P�I � Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË (3.11) ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ, ÇÔÎË g4 1. £
ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ØÄÑÔÕÂ (3.13), ØÄÑÔÕ (3.11) ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑ-
ÎÖÚÇÐ ËÊ (8.2) ÏÇÕÑÆÑÏ ÒÇÓÇÄÂÎÂ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ Ä
ÓÇÉËÏÇ 7=13 ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ âÄ-
ÎâáÕÔâ ÔËÎßÐÞÏË. ±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (8.2) ÄÑÊ-
ÐËÍÂÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇ-
ÐËâ n, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÍÂÍ V. ±ÑàÕÑÏÖ ÔØÇÏÂ ÄÞ-
ÚËÔÎÇÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (8.2) ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ.
³ÐÂÚÂÎÂ ÏÞ ÄÞÚËÔÎâÇÏ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ ÒÓË
ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË V. ©ÂÕÇÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß
ÑÒÕËÏËÊËÓÑÄÂÐ ÒÑ V.

°ÕÒÓÂÄÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ ÐÂÛÇÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÜÇÇ ÄÞ-
ÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ (ÔÏ. ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (5.9), (5.10)). ¡ÐÂ-
ÎÑÅËÚÐÑ ÂÐÂÎËÊÖ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÏÖ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5, ÏÑÉÐÑ ÖÔÕÂ-
ÐÑÄËÕß, ÚÕÑ ÔÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ B2n (5.10) ÆÑÔÕËÅÂáÕ ÏÂÍÔË-
ÏÖÏÂ ÄÃÎËÊË ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÐÂÃÑÓÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
x1; . . . ; xn Ë xn�1; . . . ; x2n ÓÂÊÃËÕÞ ÐÂ n ÒÂÓ, ÕÂÍËØ ÚÕÑ ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÍÂÏË Ä ÐËØ ÐÂÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ
ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÏË. ª ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ×ÂÍÕÑÓËÊÑÄÂÐÐÑÏÖ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá ÕËÒÂ (5.11) ÆÎâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÅÑ ÄÞÃÑÓÂ ÒÂÓ.

¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÏÑ-
ÏÇÐÕÑÄ hIni Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (5.9), ÔÎÇÆÖÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÅÇÑÏÇÕÓËá, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÒÂ-
ÓÂÏË ÐÂÏÐÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ ÄÇÎËÚËÐÂ (5.16), ÄÞÊÄÂÐÐÂâ
×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË. ©ÂÕÇÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÒÂÓ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÍÄÂ-
ÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍË Ô ÒÑÏÑÜßá V. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÓËØÑ-
ÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÔØÇÏÇ. ´ÓÂÇÍÕÑÓËË X�z� ÙÇÐÕÓÑÄ ÒÂÓ
ÖÒÓÂÄÎâáÕÔâ (ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞÏ) ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ
V. £ÐÖÕÓÇÐÐââ ÉÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ×ÂÍÕÑÓÑÄ G Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË
(5.12), Õ.Ç. ËØ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÂ ÒÂÓÞ x, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË n, ÕÂÍ Ë ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ V.

±ÑÎÇ V ÆÑÎÉÐÑ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÂÕß ÄÔÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË (ÎÖÚË)
X�z� Ä ÕÑÚÍÇ �0; z�. ªÏÇÐÐÑ ÒÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÄÑÊÄÓÂÜÂÇÏÔâ Í
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË V ÑÕ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ,

Õ.Ç. Í ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ ÎËÐÊÇ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 7). ¬ÂÍ Ë Ä ÓÂÊ-
ÆÇÎÇ 7, ÎËÐÊÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐÂ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ
y � g�z�x, Â ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÇÈ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞ-
ÓÂÉÇÐËÇÏ (8.5), ÅÆÇ X? ì ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ ÎËÐÊÞ. £Þ-
ÓÂÉÇÐËÇ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑ ÑÒÕËÏËÊËÓÑÄÂÐÑ Ô
ÖÚÈÕÑÏ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (8.6). µÔÎÑÄËÇ qz g�0� � 0
ÅÂÓÂÐÕËÓÖÇÕ, ÚÕÑ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ×ÂÊÂ #, ÔÄâÊÂÐÐÂâ Ô
V, ÑÆÐÑÓÑÆÐÂ ÒÓË z � 0 (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 7).

±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÑÃÝÇÍÕÂ B2n (5.10) Ä ÄËÆÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ
G, ÍÂÍ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (5.11) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË ÏÑÏÇÐÕ hI ni?
ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË X?:

hI ni? � n!Jn : �10:1�
©ÆÇÔß J ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ:

J �
�
d2x1 d2x2 C�x1; 0�C ?�x2; 0�G�x1; x2; z� ; �10:2�

Â ×ÖÐÍÙËâ G ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (5.12). ®ÐÑÉËÕÇÎß
n! Ä (10.1)ìÍÑÏÃËÐÂÕÑÓÐÞÌ×ÂÍÕÑÓ, ÆÂáÜËÌ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ
ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÐÂÃÑÓÑÄ ÒÂÓ.

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐÞ (5.12) ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÔÓÇÆÐÇÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ V ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá
(4.3) ÆÎâ ÒÂÓÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË. ³ÎÇÆÖÇÕ ÄÞ-
ÓÂÊËÕß ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ G ÚÇÓÇÊ ÒÓËÓÂÜÇÐËâ C, ÍÂÍ Ä (4.4), Â
ÊÂÕÇÏ ÖÔÓÇÆÐËÕß Ô ÖÚÈÕÑÏ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ n. £ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:

qz G � i

2k0

q 2G
qx 2

1

� ik0V�x1; z�G ÿ i

2k0

q 2G
qx 2

2

ÿ

ÿ ik0V�x2; z�GÿU �x1ÿx2�G � ÿd�x1�d�x2�d�zÿz� ;
�10:3�

ÅÆÇ U ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ Ä (4.3).
®Þ ÄÄÑÆËÏ ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ G ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÍÂÊÂ-

ÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ V (ÔÏÑÕÓË ÓÂÊÆÇÎ 5), ÍÑÕÑÓÂâ ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:�

qz�i 1

2k0
q 2
x�ik0V�x; z�

�
G�r; z; x; z��ÿd�rÿx�d�zÿz�;

�10:4�

ÄÏÇÔÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.3). ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÊÂÕÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ

G � G�0; z; x1; z�QG ?�0; z; x2; z� �10:5�

Ä (10.3), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâQ:

qzQ� i

2k0

q 2Q
qx 2

1

ÿ i

2k0

q 2Q
qx 2

2

� i

k0

q lnG1

qx1

qQ
qx1
ÿ

ÿ i

k0

q lnG ?
2

qx2

qQ
qx2
ÿU�x1 ÿ x2�Q � 0 : �10:6�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ z! z ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ÒÇÓÇÌÕË Í
ÔÄÑÃÑÆÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËá ÄÑÎÐÞ, ÄÇÎËÚËÐÂ Q ÆÑÎÉ-
ÐÂ ÔÕÓÇÏËÕßÔâ Í ÇÆËÐËÙÇ ÒÓË z! z.

£ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏÒÓËÃÎËÉÇÐËË lnG Ä (10.6) ÏÑÉÐÑ
ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ i#, ÅÆÇ ×ÂÊÂ # ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (7.8). ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (10.6) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

qzQ� i

k0

q 2Q
qy qY

ÿU�y�Q � 1

g

dg

dz

�
Y

q
qY
� y

q
qy

�
Q � 0 ;

�10:7�
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ÅÆÇ y � x1 ÿ x2 ËY � �x1 � x2�=2. ±ÇÓÇØÑÆâ Í ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ
x � y=g, X � Y=g, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

qzQ�X; x� � i

g 2k0

q 2Q
qx qX

ÿU�gx�Q � 0 ; �10:8�

ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ (4.2). °ÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ËÊÏÇÐÇÐËÇ Q ÄÆÑÎß
ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ, ÐÂÚËÐÂáÜËØÔâ Ä ÕÑÚÍÇ z Ä ÍÓÖÅÇ ÓÂÆËÖÔÂ X?.
²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10.8) ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ (4.5):

Q � exp

�
ÿ
� z

z
dxU

�
g�x�x; x�� ; �10:9�

ÅÆÇ ÏÞ ÖÚÎË ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ Q ÒÓË z! z.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÂÚÂÎßÐÂâ ×ÂÊÂ # ×ÖÐÍÙËË G ÑÆÐÑÓÑÆÐÂ,

ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑ ÓÂÊÐÑÔÕË x � x1 ÿ x2 Ä (10.2)
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÂÍÕÑÓÑÏ Q. ±ÑàÕÑÏÖ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ
ÓÂÊÐÑÔÕË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (10.2) ÆÂÈÕ ×ÂÍÕÑÓ � r 20 . ªÐÕÇÅÓË-
ÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÔÖÏÏÇ x1 � x2 Ä (10.2) ÒÓÑËÊÄÑÆËÕ ÏÐÑÉËÕÇÎß
� X 2

? . £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÑÙÇÐÍÇ

J � I0
k 2
0

z 2
X 2
? r

2
0 � I0gÿ2

�
X?

r0

�2

: �10:10�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÑÏÇÐÕÞ hI ni? (10.1) ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÞÓÂ-
ÉÇÐÞ ÍÂÍ hI ni? � I nn , ÅÆÇ

In � nJ � nI0gÿ2
�
X?

r0

�2

; �10:11�

Ë ÄÏÇÔÕÑ ×ÂÍÕÑÓËÂÎÂ n! ÒÑÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÇÅÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËâ
nn.

£ÍÎÂÆ Ä à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ S, ÔÄâÊÂÐÐÞÌ Ô V, ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (8.7). ®ÑÏÇÐÕ hI ni? � I nn ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÑÙÇÐÈÐ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (10.11). °ÒÕËÏË-
ÊËÓÖâ ÒÑ X? ÔÖÏÏÖ ÿS� ln hI ni?, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÖá n-Ì ÏÑ-
ÏÇÐÕ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÖÉÇ ÑÙÇÐÍÖ (8.9) ÆÎâX?. ©ÂÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ X? � R0 ÆÎâ ÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ n � g 2ÿc, ÅÆÇ R0

ÒÓËÄÇÆÇÐÑ Ä (5.16), ËX?4R0, ÇÔÎË n4 g 2ÿc. ±ÑÔÍÑÎßÍÖX?

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÏË, ÏÞ
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÞÄÑÆÖ, ÚÕÑ ÑÐÑ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÏÐÑÅÑ ÃÑÎß-
ÛÇ, ÚÇÏ R0.

±ÓË àÕÑÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÏÑÏÇÐÕÂ hI ni ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ
ÑÙÇÐÍË (8.10), ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ÆÎâ ØÄÑÔÕÂ 7=12. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
(8.9), (10.11):

hI ni � I nn ; In � I0n
�6ÿc�=�4ÿc�gÿ2�2ÿc�=�4ÿc� : �10:12�

³ÓÂÄÐËÄÂâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (10.12) Ô (3.10), ÏÞ ÖÃÇÉÆÂÇÏÔâ Ä
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕË ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (3.11) ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÖÇÏÑÅÑ
ØÄÑÔÕÂ.

¹ÕÑÃÞ ÑÃÑÔÐÑÄÂÕß ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÌ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ
ÒÑÆØÑÆ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÑÙÇÐËÕß ÒÑÒÓÂÄÍË Í hI ni, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ
Ô ÚÎÇÐÂÏË, ÍÑÕÑÓÞÏË ÏÞ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÎË ÒÓË ÄÞÄÑÆÇ ×ÂÍ-
ÕÑÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËË ÆÎâ B2n. ­ËÆËÓÖáÜÂâ ÒÑ-
ÒÓÂÄÍÂ Í hI ni ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÙÇÐÇÐÂ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5.
°ÐÂ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ×ÂÍÕÑÓÂÏË U, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÏË, ÍÂÍ Ä (4.12),
Ë ÄØÑÆâÜËÏË Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ qzB2n, ÔÏÑÕÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
(5.9), (5.10). ©ÐÂÚÇÐËÇ U�x1; x2; x3; x4� ÆÎâ ÒÂÓ �x1; x3� Ë
�x2; x4� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÙÇÐÇÐÑ ÍÂÍ

U � k 2
0C

2
n X

cÿ2
? x13x24 ; �10:13�

ÒÑÆÑÃÐÑ ÂÐÂÎËÊÖ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÏÖ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5. ©ÆÇÔß x13 ì
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÍÂÏË 1 Ë 3, x24 ìÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ
ÕÑÚÍÂÏË 2 Ë 4, Â X? ì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÏË.

°ÆÐÂÍÑ ÕÇÒÇÓß Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (10.5) ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ×ÂÊÂ #
×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ. °ÐÂ ÃÞÔÕÓÑ ÏÇÐâÇÕÔâ ÒÓË ÓÂÊÆÄËÉÍÇ
ÕÑÚÇÍ ÒÂÓÞ Ä ÓÂÆËÂÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÓÂÊÐÑÔÕË x1 ÿ x3 ÒÂÓÞ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÑ Ä
ÓÂÆËÂÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÓÂÔÔÕÑâÐËÇÏ xph, ÑÒÓÇÆÇÎâÇ-
ÏÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ

k0Xxph
z

� 1 ; �10:14�

ÅÆÇ X ì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÒÂÓÞ ÑÕ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ³ÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ (10.14) ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ ×ÂÊÞ # ÐÂ
ÓÂÔÔÕÑâÐËË xph ËÏÇÇÕ ÒÑÓâÆÑÍ ÇÆËÐËÙÞ (ÔÏ. (7.8)).
°ÙÇÐËÄÂâ X Ä (10.14), ÍÂÍ X?, ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ

xph
r0
� �ng 2ÿc�ÿ1=�4ÿc�5 1 ; �10:15�

ÅÆÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (2.11), (8.9). ®ÑÉÐÑ
ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÓÇÉËÏÇ ÒÂÓÞ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÔËÎßÐÑ
ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÞÏË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËØ ÓÂÊÏÇÓ, ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ Í
ÓÂÆËÖÔÖ, ÑÔÕÂÈÕÔâ � r0.

±ÓË ÑÙÇÐÍÇ ÒÑÒÓÂÄÍË, ÒÓÑËÔØÑÆâÜÇÌ ÑÕ U, ÄÑÊÐËÍÂáÕ
ÚÇÕÞÓÇ ÏÂÎÞØ ×ÂÍÕÑÓÂ (10.15), ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂ-
ÐËâÏË ÒÑ ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ ÆÄÖØ ÒÂÓ, Í ÍÑÕÑÓÞÏ
ÑÕÐÑÔËÕÔâ U, Ë ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÒÑ ÆÄÖÏ ÒÂÓÂÏ Ä ËÔ-
ØÑÆÐÑÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÇ ÒÓË z � 0, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËÊ-ÊÂ ÄÔÕÂÄÍË U
ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß ×ÂÊÞ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÂÓÖÛÇÐÐÑÌ.
ªÐÕÇÅÓËÓÖâ U ÒÑ z Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (10.13), ÅÆÇ x13 Ë x24
ÑÙÇÐËÄÂáÕÔâ ÍÂÍ r0, Ë ÒÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÚÇÕÞÓÇ
ÏÂÎÞØ ×ÂÍÕÑÓÂ (10.15), ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ
ÒÑÒÓÂÄÍÇ

�ng 2� �cÿ2�=�4ÿc��ng 2ÿc�ÿ4=�4ÿc� ;

ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô U. ³ ÖÚÈÕÑÏ ÍÑÏÃËÐÂÕÑÓÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ
n�nÿ 1�=2 Ë ÒÇÓÇÔÚÈÕÑÏ ÒÑÒÓÂÄÍË ÐÂ In ÐÂØÑÆËÏ:

dIn
In
� �ng 2ÿc�ÿ2=�4ÿc� : �10:16�

±ÑÒÓÂÄÍÂ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÏÂÎÑÌ ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËÌ
ÓÇÂÎËÊÂÙËË ËÔÔÎÇÆÖÇÏÑÅÑ ØÄÑÔÕÂ (3.12).

°ÃÝâÔÐËÏ ÕÇÒÇÓß ÄÕÑÓÑÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ Ä ÖÔÎÑÄËâØ
(3.12). ±ÎÑÕÐÑÔÕß ÒÂÓ ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß ÍÂÍ

nXÿ2? � rÿ20 �ngÿ4=�2ÿc�� �2ÿc�=�4ÿc� ; �10:17�

ÅÆÇ ÏÞ ÒÑÆÔÕÂÄËÎË ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (8.9). ±ÎÑÕÐÑÔÕß (10.17)
ÓÂÔÕÈÕ ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ n. °ÆÐÂÍÑ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÆÑÎÉÐÂ
ÃÞÕß ÏÇÐßÛÇ rÿ20 . ¿ÕÑ ÐÇ ÚÕÑ ËÐÑÇ, ÍÂÍ ÄÕÑÓÑÇ ÐÇÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑ Ä ÖÔÎÑÄËË (3.12).

´ÇÒÇÓß ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÑÙÇÐËÕß ÓÂÊÏÇÓ âÓÍÑÅÑ ÔÒÇÍÎÂ, ÔÑ-
ÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÑÔÐÑÄÐÑÏÖ ÄÍÎÂÆÖ Ä ÏÑÏÇÐÕ hI ni. ±ÓË-
ÓÂÄÐËÄÂâ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ Ina 2 Í àÐÇÓÅËË, ÔÑÃÓÂÐÐÑÌ Ô ÍÓÖÅÂ
ÓÂÆËÖÔÂ X?, ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (10.11)

a � gr0nÿ1=2 : �10:18�
£ÇÎËÚËÐÂ (10.18) ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä (8.12) ÒÓË n 2ÿc � g 4, ÍÂÍ
Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (3.12).

11. ³ÕÓÂÕË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÔÓÇÆÂ

£ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÔËÎßÐÑ ÔÕÓÂÕË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔÓÇÆÞ Ë ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÏ,
ÚÕÑ ÐÂÛË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË P�I �
ÄÇÓÐÞ Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ.
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®Þ ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ×ÂÍÕÑÓ C 2
n ÑÕÎËÚÇÐ ÑÕ

ÐÖÎâ ÄÐÖÕÓË ÔÎÑâ ÕÑÎÜËÐÑÌ h Ë ÒÓÇÐÇÃÓÇÉËÏÑ ÏÂÎ ÊÂ ÇÅÑ
ÒÓÇÆÇÎÂÏË. ´ÂÍÑÌ ÔÎÖÚÂÌ ÏÑÉÐÑ ÐÂÊÄÂÕß ÓÇÉËÏÑÏ ÕÑÐ-
ÍÑÌ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÞ. ´ÑÅÆÂ ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË (2.10) ÐÂ-
ÃËÓÂÇÕÔâ ÄÐÖÕÓË ÔÎÑâ Ô ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË C 2

n .
±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÔÎÑÌ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐ ÄÃÎËÊË z � 0. ´ÑÅÆÂ
ËÐÕÇÅÓÂÎ (2.10) ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ z, ÇÔÎË z
ÃÑÎßÛÇ ÕÑÎÜËÐÞ ÔÎÑâ h. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ g, ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÏÞÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (2.11), ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ ÆÎËÐÇ ÒÖÕË
ÒÖÚÍÂ z, ÇÔÎË z > h.

¶ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ I (3.4) Ë (3.5), ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ
ÆÎâ ÔÎÖÚÂÇÄ ÔÎÂÃÞØ Ë ÔËÎßÐÞØ ÔÙËÐÕËÎÎâÙËÌ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔËÎßÐÑ ÔÕÓÂ-
ÕË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. °ÐË ÓÇÂÎËÊÖáÕÔâ ÆÎâ g91 Ë
g01. ·ÄÑÔÕÞ (3.11), (3.13) ÕÂÍÉÇ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆâÕÔâ Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÔËÎßÐÑ ÔÕÓÂÕË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. ¹ÕÑÃÞ ÆÑÍÂ-
ÊÂÕß àÕÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞÒÑÎÐËÕß ÛÂÅË,
ÑÒËÔÂÐÐÞÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 5 ë 10, Ë ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ Ä ÒÓËÄÇÆÈÐ-
ÐÞØ ÕÂÏ ÄÞÄÑÆÂØ ÐËÚÇÅÑ ÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ. ¯ËÉÇ ÏÞ ÒÓÑÍÑÏ-
ÏÇÐÕËÓÖÇÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÍÎáÚÇÄÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ.

®Þ ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ C 2
n ÑÕÎËÚÇÐ ÑÕ ÐÖÎâ

ÄÐÖÕÓË ÔÎÑâ ÕÑÎÜËÐÑÌ h Ë ÒÓÇÐÇÃÓÇÉËÏÑ ÏÂÎ ÄÐÇ ÔÎÑâ.
´ÑÅÆÂ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË (ÎÖÚË) ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÑÌ ×ÂÊÑÌ (6.5) ÄÐÇ ÔÎÑâ. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
(6.7) Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË g � 1ÿ z=z. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓÑËÊ-
ÄÑÆÐÂâ dg=dz ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ ÐÖÎâ ÒÓË z � 0 ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
� 1=z ÒÓË z � h. £ÕÑÓÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ Ä àÕÑÌ ÔËÕÖÂÙËË
ÑÙÇÐËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ d2g=dz 2 � �zh�ÿ1 ÄÐÖÕÓË ÔÎÑâ.

°ÆÐËÏ ËÊ ÍÎáÚÇÄÞØ ÐÂÃÎáÆÇÐËÌ âÄÎâÇÕÔâ ÑÙÇÐÍÂ ÄÇ-
ÎËÚËÐÞ S (8.1), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÓÂÊÎËÚÐÞØ
ÔÓÇÆÐËØ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ. ªÐÕÇ-
ÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ z Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (8.1) ÑÅÓÂÐËÚÇÐÑ ÔÎÑÇÏ Ô
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ.
ªÔÒÑÎßÊÖâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (8.5), ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(7.7), Ë ÖÚËÕÞÄÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË g, ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ,
ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÙÇÐÍÖ

S � X 4ÿc
?

�
z 2
�
dzC 2

n

�ÿ1
:

±ÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÄÑÊÄÓÂÜÂÇÏÔâ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá (8.7) [21].
³ÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (8.8), (10.11), ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ ÔÇÆÎÑ-

ÄÞÇ ÄÍÎÂÆÞ ÄÏÑÏÇÐÕÞ hI ni, ÐÇÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÞ Í ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË C 2

n ÑÕ z ÄÐÖÕÓË ÔÎÑâ. ±ÓË ÂÐÂÎËÊÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÒÑ
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÔÇÆÎÑÄÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (9.6), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ ÒÑÎâ x ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (9.5). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÙÇÐÍÂ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÑÄ Zn (9.2) ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑ-
ÔÎÇÆËÕß ÊÂ ÄÞÄÑÆÑÏ ØÄÑÔÕÂ 7=13 Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 10 Ë ÒÓÑÄÇÓËÕß,
ÚÕÑ ÄÔÇ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ÕÂÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÑÔÕÂáÕÔâ ÔÒÓÂ-
ÄÇÆÎËÄÞÏË.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÔÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ, ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÐÞÇ ÆÎâ
ÒÎÂÄÐÑ ËÊÏÇÐâáÜËØÔâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ, ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑ-
ÆâÕÔâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔËÎßÐÑ ÔÕÓÂÕË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÇÔÎË
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÄÞÓÂÉÇÐÞ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÄ g Ë I=I0.

12. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÒÑÆÄÇÆÈÏ ËÕÑÅË ÐÂÛÇÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ,
ÑÔÐÑÄÂÐÐÑÅÑ ÐÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÏÑÏÇÐÕÑÄ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
I Ä ÄËÆÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (8.2).

®Þ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÎË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÓÇÆÍËØ ÔÑÃÞÕËÌ,
ÍÑÅÆÂ Ä ÔÄÇÕÑÄÑÏ ÒÖÚÍÇ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÏÔâ ÚÇÓÇÊ ÕÖÓ-

ÃÖÎÇÐÕÐÖá ÔÓÇÆÖ (ÂÕÏÑÔ×ÇÓÖ), ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÄÔÒÎÇÔÍ Ô
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá I, ÐÂÏÐÑÅÑ ÒÓÇÄÞÛÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÐáá.
®Þ ÖÔÕÂÐÑÄËÎË ÑÃÜÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ×ÖÐÍÙËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I Ë ÐÂÛÎË ÇÈ ØÄÑÔÕÞ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 3). ¿ÕË
ØÄÑÔÕÞØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÓÂÔÕâÐÖÕÞÏË àÍÔÒÑÐÇÐÕÂÏË 7=12
Ë 7=13, Õ.Ç. âÄÎâáÕÔâ "ÉËÓÐÞÏË". ±ÑàÕÑÏÖ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß
ÒÑâÄÎÇÐËâ ÄÔÒÎÇÔÍÑÄ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÂÏÐÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ
ËØ ÐÂËÄÐÂâ ÑÙÇÐÍÂ Ä ÓÂÏÍÂØ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÒÑÎâ
C. £ÏÇÔÕÑ ÂÐÂÎËÊÂ ØÄÑÔÕÑÄ ×ÖÐÍÙËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÏÑÉ-
ÐÑ ÓÂÃÑÕÂÕß Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÄÞÔÑÍËØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ hI ni, ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ n Ë I ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (3.9).

¬ÎáÚÇÄÞÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ Ä ÑÃÝâÔÐÇÐËË ØÄÑÔÕÑÄ ×ÖÐÍÙËË
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË I âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÐËÚÇÔÍÂâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÂâ ÎËÐÊÂ
ÓÂÆËÖÔÂ X?, ÊÂÄËÔâÜÇÅÑ ÑÕ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ g
(2.11) Ë ÑÕ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ I ËÎË ÑÕ ÐÑÏÇÓÂ n
ÏÑÏÇÐÕÂ hI ni. ±ÂÓÂÏÇÕÓ g ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÆËÔÒÇÓÔËá
²ÞÕÑÄÂ (ÔÏ. ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (2.12)). ©ÐÂÚÇÐËÇ X? ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÑÙÇÐÍÑÌ (8.9), àÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Ô ÓÑÔÕÑÏ n ËÎË I.
­ËÐÊÂ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÔÂÏÑÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ËÊ-ÊÂ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞØ
ÒÖÎßÔÂÙËÌ Ë ÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÖÇÕ ÔÄÇÕ Ä ÄËÆÇ âÓÍÑÅÑ ÒâÕÐÂ.
¯ÂÛË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÑÔÐÑÄÂÐÞ ÐÂ ÑÙÇÐÍÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÕÂÍÑÌ ÎËÐÊÞ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ÕÖÓÃÖÎÇÐÕ-
ÐÞÏË ÒÖÎßÔÂÙËâÏË.

¯ÂÛË ÓÂÔÚÈÕÞ ÄÇÓÐÞ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑX? ÏÇÐßÛÇÛË-
ÓËÐÞ ÒÖÚÍÂ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÆÎâ
ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ. °ÐÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ Ë ÆÎâ ÐÂ-
ÚÂÎßÐÑÅÑ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, Ä ÆÂÐÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ×ÓÑÐÕ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ,
ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÑÌ ÕÑÚÇÚÐÞÏ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ, ÍÂÍ ÄÕÑÓËÚÐÞÌ ËÔ-
ÕÑÚÐËÍ. ¦ÔÎË ÍÓËÄËÊÐÂ ×ÓÑÐÕÂ ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ Xÿ1? , ÕÑ ÑÐ
ËÅÓÂÇÕ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÕÖ ÉÇ ÓÑÎß, ÚÕÑ Ë ×ÓÑÐÕ ÒÎÑÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÞ. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ÐÂÛÖ ÔØÇÏÖ ÐÂÍÎÂÆÞ-
ÄÂáÕÔâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÂÒÇÓÕÖÓÞ D ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÔÄÇÕÂ
(ÔÍÂÉÇÏ, ÎÂÊÇÓÂ). ¦ÔÎË ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÂâ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß
ÎÖÚÂ ÔÎÂÃÂâ, z9k0D

2, ÕÑ ÐÂÛË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÄÇÓÐÞ ÒÓË
ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ D > X?. ±ÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÌ ÒÓÇÆÇÎ ÕÓÇÃÖÇÕ
ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ.

®ÑÉÐÑ ÊÂÆÂÕßÔâ ÄÑÒÓÑÔÑÏ Ñ ×ÑÓÏÇ âÓÍËØ ÒâÕÇÐ ÒÓË
ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË n. ·ÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÞ a ÒâÕÇÐ ÆÎâ
ØÄÑÔÕÑÄ 7=12 Ë 7=13 ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË (8.12),
(10.18). ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÓÂÊÏÇÓ a ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÒÑ ÏÇÓÇ
ÓÑÔÕÂ n. ®ÑÉÐÑ ÒÓÇÆÎÑÉËÕß ÑÙÇÐÍÖ a � r0n

c=�2�2ÿc�� ÆÎâ
ÒâÕÇÐ, ÑÕÐÑÔâÜËØÔâ Í àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕË P�I �, ÍÑ-
ÕÑÓÂâ ÔÛËÄÂÇÕÔâ Ô ÐÂÌÆÇÐÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÐÂ ÑÃÇËØ
ÅÓÂÐËÙÂØ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ, ÒÓË n � 1 Ë n � g 2ÿc. ®Þ ÐÂÃÎá-
ÆÂÇÏ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ a ÒÑ ÏÇÓÇ ÓÑÔÕÂ n. °ÃÑÔÐÑÄÂÐËÇ ÆÂÐÐÑÌ
ÑÙÇÐÍË âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÇÆÏÇÕÑÏ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ.

¥ÂÎÇÇ ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÖá ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß
(ÏÑÜÐÑÔÕß) ÄÔÒÎÇÔÍÂ ÍÂÍ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ Ina

2, ÅÆÇ In ì
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ I Ä ÄÔÒÎÇÔÍÂØ, ×ÑÓÏËÓÖáÜËØ ÏÑ-
ÏÇÐÕ hI ni. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (8.10), (10.12) ÆÎâ ØÄÑ-
ÔÕÑÄ 7=12 Ë 7=13 Ë ÑÙÇÐÍÖ In � nI0 ÆÎâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ
ØÄÑÔÕÂ, ÏÞ ÊÂÍÎáÚÂÇÏ, ÚÕÑ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß
ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÒÓË ÓÑÔÕÇ n. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÄÔÒÎÇÔÍË ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÏÑÜÐÇÇ ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ÚËÔÎÂ
n, ÍÂÍ Ë ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÂÐÂÎËÊ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÄÇÕÂ Ä ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÐÇÎßÊâ ÄÇÔÕË Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÎâÒÖÐÑÄÔÍËØ
àÍÔÒÑÐÇÐÕ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ "ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕË", ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÇ
ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕßá ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ, ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÅÎÂÆÍËÏ. ¿ÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÐÇÅÎÂÆÍÑÔÕß ÒÑÍÂÊÂÕÇ-
Îâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n. ¬ÂÓÆËÐÂÎßÐÂâ ÓÂÊÐËÙÂ ÏÇÉÆÖ ÅÎÂÆ-
ÍËÏ Ë ÐÇÅÎÂÆÍËÏ ÒÑÎâÏË ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑ-
ÄÂÐÂ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÐÂÛËØ ÓÂÃÑÕÂØ [60, 61].
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µÒÑÏâÐÇÏ ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÑÎÐÞ Ä ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐÐÑÏ ÍÂÐÂÎÇ Ô ÃÇÔÒÑÓâÆÍÑÏ. °ÐÂ ÄÂÉÐÂ ÍÂÍ Ä ÑÒÕË-
ÚÇÔÍËØ ÄÑÎÑÍÐÂØ [62], ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÊÄÖÍÑ-
ÄÞØ ÄÑÎÐ Ä ÒÑÆÄÑÆÐÞØ ÊÄÖÍÑÄÞØ ÍÂÐÂÎÂØ [63, 64]. ¿ÕÂ
ÊÂÆÂÚÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä Ô×ÇÓÇ ÐÂÛËØ ËÐÕÇÓÇÔÑÄ, ÐÑ ÄÐÇ ÕÇ-
ÏÂÕËÍË ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÑÃÊÑÓÂ.

¢ÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕË.¡ÄÕÑÓÞ ÃÎÂÅÑÆÂÓâÕ ÊÂ ÒÑÆÆÇÓÉÍÖ ®ËÐË-
ÔÕÇÓÔÕÄÑ ÐÂÖÍË Ë ÄÞÔÛÇÅÑ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ²ÑÔÔËÌÔÍÑÌ
¶ÇÆÇÓÂÙËË. ®Þ ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÞ ¶.¡. ³ÕÂÓËÍÑÄÖ ÊÂ ÒÑÎÇÊ-
ÐÞÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ.

13. ±ÓËÎÑÉÇÐËÇ. ±ÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÒÓËÎÑÉÇÐËË ÏÞ ÑÃÔÖÉÆÂÇÏ ÆÄÇ ÏÑÆÇÎË
ÆÎâ ÒÑÎÇÌ Ô ÏÖÎßÕËÒÎËÍÂÕËÄÐÞÏ ÛÖÏÑÏ, Ä ÓÂÏÍÂØ
ÍÑÕÑÓÞØ ÏÑÉÐÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÒÑÎâ Ä ÓÇÉËÏÇ ÔËÎßÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ.
¿ÕË ÏÑÆÇÎË ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÕ, ÚÕÑ Ä ÓÇÉËÏÇ ÔËÎßÐÑÅÑ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (ÔËÎßÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ÐÂ
ÎÑÅÂÓË×Ï ÒÑÎâ) ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß ËÅÓÂÇÕ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß
Ë ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÞÌ Ô ÐÇÌ ÂÐÑÏÂÎßÐÞÌ ÔÍÇÌÎËÐÅ. £ ÆÂÐ-
ÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÇÚß ËÆÈÕ Ñ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÏ ÔÍÇÌ-
ÎËÐÅÇ.

¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô ÂÆ-
ÆËÕËÄÐÞÏÛÖÏÑÏ âÄÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¢áÓÅÇÓÔÂ ÆÎâ ÒÑÎâ
u�t; x�

qt u� uqxu � kq 2
x uÿ qx x ; �P1�

ÅÆÇ x�t; x� ì ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ, Â k ì ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ
ÄâÊÍÑÔÕß. ±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¬ÑÖÎÂ ë·ÑÒ×Â, Õ.Ç. ÒÇÓÇØÑÆ Í
ÒÑÎá

F � exp

�
h

2k

�
; �P2�

ÅÆÇ hì ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÑÎâ u, u � ÿqxh, ÒÓËÄÑÆËÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(P1) Í ÄËÆÖ

qtF � kq 2
xF�

x
2k

F : �P3�
µÓÂÄÐÇÐËÇ (P3) âÄÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ Ô ÏÖÎßÕËÒÎËÍÂÕËÄ-
ÐÞÏ ÛÖÏÑÏ ÆÎâ ÒÑÎâ F.

¥ÂÎÇÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÒÑÎÇ x ÍÑ-
ÓÑÕÍÑ ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÑ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÐÑ ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÖá
ÆÎËÐÖ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÑ x, Ë ËÏÇÇÕ ÐÑÓÏÂÎßÐÖá ÔÕÂÕËÔÕËÍÖ.
¯ÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ ÔÎÖÚÂÌ ÔËÎßÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË Ä ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËË (P1), ÍÑÕÑÓÞÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÃÑÎßÛÑÏÖ ÚËÔÎÖ ²ÇÌ-
ÐÑÎßÆÔÂ Lu0=k, ÅÆÇ L ì ÆÎËÐÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÑÎâ x, Â u0 ì
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑÎâ u, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÓÑÉÆÂÇÕÔâ
ÛÖÏÑÏ x. £ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ ÒÑÎâ u Ë ÇÅÑ
ÅÓÂÆËÇÐÕÂ qxu ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑ ÐÇÅÂÖÔÔÑÄÑÌ
[35, 65, 66]. ¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ àÕÑÅÑ ×ÂÍÕÂ ÃÞÎÑ
ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [67].

¿ÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÂâ ÐÇÅÂÖÔÔÑÄÑÔÕß u ÔÄâÊÂÐÂ Ô âÄÎÇÐËÇÏ
ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕË, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÏ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇÏ Ä ÒÑÎÇ
uÛÑÍÑÄ Ô ÛËÓËÐÑÌ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÏÇÐßÛÇ ÆÎËÐÞ ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËË L ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ x [35]. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÏÑÏÇÐÕÞ
ÓÂÊÐÑÔÕË Du � u�x1 � x� ÿ u�x1� Ä ÔÎÖÚÂÇ x5L ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ
jDujn� � un

0 x

L
: �P4�

©ÆÇÔß ÏÂÎÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß x=L ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß
ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÛÑÍ ÒÑÒÂÆÇÕ ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÍÂÏË x1 Ë x1 � x. £Þ-
ÓÂÉÇÐËÇ (P4) ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÂÐÑÏÂÎßÐÞÌ
ÔÍÇÌÎËÐÅ, ÍÑÅÆÂ ÄÔÇ ÏÑÏÇÐÕÞ Du ËÏÇáÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÖá
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÓÂÊÆÄËÉÍË x. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (P4) ÏÑÉÐÑ
ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ ÊÂÍÑÐÂ
jDujn�
jDuj�n /

�
L

x

�nÿ1
; �P5�

ÍÑÕÑÓÞÌ Ë ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÂÐÑÏÂÎßÐÞÌ ÔÍÇÌÎËÐÅ.
£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÇÜÈ ÑÆÐÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô ÏÖÎßÕË-

ÒÎËÍÂÕËÄÐÞÏ ÛÖÏÑÏ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÖá
ÏÑÆÇÎß ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, ÒÑÆÚËÐâáÜÇÅÑÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËá
(2.1) Ô ÒÑÎÇÏ n, ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÅÎÂÆÍÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÓÂÊÐÑÔÕß n�r1�ÿ
ÿn�r2� ÏÑÉÐÑ ÓÂÊÎÑÉËÕß Ä ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ ÒÑ ÓÂÊÐÑÔÕË
r1 ÿ r2. ®Þ ÃÖÆÇÏ ÒÑÎÂÅÂÕß, ÚÕÑ ÓÂÆËÖÔ ÔØÑÆËÏÑÔÕË
ÓâÆÂ ´ÇÌÎÑÓÂ ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ ÄÔÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ
ÆÎËÐÞ, Ë ÒÑÕÑÏÖ ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ ÏÑÉÐÑ
ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÒÇÓÄÞÏË ÚÎÇÐÂÏË ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ä ÓâÆ ´ÇÌ-
ÎÑÓÂ. °ÆÐÂÍÑ ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÒÑÎÇ n
âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÓÑÕÍÑ ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÄÆÑÎß ÑÔË Z.

¿ÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ÆÎâ ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ ÛËÓÑÍÑÅÑ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÏÑÆÇÎË ÅÎÂÆÍÑÅÑ ÒÑÎâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, ÚËÔÎÇÐÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÐÑÌ Ä ÓÂÃÑÕÇ [68],
Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÃÞÎÑ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÑ ÐÂÔÞÜÇÐËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ô ÓÑÔÕÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ, ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÔÑÅÎÂ-
ÔÖáÜÇÇÔâ Ô ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÏ ÐËÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÆÎâ ÏÑÏÇÐ-
ÕÑÄ I (P17) (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [69]).

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÄÞÚËÔÎâÇÏ ÏÑÏÇÐÕÞ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË I Ä ÕÑÚÍÇ r � 0. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊ ÑÅËÃÂáÜÇÌC ÖÆÑÃÐÑ
ËÔÍÎáÚËÕß ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÌ ÒÑ r ÄÍÎÂÆ Ä ×ÂÊÖ

f0 �
� z

0

dz k0n�0; z� :

¥Îâ ÒÑÎâ c � exp �ÿif0�C ÐÂØÑÆËÏ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1)
ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:

iqz c� 1

2k0
H 2c� k0

�
n�r; z� ÿ n�0; z��c � 0 : �P6�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß I ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÐÑÄÑÇ
ÒÑÎÇ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë ÚÇÓÇÊ ËÔØÑÆÐÑÇ: I � jcj2, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
×ÂÊÑÄÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß exp �if0� ÄÞÒÂÆÂÇÕ ÒÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ
C � exp �if0�c Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I � jCj2.

²ÂÔÍÎÂÆÞÄÂâ ÓÂÊÐÑÔÕß n�r; z� ÿ n�0; z� Ä ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ
ÆÑ ÒÇÓÄÑÅÑ ÐÇËÔÚÇÊÂáÜÇÅÑ ÚÎÇÐÂ, ÏÞÐÂØÑÆËÏwr, ÅÆÇwì
ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ z. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ àÕÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (P6) ÆÂÈÕ

iqz c� 1

2k0
H 2c� k0wrc � 0 : �P7�

³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ w ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÇÅÑ ÒÂÓÐÑÌ
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ


wa�z�wb�z�
� � Dd�zÿ z�dab : �P8�

©ÆÇÔß ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÎË ËÊÑÕÓÑÒËá ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ
ÔÄÑÌÔÕÄ w. ¶ÂÍÕÑÓ D Ä ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËË (P8) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß,
ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ×ÖÐÍÙËÇÌ z. £ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÔÚËÕÂÇÏ
×ÂÍÕÑÓ D ÍÑÐÔÕÂÐÕÑÌ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ z. °ÃÑÃÜÇÐËÇ
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ÐÂÛÇÌ ÔØÇÏÞ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕËD ÑÕ z
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÑÔÕÑ.

±ÇÓÇØÑÆâ Í ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÇ

~c�k; z� �
�
d2r exp �ÿikr�c�r; z� ; �P9�

ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (P7)

iqz~cÿ k 2

2k0
~c� ik0w

q
qk

~c � 0 : �P10�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (P10) ÎÇÅÍÑ ÓÇÛÂÇÕÔâ ÏÇÕÑÆÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

~c�k; z�� ~c�k; 0� exp
�
ÿ i

2k0

� z

0

dt
�
kÿ k0

� z

t
dzw�z�

�2�
:

�P11�

ªÐÕÇÓÇÔÖáÜÇÇ ÐÂÔ ÊÐÂÚÇÐËÇ c�0; z� ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓË-
ÓÑÄÂÐËÇÏ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (P11) ÒÑ k.

¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ÄÞÃËÓÂÇÏÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÅÂÖÔÔÑÄ ÒÓÑ-
×ËÎß ÑÅËÃÂáÜÇÌ c�r; 0�/ exp �ÿbr2=2�, ÕÑÅÆÂ ~c�k; 0�/
/ exp �ÿbÿ1k 2=2�. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ àÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ Ä ÒÓÂÄÖá
ÚÂÔÕß (P11) Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ k, ÐÂØÑÆËÏ

c�0; z� � exp

�
ÿ ik0

2

� z

0

dt
� � z

t
dzw �z�

�2�
�

� m
1� ibz=k0

exp

�
ÿ bX
2�1� ibz=k0�

�
; �P12�

X �
�� z

0

dt
� z

t
dzw

�2

; �P13�

ÅÆÇ m ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ
ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÓÑ×ËÎâ. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ

I � m 2

1� b 2z 2=k 2
0

exp

�
ÿ bX
1� b 2z 2=k 2

0

�
; �P14�

ÔÑ ÔÎÑÉÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ÑÕ z.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ ln I ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÇÎËÚË-

ÐÑÌ (P13), ÍÑÕÑÓÂâ ÐÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍÑÌ.
¿ÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ ËÏÇÇÕ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ

hXi � 2

3
Dz 3 ; �P15�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (P8). ±ÎÑÕÐÑÔÕß
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÆÎâ X ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

P�X� � 1

2hXi exp
�
ÿ Xÿ

2hXi�
�
; �P16�

Õ.Ç. ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÆÎâ X âÄÎâÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÌ. ªÔØÑÆâ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (P16), ÐÇÔÎÑÉÐÑ ÄÞÚËÔ-
ÎËÕß ÏÑÏÇÐÕÞ I:

hI ni �
�

m 2

1� b 2z 2=k 2
0

�n�
1� 2bnhXi
1� b 2z 2=k 2

0

�ÿ1
; �P17�

ÅÆÇ hXi ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ (P15).
³ÎÖÚÂÌ ÔËÎßÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂ lnC

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËÏ z, ÍÑÅÆÂ

p � 4bDz 3=3

1� b 2z 2=k 2
0

4 1 : �P18�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ ËÊ (P17)

hI ni
hIi n �

1

n
pnÿ1 ; �P19�

ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ (P5). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÑÒâÕß ÔÕÂÎÍË-
ÄÂÇÏÔâ Ô ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕßá Ë ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÂÐÑÏÂÎßÐÞÏ
ÔÍÇÌÎËÐÅÑÏ. £ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÔÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÕÑÚÍÂ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÒÑÒÂ-
ÆÇÕ ÄÐÖÕÓß ÒÖÚÍÂ, ÙÇÐÕÓ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ×ÎÖÍÕÖËÓÖÇÕ Ô ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÑÌ, ÓÂÔÕÖÜÇÌ Ô z.
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High intensity statistics of light propagating in turbulent êuid
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We present an investigation of the statistical properties of light propagation in a turbulent êuid. Our focus is on the probability density
function of the intensity I for different values of I and the beam's path length. The probability density function P�I � exhibits two tails,
characterized by stretched exponents, indicating that the likelihood of rare events with intensities much higher than the typical value is
signiécantly higher than naive Gaussian estimates would suggest.We present an analysis of the spatial structure of high-intensity bursts
of light.
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