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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ (¬´±) ÚÓÇÊÄÞ-
ÚÂÌÐÑ ÄÑÊÓÑÔÎÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ [1, 2].
¶ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ Ä ¬´± ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ËÊÖÚÇÐËË
ÒÓÑËÊÄÑÆâÜËØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ ÆÎâ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÞØ ÒÑÎÇÌ, ÍÑÆËÓÖáÜËØ ÄÔá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎË ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ. °ÐË âÄÎâáÕÔâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂ-
ÎÂÏË ×ÑÐÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ, Õ.Ç. ÄÐÇÛÐËØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ, ÎËÃÑ
ÔÓÇÆÐËØ ÒÑÎÇÌ ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ. ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎßÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ Ä ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÌ ÏÇÓÇ ÑÃÖÔÎÑÄËÎÑ ÒÓÑ-
ÅÓÇÔÔ Ä ËÊÖÚÇÐËË ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÖÇÏÑÔÕË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ
¬´±, ËØ ÓÇÐÑÓÏÅÓÖÒÒÑÄÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ, ÂÐÑÏÂÎËÌ Ë Õ.Æ.

¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÂÏÂ ÅÇÑÏÇÕÓËâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-
ÄÓÇÏÇÐË ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÕÂÍÑÇ ×ÑÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ,
àÕÑ ÑÕÍÓÞÄÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÆÎâ ÓÂÊÄËÕËâ ÒÑÆØÑÆÂ, Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ ÄÐÂÚÂÎÇ ÔÕÓÑËÕÔâ ¬´± ÐÂ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ï ×ÑÐÇ, Â ÖÉÇ
ÐÂ ÔÎÇÆÖáÜÇÏ àÕÂÒÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÄÑÊÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ (ÍÂÍ ÒÑÎÇÌ ÏÂÕÇÓËË, ÕÂÍ Ë ÅÓÂ-
ÄËÕÑÐÑÄ) ÐÂ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ËÔÍÓËÄÎÈÐÐÞÌ ×ÑÐ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ
ÑÐË ÉËÄÖÕ [1, 3 ë 5]. ·ÑÕâ ÕÂÍÑÌ ÒÑÆØÑÆ ÊÂÄÇÆÑÏÑ ÕÇÓâÇÕ
ÔÄÑá ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕß ÐÂ ÒÎÂÐÍÑÄÔÍÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ, ÑÐ ÄÂÉÇÐ
ÍÂÍ Ô ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÌ, ÕÂÍ Ë Ô ÑÃÜÇÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË
ÊÓÇÐËâ. ³ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÌ ì ÆÎâ ËÊÖÚÇÐËâ âÄÎÇÐËÌ, Ä ÍÑ-
ÕÑÓÞØ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞ ÍÂÍ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ, ÕÂÍ Ë ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐ-
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±ÓÇÆÎÂÅÂÇÏÂâ ÓÂÃÑÕÂ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÆÄÖØ ÚÂÔÕÇÌ. £ ÒÇÓÄÑÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÑÃÊÑÓ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÕÇØÐËÍË ºÄËÐ-
ÅÇÓÂ ë¥Ç£ËÕÕÂ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ Ë ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËË. ±ÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ËÊÎÂÅÂáÕÔâ ÏÇÕÑÆÞ ×ÑÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ Ë ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÆÎâ ÏËÐËÏÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÊÂÕÇÏ ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ àÕËØ ÏÇÕÑÆÑÄ Í
ÄÞÚËÔÎÇÐËá ÓÂÔØÑÆâÜÇÌÔâ ÚÂÔÕË ÑÆÐÑÒÇÕÎÇÄÑÅÑ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÏÇÕÑÆ ÖÐËÄÇÓÔÂÎß-
ÐÞØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÔÎÇÆÑÄ, ÒÓËÏÇÐËÏÞÌ ÕÂÍÉÇ Í ÏËÐËÏÂÎßÐÞÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏ ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ë ÐÇÏËÐË-
ÏÂÎßÐÞÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏ. £Ñ ÄÕÑÓÑÌ ÚÂÔÕË ÓÂÃÑÕÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ ÐÑÄÞÇ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ Ñ ÄÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâØ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÆÎâ ÏËÐËÏÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÄÞÔÛÇÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ àÕË ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ, ÑÃÑÃÜÂáÜËÇ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÌ ÂÐÊÂÙ ¥Ç£ËÕÕÂ, ËÏÇáÕ ÄËÆ ÆÄÑÌÐÑ-
ÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÓâÆÂ ÒÑ ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÐÑÄÞÏ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÞ ÐÂÊÞÄÂÇÏ "ÑÃÑÃÜÈÐ-
ÐÞÏË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË". ±ÑÆÓÑÃÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÕÂÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ Ë ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞØ
ËÊ ÐËØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÂÎËÚËÇ Ä ÐËØ ÚÎÇÐÑÄ ÔÑ ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÃÑÎßÛËÏË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏË
ÔÕÇÒÇÐâÏË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÆÄÂ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÏÇÕÑÆÂ ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÄÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌì Ô ÒÑÏÑÜßá "ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ" Ë ÒÑ
ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ.

¬ÎáÚÇÄÞÇ ÔÎÑÄÂ: ÕÇØÐËÍÂ ºÄËÐÅÇÓÂ ë¥Ç£ËÕÕÂ, ÏÇÕÑÆ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÕÇÒÎÑÄÑÇ âÆÓÑ, à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ, ÕÇÑÓËË Ô ÄÞÔÛËÏË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË, ÄÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ

PACS numbers: 03.70.+k, 04.60.+m, 11.10. ± z DOI: https://doi.org/10.3367/UFNr.2024.02.039646

# ¡.°. ¢ÂÓÄËÐÔÍËÌ, £.¯. £ÂØÑÄÔÍËÌ 2024

¡.°. ¢ÂÓÄËÐÔÍËÌ �1; 2; ��, £.¯. £ÂØÑÄÔÍËÌ �1; ���
�1� ¶ËÊËÚÇÔÍËÌ ËÐÔÕËÕÖÕ ËÏ. ±.¯. ÇÃÇÆÇÄÂ ²¡¯,

ÇÐËÐÔÍËÌ ÒÓÑÔÒ. 53, 119991 ®ÑÔÍÄÂ, ²ÑÔÔËÌÔÍÂâ ¶ÇÆÇÓÂÙËâ
�2� ªÐÔÕËÕÖÕ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ Ë ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË,

®ÑÔÍÑÄÔÍËÌ ÅÑÔÖÆÂÓÔÕÄÇÐÐÞÌ ÖÐËÄÇÓÔËÕÇÕ ËÏ. ®.£. ÑÏÑÐÑÔÑÄÂ,
ÑÏÑÐÑÔÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÔÒ. 27, ÍÑÓÒ. 1, 119192 ®ÑÔÍÄÂ,
²ÑÔÔËÌÔÍÂâ ¶ÇÆÇÓÂÙËâ

E-mail: ��� barvin@td.lpi.ru, ���� vladvakh@gmail.com

³ÕÂÕßâ ÒÑÔÕÖÒËÎÂ 30 ÑÍÕâÃÓâ 2023 Å.,
ÒÑÔÎÇ ÆÑÓÂÃÑÕÍË 30 âÐÄÂÓâ 2024 Å.

1*

https://doi.org/10.3367/UFNr.2024.02.039646


ÐÞÇ à××ÇÍÕÞ, ÐÑ ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÂÎÇÍË ÑÕ ÒÎÂÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÏÂÔ-
ÛÕÂÃÂ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ×ËÊËÍË ÏÂÔÔËÄÐÞØ ÚÈÓÐÞØ ÆÞÓ Ë ÓÂÐ-
ÐËØ ÔÕÂÆËÌ ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ àÄÑÎáÙËË). ³ ÑÃÜÇÕÇÑÓÇÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ì ÍÂÍ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÌ ÛÂÅ ÐÂ ÒÖÕË ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ
ÒÑÎÐÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË.

±ÓËÏÇÐÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ Ä ¬´± ÑÔÐÑ-
ÄÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÍÑÏÃËÐÂÙËË ÆÄÖØ ÑÔÐÑÄÐÞØ ËÆÇÌ: ÏÇÕÑÆÂ
×ÑÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÏÇÕÑÆÂ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÞ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐËÉÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 2.1 Ë 2.2.
¯ÇÔÍÑÎßÍÑ ÊÂÃÇÅÂâ ÄÒÇÓÈÆ, ÔÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÏÇÕÑÆ ÕÇÒÎÑ-
ÄÑÅÑ âÆÓÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ à××ÇÍÕËÄÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÑÔÑÃÇÐÐÑ-
ÔÕË ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÒÑÎÇÄÞØ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÑÄ Ë, ÆÂÎÇÇ, ÓÇÅÖÎâ-
ÓËÊÑÄÂÕß Ë ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÕß ×ÇÌÐÏÂÐÑÄÔÍËÇ ËÐÕÇÅÓÂ-
ÎÞ. µÆÑÃÔÕÄÑ Ë ÏÑÜß àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÑÃÖÔÎÑÄÎËÄÂÇÕ ÇÅÑ
ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÖá ÄÂÉÐÑÔÕß ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞØ
ÕÇÑÓËÌ Ë ÏÑÆÇÎÇÌ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ (ÔÖÒÇÓ)ÅÓÂÄËÕÂÙËË
ì ÑÐ ÎÇÉËÕ Ä ÑÔÐÑÄÇ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÂ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÑÃ ËØ
(ÐÇ)ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÖÇÏÑÔÕË, ÓÇÐÑÓÏÅÓÖÒÒÑÄÑÏ ÒÑÄÇÆÇÐËË,
ÂÐÑÏÂÎËâØ Ë Õ.Æ.

°ÆÐÂÍÑ Ô×ÇÓÂ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÏÇÕÑÆÂ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ
Ä ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÄÞØÑÆËÕ ÆÂÎÇÍÑ ÊÂ ÓÂÏÍË ¬´±.
®ÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ àÕÑÕ ÏÇÕÑÆ
âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐËÏ ËÊ ÍÎáÚÇÄÞØ Ë ÐÂËÃÑÎÇÇ ÖÒÑÕÓÇÃËÕÇÎß-
ÐÞØ ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕÑÄ ÄÔÇÌ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ
×ËÊËÍË. ³ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÚËÔÕÑÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÍË ÑÐ ÅÎÖÃÑÍÑ
ÔÄâÊÂÐ Ô ÕÇÑÓËÇÌ ÒÔÇÄÆÑÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ
[6], ÕÇÑÓÇÏÂÏË ÑÃ ËÐÆÇÍÔÇ [7], K-ÕÇÑÓËÇÌ, ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ Ë
ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËâÏË Ë Õ.Æ. ³ÕÑÎß ÉÇ ÛËÓÑÍ
ÔÒÇÍÕÓ ÇÅÑ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ì ÑÕ ×ËÊËÍË
ÕÄÈÓÆÑÅÑ ÕÇÎÂ ÆÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÓÞÐÍÑÄ.

±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÏÞ ÒÇÓÇÌÆÈÏ Í ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÏÖ ÑÒËÔÂÐËá
ÏÇÕÑÆÂ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ Ë ÇÅÑ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ Í ¬´±, ÒÑÎÇÊÐÑ
ÔÆÇÎÂÕß ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÊÂÏÇÚÂÐËÌ ËÔÕÑÓËÚÇÔÍÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ.
³ ÔÂÏÑÅÑ ÔÄÑÇÅÑ ÊÂÓÑÉÆÇÐËâ ÑÐ ÓÂÊÄËÄÂÎÔâ ÒÑ ÆÄÖÏ ØÑÕâ
Ë ÕÇÔÐÑ ÒÇÓÇÒÎÇÕÈÐÐÞÏ, ÐÑ ÄÔÈ ÉÇ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâÏ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÉÐÑ ÖÔÎÑÄÐÑ ÐÂÊÄÂÕß "×ËÊËÚÇÔÍËÏ" Ë
"ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÏ". ¯ÂÚÂÎÑ ÃÞÎÑ ÒÑÎÑÉÇÐÑ ÓÂÃÑÕÂÏË
¡ÆÂÏÂÓÂ [8] Ñ ÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ
ÕËÒÂ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÑÐ ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÑÎÖÚËÎ ÔÄÑÈ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÆÎâ
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ, Ë ÓÂÃÑÕÑÌ ¶ÑÍÂ [9], ÊÂÏÇÕËÄÛÇÅÑ, ÚÕÑ
ÏÐÑÅËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâÕß Ä ÄËÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÒÑ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ
"ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË" t. ¥ÂÎÇÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÐÂ-
ÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÒÑÎÖÚËÎÑ ÓÂÊÄËÕËÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ ®ËÐÂÍÛËÔÖÐÆÂ-
ÓÂÏÂ ÑÃ ÑÒÇÓÂÕÑÓÇ ÂÒÎÂÔÂ ÐÂ ÓËÏÂÐÑÄÑÏÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË
[10, 11]. £ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ºÄËÐÅÇÓ [12] ÓÂÊÄËÎ ÏÇÕÑÆ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ¶ÑÍÂ ÆÎâ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍË ÓÂÔØÑ-
ÆâÜËØÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ Ä ¬´±.

¯Ñ ÐÂÔÕÑâÜÂâ ÓÇÄÑÎáÙËâ ÒÓÑËÊÑÛÎÂ Ä ÐÂÚÂÎÇ 1960-Ø
ÅÑÆÑÄ, ÍÑÅÆÂ ¢ÓÂÌÔ ¥Ç£ËÕÕ [1], ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÖÆÂÚÐÑ ÔÍÑÏ-
ÃËÐËÓÑÄÂÄ ËÆÇËºÄËÐÅÇÓÂ Ë ¡ÆÂÏÂÓÂ, ÒÑÍÂÊÂÎ, ÚÕÑ ÑÆÐÑ-
ÒÇÕÎÇÄÑÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÕÇÑÓËË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞ-
ÓÂÉÇÐÑ ÚÇÓÇÊ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÇÈ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ, Ë ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÎ ÔÄÑÌ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÏÇÕÑÆ
ËØ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÆÎâ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ 2-ÅÑ ÒÑ-
ÓâÆÍÂ ÐÂ ËÔÍÓËÄÎÈÐÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË. ®ÇÕÑÆ
¥Ç£ËÕÕÂ ÎÇÅ Ä ÑÔÐÑÄÖ ÄÔÇØ ÆÂÎßÐÇÌÛËØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ Í
¬´±, ÏÞ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÃÔÖÆËÏ ÇÅÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.3.

±ÓËÏÇÓÐÑ Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÒÑâÄËÎÂÔß ÄÂÉÐÂâ ÓÂÃÑÕÂ
³ËÎË [13] Ñ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÔÕÇÒÇÐâØ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËØ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÑÄ, ÑÃÖÔÎÑÄËÄÛÂâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÇ ÓÂÊÄËÕËÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ. ©Â ÐÇÌ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÎ ÐÇ ÒÓÇÍÓÂÜÂá-
ÜËÌÔâ ÆÑ ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÒÑÕÑÍ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ
ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ, Ä ÙÇÐÕÓÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÂØÑÆâÕÔâ ÓÂÃÑÕÞ

±ËÕÇÓÂ ¤ËÎÍË [14 ë 20]. ®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÆØÑÆ Í ÕÇÒ-
ÎÑÄÑÏÖ âÆÓÖ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÒËÓÂÇÕÔâ ÐÂ ÓÂÊÄËÕÖá ÕÇÑÓËá
ÒÔÇÄÆÑÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ [6] Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐËÇ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ "ÔÄÑÌÔÕÄ ×ÖÐÍÕÑÓËÂÎßÐÑÔÕË". ¯Ç-
ÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÄÔá ÄÂÉÐÑÔÕß àÕÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ, Ô ÕÑÚÍË
ÊÓÇÐËâ ×ËÊËÍÑÄ ÑÐ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÓâÆÑÏ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÐÇÆÑ-
ÔÕÂÕÍÑÄ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÆØÑÆ ØÑÓÑÛ ÆÎâ
ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ ÑÃÜËØ ÕÇÑÓÇÏ Ë ÑÙÇÐÑÍ, ÐÑ ÍÂÉÇÕÔâ
ÔÎËÛÍÑÏ ÂÃÔÕÓÂÍÕÐÞÏ Ë ÐÇ ÄÒÑÎÐÇ ÖÆÑÃÇÐ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËÌ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËâØ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÑÐ Ô ÔÂÏÑÅÑ ÐÂÚÂÎÂ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐ ÔÎÖÚÂÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÍÑÏÒÂÍÕÐÞØ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÌ, Ä
ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÆÎâ ×ËÊËÍÂ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÐÂËÃÑÎßÛËÌ ËÐ-
ÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÐÇÍÑÏÒÂÍÕÐÑÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÏÂÕÇÏÂÕËÍË ÑÃÞÚÐÑ ËÐÕÇÓÇÔÖáÕÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÔÎÇÆÑÏ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ, ÚÕÑ ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÏ ÆÎâ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ. ±ÑàÕÑÏÖ
ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÕßÔâ ÐÂ ÓÂÃÑÕÂØ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ, Â ÔÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÖÇÏÔâ ÃÑÎÇÇ
ÐÂ ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÑÏ ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ Ë ÇÅÑ ÒÓËÎÑÉÇ-
ÐËâØ Í ¬´±.

®ÇÕÑÆ ºÄËÐÅÇÓÂ ë¥Ç£ËÕÕÂ ÃÞÎ ÖÔÒÇÛÐÑ ÒÓËÏÇÐÈÐ Í
ÒÑÎâÏ ÐËÊÛËØ ÔÒËÐÑÄ Ë ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÏ ÕÇÑÓËâÏ ÁÐÅÂ ë
®ËÎÎÔÂ [21 ë 23], ÎÇÉÂÜËÏ Ä ÑÔÐÑÄÇ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ³ÕÂÐ-
ÆÂÓÕÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ×ËÊËÍË àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÚÂÔÕËÙ, Â ÕÂÍÉÇ Í
ÕÇÑÓËË ÅÓÂÄËÕÂÙËË Ë ÔÖÒÇÓÅÓÂÄËÕÂÙËË [24 ë 26]. °ÃÞÚÐÂâ
àÌÐÛÕÇÌÐÑÄÔÍÂâ ÅÓÂÄËÕÂÙËâ Ô ÆÇÌÔÕÄËÇÏ, ÎËÐÇÌÐÞÏ ÒÑ
ÍÓËÄËÊÐÇ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ [1], ÐÇÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÖÇÏÂ. ¿ÕÂ ÒÓÑ-
ÃÎÇÏÂ ÓÇÛÂÇÕÔâ ÒÖÕÈÏ ÄÄÇÆÇÐËâ Ä ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐ ÕÇÑÓËË
ÚÎÇÐÑÄ Ô ÄÞÔÛËÏË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË ì Ä ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÔÎÖ-
ÚÂÇ ÆÑÃÂÄÎÇÐËÇÏ Í ÆÇÌÔÕÄËá ÚÎÇÐÑÄ, ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞØ ÒÑ
ÍÓËÄËÊÐÇ [27]. ´ÂÍËÇ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÏÑÆÇÎË ÕÂÍÉÇ
ÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÎËÔß Ä ÓÂÏÍÂØ ÑÃÜÇÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ºÄËÐÅÇÓÂ ë
¥Ç£ËÕÕÂ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÃÞÎÂ ËÊÖÚÇÐÂ ËØ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÂâ
ÔÄÑÃÑÆÂ [28, 29]. £ ÓÂÏÍÂØ ÕÇØÐËÍË ºÄËÐÅÇÓÂ ë¥Ç£ËÕÕÂ
ËÊÖÚÂÎËÔß ÑÃÜËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÓÂÊÏÇÓÐÑÌ Ë ÆÊÇÕÂ-×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎßÐÑÌ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËÌ [24, 30], ÍÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ÂÐÑÏÂÎËâ
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÐÂ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ
ÖÓÑÄÐÇ ÏÑÆÇÎÇÌ Ä ËÔÍÓËÄÎÈÐÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ [31 ë 34],
ÄÞÚËÔÎâÎÑÔß ÍÄÂÐÕÑÄÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË-ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ Ä ÏÇÕÓËÍÇ ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ Ë ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ Ô
ÓÂÊÎËÚÐÑÅÑ ÄËÆÂ ÔËÏÏÇÕÓËâÏË [35 ë 39], ÄÍÎáÚÂâ à××ÇÍ-
ÕËÄÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÐÂ ÆÇ-ÔËÕÕÇÓÑÄÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ [40].
±ÇÓÇÐÑÓÏËÓÖÇÏÂâ, Ë Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÔÄÑÃÑÆÐÂâ ÑÕ ÄÇÌÎÇÄ-
ÔÍÑÌ ÂÐÑÏÂÎËË, ÍÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ÔÖÒÇÓÅÓÂÄËÕÂÙËâ ËÊÖÚÂÎÂÔß
Ä [41, 42].

·ÑÕâ ÕÂÍÂâ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÂâ ÒÑ ÍÓËÄËÊÐÇ ÅÓÂÄËÕÂÙËâ
ÔÎÖÉËÕ ÑÔÐÑÄÑÌ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÌ ³ÕÂÓÑÃËÐÔÍËÏ ÏÑÆÇÎË
ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ËÐ×ÎâÙËË [43], ÐÂÎËÚËÇ ÄÞÔÛËØ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞØ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÆÖØÑÄ °ÔÕÓÑÅÓÂÆÔÍÑÅÑ
Ë ÐÂÓÖÛÇÐËá ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕË. ¥Îâ ÒÓÇÑÆÑÎÇÐËâ àÕÑÌ ÒÓÑÃ-
ÎÇÏÞ Ä ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ ÃÑÎßÛÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÒÓËÄÎÇÍÎË
ÏÑÆÇÎË ÕËÒÂ ·ÑÓÂÄÞ ëË×ÛËÙÂ [44], Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÖÆÂ-
ÈÕÔâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÔÑØÓÂÐËÕß ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÖÇÏÑÔÕß Ë
ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕß ÙÇÐÑÌ ÐÂÓÖÛÇÐËâ ÎÑÓÇÐÙ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ-
ÔÕË ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ àÐÇÓÅËâØ Ë ÍÑÕÑÓÞÇ ÕÂÍÉÇ ÂÐÂÎËÊË-
ÓÑÄÂÎËÔß ÏÇÕÑÆÑÏ ºÄËÐÅÇÓÂ ë¥Ç£ËÕÕÂ Ë ÇÅÑ ÑÃÑÃÜÇ-
ÐËÌ [45 ë 47].

ªÏÇÐÐÑ Ä àÕÑÏ ÍÎÂÔÔÇ ÏÑÆÇÎÇÌ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐ-
ÐÂâ ÕÓÖÆÐÑÔÕß, ÔÑÔÕÑâÜÂâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞÌ
¥Ç£ËÕÕÑÏ ÔÒÑÔÑÃ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÕÇÒÎÑ-
ÄÑÅÑ âÆÓÂ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓËÏÇÐËÏ ÕÑÎßÍÑ Í ÑÒÇÓÂÕÑ-
ÓÂÏ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ (ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÏ ÏËÐËÏÂÎßÐÞÏ ÑÒÇ-
ÓÂÕÑÓÂÏ 2-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ). ±ÑàÕÑÏÖ ÂÐÂÎËÊ ÏÑÆÇÎÇÌ Ô ÄÞÔ-
ÛËÏË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË ËÎË ÐÇÏËÐËÏÂÎßÐÞÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ
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ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÎ ÓÂÊÄËÕËâ ÐÇÒÓâÏÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ, Ô
ÒÑÏÑÜßá ÍÑÕÑÓÞØ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÖÉÇ ËÊÄÇÔÕÐÑÏÖ ÆÇÄËÕÕÑÄÔÍÑÏÖ. ªØ
ËÊÎÑÉÇÐËÇ Ë ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ Í ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÒÑÎÇÄÞÏ ÏÑÆÇÎâÏ,
ÄÍÎáÚÂâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌÏÇÕÑÆ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞØ×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎßÐÞØ ÔÎÇÆÑÄ, ÍÓÂÕÍÑ ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÞÌ ÐÂÏË Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.5,
ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä ÓÂÃÑÕÇ ¢ÂÓÄËÐÔÍÑÅÑ Ë £ËÎÍÑÄÞÔÍÑÅÑ [48].
´ÂÍÉÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÞÆÇÎËÕß ÙËÍÎ ÓÂÃÑÕ ¤ÖÔÞÐËÐÂ Ô ÔÑÂÄÕÑ-
ÓÂÏË [49 ë 54], ÄÞÚËÔÎâÄÛËØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ
âÆÓÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ. £ÂÉÐÞÏ ÓÂÊ-
ÄËÕËÇÏ ÏÇÕÑÆÂ ¥Ç£ËÕÕÂ ÔÕÂÎÂ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÕÇÑÓËâ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ÅÆÇ ÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÆÇÄËÕÕÑÄÔÍËÌ ÓâÆ ÒÑ ÔÕÇ-
ÒÇÐâÏ ÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÕÇÐÊÑÓÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÚÂÔÕËÚÐÑ ÒÇÓÇ-
ÔÖÏÏËÓÖÇÕÔâ Ä ÓâÆ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÍÓËÄËÊÐÞ Ô ÐÇÎÑÍÂÎß-
ÐÞÏË ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÂÏË [55 ë 60]. ¥ÂÎßÐÇÌÛËÇ ÔÔÞÎÍË
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÑÃÊÑÓÐÞØ ÓÂÃÑÕÂØ [61 ë 63].

±ÓÇÆÎÂÅÂÇÏÞÌ ÑÃÊÑÓ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÆÄÖØ ÚÂÔÕÇÌ. ±ÇÓÄÂâ
(ÓÂÊÆÇÎ 2) ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ËÊÎÑÉÇÐËá ÔÕÂÄÛËØ ÖÉÇ ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍËÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÍÂÔÂáÜËØÔâ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÏÇÕÑÆÂ ÕÇÒ-
ÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ Ä ¬´± Ë ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË. £ ÐÇÌ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÏÇÕÑÆÞ ×ÑÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
(ÓÂÊÆÇÎ 2.1), ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ (ÓÂÊÆÇÎ 2.2) Ë ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÕËÒÂ
ÂÒÎÂÔÂ (ÓÂÊÆÇÎ 2.3), ÊÂÕÇÏ ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ àÕËØ ÏÇÕÑÆÑÄ Í
ÄÞÚËÔÎÇÐËá ÑÆÐÑÒÇÕÎÇÄÑÅÑ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ (ÓÂÊ-
ÆÇÎ 2.4) Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÍÓÂÕÍÑ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ÐÇÒÓâÏÞÇ ÏÇ-
ÕÑÆÞ (ÓÂÊÆÇÎ 2.5). £ÕÑÓÂâ ÒÑÎÑÄËÐÂ ÑÃÊÑÓÂ (ÓÂÊÆÇÎ 3)
ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÓÂÊÄËÄÂÇÏÑÏÖ ÂÄÕÑÓÂÏË Ä ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ
ÏÇÕÑÆÖ ÄÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ,
ÒÓËÏÇÐËÏÑÏÖ Í ÏËÐËÏÂÎßÐÞÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏ ÄÞÔÛÇÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ, Â ÕÂÍÉÇ Í ÛËÓÑÍÑÏÖ ÍÎÂÔÔÖ ÐÇÏËÐËÏÂÎßÐÞØ
(ÒÓËÚËÐÐÞØ) ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ. ÁÄÎââÔß, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÐÇÒÓâ-
ÏÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ, ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÕÇØÐËÍË
¥Ç£ËÕÕÂ ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ, ÑÐ Ä ÕÑ ÉÇ ÔÂÏÑÇ
ÄÓÇÏâ ÓÇÊÍÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÐÇÈ ÓâÆÑÏ ÐÇÒÓËÄÞÚÐÞØ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑ-ÐÑÄÑÏÖ ÄÊÅÎâÐÖÕß Ä ÕÑÏ
ÚËÔÎÇ Ë ÐÂ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÇÓÄÑÌ ÚÂÔÕË.

2. ¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÏÇÕÑÆ ºÄËÐÅÇÓÂ ë¥Ç£ËÕÕÂ
Ë ÇÅÑ ÑÃÑÃÜÇÐËâ

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÃÑÎÇÇ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑ ÑÒËÛÇÏ ×ËÊË-
ÚÇÔÍËÇ ÔËÕÖÂÙËË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÑÃÔÖÉÆÂÕß, Ë ÄÄÇÆÈÏ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ.

áÃÂâ ÕÇÑÓËâ ÒÑÎâ ÉËÄÈÕ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐËM, ÒÑÆ ÍÑÕÑÓÞÏ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÄÔáÆÖ ÒÑÆÓÂ-
ÊÖÏÇÄÂÕß d-ÏÇÓÐÑÇ (ÒÔÇÄÆÑ-)ÓËÏÂÐÑÄÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ Ô
ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÐÂ ÐÈÏ ÏÇÕÓËÍÑÌ gab. ·ÑÕâ ÐÂÔÕÑâÜÂâ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÂâ ÏÇÕÓËÍÂ ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ, Õ.Ç. ËÏÇÇÕ ÔËÅÐÂÕÖÓÖ �ÿ � � � � ��,
ÐÂ ÒÓÂÍÕËÍÇ ÄÔÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÑÃÞÚÐÑ ÒÓÑÄÑÆâÕÔâ ÆÎâ
ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÏÇÕÓËÍË Ô ÔËÅÐÂÕÖÓÑÌ �� � � � � ��, ÒÑÔÎÇ ÚÇÅÑ
ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ "ÄËÍÑÄÔÍËÌ ÒÑÄÑÓÑÕ",
Õ.Ç. ÒÇÓÇØÑÆ Í ×ËÊËÚÇÔÍÑÏÖ ÔÎÖÚÂá Ô ÒÑÏÑÜßá ÂÐÂÎËÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÒÑ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÄÓÇ-
ÏÇÐË x 0. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô àÕËÏ ÏÞ ÄÔáÆÖ ÆÂÎÇÇ ÕÂÍÉÇ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÖ ÏÇÕÓËÍÖ. ³ ÏÇÕÓËÍÑÌ gab ÂÔ-
ÔÑÙËËÓÑÄÂÐÂ ÑÃÞÚÐÂâ ÔÄâÊÐÑÔÕßÇÄË-¹ËÄËÕÞHa, ÆÎâ ÐÇÈ
ÏÇÕÓËÍÂ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÂ Hagbc � 0, ÍÓÖÚÇÐËÇ
ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. ·ÑÕâ ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÞÇ ÆÂÎÇÇ ÏÇÕÑÆÞ ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÎÇÅÍÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐÞ ÐÂ ÃÑÎÇÇ ÑÃ-
ÜËÌ ÔÎÖÚÂÌ Ô ÍÓÖÚÇÐËÇÏ Ë ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑÔÕßá, Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÏ
ÑÃÊÑÓÇ ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÍÂÔÂÕßÔâ ÆÂÐÐÞØ ÄÑÒÓÑÔÑÄ.

¥ÂÎÇÇ, ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐËM ÉËÄÈÕ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ
ÐÂÃÑÓ ÒÑÎÇÌ j�x� � jA�x� (Ô ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇ-

ÐËâ ÑÐË âÄÎâáÕÔâ ÔÇÚÇÐËâÏË ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÎÑÇÐËâ ÐÂÆ
M). ªØ ËÐÆÇÍÔÞ A ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÒÓËÓÑÆÞ:
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐ�yÏË, ÔÒËÐÑÓÐÞÏË, ÄÐÖÕÓÇÐÐË-
ÏË ËÎË ÍÑÏÃËÐËÓÑÄÂÐÐÞÏË. £ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ, ÅÆÇ àÕÑ
ÕÑÎßÍÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÑÒÖÔÍÂÕß ËØ, ÑÃÑÊÐÂÚÂâ
ÏÂÕÓËÙÞ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÑÎÇÌ ÛÎâÒÍÂÏË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
1̂ � dA

B ÃÖÆÇÕ ÑÃÑÊÐÂÚÂÕß ÒÓÑÔÕÑ ÇÆËÐËÚÐÖá ÏÂÕÓËÙÖ.
´ÇÐÊÑÓ ²ËÏÂÐÂ Rc

dab Ë ÍÓËÄËÊÐÂ Ä ÓÂÔÔÎÑÇÐËË R̂ab ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâáÕÔâ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÚÇÓÇÊ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÞ ÍÑ-
ÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ Ha:

�Ha;Hb�v c � Rc
dabv

d ; �2:1�

�Ha;Hb�j � R̂abj : �2:2�

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÐÂ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÒÑÎâ ÆÑÎÉÐÞ ÖÆÑ-
ÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÆÄËÉÇÐËâ. ±ÓÇÆÒÑ-
ÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÕÂÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÒÓËÐÙËÒÑÏ
ÐÂËÏÇÐßÛÇÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ. ±ÓË àÕÑÏ ÍÓÂÌÐÇ ÖÆÑÃÐÑ ÆÑÒÑÎ-
ÐËÕÇÎßÐÑ ÄÄÇÔÕË ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÞÇ ÄÐÇÛÐËÇ ËÔÕÑÚÐËÍË
ÒÑÎâ J�x� � JA�x�, Ô ÐËÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÕÇÑÓËË
ÒÓËÏÖÕ ÄËÆ

dS
dj
� ÿJ ; �2:3�

ÅÆÇ S�j�ì×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ ÕÇÑÓËË.

2.1. ®ÇÕÑÆ ×ÑÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
£ ÑÔÐÑÄÇ ÏÇÕÑÆÂ ×ÑÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÎÇÉËÕ ÓÂÊÃËÇÐËÇ ÒÑÎ-
ÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ j�x� ÐÂ ÆÄÇ ÚÂÔÕË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÇ ×ÑÐÑÄÑÏÖ ÒÑÎáF�x� � hj�x�i, ÅÆÇ h. . .iìÍÄÂÐÕÑÄÑÇ
ÔÓÇÆÐÇÇ Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÄÐÇÛÐËØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÒÑÎâ J�x�, Ë
ÏÂÎÞÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ f�x�

j � F� f : �2:4�

¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÖÆÑÃÐÑ ÓÂÊÎÑÉËÕß Ä ×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎßÐÞÌ ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ ÒÑ ÏÂÎÞÏ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâÏ:

S�F� f� �
X1
n�0

1

n!
Sn�F�f n ; �2:5�

Sn�Fjx1; . . . ; xn� � dnS�j�
dj�x1� . . . dj�xn�

����
j�F

; �2:6�

Sn�F�f n �
�
dx1 . . . dxnSn�Fjx1; . . . ; xn�f�x1� . . .f�xn� :

�2:7�

´ÑÅÆÂ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ
ÏÂÎÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ f�x�, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÐÂ ÊÂÆÂÐ-
ÐÑÏ ×ÑÐÇ F�x�, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÕÑÓÞÏË ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÏË
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË ÆÇÌÔÕÄËâ

F̂�H�f � 0; gde F̂�H�d�x; y� � S2�Fjx; y� ; �2:8�

Â "ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÄÇÓÛËÐÞ" S�Fjx1; . . . ; xn� ì àÕÑ n-ÕÑÚÇÚ-
ÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ. £ÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÍÂÍ ÑÒÇÓÂÕÑÓ
F̂�H�, ÕÂÍ Ë ÄÇÓÛËÐÞ Sn�F� âÄÎâáÕÔâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂÏË
ÔÓÇÆÐÇÅÑ ×ÑÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ F�x�.

¯Â ÍÄÂÐÕÑÄÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÄÔÇ ÄÂÍÖÖÏÐÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÞ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ hj�x1� . . .j�xn�i ÍÑÆËÓÖáÕÔâ ÑÆÐËÏ-
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ ì ÒÓÑËÊÄÑÆâÜËÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂ-
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ÎÑÏ:

Z�J�
Z�0� �



exp �jJ�� �

�
X1
n�0

1

n!

�
dx1 . . . dxn



j�x1� . . .j�xn�

�
J�x1� . . . J�xn� ; �2:9�



j�x1� . . .j�xn�

� � 1

Z�J�
dnZ�J�

dJ�x1� . . . dJ�xn�
_����
J�0

; �2:10�

ÍÑÕÑÓÞÌ Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÇÌÐÏÂÐÑÄÔÍËÏ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ 1

Z�J� �
�
Dj exp

1

�h

ÿÿS�j� ÿ j J
�
: �2:11�

¥ÂÎÇÇ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÄÄÑÆâÕÔâ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜËÌ ×ÖÐÍ-
ÙËÑÐÂÎ ÔÄâÊÐÞØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ

W�J� � ÿ�h lnZ�J� �2:12�

Ë ÇÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÇÉÂÐÆÓÂì à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ

G�F� � ÿW�J� ÿ F J
�
J�J�F� ; �2:13�

ÅÆÇ J�F� ì ÑÃÓÂÜÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
F�J� � dW�J�=dJ. ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÑÃÓÂÕ-
ÐÑÇ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ ÐÂ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ
×ÑÐ F�x�, ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

G1�Fjx� � dG�F�
dF�x� � ÿJ�x� : �2:14�

±ÑàÕÑÏÖ ÔÓÇÆÐÇÇ ÒÑÎÇ F�x�, à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ G�F� Ë
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.14) âÄÎâáÕÔâ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÂÐÂÎÑÅÂÏË ÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍËØ ÒÑÎâ j�x�, ÆÇÌÔÕÄËâ S�j� Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ
(2.3).

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ (ÒÇÕÎÇÄÑÇ) ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ
à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ±ÎÂÐ-
ÍÂ �h

G�F� �
X1
n�0

�hnG �n��F� ; gde G �0��F� � S�F� ; �2:15�

ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ
G �n��F� Ä ÄËÆÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐ�yØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ
ÑÕ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÂ Ĝ�x; y�, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÅÑÔâ
ÍÂÍ âÆÓÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ, ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ Í (2.8),

F̂�H�Ĝ�x; y� � 1̂d�x; y� ; �2:16�

Ë ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÄÇÓÛËÐ Sn�F� (2.6). ¥Îâ àÕÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
(2.11) ÒÇÓÇÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

exp

�
ÿG�F�

�h

�
�
�
Df exp

1

�h

ÿÿS�F� f� � G1�F�f
�
; �2:17�

ÊÂÕÇÏ Ä ÐÇÅÑ ÒÑÆÔÕÂÄÎâáÕÔâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (2.5) Ë (2.15) Ë
ÒÓËÓÂÄÐËÄÂáÕÔâ ÚÎÇÐÞ ÒÓË ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÔÕÇÒÇÐâØ �h. £
ÒÑÎÖÚÂáÜËØÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâØ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÞÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ

âÄÎâáÕÔâ ÖÉÇ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏË, Â ÒÑÕÑÏÖ ÎÇÅÍÑ ÃÇÓÖÕÔâ ÒÑ
ÕÇÑÓÇÏÇ £ËÍÂ.

±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÕÂÍËÏ ÒÖÕÈÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÕß ÅÓÂ×ËÚÇÔÍË Ä ÄËÆÇ (ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐ-
Ð�yØ) ÆËÂÅÓÂÏÏ ¶ÇÌÐÏÂÐÂ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ÄÇÓ-
ÛËÐÂ Sn�F� ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕÔâ ÉËÓÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ Ô n ÄÞØÑÆâÜËÏË
ËÊ ÐÇÈ ÎËÐËâÏË, Â ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ Ĝ�x; y� ì
ÎËÐËÇÌ, ÔÑÇÆËÐâáÜÇÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÄÇÓÛËÐÞ. ±ÓË
àÕÑÏ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÚÎÇÐ G1�F�f Ä (2.17) ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ
ÔËÔÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÚËÕÂÐËÇ "ÅÑÎÑÄÂÔÕËÍÑÄ" (Õ.Ç. ÒÑÆÆËÂ-
ÅÓÂÏÏ, ÔÑÇÆËÐÈÐÐÞØ Ô ÑÔÕÂÎßÐÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÑÌ ÕÑÎßÍÑ
ÑÆÐÑÌ ÎËÐËÇÌ). ±ÑàÕÑÏÖ ÍÂÉÆÞÌ n-ÒÇÕÎÇÄÑÌ ÄÍÎÂÆ ÆÂÈÕ-
Ôâ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕßá ÑÆÐÑÚÂÔÕËÚÐÑ-ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ (°¹¯)
ÄÂÍÖÖÏÐÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ Ô n ÒÇÕÎâÏË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÏÑÉÐÑ
ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ

G �1��F� � 1

2
ln Det F̂�H� � 1

2
Tr ln F̂�H� � 1

2
; �2:18�

G �2��F� � 1

8
� 1

12
; �2:19�

ÅÆÇ Det Ë Tr ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎËÕÇÎß
Ë ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÌ ÔÎÇÆ.

£ÂÉÐÑ ÇÜÈ ÓÂÊ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÕÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÐÇ ×ÖÐÍÙËË
ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÚÂÔÕËÙ Ë ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÔÄâÊË, Â ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÞ ÄÔÇØ
ÔÓÇÆÐËØ ×ÑÐÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎË (ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÏÑÅÖÕ ÄÍÎáÚÂÕß ÔÍÂÎâÓÐÞÇ, ÔÒËÐÑÓÐÞÇ, ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ,
ÏÇÕÓËÍÖ Ë Õ.Æ. j � j�x�;c�x�;Aa�x�; gab�x�; . . .). ±ÑàÕÑÏÖ
ÆÂÐÐÂâ ×ÑÓÏÂ ÆËÂÅÓÂÏÏÐÑÌ ÕÇØÐËÍË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÖÉÇ ÐÇ
ÐÂ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÏ ×ÑÐÇ ÒÎÑÔÍÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË Ë
ËÔÚÇÊÂáÜËØ ÔÓÇÆÐËØ ÒÑÎÇÌ, Â ÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ×ËÍÔËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÏ ×ÑÐÇ.

2.2. ®ÇÕÑÆ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ
°ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ Ë ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÉËÆÂÕß, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ×ÇÌÐ-
ÏÂÐÑÄÔÍËÏ ÆËÂÅÓÂÏÏÂÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐ�yÇ
ËÐÕÇÅÓÂÎÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä ÏÇÕÑÆÇ ×ÑÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, ÑÍÂÊÞ-
ÄÂáÕÔâ ÓÂÔØÑÆâÜËÏËÔâ, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÑÐË ÐÖÉÆÂáÕÔâ Ä
ÒÓÑÙÇÆÖÓÇ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËË Ë ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍË. ¬ÂÍ ÏÞ
ÑÕÏÇÚÂÎË ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË, ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÏ ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕÑÏ
ÆÎâ àÕÑÅÑ âÄÎâÇÕÔâ ÏÇÕÑÆ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ (ËÎË ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË). ¦ÅÑ ÑÔÐÑÄÐÂâ ËÆÇâ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÐÂÃÎáÆÇÐËË,
ÚÕÑ ÎáÃÖá ÔÕÇÒÇÐß ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ F̂ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä
ÄËÆÇ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ ÛÄËÐÅÇÓÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ì
ÍÂÍ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ exp �ÿtF̂ � ÒÑ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ t, ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏÖ "ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÞÏ ÄÓÇÏÇÐÇÏ":

F̂ ÿs � 1

G�s�
�1
0

dt t sÿ1 exp �ÿtF̂ � ; �2:20�

ÅÆÇ G�s�ì ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÂâ ÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËâ ¿ÌÎÇÓÂ. ©ÆÇÔß F̂
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ-ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ-
ÐÞÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏ (ËÎË ÆÂÉÇ ÒÔÇÄÆÑÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÂÎßÐÞÏ) ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ, Â ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÔÕÇÒÇÐË ÏÑÉÇÕ
ÒÓËÐËÏÂÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ,
ÍÓÑÏÇ ÙÇÎÞØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ s 6� 0;ÿ1;ÿ2; . . . ¥Îâ
s 2NN ÆÂÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÇÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÑÄÇÓÇÐÑ ÒÑÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ F̂ Ë ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÒÑ ÚÂÔÕâÏ s ÓÂÊ. ±ÓË àÕÑÏ
ËÊ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ (2.20), ËÔÒÑÎßÊÖâ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÅÂÏÏÂ-
×ÖÐÍÙËÌ, ÐÇÔÎÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÄÑÌÔÕÄÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÇÔÕÇ-

1 ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ, ÍÂÍ ÏÞ ÑÃÔÖÉÆÂÎË ÄÞÛÇ, ÏÞ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÏ ÄÔÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ¬´±, ÒÑàÕÑÏÖ ÑÐË ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ,
ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÃÑÎÇÇ ÒÓËÄÞÚÐÞØ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÌ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇÏ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÏÐËÏÞØ ÇÆËÐËÙ i.
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ÔÕÄÇÐÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÑÉËÆÂÕß ÑÕ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, F̂ a F̂ b � F̂ a�b.

°ÃÓÂÕÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÆÂÈÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

exp �ÿtF̂ � � 1

2pi

�w�i1
wÿi1

tÿsG�s�
F̂ s

ds ; �2:21�

ÅÆÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÄÇÆÈÕÔâ ÒÑ ÍÑÐÕÖÓÖ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÏÖ
ÏÐËÏÑÌ ÑÔË ÒÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÏ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏ w.
±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÎÇÅÍÑ ÒÑÐâÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ: ÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËâ G�s� ËÏÇÇÕ Ä ÕÑÚÍÂØ sn � ÿn ÒÓÑÔÕÞÇ
ÒÑÎáÔÞ Ô ÄÞÚÇÕÂÏË �ÿ1�n=n!. ´ÑÅÆÂ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ s
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÖÏÏÇ ÄÞÚÇÕÑÄ Ä àÕËØ ÒÑÎáÔÂØ, ÚÕÑ Ä ÕÑÚÐÑ-
ÔÕË ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ Ä ÓâÆ ´ÇÌ-
ÎÑÓÂ ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ exp �ÿtF̂ �.

¥ÂÎÇÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÖÆÑÃÐÞÏ ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Í
ËØ âÆÓÂÏ. ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÇÒÎÑÄÞÏ âÆÓÑÏ K̂F�tjx; x 0� ÑÒÇ-
ÓÂÕÑÓÂ F̂�H� ÒÓËÐâÕÑ ÐÂÊÞÄÂÕß âÆÓÑ ÇÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÌ
àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ exp �ÿtF̂ �:

K̂F�tjx; x 0� � exp
ÿÿtF̂�H�� 1���������

g�x�p d�x; x 0� : �2:22�

¿ÕÑ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÂâ (Õ.Ç. ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÆÄÖØ ÕÑÚÇÍ x Ë x 0)
ÏÂÕÓËÚÐÑ-ÊÐÂÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÑÐÂ âÄÎâÇÕÔâ
ÓÇÛÇÐËÇÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆ-
ÐÑÔÕË

�qt � F̂x�K̂F�tjx; x 0� � 0 �2:23�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ

K̂F�0jx; x 0� � 1̂���������
g�x�p d�x; x 0� : �2:24�

µÔÕÑâÄÛÂâÔâ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËâ ("ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË", "ÕÇÒÎÑÄÑÇ âÆÓÑ" Ë Õ.Æ.) ËÔÕÑÓËÚÇÔÍË
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÕÇÏ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÕÓÈØ-
ÏÇÓÐÑÅÑ ÒÎÑÔÍÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂM� RR3, ÑÆÐÑÅÑ ÔÍÂÎâÓ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ j�x� Ë ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÅÑ ÎÂÒÎÂÔËÂÐÂ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ 2 F�H� � ÿ& � ÿgabHaHb ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.23) ÆÇÌ-
ÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÕÇÒ-
ÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË.

¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÏÞ ÒÇÓÇÌÆÈÏ Ä ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâØ (2.20) Ë
(2.21) ÑÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Í ËØ âÆÓÂÏ, ÕÑ ÒÑÎÖÚËÏ, ÚÕÑ ÕÇÒ-
ÎÑÄÑÇ âÆÓÑ K̂F�tjx; x 0� Ë ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ĜF s�x; x 0� �
� F̂ ÿsd�x; x 0� ÔÄâÊÂÐÞ ÒÓâÏÞÏ Ë ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâÏË ®ÇÎÎËÐÂ:

ĜF s�x; x 0� � 1

G�s�
�1
0

dt t sÿ1K̂F�tjx; x 0� ; �2:25�

K̂F�tjx; x 0� � 1

2pi

� w�i1

wÿi1
ds tÿsG�s� ĜF s�x; x 0� : �2:26�

´ÂÍËÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÖÆÑÃÐÞÏ ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÕß ÆÎâ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÓÂÔØÑÆâÜËØÔâ ÄÇ-
ÎËÚËÐ. ©ÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË àÕÑÏ ÏÑÉÐÑ ÑÆËÐÂÍÑÄÑ
ÖÔÒÇÛÐÑ ÒÓËÏÇÐâÕß Ë ÍÑÏÃËÐËÓÑÄÂÕß ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ

ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËË: ÓÂÊÏÇÓÐÖá (ÍÑÅÆÂ ÓÂÊÏÇÓ-
ÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÑÕ-
ÎËÚÂáÜÇÌÔâ ÑÕ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÐÂ ÏÂÎÖá ÄÇÎËÚËÐÖ d �
� 4� e), z-×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÖá [30] (ÑÔÐÑÄÂÐÐÖá ÐÂ ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÑÏ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÏ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËË), ÏÇÕÑÆ
ÓÂÊÆÄËÉÍË ÕÑÚÇÍ Ë Õ.Æ. (ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ Ë ÔÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËË ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä [4]).

¹ÕÑÃÞ ÒÑÍÂÊÂÕß ÃÑÎÇÇ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑ, ÍÂÍ ËÏÇÐÐÑ àÕÑ
ÆÇÎÂÇÕÔâ, ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÑÃÓÂÕÐÞÌ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ ÕÇÑ-
ÓËË F̂�H� âÄÎâÇÕÔâ ÏËÐËÏÂÎßÐÞÏÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏÒÑÓâÆÍÂ 2n,
Õ.Ç. ÇÅÑ ÔÕÂÓÛËÌ ÚÎÇÐ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ Ä ÄËÆÇ n-Ì
ÔÕÇÒÇÐË ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÅÑ ÎÂÒÎÂÔËÂÐÂ:

F̂�H� � 1̂�ÿ&�n � P̂�H� ; �2:27�

ÅÆÇ

P̂�H� �
X2nÿ1
k�0

P̂ a1...ak
k Ha1 . . .Hak �2:28�

ÄÍÎáÚÂÇÕ ÄÔÇ ÚÎÇÐÞ ÐËÊÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏ.
´ÑÅÆÂ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ĜF s�x; x 0�
ÒÓË s < d=2n ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÑÄÒÂ-
ÆÇÐËâ x 0 ! x. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, Ë ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÌ ÔÎÇÆ

Tr F̂ ÿs �
� ���

g
p

ddx tr ĜF s�x; x� �2:29�

ÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ ÒÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÞØ s. °ÆÐÂÍÑ ×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎßÐÞÌ ÔÎÇÆ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ

Tr exp �ÿtF̂ � �
� ���

g
p

ddx tr K̂F�tjx; x� �2:30�

ÄÑ ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ØÑÓÑÛÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ ÒÓË t > 0. £ ÔÄÑá
ÑÚÇÓÇÆß, ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÂâ ÆÊÇÕÂ-×ÖÐÍÙËâ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÇÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ®ÇÎÎËÐÂ

zF�s� � 1

G�s�
�1
0

dt t sÿ1 Tr exp �ÿtF̂ � : �2:31�

±ÑÔÎÇÆÐËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÔØÑÆËÕÔâ ÄÔáÆÖ Ä ÑÃÎÂÔÕË
Re s > d=2n Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ Ä ÐÇÌ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá,
Â Ä ÑÃÎÂÔÕß Re s < d=2n ×ÖÐÍÙËâ zF�s� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÒÓÑÆÑÎÉÇÐÂ. ´ÑÅÆÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ Tr F̂ ÿs

ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÅÖÎâÓËÊÑÄÂÐÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ: ÄÏÇ-
ÔÕÑ ÓÂÔØÑÆâÜÇÅÑÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (2.29) ÒÑÎÑÉËÏ

Tr F̂ ÿs �reg zF�s� : �2:32�

¥ÂÎÇÇ, ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎËÕÇÎß ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ F̂�H�
ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÐÑ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÇÅÖÎâÓËÊÑÄÂÕß Ô ÒÑÏÑÜßá
ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÌ ÆÊÇÕÂ-×ÖÐÍÙËË

Det F̂�H� �reg exp
ÿÿz 0F�0�� �2:33�

(Ä ÏÂÕÇÏÂÕËÍÇ àÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÂÉÇ ÚÂÔÕÑ ÔÎÖÉËÕ
ËÔØÑÆÐÞÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ [64]), Â ÆÎâ ÑÆÐÑÒÇÕÎÇÄÑÅÑ
à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ ÕÇÑÓËË ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ

G �1� � 1

2
Tr ln F̂�H� �reg ÿ 1

2

�1
0

dt
t

Tr exp �ÿtF̂ � : �2:34�

2 ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÅÑ ÎÂÒÎÂÔËÂÐÂ ÏÞ ÄÏÇÔÕÑ ÒÓËÐâÕÑÌ
ÆÎâ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÔÎÖÚÂâ D ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ &, ÍÂÍ ÃÑÎÇÇ
ÒÑÆØÑÆâÜÇÇ Ä ÔÄÇÕÇ ËÐÕÇÓÇÔÖáÜËØ ÐÂÔ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ, Â ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ,
ÑÔÄÑÃÑÉÆÂáÜÇÇ ÔËÏÄÑÎ D ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎËÕÇÎâ ±ÂÖÎË ë£ÂÐ ¶ÎÇÍÂ ë
®ÑÓÇÕÕ (2.47).
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´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÆÐÑÒÇÕÎÇÄÑÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ
ÆÎâ ÕÇÑÓËË Ô ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÑÏ F̂�H� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÄÞÓÂÉÇÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÚÇÓÇÊ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ x � x 0

ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ K̂F�tjx; x 0� (ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÏÞ ÊÂØÑ-
ÕËÏ ÒÑÔÚËÕÂÕß ÕÂÍËÏ ÉÇ ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÍÎÂÆÞ ÄÞÔÛËØ ÒÇÕÇÎß,
ÕÑ Ä ÐËØ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÄÑÌÆÖÕ ÖÉÇ ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ
àÎÇÏÇÐÕÞ Ô x 6� x 0). £ ÔÎÖÚÂÇ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
(2.27) Ë ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ ÃÇÊ ÅÓÂÐËÙÞ qM� 1 ØÑÓÑÛÑ ËÊ-
ÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ x � x 0 ÕÇÒÎÑÄÑÇ âÆÓÑ
ËÏÇÇÕ ÔÕÇÒÇÐÐ�yá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t! 0:

K̂F�tjx; x� � tÿd=2n
X1
m�0

tm=nÂm�Fjx� ; �2:35�

ÅÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ 3 Âm�Fjx� ÒÑÔÕÓÑÇÐÞ
ËÊ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ P̂ a1...ak

k , ÕÇÐÊÑÓÂ ²ËÏÂÐÂ
Ra

bcd Ë ÍÓËÄËÊÐÞ Ä ÓÂÔÔÎÑÇÐËË R̂ab.
°ÃÜËÌ ÄËÆ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (2.35) ÆËÂ-

ÅÑÐÂÎË ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÊÏÇÓÐÞÏË ÔÑÑÃ-
ÓÂÉÇÐËâÏË. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÄÇÆß Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá
âÄÎâÇÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÄÓÇÏâ t. ¥Îâ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ 2n ËÏÇÇÏ

dim t � ÿ2n : �2:36�

´ÑÅÆÂ Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËË (2.35) ÑÃÜËÌ ÒÓÇ×ÂÍÕÑÓ tÿd=2n

ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÊÂ ÒÑÎÐÖá ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ
dim K̂F�tjx; x 0� � d, Â ÍÂÉÆÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÒÑÆ ÊÐÂÍÑÏ
ÔÖÏÏÞ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑ, ÑÕÍÖÆÂ ËÏÇÇÏ

dim Âm�Fjx� � 2m : �2:37�

¬ÓÑÏÇ àÕÑÅÑ, Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏË
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕâÏË ÑÃÎÂÆÂáÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ×ÑÐÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ

R � fRa
bcd; R̂ab; P̂

a1 ...ak
k g ; gde dimH � 1 ; �2:38�

dimRa
bcd � dim R̂ab � 2 ; dim P̂ a1...ak

k � 2nÿ k : �2:39�
´ÑÅÆÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÑÄÒÂÆÇ-
ÐËâ ÔÕÓÑâÕÔâ ËÊ ÔÄÈÓÕÑÍ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ×ÑÐÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ô
ÖÚÈÕÑÏ ÑÃÜÇÌ ×ÑÐÑÄÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË

Âm�Fjx� /
X

HlR k ; gde dim �HlR k� � 2m : �2:40�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (2.35) ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ
ÒÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜËÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ ×ÑÐÑÄÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË, Â
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÄÓÇÏâ t ì ÒÓÑÔÕÑ ÍÂÍ ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ÑÔÖÜÇ-
ÔÕÄÎâáÜËÌ ÅÓÂÆÖËÓÑÄÍÖ ÒÑ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÎÑÍÂÎßÐÞØ
ÚÎÇÐÑÄ HlR k.

ªÕÂÍ, ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÑÆÐÑÒÇÕÎÇÄÑÅÑ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÕÇÑÓËË Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÂ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÔÄÑ-
ÆËÕÔâ Í ÄÞÚËÔÎÇÐËá ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ tr Âm�Fjx� ÍÂÍ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ ×ÑÐÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ R. £ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ÑÒÇÓÂÕÑÓ F̂�H�
âÄÎâÇÕÔâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ, Õ.Ç. ÏËÐËÏÂÎßÐÞÏ
2-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÒÓÑÔÕÑÌ Ë àÎÇÅÂÐÕÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÃÞÎ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐ ¥Ç£ËÕ-
ÕÑÏ, ÑÐ ÃÖÆÇÕ ÑÒËÔÂÐ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ. ¯Ñ ÆÂÐÐÞÌ

ÏÇÕÑÆ ÐÂÒÓâÏÖá ÐÇ ÒÓËÏÇÐËÏ Í ÕÇÏ ÕÇÑÓËâÏ, ÆÎâ
ÍÑÕÑÓÞØ F̂�H� ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÎËÃÑ ÐÇ
ÏËÐËÏÂÎÇÐ. ¿ÕÑÏÖ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏÖ ÔÎÖÚÂá ÃÖÆÇÕ ÒÑÔÄâ-
ÜÈÐ ÓÂÊÆÇÎ 2.5.

2.3. ¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÏÇÕÑÆ ¥Ç£ËÕÕÂ
±ÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞÌ ¥Ç£ËÕÕÑÏ ÔÒÑÔÑÃ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÚËÔÎâÕß
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÕËÒÂ
ÂÒÎÂÔÂ (Õ.Ç. ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ (2.27) ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ
n � 1). ´ÂÍÑÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

F̂�H� � ÿ1̂&� P̂� 1̂

6
R ; �2:41�

ÅÆÇ "ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÚÎÇÐ" P̂�x� ÐÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞØ, Õ.Ç. âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÑ ÏÂÕÓËÙÇÌ (ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÕ ÚÎÇÐÂ Ô
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ËÊÃÂ-
ÄËÕßÔâ ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
Ha), Â ÚÎÇÐ Ô R=6 ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑ ÆÑÃÂÄÎâÇÕÔâ Ä ÙÇÎâØ
ÖÆÑÃÔÕÄÂ.

¯Ñ ÒÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÏÞ ÒÇÓÇÌÆÈÏ Í ÑÃÔÖÉÆÇÐËá ÏÇÕÑÆÂ
¥Ç£ËÕÕÂ, ÄÄÇÆÈÏ ÇÜÈ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÌ ËÊ ÑÃÎÂÔÕË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË, ÍÑÕÑÓÞÏË
ÃÖÆÇÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÑ ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ. ±ÓÇÆÇÎ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ x � x 0 ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
f �x; x 0� ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÄÔáÆÖ ÑÃÑÊÐÂÚÂÕß ÍÄÂÆÓÂÕÐÞÏË ÔÍÑÃ-
ÍÂÏË:�

f �x; x 0�� � f �x; x� : �2:42�

®Þ ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ ÕÑÚÍË x Ë x 0 ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÎËÊÍË,
ÚÕÑÃÞ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÎÂ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÅÇÑÆÇÊË-
ÚÇÔÍÂâ. ´ÑÅÆÂ ÄÂÉÐÂâ ÏËÓÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ³ËÐÅÂ s�x; x 0�
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÒÑÎÑÄËÐÂ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÆÂÐÐÞÏË ÕÑÚÍÂÏË. £ÄÇÆÈÏ ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÇ ÔÑÍÓÂÜÈÐÐÑÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÏËÓÑ-
ÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË:

sa1...an � Han . . .Ha1s : �2:43�
£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, s a�x; x 0� � H as ì ÒÓÑÔÕÑ ÄÇÍÕÑÓ Ä ÕÑÚÍÇ x,
ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ Í ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÍÂÏË x Ë x 0,
ÆÎËÐÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÏÖ ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËá ÏÇÉÆÖ ÐËÏË. ´ÑÅÆÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÏËÓÑÄÑÌ
×ÖÐÍÙËË ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

sas a � 2s : �2:44�
¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ àÕÑ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖ-
ÚËÕß ÆÓÖÅÑÇ ÄÂÉÐÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ

s bs a
b � s a : �2:45�

£ ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÃÖÆÇÏ ËÏÇÕß

�s� � 0 ; �s a� � 0 ; �s a
b� � d a

b : �2:46�

®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕÇÎß ±ÂÖÎË ë£ÂÐ ¶ÎÇÍÂ ë
®ÑÓÇÕÕ

D�x; x 0� � det �ÿHaHb 0s����������������������
g�x� g�x 0�p �2:47�

ÔÄâÊÂÐ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÂÔØÑÉÆÇÐËâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ s a
a

ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ:

s aHaD � D�dÿ s a
a� : �2:48�

3 ªÊÄÇÔÕÐÞÇ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÒÑÆ ÔÂÏÞÏË ÓÂÊÐÞÏË ÐÂÊÄÂÐËâÏË, ÔÄâÊÂÐ-
ÐÞÏË Ô ËÏÇÐÂÏË ¥Ç£ËÕÕÂ [1], ¡ÆÂÏÂÓÂ [8], ®ËÐÂÍÛËÔÖÐÆÂÓÂÏÂ [10,
11], ºÄËÐÅÇÓÂ [12], ³ËÎË [13] Ë ¤ËÎÍË [14] Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÍÑÏÃËÐÂÙËâØ.
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¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÕÇÐÊÑÓ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇ-
ÐÑÔÂ Î �x; x 0� ÄÆÑÎß ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ, ÔÑÇÆËÐâáÜÇÌ ÕÑÚÍË x
Ë x 0, ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

s aHa Î � 0 ;
� Î � � 1̂ ; �2:49�

Ë ÄÄÇÆÈÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÔÑÍÓÂÜÈÐÐÞÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ ÇÅÑ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ:

Îa1...an � Han . . .Ha1 Î : �2:50�

±ÓÇÆÇÎÞ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ �sa1...an � Ë � Îa1...an � ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÞÚË-
ÔÎÇÐÞ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÒÓÂÄËÎ ÍÑÏÏÖÕËÓÑÄÂÐËâ
ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ (2.1), (2.2).

´ÇÒÇÓß, ÍÑÅÆÂ ÆÂÐÞ ÄÔÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ,
ÒÇÓÇÌÆÈÏ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Í ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá ÏÇÕÑÆÂ
¥Ç£ËÕÕÂ. ¦ÅÑ ÑÔÐÑÄÐÂâ ËÆÇâ ÑÚÇÐß ÒÓÑÔÕÂ ì Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ (2.41) ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÂÐÊÂÙÇÏ:

K̂F�tjx; x 0� � D1=2�x; x 0�
�4pt�d=2

exp

�
ÿ s�x; x 0�

2t

�
�

�
X1
m�0

tm âm�Fjx; x 0� ; �2:51�

ÅÆÇ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞÇ ÏÂÕÓËÚÐÑ-ÊÐÂÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË âm�Fjx; x 0�
(ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t) ÏÞ ÃÖÆÇÏ
ÐÂÊÞÄÂÕß HaMiDeW-ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË ËÎË ÒÓÑÔÕÑ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÂÏË ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ. ¬ÑÐÍÓÇÕÐÂâ ×ÑÓÏÂ àÕÑÅÑ
ÂÐÊÂÙÂ Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÂÎËÚËÇ Ä ÐÈÏ ÔÕÇÒÇÐË ÑÒÓÇÆÇÎË-
ÕÇÎâ ±ÂÖÎË ë £ÂÐ ¶ÎÇÍÂ ë®ÑÓÇÕÕ D1=2�x; x 0� ÑÃÖÔÎÑÄ-
ÎÇÐÞ ÂÐÂÎÑÅËÇÌ Ô ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ, Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÄÓÇÏâ t ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÖá
ÓÑÎË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ±ÎÂÐÍÂ �h. ©ÂÏÇÕËÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ Ä
ÒÓËÐÙËÒÇ ×ÂÍÕÑÓ D1=2 ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ËÊÏÇÐËÕß ËÎË
ÄÑÄÔÇ ÖÃÓÂÕß, ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎËÄ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ 4 âm�Fjx; x 0�.

´ÇÒÇÓß ÒÑÆÔÕÂÄËÏ ÂÐÊÂÙ (2.51) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕÇÒÎÑÒÓÑ-
ÄÑÆÐÑÔÕË (2.23) ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ (2.41), ÒÑÕÓÇÃÖÇÏ, ÚÕÑÃÞ
ÚÎÇÐÞ ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÕÇÒÇÐâØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t
ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÃÓÂÜÂÎËÔß Ä ÐÖÎß, Ë ÖÒÓÑÔÕËÏ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (2.45) Ë (2.48). ´ÑÅÆÂ
ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÖá ÙÇÒÑÚÍÖ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞØ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÌ:

�m� s aHa�âm � ÿDÿ1=2F̂�H�D1=2âmÿ1 ; �2:52�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ

â0 � Î : �2:53�

¦ÔÎË ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÕß ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞÇ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (2.52), Â ÊÂÕÇÏ ÃÓÂÕß ÒÓÇÆÇÎ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ
x � x 0, ÕÑ ÏÑÉÇÏ ÄÞÓÂÊËÕß ÒÓÇÆÇÎ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ �H kâm�1�
ÚÇÓÇÊ �H lâm�, l4 k� 2, Ë ÒÓÇÆÇÎÞ �sa1...an � Ë � Îa1...an �. ±Ñ-
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÄÞÚËÔÎââ ÄÇÎËÚËÐÞ �H kâm�, ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ
ÕÑÚÐÞÇ ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÐËØ Ä ÄËÆÇ ÍÑÏÃËÐÂÙËÌ
ÔÄÈÓÕÑÍ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ×ÑÐÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ R
(2.38).

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ÒÓÇÆÇÎÑÄ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ
àÕÑÕ ÏÇÕÑÆ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ

ÄÞÓÂÉÇÐËâ (ÑÐË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÞ Ä [1] ËÎË Ä [48]):

�â0� � 1̂ ; �Haâ0� � 0 ; �HaHbâ0� � 1

2
R̂ab ; �2:54�

�â1� � ÿP̂ ; �Haâ1� � ÿ 1

2
HaP̂ÿ 1

6
HbR̂ba ; �2:55�

�â2� � 1

180

ÿ
RabcdR

abcd ÿ RabR
ab �&R

�
1̂�

� 1

2
P̂ 2 � 1

12
R̂abR̂ ab ÿ 1

6
&P̂ : �2:56�

®ÇÕÑÆ ¥Ç£ËÕÕÂ ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ âm�x; x 0� ÄÐÇ ÒÓÇÆÇÎÂ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ. °ÆÐÂÍÑ ÑÐË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐÞ ÒÑ
ÒÓÇÆÇÎÂÏ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ �H kâm� Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ä
ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÌ ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ. ´Ñ, ÚÕÑ àÕÂ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÒÓÑÄÇÆÇÐÂ, ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕ ÍÑÓ-
ÓÇÍÕÐÑÔÕß ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÄÞÃÑÓÂ ÂÐÊÂÙÂ (2.51).

£ ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ x � x 0 àÍÔÒÑÐÇÐÕÂ Ë ÑÒÓÇÆÇÎË-
ÕÇÎß D1=2 Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËË (2.51) ËÔÚÇÊÂáÕ Ë ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ËÊÄÇÔÕÐÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÆÎâ ÆËÂÅÑÐÂÎË ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ
(2.35) Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË

Âm�Fjx� � �4p�ÿd=2
�
âm�Fjx; x 0�

�
: �2:57�

2.4. µÎßÕÓÂ×ËÑÎÇÕÑÄÞÇ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË Ë ÂÐÑÏÂÎËË
¢ÖÆÇÏ ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËÇÌ, ×ÑÓ-
ÏÂÎßÐÑ ÒÑÎÂÅÂâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÓÂÄÐÑÌ 2o, Â
ÚÈÕÐÖá ×ËÊËÚÇÔÍÖá ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß d, ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ
ÓÂÄÐÖá 4, ÔÚËÕÂâ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ. ´ÑÅÆÂ ÔÐâÕËÇ ÓÇÅÖÎâ-
ÓËÊÂÙËË ÃÖÆÇÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÕß ÒÓÇÆÇÎÖ o! d=2. ¬ÓÑÏÇ
ÕÑÅÑ, ÆÎâ ÖÔÕÓÂÐÇÐËâ ËÐ×ÓÂÍÓÂÔÐÞØ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕÇÌ
ÄÄÇÆÈÏ Ä ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÕÇÑÓËË (2.27) ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ ÏÂÔÔÑÄÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ 1̂m2. ´ÑÅÆÂ ÄÊâÕËÇ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÂ ÒÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË t Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (2.34) Ô
ÖÚÈÕÑÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÆÎâ ÆËÂÅÑÐÂÎË
ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ (2.35), (2.57) ÒÓËÄÇÆÈÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ
ÓÂÊÃËÇÐËá ÑÆÐÑÒÇÕÎÇÄÑÅÑ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ ÐÂ
ÓÂÔØÑÆâÜÖáÔâ, ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÖá Ë ÍÑÐÇÚÐÖá ÚÂÔÕË [1,
48, 65]:

G �1� � Gdiv � Glog � Gfin ; �2:58�

ÍÂÉÆÂâ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÂ Ä ÄËÆÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ
ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ m 2:

Gdiv � 1

2�4p�d=2
Xd=2
n�0

�
1

oÿ d=2
ÿ c

�
d

2
ÿ n� 1

��
�

� �ÿm
2�d=2ÿn

�d=2ÿ n�!
� ���

g
p

ddx tr �ân� ; �2:59�

Glog � 1

2�4p�d=2
ln

m 2

m 2

Xd=2
n�0

�ÿm 2�d=2ÿn
�d=2ÿ n�!

� ���
g
p

ddx tr �ân� ;
�2:60�

Gfin � ÿ md

2�4p�d=2
X1

n�d=2�1

G�nÿ d=2�
m 2n

� ���
g
p

ddx tr �ân� ;
�2:61�

c�z� Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ Gdiv ì ÆËÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËâ (ÎÑÅÂ-
ÓË×ÏËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËË), Â m 2 Ä ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËË ÆÎâ Glog ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÏÂÔÔÑÄÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ÑÕÓÂ-
ÉÂáÜËÌ ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕß ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍË.

4¬ÂÍÏÞ ÖÄËÆËÏ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ, ÏÇÕÑÆ ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
¶ÖÓßÇ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (3.43), Ä ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎËÕÇÎß D ÄØÑÆËÕ Ä ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÇÒÇÐË.
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°ÚÇÄËÆÐÑ, àÕÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÆÎâ à×-
×ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ,
ÍÑÅÆÂ �ân�5m2n, Õ.Ç. ÍÑÅÆÂ, ÄÄËÆÖ (2.40), ×ÑÐÑÄÞÇ ÒÑÎâ Ë
ËØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÏÂÎÞ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ
ÔÕÇÒÇÐßá ÏÂÔÔÑÄÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ H lR n 5m 2n�l.

±ÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ àÕÑÅÑ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËâ âÄÎâÇÕÔâ à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ¬ÑÖÎÏÂÐÂ ë£ÂÌÐ-
ÃÇÓÅÂ [66] ÆÎâ 4-ÏÇÓÐÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ô ÔÂÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ lj 4=12. £ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÔÓÇÆÐÇÇ ÒÑÎÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÑ
Ë à××ÇÍÕËÄÐÑ ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÏÂÔÔÑÄÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ m 2 �
� lj 2, ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÂâ ÚÂÔÕß (2.60) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÇÆËÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÏ ÐÇÐÖÎÇÄÞÏ HaMiDeW-ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ a0 � 1
Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ-ÄÓÇÏÇÐË:

GCW �
�
d4x

l2j 4

64p2
ln

lj 2

m 2
: �2:62�

£ÂÉÐÞÏ ÒÓËÎÑÉÇÐËÇÏ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ âÄ-
ÎâÇÕÔâ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÂÐÑÏÂÎËË Ä ÔÎÇÆÇ ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË-
ËÏÒÖÎßÔÂ, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô ÐÂÓÖÛÇÐËÇÏ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÄÇÌÎÇÄ-
ÔÍÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÒÓË ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÇ ÖÎßÕÓÂ×ËÑÎÇ-
ÕÑÄÞØ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕÇÌ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÚÈÕÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË d
ÓÂÔØÑÆâÜÂâÔâ ÚÂÔÕß ÆÇÌÔÕÄËâ Ë ÂÐÑÏÂÎËâ ÔÎÇÆÂ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ tr �âd=2�. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË d � 4
ËÏÇÇÏ

Gdiv � ÿ 1

32p2
1

2ÿ o

� ���
g
p

d4x tr �â2� ; �2:63�

hT a
a i �

2gab���
g
p dG

dgab
� ÿ 1

�4p�2 tr �â2� : �2:64�

´ÑÚÐÑÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ [4, 48], ÚÕÑ ÆÎâ ÍÑÐ-
×ÑÓÏÐÑËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÕÇÑÓËË Ô N0 ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË ÔÍÂ-
ÎâÓÐÞÏË ÒÑÎâÏË, N1=2 ÆËÓÂÍÑÄÔÍËÏË ×ÇÓÏËÑÐÂÏË Ë N1

ÄÇÍÕÑÓÐÞÏË ÏÖÎßÕËÒÎÇÕÂÏË (ÄÍÎáÚÂâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
ÄÍÎÂÆÞ ÆÖØÑÄ ¶ÂÆÆÇÇÄÂ ë±ÑÒÑÄÂ) ËÔÍÑÏÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐ Ä ÄËÆÇ

1

�4p�2 tr �â2� � cW 2 ÿ aEÿ b&R ; �2:65�

ÅÆÇ W 2 �WabcdW
abcd ì ÍÄÂÆÓÂÕ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ

£ÇÌÎâ, Â E � RabcdR
abcd ÿ 4RabR

ab � R 2 ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß
¤ÂÖÔÔÂ ë¢ÑÐÐÇ. ¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ a Ë c ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÒÓÑ-
ÔÕÞÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË (ÒÑÍÂÊÞÄÂáÜËÏË, ÚÕÑ ÄÍÎÂÆ ÍÂÉÆÑÌ
ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÂÐÑÏÂÎËá ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÇÈ ÕËÒÑÏ):

a � 1

360�4p2�
ÿ
N0 � 11N1=2 � 62N1

�
; �2:66�

c � 1

120�4p2�
ÿ
N0 � 6N1=2 � 12N1

�
: �2:67�

Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕ b ÒÓË &R ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔØÇÏÑÊÂÄËÔËÏÞÏ
(ÑÐ ÓÂÄÇÐ ÿ2c=3 ÒÓË ÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËË Ë ÿc ÒÓË
ÆÊÇÕÂ-×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÌ).

2.5. ®ÇÕÑÆ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÔÎÇÆÑÄ
°ÆÐÂÍÑ, ÑÒËÔÂÐÐÂâ ÄÞÛÇ ÕÇØÐËÍÂ ¥Ç£ËÕÕÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÑÒËÓÂÇÕÔâ ÐÂ ÄÞÃÑÓ ÂÐÊÂÙÂ (2.51) Ë ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ
ÒÓËÏÇÐËÏÂ ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ Í ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ
(2.41), ÐÑ ÐÇ Í ÏËÐËÏÂÎßÐÞÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏ (2.27) ÄÞÔÛÇÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ n > 1, Â ÕÇÏ ÃÑÎÇÇ ÐÇ Í ÐÇÏËÐËÏÂÎßÐÞÏ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂÏ, Õ.Ç. ÕÂÍËÏ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä
ÄËÆÇ (2.27).

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÍÂÍ ÎÇÅÍÑ ÏÑÉÐÑ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ
ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÐÂËÄÐÂâ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÆÇÄËÕÕÑÄÔÍÑÅÑ ÂÐÊÂÙÂ
(2.51) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË (2.23) ÆÎâ ÏËÐË-
ÏÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ (2.27) ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÄÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ. ¡ ÒÓÇÆÒÓËÐËÏÂÄÛËÇÔâ
ÄÓÇÏâ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÒÞÕÍË ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÕß ÂÐÊÂÙ (2.51)
(ÐÂÒÓËÏÇÓ, [67]) ËÔØÑÆâ ËÊ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËâ ËÎË ÆÓÖÅËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÐÇ ÖÄÇÐÚÂÎËÔß ÖÔÒÇØÑÏ 5.

°ÆÐÂÍÑ àÕË ÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÕÂÍÉÇ ÚÓÇÊÄÞ-
ÚÂÌÐÑ ÄÂÉÐÞ ÆÎâ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ. ´ÂÍ, ÏËÐËÏÂÎßÐÞÇ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÞ ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÄÑÊÐËÍÂáÕ Ä ÕÇÑÓËâØ ÅÓÂÄËÕÂÙËË
Ô ÄÞÔÛËÏË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË, Â ÕÂÍÉÇ Ä ÆÓÖÅËØ ÔÎÖÚÂâØ.
´ËÒËÚÐÞÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ âÄÎâáÕÔâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ "ÍÑÐ-
×ÑÓÏÐÑ-ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ",
ÕÂÍËÇ ÍÂÍ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ±ÂÐËÙÂ 4-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

D4 �& 2 � 2RabHaHb ÿ 2

3
R&� 1

3
�H aR�Ha �2:68�

Ë ÇÅÑ ÂÐÂÎÑÅË, ËÊÖÚÇÐËá ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÕÂÍÑÅÑ ÕËÒÂ ÒÑÔÄâ-
ÜÇÐÂ ÑÃÛËÓÐÂâ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [68 ë 70]).
¯ÇÏËÐËÏÂÎßÐÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÖÉÇ Ä ÒÓÑÔÕÇÌ-
ÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ Ä ÑÃÜÇÌ
ÎÑÓÇÐÙ-ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ, Ô ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ

F̂�H� � F a
b �H� � ÿd a

b
&� lH a Hb � . . . ; �2:69�

ÆÎâ ÛËÓÑÍÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ ÕÂÍËØ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÍ Ä ÑÃÞÚÐÑÌ
àÌÐÛÕÇÌÐÑÄÔÍÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË [48] Ë Ä ÏÑÆÇÎâØ ÏÑÆË×ËÙË-
ÓÑÄÂÐÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË [28, 29].

£ÂÉÐÑÔÕß ÏËÐËÏÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆ-
ÍÂ Ë ÐÇÏËÐËÏÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÑÃÖÔÎÑÄËÎÂ ÓÂÊÄËÕËÇ
ÐÇÒÓâÏÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ, ÕÇÏ ËÎË ËÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÔÄÑÆâÜËØ
ÊÂÆÂÚÖ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÆÎâ
àÕËØ ÍÎÂÔÔÑÄ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Í ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÆÎâ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ, ÍÑÕÑÓÖá ÖÉÇ ÏÑÉÐÑ ÓÇÛËÕß
ÏÇÕÑÆÑÏ ¥Ç£ËÕÕÂ. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÏ ËÊ ÕÂÍËØ ÐÇÒÓâÏÞØ
ÏÇÕÑÆÑÄ âÄÎâÇÕÔâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ ÏÇÕÑÆ "ÖÐËÄÇÓÔÂÎß-
ÐÞØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÔÎÇÆÑÄ" [48, 71].

³ÖÜÐÑÔÕß ÆÂÐÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑâÔÐÇÐÂ ÐÂ
ÒÓËÏÇÓÇ ÕÇÑÓËË Ô ÄÞÔÛËÏË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË, ÑÃÓÂÕÐÞÌ
ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ ÍÑÕÑÓÑÌ ÆÂÈÕÔâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ (2.27). °ÆÐÑ-
ÒÇÕÎÇÄÑÌ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÌ ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕ ÕÂÍÑÌ ÕÇÑÓËË

Tr ln
ÿ
1̂�ÿ&�n � P̂�H�� � n Tr ln&� Tr ln

�
1̂� P̂�H�
�ÿ&�N

�
�2:70�

ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÂÊÎÑÉÇÐ Ä ÓâÆ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ P̂�H�=�ÿ&�N. ¦ÔÎË ÏÞ ÒÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÒÓÑÍÑÏ-
ÏÖÕËÓÖÇÏ ÄÔÇ ÔÕÇÒÇÐË P�H� ÐÂÎÇÄÑ, Â ÄÔÇ ÑÃÓÂÕÐÞÇ
ÔÕÇÒÇÐË & ì ÐÂÒÓÂÄÑ, ÕÑ ÒÑÎÖÚËÏ, ÚÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐ Ä ÄËÆÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÓâÆÂ ÒÓÇÆÇÎÑÄ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ�

Ha1 . . .Han

1

�ÿ&�m d�x; x 0�
�
; �2:71�

ÔÄÈÓÐÖÕÞØ Ô ÐÇÍÑÕÑÓÞÏË ÕÇÐÊÑÓÂÏË ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÇÌ ÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÔÕË. µÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÇ ÔÎÇÆÞ (2.71)
ÖÉÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÞÚËÔÎÇÐÞ Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÂ ¥Ç£ËÕÕÂ,

5 ¬ÂÍ ÏÞ ÖÄËÆËÏ ÄÑ ÄÕÑÓÑÌ ÚÂÔÕË ÓÂÃÑÕÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÐÇÆÂÄÐÑ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ Ñ ÐÂÎËÚËË Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ ÒÓË ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ
ÃÑÎßÛËØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÔÕÇÒÇÐâØ t ÒÓÑâÔÐâáÕ ÒÓËÚËÐÖ, ÒÑ ÍÑÕÑÓÑÌ
àÕË ÒÑÒÞÕÍË ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ ÃÞÎË ÑÃÓÇÚÇÐÞ ÐÂ ÐÇÖÆÂÚÖ.
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ÒÑÔÍÑÎßÍÖ m-â ÔÕÇÒÇÐß ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÎÂÒÎÂÔËÂÐÂ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚÇÐÂ Ä ÄËÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏÖ
ÄÓÇÏÇÐË ÑÕ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ & (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÖ
(2.25)).

®ÇÕÑÆ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÔÎÇÆÑÄ ÒÑÍÂ-
ÊÂÎ ÔÇÃâ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ à××ÇÍÕËÄÐÞÏ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË
ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÃÇÕÂ-×ÖÐÍÙËÌ �3� 1�-ÏÇÓÐÑÌ ÒÓÑÇÍÕËÄÐÑÌ
ÏÑÆÇÎË ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÕËÒÂ ·ÑÓÂÄÞ [46, 47]. ¿ÕÖ ÊÂÆÂÚÖ Ä
ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ÓÇÛËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÑÃÞÚ-
ÐÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÐÑÌ ÕÇØÐËÍË Ä ËÏÒÖÎßÔÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÐÂÆ ÒÎÑÔÍËÏ×ÑÐÑÏìÄ ÔËÎÖ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ÔÑÕÇÐ ÕÞÔâÚ ×ÇÌÐÏÂÐÑÄÔÍËØ ÆËÂÅÓÂÏÏ.

3. £ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÆÎâ ÏËÐËÏÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ
ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ ÚÕÑ ÏÇÕÑÆ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎß-
ÐÞØ ÔÎÇÆÑÄ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÒÇÕÎÇÄÑÅÑ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ, Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÚËÔÎËÕß ÄÔÈ, ÚÕÑ
ÐÂÏ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÑÐ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÑÆÐËÏ ÑÚÇÐß ÔÖÜÇÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏ ÐÇÆÑÔÕÂÕÍÑÏ ì ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (2.71), ÑÐ
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÑÒÇÓËÓÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ Ô ÒÓÇÆÇÎÂÏË ÔÑÄÒÂÆÇ-
ÐËâ. °ÆÐÂÍÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ K̂F�tjx; x 0� ÄÐÇ ÇÅÑ
ÆËÂÅÑÐÂÎË ÒÓË x 6� x 0 ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÂÉÐÂ (ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÇÔÎË ÏÞ ÊÂØÑÕËÏ ÄÞÚËÔÎËÕß ÄÍÎÂÆÞ ÄÞÔÛËØ ÒÇÕÇÎß).

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÍÂÍ âÔÐÑ ËÊ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÏÇÕÑÆÂ
¥Ç£ËÕÕÂ, ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ âm�x; x 0� ÄØÑÆâÕ Ä ÓÇÍÖÓÓÇÐÕ-
ÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (2.52) ËÏÇÐÐÑ ÍÂÍ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË, Â ÐÇ ÍÂÍ ÒÓÇÆÇÎÞ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ �âm�. £ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÆÂÉÇ
ÕÑÎßÍÑ ÒÓÇÆÇÎÑÄ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ �âm� ÕÓÇÃÖÇÕ ÊÐÂÐËâ ÒÓÇÆÇ-
ÎÑÄ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÐËÊÛËØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
�H kâl�, l < m. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆËÂÅÑÐÂÎß ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÇÅÑ ÑÃÜÇÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÄÐÇ ÆËÂÅÑÐÂÎË ÒÓË
x 6� x 0. ±ÑàÕÑÏÖ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÒÓÑâÔÐÇÐËÇ Ë
ÖÚÈÕ ÆÇÕÂÎÇÌ ÆÂÐÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÏÑÅÖÕ ÒÑÏÑÚß Ä ÓÂÊÓÂ-
ÃÑÕÍÇ ÐÑÄÞØ, ÃÑÎÇÇ à××ÇÍÕËÄÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ÆÂÉÇ ÒÓÇÆÇÎÑÄ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ x � x 0. ²ÂÊÓÂÃÑÕÂÐÐÞÇ Í ÐÂ-
ÔÕÑâÜÇÏÖ ÏÑÏÇÐÕÖ ÐÇÒÓâÏÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÒÓÑÔÕÑ ÐÇ ËÐÕÇ-
ÓÇÔÖáÕÔâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÄÐÇ ÆËÂÅÑÐÂÎË. ¿ÕÑ
ËÏÇÐÐÑ ÕÑÕ ÒÓÑÃÇÎ, ÐÂ ÊÂÒÑÎÐÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÑ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÄÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ.

3.1. ²ÂÊÏÇÓÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ
¯ÇÔÍÑÎßÍÑ ÎÖÚÛÇ ÒÓËÓÑÆÖ ÕÇØ ÕÓÖÆÐÑÔÕÇÌ, Ô ÍÑÕÑÓÞÏË
ÏÞ ÔÕÂÎÍËÄÂÇÏÔâ ÒÓË ÒÑÒÞÕÍÇ ÑÃÑÃÜËÕß ÏÇÕÑÆ ¥Ç£ËÕÕÂ
ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÐâÕß Ô
ÒÑÏÑÜßá ÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ. ¬ÂÍ ÏÞ ÑÕÏÇÚÂÎË Ä
ÑÃÔÖÉÆÇÐËË ÒÑÔÎÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (2.35), ÑÃÜËÌ ÄËÆ ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÆËÂÅÑÐÂÎË ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÊÏÇÓÐÞÏË ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâÏË.

°ÆÐÂÍÑ ÄÐÇ ÒÓÇÆÇÎÂ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÒÓË x 6� x 0 ÔËÕÖÂÙËâ
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÑÌ ì ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÆÂÐ-
ÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÒÑÏËÏÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t, ÒÑâÄÎâáÕÔâ
ÆÄÇ ÆÓÖÅËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË:

dim s � ÿ2 i dim s a � ÿ1 ; �3:1�

ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÍÑÏÃËÐÂÙËË

s
t 1=n

i
s a

t 1=2n
: �3:2�

ªØ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÐÇ ÊÂÒÓÇÜÇÐÑ ÓÂÊÏÇÓÐÞÏË ÔÑÑÃÓÂÉÇ-
ÐËâÏË, Â ÒÑÕÑÏÖ Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÄÐÇ

ÆËÂÅÑÐÂÎË Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÏÑÅÖÕ ÄØÑÆËÕß ÚÎÇÐÞ ÔÑ ÔÍÑÎß
ÖÅÑÆÐÑ ÄÞÔÑÍËÏË ÔÕÇÒÇÐâÏË ÕÂÍËØ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÍÑÏÃË-
ÐÂÙËÌ. ¯Ñ àÕÑ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÒÓËÄÑÆËÎÑ ÃÞ Í ÒÑâÄÎÇÐËá
ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t.

¦ÔÎË ÏÞ ÄÇÓÐÈÏÔâ Ä ÔÄÇÕÇ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËÌ Í
ÆÇÄËÕÕÑÄÔÍÑÏÖ ÂÐÊÂÙÖ (2.51) ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ n � 1, ÕÑ ÒÑÌÏÈÏ,
ÚÕÑ Ä ÒÑâÄÎÇÐËË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÔÕÇÒÇÐÇÌ t ÄÐÇ ÒÓÇÆÇÎÂ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ Ä ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÐÇÕ ÐËÚÇÅÑ ÔÕÓÂÐÐÑÅÑ,
ÑÐÑ Ë Ä ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ì ÆÎâ àÕÑÅÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÓÂÊÎÑÉËÕß Ä ÓâÆ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ exp �ÿs=2t�!
¯ÇÍÑÕÑÓÑÇ ÚÖÆÑ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÓÂÊ Ä ÑÃÓÂÕÐÑÏ: Ä ÕÑÏ,
ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÕÇÒ-
ÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÄÐÇ ÒÓÇÆÇÎÂ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÖÔÕÓÑÇÐÑ ÊÂÏÇÚÂ-
ÕÇÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ì ÄÔÇ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÇ ÔÕÇÒÇÐË t ÒÇÓÇ-
ÔÖÏÏËÓÖáÕÔâ Ä ÑÆËÐ-ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÌ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ
ÏÐÑÉËÕÇÎß exp �ÿs=2t�, ÓÇÅÖÎâÓÐÞÌ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÑÄÒÂÆÇ-
ÐËâ x � x 0 (ÕÂÍ ÚÕÑ, ÍÂÍ àÕÑ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß, ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÞÇ ÔÕÇÒÇÐË t Ä ÐÈÏ ËÔÚÇÊÂáÕ), ÐÑ ËÏÇáÜËÌ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐ-
ÐÖá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÒÓË t! 0. £Ñ ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÔÖÜÇÔÕÄÑ-
ÄÂÐËÇ ÆÇÄËÕÕÑÄÔÍÑÅÑ ÂÐÊÂÙÂ ÐËÍÂÍ ÐÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÓÂÊÏÇÓ-
ÐÞØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ, Â ÒÑÕÑÏÖ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÑÆÐÑÅÑ ÂÐÂ-
ÎËÊÂ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕÇÌ ÍÂÉÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ×ÂÍÕÑÏ.

±ÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÐÇ ÏÑÉÇÏ a priori ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÆÎâ
ÏËÐËÏÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÑÃâÊÂÕÇÎß-
ÐÑ ÆÑÎÉÐÑ ËÏÇÕß ÏÇÔÕÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÒÇÓÇÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ.
¿ÕÑ ÆÂÈÕ ÒÓÑÔÕÑÓ ÆÎâ ÛËÓÑÍÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÓÂÊÎËÚÐÞØ
ÏÐÇÐËÌ. ³ ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÑÒÕËÏËÔÕ ÏÑÅ ÃÞ ÊÂâÄËÕß,
ÚÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÕÂÍÑÅÑ ÒÇÓÇÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ÆÑÎÉÐÂ ÔÎÇ-
ÆÑÄÂÕß ËÊ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ
ÑÊÐÂÚÂÎÑ ÃÞ, ÚÕÑ ÑÃÜÂâ ÔØÇÏÂ ÏÇÕÑÆÂ ¥Ç£ËÕÕÂ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÃÇÊ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ËÊÏÇÐÇÐËÌ ÒÇÓÇÐÇÔÇÐÂ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÒÇÔÔË-
ÏËÔÕ ÏÑÅ ÃÞ ÔÕÑÎß ÉÇ ÑÃÑÔÐÑÄÂÐÐÑ ÄÞÔÍÂÊÂÕß ÔÑÏÐÇÐËâ Ä
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ÑÃÑÊÓËÏÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÐÇ
ÒÓÇÆÇÎÂ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ, ÖÍÂÊÂÄ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÔÕÇÒÇÐË ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâ s a=t 1=2n ÏÑÅÖÕ ÒÓËÄÑÆËÕß ÍÑ ÄÔÈ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÏ
ÕÇÐÊÑÓÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ ÒÓË ÄÔÈ ÃÑÎÇÇ ÐËÊÍËØ ÔÕÇÒÇÐâØ t.

²ÂÊÓÇÛËÕß àÕÑÕ ÄÑÑÃÓÂÉÂÇÏÞÌ ÔÒÑÓ ÔÒÑÔÑÃÐÑ ÕÑÎßÍÑ
ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÄÐÇ
ÒÓÇÆÇÎÂ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ, ÚÕÑ ÑÃÖÔÎÑÄÎËÄÂÇÕ ÄÂÉÐÑÔÕß ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚË. ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÐÂÏË Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇ-
Ïâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ËÔÕËÐÂ, ÍÂÍ àÕÑ ÑÃÞÚÐÑ
ÃÞÄÂÇÕ, ÐÂØÑÆËÕÔâ ÕÑÚÐÑ ÒÑÔÇÓÇÆËÐÇì Ô ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ,
ÒÇÓÇÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÍÑÏÃËÐÂÙËÌ s=t 1=n Ä
ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÐÑÄÞÇ ÔÒÇÙ×ÖÐÍÙËË, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ àÍÔÒÑÐÇÐÕÇ
Ä ÆÇÄËÕÕÑÄÔÍÑÏ ÂÐÊÂÙÇ, ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ, ÚÕÑ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑ-ÔÄÑÇÏÖ ÍÓÂÔËÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÄÐÇÆËÂÅÑÐÂÎß-
ÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ. °ÆÐÂÍÑ, Ô ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑ-
ÓÑÐÞ, ÕÂÍÑÇ ÒÇÓÇÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÃÑÎßÛÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÒÑÎÐÞÏ ì ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÕÇÒÇÓß Ä ÄËÆÇ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÓâÆÂ ÒÑ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ, ÒÓË-
ÚÈÏ ÑÔÕÂáÕÔâ ÚÎÇÐÞ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÇ ÔÕÇÒÇÐË t
ÔÑØÓÂÐâáÕÔâ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ 6.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÆÇÄËÕÕÑÄÔÍÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËâ (2.51) ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÏËÐËÏÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÄÞÔÛÇÅÑ

6 ¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ, ÕÑ ÇÅÑ ÐÇÒÓËÏÇÐË-
ÏÑÔÕß Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂÎÂÔß
ÐÂÏË Ä ÓÂÃÑÕÇ [72]. ¥ÇÎÑ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË
ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÏÇÕÑÆÑÏ ÒÇÓÇÄÂÎÂ [73] Ä ÒÓÇÆÇÎÇ
z � s=2t 1=n !1. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË n > 1 Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ s! 0

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÏË Ë ÒÑàÕÑÏÖ
ÐÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÂÐÊÂÙÂ.
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ÒÑÓâÆÍÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐÑ. ±ÓËÚÈÏ ÑÐÑ ÏÑÉÇÕ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÅÓÂÆËÇÐÕÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑ ×ÑÐÑ-
ÄÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË, Õ.Ç. ÍÂÍ ËÏÇÐÐÑ ÕÑ, ÚÕÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÆÎâ
à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ. °ÆÐÂÍÑ ÐÂÎËÚËÇ Ä
ÐÈÏ ÚÎÇÐÑÄ ÔÑ ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÃÑÎßÛËÏË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏË
ÔÕÇÒÇÐâÏË t ÆÇÎÂÇÕ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ
ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÐÂ ËØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ, ÂÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÑÌ (2.52). ¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ àÕÑ, ÏÞ ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÎË ÔÓÂÊÖ
ÆÄÂ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÞØ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ ÂÎÅÑÓËÕÏÂ ÆÎâ ÄÞÚË-
ÔÎÇÐËâ ÕÂÍËØ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ì ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ
ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ "ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ"
Ë ÒÑ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. £ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÐÂÛË
ÏÇÕÑÆÞ ÆÂáÕ ÆÂÉÇ ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ ÏÇÕÑÆ ¥Ç£ËÕÕÂ, ÄÇÆß
ÒÑÔÎÇÆÐËÌ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚÂÕß ÑÕÄÇÕÞ Ä ÄËÆÇ ÒÓÇÆÇÎÑÄ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËÌ �H kâm�, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÏÞ ÔÒÑÔÑÃÐÞ ÔÓÂÊÖ
ÒÑÎÖÚÂÕß ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ, ÍÂÍ
ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÓË x 6� x 0.

3.2. °ÃÑÃÜÈÐÐÞÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË
¯ÂÚÐÈÏ Ô ÑÃÝâÔÐÇÐËâ ÑÚÇÐß ÒÓÑÔÕÑÌ ËÆÇË, ÔÕÂÄÛÇÌ, ÕÇÏ
ÐÇ ÏÇÐÇÇ, ÔÕÂÓÕÑÄÑÌ ÕÑÚÍÑÌ ÆÎâ ÄÔÇÅÑ ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ. ³ÐÂÚÂÎÂ Ä ÆÇÄËÕÕÑÄÔÍÑÏ ÂÐÊÂÙÇ (2.51)
ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ âm�Fjx; x 0�, ÔÒÓâÕÂÄ Ä ÐËØ
ÑÃÜËÌ ÒÓÇ×ÂÍÕÑÓ D1=2�x; x 0�, Â ÊÂÕÇÏ ÊÂÒËÛÇÏ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËÇ Ä ÄËÆÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÓâÆÂ:

K̂F�tjx; x 0� �
X1
m�0

KKm�s; t� âm�Fjx; x 0� ; �3:3�

KKm�s; t� � tm

�4pt�d=2
exp

�
ÿ s
2t

�
: �3:4�

±ÑÍÂ àÕÑ ÒÓÑÔÕÑ ÒÇÓÇÒËÔÞÄÂÐËÇ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÐÇÕ ÐËÚÇÅÑ
ÐÑÄÑÅÑ Ë ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑàÕÑÏÖ ÐÇ ÄÞÅÎâÆËÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÒÑÎÇÊ-
ÐÞÏ.

°ÆÐÂÍÑ ÕÇÒÇÓß ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ,
×ÖÐÍÙËË KKm�s; t� ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞÏ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÍÑÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ Ha ÔÄÑÆâÕÔâ Í ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÑÔÐÑÄÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË KK0�s; t� Ë ÚÕÑ, ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ, ÒÑÔÎÇÆÐââ
ÇÔÕß ÒÓÑÔÕÑ ÕÇÒÎÑÄÑÇ âÆÓÑ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÅÑ ÎÂÒÎÂÔËÂÐÂ
ÿ& � ÿgabHaHb Ä ÒÎÑÔÍÑÏ d-ÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÇÔÎË ÏÞ ØÑÕËÏ ÒÑÎÖÚËÕß ÍÂÍÑÇ-ÕÑ
ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÆÇÄËÕÕÑÄÔÍÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (2.51) ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ
ÏËÐËÏÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÄÐÂÚÂÎÇ ÐÂÌÕË ÕÇÒÎÑÄÑÇ âÆÓÑ ÆÎâ ÇÅÑ ÚÎÇÐÂ ÔÕÂÓÛÇÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ, Õ.Ç. ÆÎâ ÔÕÇÒÇÐË ÎÂÒÎÂÔËÂÐÂ �ÿ&�n, ÕÂÍÉÇ Ä
ÒÎÑÔÍÑÏ d-ÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.

£ ÓÂÃÑÕÇ [74] ÏÞ ÒÑÎÖÚËÎË, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ
ÕÇÒÎÑÄÑÇ âÆÓÑ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

KK�n; d �0 �s; t� �
�

ddk

�2p�d exp �ÿtk 2n � ikas a� �

� 1

�4pt 1=n�d=2
En; d=2

�
ÿ s
2t 1=n

�
; �3:5�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËË En; a�z� ÔÒÇÙËÂÎßÐÑ ÄÞÃÓÂÐÞ ËÏÇÐÐÑ ÕÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÄÞÒÑÎÐâÕß ÕÖÉÇ ÓÑÎß, ÚÕÑ Ë àÍÔÒÑÐÇÐÕÂ Ä
ÒÓËÄÞÚÐÑÏ ÆÇÄËÕÕÑÄÔÍÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËË (2.51). ªÏÇÐÐÑ
àÕËÏ ÑÃÖÔÎÑÄÎËÄÂÇÕÔâ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÇ ÐÂÏË ÐÂÊÄÂÐËÇ
"ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË (°¿¶)".

¿ÕË ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ En;a�z� ËÅÓÂáÕ ÍÎáÚÇ-
ÄÖá ÓÑÎß ÄÑ ÄÔÈÏ ÐÂÛÇÏ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË.
±ÑàÕÑÏÖ ÐËÉÇ ÏÞ ÒÓËÄÑÆËÏ ÍÓÂÕÍÖá ÔÄÑÆÍÖ ÕÇØ ËØ
ÔÄÑÌÔÕÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÐÂÆÑÃâÕÔâ ÐÂÏ ÆÂÎÇÇ. ¥ÓÖÅËÇ ËØ

ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÄÏÇÔÕÇ Ô ËØ ÄÞÄÑÆÑÏ Ë ÒÑÆÓÑÃÐÞÏ ÑÃÔÖÉÆÇ-
ÐËÇÏ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÓÂÃÑÕÇ [72].

°ÃÑÃÜÈÐÐÞÇ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ
ÚÇÓÇÊ ËÐÕÇÅÓÂÎ ®ÇÎÎËÐÂ ë¢ÂÓÐÔÂ:

En; a�ÿz� � 1

2pi

�
C

en; a�s�zÿs ds ; �3:6�

en; a�s� �
G�s�Gÿ�aÿ s�=n�

nG�aÿ s� �
�1
0

z sÿ1En; a�ÿz� dz ; �3:7�

ÅÆÇ ÍÑÐÕÖÓ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ C ÒÓÑØÑÆËÕ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑ ÓÂÊÆÇÎâÇÕ ÒÑÎáÔÞ ×ÖÐÍ-
ÙËË G�s�, ÖØÑÆâÜËÇ ÐÂÎÇÄÑ, Ë ÒÑÎáÔÞ ×ÖÐÍÙËË
G��aÿ s�=n�, ÖØÑÆâÜËÇ ÐÂÒÓÂÄÑ.

¯ÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ àÕÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ
ÒÓË n � 1 ÔËÕÖÂÙËâ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÖÉÇ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ:

E1; a�z� � exp z ; �3:8�

Â ÕÇÒÎÑÄÞÇ âÆÓÂ (3.5) ì Í ×ÖÐÍÙËË KK0�s; t�.
°ÃÑÃÜÈÐÐÞÇ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ En; a�z� ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÕÂÍ

ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÏ H-×ÖÐÍÙËâÏ ¶ÑÍÔÂ ËÎË, ÕÑÚÐÇÇ, Í C-×ÖÐÍ-
ÙËâÏ¶ÑÍÔÂ ë ²ÂÌÕÂ. £ ÔÄÑÈÏ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÔÄÑÌÔÕÄ En; a�z�
ÏÞ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÓÂÊÄËÕÖá ÕÇÑÓËá àÕËØ
ÔÒÇÙËÂÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ (ÔÏ. [72]).

´ÂÍ, ÇÔÎË Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (3.6) ÏÞ ÊÂÏÍÐÈÏ ÍÑÐÕÖÓ C ÔÎÇÄÂ
Ë ÄÑÊßÏÈÏ ËÐÕÇÅÓÂÎ Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÞÚÇÕÑÄ, ÕÑ ÒÑÎÖÚËÏ
ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ÓâÆ

En; a�z� � 1

n

X1
m�0

G
ÿ�a�m�=n�
G�a�m�

zm

m!
: �3:9�

±ÓË n > 1=2 àÕÑÕ ÓâÆ ÄÔáÆÖ ÔØÑÆËÕÔâ, Ë, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÑÐ âÄÎâÇÕÔâ ÓâÆÑÏ ´ÇÌÎÑÓÂ ÙÇÎÑÌ ×ÖÐÍÙËË En; a�z�.
¯ÂÑÃÑÓÑÕ, ÇÔÎË ÏÞ ÊÂÏÍÐÈÏ ÍÑÐÕÖÓ ÔÒÓÂÄÂ, ÕÑ ÒÓË
ÐÇÙÇÎÞØ n ÒÑÎÖÚËÏ ÔÕÇÒÇÐÐ�yá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ×ÖÐÍÙËË
En; a�z� ÒÓË z!1 (ÒÓË ÙÇÎÞØ n ÒÑÎáÔÞ ÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËÌ
Ä ÚËÔÎËÕÇÎÇ Ë ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎÇ ÄÊÂËÏÐÑ ÔÑÍÓÂÜÂáÕÔâ, Ë ÏÞ
ÃÖÆÇÏ ËÏÇÕß ÖÉÇ ÐÇ ÔÕÇÒÇÐÐ�yá, Â àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÖá
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ). ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÓË n < 1=2
ÔËÕÖÂÙËâ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÂ: ÓâÆ ÒÑ ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ
zÿ1 ÐÂÚËÐÂÇÕ ÄÔáÆÖ ÔØÑÆËÕßÔâ, Â ÓâÆ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ z
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏ (Â ÒÓË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÏ ÊÐÂÚÇ-
ÐËË n � 1=2 ×ÖÐÍÙËâ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÕÑÚÐÑ).

¥ÓÖÅËÏ ÍÎáÚÇÄÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÕ âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÑÇ ÒÓÂÄËÎÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑ-
ÄÂÐËâ:

db

dzb
En; a�z� � En; a�b�z� : �3:10�

³ÄÑÌÔÕÄÂ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ àÍÔÒÑÐÇÐÕ ÃÞÎË ÑÚÇÐß ÒÑ-
ÆÓÑÃÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ Ä [72]. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÏÑÅÖÜËØ ÑÍÂÊÂÕßÔâ ÒÑÎÇÊÐÞÏË ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÆÎâ ÕÂÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÊÂÏÇÚÇÐÂ ËØ ÔÄâÊß Ô
×ÖÐÍÙËâÏË ¢ÇÔÔÇÎâ Ë ¢ÇÔÔÇÎâ ë¬ÎË××ÑÓÆÂ, ÒÑÎÖÚÇÐÞ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ÒÓË z!1 ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ
ÙÇÎÞØ n (ÚÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÕÑÐÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ) Ë
ÒÑÍÂÊÂÐÂ ËØ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÔÕß Ô ÑÕÄÇÕÑÏ, ÒÑÆÔÍÂÊÞÄÂÇ-
ÏÞÏ ÃÑÎÇÇ ÒÓËÄÞÚÐÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ ÒÇÓÇÄÂÎÂ. ªÊ ÎáÃÑÒÞÕ-
ÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ àÕËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß ÕÑ, ÚÕÑ, Ä
ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ, En; a�ÿz� ÒÓË z!1 ÖÃÞÄÂÇÕ ÐÇ
ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ, Â ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ©Â ÄÔÇÏË ÒÑÆ-
ÓÑÃÐÑÔÕâÏË ÏÞ ÑÕÔÞÎÂÇÏ ÊÂËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÐÐÑÅÑ ÚËÕÂÕÇÎâ Í
ÙËÕËÓÖÇÏÑÌ ÓÂÃÑÕÇ.
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ªÊ ÐÑÄÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ, ÍÑÕÑÓÞØ ÐÇÕ Ä [72], ÆÎâ ÐÂÔ ÔÇÌÚÂÔ
ÄÂÉÐÂ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÏË àÍÔ-
ÒÑÐÇÐÕÂÏË ÒÓË ÙÇÎÞØ n. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÑÐË ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá

Ynÿ1
k�1

�
z

d

dz
� a� k

�
En; a�n�z� � 1

n
En; a�z� : �3:11�

3.3. ³ÕÇÒÇÐË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ
°ÆÐÂÍÑ ÏÑÉÇÕ ÄÑÊÐËÍÐÖÕß ÄÑÒÓÑÔ: ÆÂÉÇ ÇÔÎË ÏÞ ÊÐÂÇÏ,
ÚÕÑ ÑÃÑÃÜÈÐÐÂâ àÍÔÒÑÐÇÐÕÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÕÇÒÎÑÄÑÏ âÆÓÇ
ÔÕÇÒÇÐË ÎÂÒÎÂÔËÂÐÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÔÍÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ,
ÑÕÍÖÆÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÖÄÇÓÇÐÐÑÔÕß, ÚÕÑ àÕË ×ÖÐÍÙËË ËÅÓÂáÕ
ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏËÐËÏÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ
ÐÂ ËÔÍÓËÄÎÈÐÐÑÏ ×ÑÐÇ? ¹ÂÔÕËÚÐÞÏ ÑÕÄÇÕÑÏ ÐÂ ÐÇÅÑ
âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÐÂØÑÉÆÇÐËË ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ
âÆÓÂ ÆÎâ ÔÕÇÒÇÐË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ (ÍÑÕÑÓÂâ,
ÒÑÏËÏÑ ÕÑÅÑ, ÎâÉÇÕ Ä ÑÔÐÑÄÖ ÏÇÕÑÆÂ, ÓÂÊÄËÄÂÇÏÑÅÑ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 3.5).

ªÕÂÍ, ÒÖÔÕß ÐÂÏ ÆÂÐ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÕËÒÂ ÂÒ-
ÎÂÔÂ Ĥ�H� (2.41), ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ (3.3). ®Þ ØÑÕËÏ ÒÑÎÖÚËÕß ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËÇ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÆÎâ ÔÕÇÒÇÐË ÆÂÐÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
F̂�H� � Ĥ n�H�. ¿ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÒÓÑÔÕÑ ÔÆÇÎÂÕß Ô ÒÑ-
ÏÑÜßá ÕÇØÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÈÏÂ Ô ÒÓâÏÞÏ/ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÒÓÇ-
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏË ®ÇÎÎËÐÂ (2.25), (2.26).

£ÐÂÚÂÎÇ, ÒÑÆÔÕÂÄËÄ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (3.3) Ä ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÇ (2.25) Ë ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÄ ÓâÆ ÒÑÚÎÇÐÐÑ, ÒÑÎÖÚËÏ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ:

ĜHs�x; x 0� �
X1
m�0

GGm�s; s� âm�Hjx; x 0� ; �3:12�

ÅÆÇ ÃÂÊËÔÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂGGm�s; s� ÆÂáÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ

GGm�s; s� � 1
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dt t sÿ1 KKm�t; s� �

� G�d=2ÿmÿ s�
�4p�d=2G�s�
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s
2

�s�mÿd=2
; �3:13�

ÎÇÅÍÑ ÃÇÓÖÜËÏÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÊÂÏÇÐÞ z � s=2t Ë ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ ÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËË.

´ÇÒÇÓß Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÒÑÆÔÕÂÄËÏ ÖÉÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ
(3.12) Ä ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (2.26) ÆÎâ ÔÕÇÒÇÐË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ĥ n.
£ÐÑÄß ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÄ ÓâÆ ÒÑÚÎÇÐÐÑ, ÐÂÌÆÈÏ ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ:

K̂H n�tjx; x 0� �
X1
m�0

KK �n; d �m �t; s� âm�Hjx; x 0� ; �3:14�

ÅÆÇ ÐÑÄÞÇ ÃÂÊËÔÐÞÇ âÆÓÂ KK �n; d �m �t; s� ÆÂáÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ

KK �n; d �m �t; s� � 1

2pi
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Ô ÒÑÏÑÜßá ÊÂÏÇÐ z � s=2t 1=n Ë m � d=2ÿmÿ ns ÔÄÑÆâ-
ÜÇÏÖÔâ Í ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ (3.6).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÖÃÇÆËÎËÔß Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÕÇÒÎÑÄÑÇ
âÆÓÑ ÆÎâ ÔÕÇÒÇÐË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ Ĥ n ÄÐÇ ÆËÂ-
ÅÑÐÂÎË x 6� x 0 ËÏÇÇÕ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (3.14), ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÒÑ
×ÑÓÏÇ ÆÇÄËÕÕÑÄÔÍÑÏÖ ÓÂÊÎÑÉÇÐËá (3.3) ÆÎâ ËÔØÑÆÐÑÅÑ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ Ä ÓÂÊ-

ÎÑÉÇÐËË ÆÎâ ÔÕÇÒÇÐË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÄÞÔÕÖÒÂáÕ ÕÇ ÉÇ ÔÂÏÞÇ
HaMiDeW-ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ âm�Hjx; x 0� ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ Ĥ�H�.

²ÂÊÎËÚËÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ËÔØÑÆÐÞÇ
ÃÂÊËÔÐÞÇ âÆÓÂ (3.4) ÊÂÏÇÐâáÕÔâ Ä ÐÈÏ ÐÂ ÐÑÄÞÇ ÃÂ-
ÊËÔÐÞÇ âÆÓÂ (3.15). ±ÓËÚÈÏ ÇÔÎË Ä ÍÂÉÆÑÇ ËÔØÑÆÐÑÇ
ÃÂÊËÔÐÑÇ âÆÓÑ KKm�s; t� ÄØÑÆËÎÂ ÑÆÐÂ Ë ÕÂ ÉÇ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÕÂ exp �ÿs=2t�, ÍÑÕÑÓÂâ ÒÑàÕÑÏÖ ÏÑÅÎÂ ÃÞÕß ÄÞÐÇ-
ÔÇÐÂ ÊÂ ÊÐÂÍ ÔÖÏÏÞ, Ë ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (3.3) ÔÕÂÐÑÄËÎÑÔß ÔÕÇ-
ÒÇÐÐ�yÏ ÓâÆÑÏ ÒÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË t, ÕÑ Ä ÍÂÉÆÑÇ
ÐÑÄÑÇ ÃÂÊËÔÐÑÇ âÆÓÑ KK �n; d �m �t; s� ÄØÑÆËÕ ÖÉÇ ÔÄÑâ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÂâ ÑÃÑÃÜÈÐÐÂâ àÍÔÒÑÐÇÐÕÂ En; d=2ÿm�ÿs=2t 1=n�. ¿ÕË
ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÖÉÇ ÐÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÞÐÇÔÇÐÞ ÊÂ ÊÐÂÍ
ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (3.14) âÄÎâÇÕÔâ ÖÉÇ
ÐÇ ÔÕÇÒÇÐÐ�yÏ, Â ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÏ ÓâÆÑÏ.

¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ÆÎâ ÔÕÇÒÇÐË Ĥ n ÏÞ ÒÇÓÇÌ-
ÆÈÏ Í ÒÓÇÆÇÎÖ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ x � x 0, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ àÍÔÒÑÐÇÐÕ Ä ÐÖÎÇ En; a�0� � G�a=n�=nG�a�, ÕÑ
ÒÑÎÖÚËÏ

K̂H n�tjx; x� � tÿd=2n
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m�0

tm=n Âm�H njx� ; �3:16�

Âm�H njx� � G
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¿ÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÇÔÕß ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ ÐÑÄÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ ØÑÓÑÛÑ
ËÊÄÇÔÕÐÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ ¶ÇÅÂÐÂ ë¤ËÎÍË [17], Â ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÑÄ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÔÑØÓÂÐâÕß ÔÄÑá ×ÑÓÏÖ ÒÓË
ÄÑÊÄÇÆÇÐËË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ä ÔÕÇÒÇÐß ÍÂÍ ÓÂÊ Ë ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ Ä
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ "ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ×ÖÐÍÕÑÓËÂÎßÐÑ-
ÔÕË".

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÄÐÇ ÆËÂÅÑ-
ÐÂÎË x 6� x 0 ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÒÓÑÜÂÇÕ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÑÃÞÚÐÑ ÒÓËÐâÕÞÏ
ÄÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÒÑÆØÑÆÑÏ, ÑÒÇÓËÓÖáÜËÏ Ô
ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÞÏË z-×ÖÐÍÙËâÏË ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ x � x 0. ±ÓË àÕÑÏ Ä ÐÂÛÇÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÐÇ ÄÑÊ-
ÐËÍÂÇÕ ÐËÚÇÅÑ ÒÑØÑÉÇÅÑ ÐÂ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÊÂÅÂÆÑÚÐÞØ ÚÎÇ-
ÐÑÄ, ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍËØ ÒÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË t. £Ñ-
ÍÓÖÅ ÕÂÍËØ ÚÎÇÐÑÄ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÆÑÎÅÑÇ ÄÓÇÏâ ÄÇÆÈÕÔâ
ÆËÔÍÖÔÔËâ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [75]), ÐÑ Ä ÔÄÇÕÇ ÐÂÛÇÅÑ ÒÑØÑÆÂ
ÍÂÉÇÕÔâ, ÚÕÑ ÑÐË, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ
ÒÓÑÔÕÑ ÂÓÕÇ×ÂÍÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÄÛÇÅÑÔâ ÏÇÕÑÆÂ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ,
ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ âÄÎâáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ
ÔÂÏÞÏ ÒÓÑÔÕÞÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÑÃÜÇÌ ÔØÇÏÞ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËÌ,
ÍÑÕÑÓÂâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÃÇÊ ÔÇÓßÈÊÐÞØ ÊÂÕÓÖÆÐÇÐËÌ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐÂ ÐÂ ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍÖá ÑÃÎÂÔÕß: Ô ÑÒÇÓÂÕÑ-
ÓÑÄ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ ì ÐÂ ÑÃÜËÇ ÏËÐËÏÂÎßÐÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ
ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ë ÆÂÉÇ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÕËÒÞ ÐÇÏËÐËÏÂÎß-
ÐÞØ (ÒÓËÚËÐÐÞØ) ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ, ÑÕ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÔÕÇÒÇÐË
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ exp �ÿtĤ n�ì Í ×ÖÐÍÙËâÏ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ĥÿm exp �ÿtĤ n� ËÎË �Ĥm � l�ÿ1 Ë Õ.Æ. ³ÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÏ ÄÑÒÓÑÔÂÏ, ÔÄâÊÂÐÐÞÏ Ô ÒÑÆÑÃÐÑÌ "ÑÃÑÃÜÈÐ-
ÐÑÌ ×ÖÐÍÕÑÓËÂÎßÐÑÔÕßá", ÃÖÆÇÕ ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÓÂÃÑÕÂ [76], Ä
ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÅÑÕÑÄâÜÂâÔâ Í ÒÖÃÎËÍÂÙËË.

³ÕÇÒÇÐß ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ F̂�H� � Ĥ n�H� âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÏËÐËÏÂÎßÐÞÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ ÄÞÔÛÇÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ 2n. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÔËÎßÐÑÇ ËÔÍÖÛÇÐËÇ ÒÑ-
ÒÓÑÃÑÄÂÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÆÎâ ÐÇÈ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ
(3.14) Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÊÂÏÇÐÞ ÆÇÄËÕÕÑÄÔÍÑÅÑ ÂÐÊÂÙÂ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ
ÏËÐËÏÂÎßÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÑÃÜÇÅÑ
ÄËÆÂ (2.27). °ÆÐÂÍÑ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÖÃÇÆËÕß-
Ôâ, ÚÕÑ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (3.14) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕÇÒ-
ÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË (2.23) ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÄÑÌ
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ÙÇÒÑÚÍÇ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÔÆÇÎÂÕß ÕÑÕ ÄÞÄÑÆ, ÚÕÑ ÆÎâ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ, ÐÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÑÅÑ Ä ÄËÆÇ ÔÕÇÒÇÐË, ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ Ä ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑÔÕË ËÏÇÇÕ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ, ÍÑÕÑÓÂâ,
ÑÆÐÂÍÑ, ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÔÄÑÆËÕÔâ Í (3.14) Ä ÚÂÔÕÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÇÒÇÐË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ. £ ÔÎÇÆÖáÜËØ
ÓÂÊÆÇÎÂØ ÏÞ ÒÑÆÕÄÇÓÆËÏ ÕÂÍÑÌ ÒÓÇÆÄÂÓËÕÇÎßÐÞÌ ÄÞÄÑÆ,
ÒÑÎÖÚËÄ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÆÎâ ÑÃÜÇÅÑ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ ÔÓÂÊÖ ÆÄÖÏâÏÇÕÑÆÂÏË: Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ
"ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ", Â ÕÂÍÉÇ ËÔÒÑÎß-
ÊÖâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ, ÒÑ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÌ (ÐÂÆ ÔÕÇÒÇÐßá ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÅÑ
ÔÎÖÚÂâ). ±ÑÏËÏÑ ÆÄÖØ ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÞØ ÂÎÅÑÓËÕÏÑÄ, ÍÑ-
ÕÑÓÞÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÑ ÔÓÂÄÐËÕß ÍÂÍ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ, ÕÂÍ Ë Ô
ÏÇÕÑÆÑÏ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÔÎÇÆÑÄ, àÕÑ
ÒÑÊÄÑÎËÕ ÐÂÏ ÑÕÄÇÕËÕß ÐÂ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÒÓËÚËÐÇ ÐÇÖÆÂÚ
ÑÃÑÃÜÇÐËâ ÆÇÄËÕÕÑÄÔÍÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ Ë ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÒÑ-
ÔÕÓÑËÕß ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ Ä ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË.

3.4. °ÃÑÃÜÈÐÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ
ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ ÎÇÉËÕ Ä ÑÔÐÑÄÇ
ËÊÖÚÇÐËâ (ÒÔÇÄÆÑ)ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Ë ËØ
ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [13, 14]). °ÆÐÂ-
ÍÑ Ä ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÕÇÍÔÕÑÄ ÑÐÑ ÒÓËÏÇ-
ÐâÇÕÔâ Ä ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ ÖÆÑÃÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ×ÑÓÏÇ. £
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ÏÇÕÑÆ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
¶ÖÓßÇ ÐÂ ËÔÍÓËÄÎÈÐÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË ÃÞÎ
ÓÂÊÄËÕ Ä ÄËÆÇ "ÔËÏÄÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ËÔÚËÔÎÇÐËâ" ¤ÂÓÑÎßÆÂ
£ËÆÑÏÂ [77 ë 79]. £ àÕÑÌ ×ÑÓÏÇ ÑÐ ÃÞÎ ÖÔÒÇÛÐÑ ÒÓËÏÇÐÈÐ
Í ÄÞÚËÔÎÇÐËá ÒÓÇÆÇÎÑÄ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÕÇÒ-
ÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ¤ÖÔÞÐËÐÞÏ Ô ÔÑÂÄÕÑÓÂÏË [49 ë 54].

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÓÂÃÑÕ, ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÑÃÑÃ-
ÜÈÐÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ ÆÎâ ÄÞâÔÐÇÐËâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ
ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÄÐÇ ÆËÂÅÑÐÂÎË ÒÓË x 6� x 0. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÌ ÂÎÅÑÓËÕÏ Ä ÔÄâÊË Ô ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÏË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎß-
ÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÃÞÎ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ ÐÂÏË Ä ÓÂ-
ÃÑÕÇ [80]. £ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÇÆÈÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ
àÕÂÒÞ ÇÅÑ ÒÑÎÖÚÇÐËâ, ÑÒÖÔÍÂâ ÕÇØÐËÚÇÔÍËÇ ÆÇÕÂÎË Ë ÑÕ-
ÔÞÎÂâ ÊÂËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÐÐÑÅÑ ÚËÕÂÕÇÎâ Í ÒÓÑÙËÕËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÓÂÃÑÕÇ.

±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÒÇÓÇÌÕË Í ÑÃÔÖÉÆÇÐËá ÔÂÏÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ,
ÄÄÇÆÈÏ Ä ÙÇÎâØ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÔÑÍÓÂÜÈÐÐÑÇ ÑÃÑ-
ÊÐÂÚÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÞÏ ÃÖÆÇÏ ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ.
®Þ ÃÖÆÇÏ ÔËÔÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÑÒÖÔÍÂÕß ÔÄÈÓÕÍË ÒÑ ÒÑÄÕÑ-
ÓâáÜËÏÔâ ËÐÆÇÍÔÂÏ, ÊÂÒËÔÞÄÂâ ÄÏÇÔÕÑ àÕÑÅÑ

F̂k � H k � F̂ a1...ak
k Ha1 . . .Hak : �3:18�

´ÑÅÆÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ
ÒÑÓâÆÍÂ N (ÆÇÌÔÕÄÖáÜËÌ ÐÂ ÐÂÃÑÓ ÒÑÎÇÌ j�x� � jA�x�,
Ñ ÚÈÏ ÐÂÒÑÏËÐÂáÕ ÛÎâÒÍË) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐ Ä ÄËÆÇ
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©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ, ØÑÕâ ÏÞ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ Ô ÔÂÏÑÅÑ
ÐÂÚÂÎÂ ÑÅÓÂÐËÚËÎË ÔÇÃâ ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ ÔÎÖÚÂÇÏ ÓËÏÂ-
ÐÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË, ÏÇÕÑÆ ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ Ë ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÇ ÐÂ ÐÈÏ ÆÂÎßÐÇÌÛËÇ
ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ ÒÓËÏÇÐËÏÞ Ä ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍÑÏ ÍÑÐ-
ÕÇÍÔÕÇ ÕÇÑÓËÌ Ô ÍÓÖÚÇÐËÇÏ Ë ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑÔÕßá, ÍÑÅÆÂ
ÔÄâÊÐÑÔÕß Ha ÃÑÎßÛÇ ÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÏÇÕÓËÍÑÌ gab.
°ÃÔÖÉÆÇÐËÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑÔÕÇÌ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [80], Ë ÊÆÇÔß
ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÐÂ ÐÈÏ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÕßÔâ.

£ÇÍÕÑÓ s a 0 �x; x 0� ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÑÃÑÃÜÇ-
ÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÂ x 0 ÿ x ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÍÂÏË Ä ÒÎÑÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ. ®ÇÕÑÆ ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ Ä ËÔ-
ÍÓËÄÎÈÐÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÑÔÐÑÄÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÍÑÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËË Ä ÄËÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑ
"ÒÎÑÔÍËÏ ÄÑÎÐÂÏ" exp �ikb 0s b 0 �, ÅÆÇ kb 0 ì ÍÑÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ
ÄÇÍÕÑÓ Ä ÕÑÚÍÇ x 0. ¿ÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ 7

1̂d�x; x 0� �
�

ddk

�2p�d exp �ika 0s a 0 � Î �x; x 0� : �3:20�

£ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÄÏÇÔÕÑ ÕÇÐÊÑÓÂ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇ-
ÐÑÔÂ Î �x; x 0� ÏÞ, ÍÑÐÇÚÐÑ ÉÇ, ÏÑÅÎË ÃÞ ÄÞÃÓÂÕß ÎáÃÖá
ÆÓÖÅÖá ÏÂÕÓËÚÐÑ-ÊÐÂÚÐÖá ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÖá ×ÖÐÍÙËá,
ÆÂáÜÖá Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÇÆËÐËÚÐÖá ÏÂÕÓËÙÖ 1̂, Â
ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÑÃÎÂÆÂáÜÖá ÒÓÂÄËÎßÐÞÏË ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂ-
ÙËÑÐÐÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÒÑ ÑÃÑËÏ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂÏ x Ë x 0 (ÒÑ
ÖÍÂÊÂÐÐÑÌ ÒÓËÚËÐÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ 1̂ ÐÇ ÒÑÆØÑÆËÕ
ÆÎâ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÅÑ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ). ¥ÂÐÐÑÏÖ ÏÇÕÑÆÖ ÒÓË-
ÔÖÜÂ ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÐÇÖÔÕÓÂÐËÏÂâ ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕß, ÍÑÕÑ-
ÓÂâ, ÕÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ, ÐÇ ÆÑÎÉÐÂ ÄÎËâÕß ÐÂ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÇ
ÑÕÄÇÕÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÒÑ ËÏÒÖÎßÔÂÏ. £
ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÐÂÛ ÄÞÃÑÓ Ô ÕÇÐÊÑÓÑÏ Î �x; x 0� ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâÇÕÔâ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÞÏ Ë ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ.

±ÑÆÇÌÔÕÄÖÇÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÑÌ exp �ÿtF̂�H��
ÐÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (3.20) Ë ÒÓÑÍÑÏÏÖÕËÓÖÇÏ ÒÎÑÔÍËÇ
ÄÑÎÐÞ Ô ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ F̂�H� ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá

exp �ÿikb 0s b 0 � F̂�Ha� exp �ikb 0s b 0 � � F̂�Ha � ikb 0s b 0
a � ; �3:21�

ÅÆÇ s b 0
a �x; x 0� � Ha s b 0 �x; x 0�. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇ-

ÆÖáÜÇÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÆÎâ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ
(ÊÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊÞ ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÏ ÉËÓÐÞÏ
ÛÓË×ÕÑÏ):

K̂�tjx; x 0� �
�

ddk

�2p�d exp �ika 0s a 0 � K̂�t; kjx; x 0� ; �3:22�

K̂�t; kjx; x 0� � exp
�ÿtF̂�Ha � ikb 0s b 0

a �
� Î �x; x 0� : �3:23�

¬ÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.23) ÖÉÇ ÔÂÏÑ ÒÑ ÔÇÃÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÆÎâ ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊÂ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ Ä
ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ×ÑÓÏÇ, Ë ÏÞ ÏÑÅÎË ÃÞ ÒÓÑÔÕÑ ÓÂÊÎÑÉËÕß
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÖá àÍÔÒÑÐÇÐÕÖ Ä ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ
ÓâÆ. ´ÂÍÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÆÇÌÔÕÄËâ, ÑÆÐÂÍÑ, ÐÇ ÒÓËÄÇÆÈÕ ÐÂÔ Í
ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÙÇÎË ì ÓÂÊÎÑÉÇÐËá ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ×ÑÐÑÄÑÌ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË 1=l, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÒÇÓÂÕÑÓ F̂�Ha � ikb 0s b 0

a � ÔÑ-
ÆÇÓÉËÕ Ä ÔÇÃÇ ÔÕÂÓÛËÌ ÚÎÇÐ, ËÏÇáÜËÌ ÐÖÎÇÄÖá×ÑÐÑÄÖá
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß dim F̂ a1...aN

N �x� � 0. ±ÑàÕÑÏÖ ÐÂÛÂ ÊÂÆÂÚÂ
ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ âÄÐÑ ÄÞÆÇÎËÕß ËÊ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÌ
àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ O�1=l 0�-ÚÎÇÐÞ, Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ ÐÂÌÆâ ÓÇÛÇÐËÇ
ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, Â ÖÉÇ ÐÂÆ ÐËÏ ÔÕÓÑËÕß ÕÇÑÓËá ÄÑÊ-
ÏÖÜÇÐËÌ ÒÑ 1=l.

±ÑàÕÑÏÖ ÄÏÇÔÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (3.23) ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÂÐÊÂÙ ÆÎâ ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊÂ ÕÇÒÎÑ-

7 ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÑ ÏÞ ÏÑÅÎË ÃÞ Ô ÕÂÍËÏ ÉÇ ÖÔÒÇØÑÏ
ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ ÒÑ ×ÖÐÍÙËâÏ exp �ikbs b�. ·ÑÕâ, Ä ÔËÎÖ
ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÒÓËÚËÐ, ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÚËÕÂÇÏ ÄÞÃËÓÂÕß (3.20) Ë ØÑÕâ ÄÐÇ
ÒÓÇÆÇÎÂ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ àÕË ÆÄÂ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÄÞÃÑÓÂ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ, ÒÑÔÎÇ ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÒÓÇÆÇÎÖ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÑÃÂ ÆÂáÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÇ ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ. ±ÑàÕÑÏÖ
ÔÓÂÄÐÇÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÕÂÍËÏË ÆÄÖÏâ ÔÒÑÔÑÃÂÏË, ÏÑÉ-
ÐÑ ÆÂÉÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÍÂÍ ÔÓÇÆÔÕÄÑ ÒÑËÔÍÂ ÑÛËÃÑÍ.
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ÄÑÅÑ âÆÓÂ:

K̂�t; k� � exp
�ÿt�ik�N � F̂ � T̂�H� Î ; �3:24�

ÅÆÇ

F̂ � F̂ b 0
1
...b 0N � F̂ a1...aN

N s
b 0
1

a1 . . . s
b 0N
aN �3:25�

ì ÏÂÕÓËÚÐÑ-ÊÐÂÚÐÂâ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, âÄÎâá-
ÜÂâÔâ ÔÍÂÎâÓÑÏ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÕÑÚÍË x Ë ÕÇÐÊÑÓÑÏ Ô N
ÄÇÓØÐËÏË ËÐÆÇÍÔÂÏË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÕÑÚÍË x 0 (ÑÐÂ ËÅÓÂÇÕ
ÓÑÎß ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÔËÏÄÑÎÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ F̂�H�, ÑÃÞÚÐÑ ËÔÒÑÎß-
ÊÖáÜÇÅÑÔâ Ä ×ÖÓßÇ-ÂÐÂÎËÊÇ (ÒÔÇÄÆÑ)ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ), Â T̂�H� � T̂�H; t; kjx; x 0� ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÒÑÍÂ
ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ.

±ÑÔÎÇ ÂÍÍÖÓÂÕÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ËÏÒÖÎß-
ÔÂ k Ë ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÄÔÇØ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞØ ÍÑÏÏÖÕÂÙËÌ (ÔÏ.
ÒÑÆÓÑÃÐÑÔÕË Ä [80]) ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÎÇÆÖáÜÖá ÊÂÆÂÚÖ
ÐÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓ T̂�H; t; k�:
�qt � F̂� T̂�H; t; k� � 0 ; �3:26�
T̂�H; 0; k� � 1̂ ; �3:27�

ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÞ ÐÑÄÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ

F̂�H� � F̂�H; t; kjx; x 0� �
XNÿ1
m�0

XNÿm
n�0

t n�ik�m�Nn � fF̂gm; n ;
�3:28�

fF̂gm; n �
XN

k�m�n
F̂k�x� � fH kgm; n ; �3:29�

a ÆÇÌÔÕÄËÇ ÑÒÇÓÂÙËË 8 f. . .gm; n ÐÂ ÐÂÃÑÓ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞØ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ H k� Ha1 . . .Hak ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ � k

m; n� � k!=�m!n!�
��kÿmÿ n�!� ÚÎÇÐÑÄ, Ä ÍÂÉÆÑÏ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ m ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞØ ÊÂÏÇÐÇÐÞ ÐÂ ×ÖÐÍÙËË ÄËÆÂ s b 0

a Ë n ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØì ÐÂ
×ÖÐÍÙËË ÄËÆÂ ÿHaF̂ ÔÑ ÔÕÓÑÅËÏ ÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ ÒÑÓâÆÍÂ
ÔÎÇÆÑÄÂÐËâ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, fF̂gm; n � fF̂g b 0

1
...b 0mc

0
1
...c 0Nn

m; n ì
ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÒÑÓâÆÍÂ Nÿmÿ n Ë ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË Nÿm Ô
m�Nn ÄÇÓØÐËÏË ÛÕÓËØÑÄÂÐÐÞÏË ËÐÆÇÍÔÂÏË, ÒÓË àÕÑÏ
fF̂gN; 0 � F̂ .

´ÇÒÇÓß ÓÂÊÎÑÉËÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓ T̂�t; k� Ä ÆÄÑÌÐÑÌ ÓâÆ ÒÑ
ÔÕÇÒÇÐâÏ t Ë k:

T̂�H; t; k� �
X1
n�0

XLn

l�0
t n�ik�l � T̂n; l�H� ; �3:30�

ÅÆÇ T̂n; l�H� � T̂
b 0
1
...b 0

l

n; l �Hjx; x 0� ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞÇ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑ-ÊÐÂÚÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ, âÄÎâáÜËÇÔâ ÕÇÐÊÑ-
ÓÂÏË Ô l ÄÇÓØÐËÏË ÛÕÓËØÑÄÂÐÐÞÏË ËÐÆÇÍÔÂÏË, Â Ln ì
ÒÑÍÂ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞÌ ÒÓÇÆÇÎ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ (3.28) Ë (3.30) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.26) ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÐÂ ÑÒÇ-
ÓÂÕÑÓÞ T̂n; l�H�:

�n� 1�T̂n�1; l � ÿ
XNÿ1
p�0

XNÿp
q�0
fF̂gp; qT̂nÿq; lÿpÿNq ; �3:31�

T̂0;0 � 1̂ ; T̂0; l � 0 pri l > 0 : �3:32�

(£ àÕÑÌ ÊÂÒËÔË ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ T̂n; l � 0 ÒÓË n < 0 ËÎË
l < 0 Ë, ÍÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß, ÍÑÏÒÑÊËÙËâ ÕÇÐÊÑÓÂ fF̂gp; q
ÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË �p�Nq� Ô ÕÇÐÊÑÓÑÏ T̂nÿq; lÿpÿNq ÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË
�lÿ pÿNq� Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÕÇÐÊÑÓ
ÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË l Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË.) ¯ÂÚÂÎßÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ (3.32)
ÔÎÇÆÖáÕ ËÊ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ (3.27) Ë ÒÑÊÄÑÎâáÕ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÓÂÊÓÇÛËÕß ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ
ÆÎâ ÄÔÇØ T̂n; l. ´ÂÍÉÇ ËÊ ÔËÔÕÇÏÞ (3.31), (3.32) ÎÇÅÍÑ
ÒÑÎÖÚËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÓÇÆÇÎÂ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ Ä (3.30):

Ln�N� �
�
Nÿ 1

2

�
n : �3:33�

±ÓËÏÇÓ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ T̂n; l�H� ÒÑ ÑÒÇÓÂÕÑ-
ÓÂÏ ÐËÊÛËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ ÒÓËÄÇÆÈÐ ÐÂ ÓËÔ. 1 ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ
T̂6; 5�H� Ë N � 2.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÊ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÇÓÂÕÑ-
ÓÑÄ T̂n; l�H�, ÐÂÒÓËÏÇÓ,

T̂n; l � 1

n!

��ÿF̂�n	
l
; pri l < N ; �3:34�

T̂2k; �2Nÿ1�k � 1

2kk!

ÿÿfF̂gNÿ1; 1�k : �3:35�

°ÆÐÂÍÑ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ T̂n; l�H� ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÒÑÎÖÚÇÐ Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÂÍËØ ÒÓÑÔÕÞØ ×ÑÓÏÖÎ. ¯ÂËÃÑÎß-
ÛÇÇ, ÚÕÑ ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÔÍÂÊÂÕß Ñ ÐÈÏ, ì àÕÑ ÚÕÑ ÑÐ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ Ä ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ ÚÎÇÐÑÄ (Ô ÐÇÍÑÕÑÓÞÏË ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÂÏË) ÄËÆÂ

fF̂ k1gm1; n1
. . . fF̂ kpgmp; np

; �3:36�

ÅÆÇXp
i�1
�ki � ni� � n i

Xp
i�1
�Nni �mi� � l : �3:37�

±ÑÔÎÇ ÕÑÅÑ ÍÂÍ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊÂ
K̂�H; t; k� ÒÑÎÖÚÇÐÑ, ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÕÓÇÃÖÇÏÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ
ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ, ÑÔÕÂÈÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÕß ÇÅÑ
ÒÑ ËÏÒÖÎßÔÂÏ k. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (3.24) Ë (3.30) Ä
ËÐÕÇÅÓÂÎ (3.22), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÓÇ-

8 °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÂÃÑÕÑÌ [80] ÏÞ ËÊÏÇÐËÎË ÑÃÑÊÐÂÚÇ-
ÐËâ: ÕÂÏ àÕÂ ÑÒÇÓÂÙËâ ÑÃÑÊÐÂÚÂÎÂÔß ÆÄÑÌÐÞÏË ÍÄÂÆÓÂÕÐÞÏË ÔÍÑÃ-
ÍÂÏË [ . . . ]m; n, ÑÆÐÂÍÑ ÊÆÇÔß ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÏ ÇÈ ×ËÅÖÓÐÞÏË ÔÍÑÃÍÂÏË
f. . .gm; n, Â ÆÄÑÌÐÞÇ ÍÄÂÆÓÂÕÐÞÇ ÔÍÑÃÍË ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÆÂÎÇÇ ÆÎâ ÄÎÑ-
ÉÇÐÐÞØ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÑÄ.

n

l

²ËÔ. 1. °ÒÇÓÂÕÑÓÞ T̂n; l ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ N � 2. ¤ÑÎÖÃÂâ ÎËÐËâ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ l, Ln�N� � �Nÿ 1=2�n. ¬ÂÉÆÂâ ÕÑÚÍÂ ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ä ÒÑÎÑÉÇÐËË �n; l� ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓ T̂n; l. ©ÂÕÇÐÈÐÐÂâ
ÑÃÎÂÔÕß ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÒÂÕÕÇÓÐ, ÒÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Ä
ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (3.31) (Ä ÆÂÐÐÑÏ ÒÓËÏÇÓÇ
T̂6; 5).
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ÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÑÃÜÇÅÑ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎÈÐÐÑÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ N:

K̂�tjx; x 0� �
X1
n�0

t n
XLn

l�0
Ŝl�t� � T̂n; l�H� Î �x; x 0� ; �3:38�

ÅÆÇ

Ŝl�t� � Ŝl; b 0
1
...b 0

l
�tjx; x 0� �

�
�

ddk

�2p�d �ik�
l exp

�ÿt�ik�N � F̂ � ika 0s a 0� �3:39�

ìÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞÇ ÏÂÕÓËÚÐÑ-ÊÐÂÚÐÞÇ ÕÇÐÊÑÓÞ Ô l ÐËÉÐËÏË
ÛÕÓËØÑÄÂÐÐÞÏË ËÐÆÇÍÔÂÏË.

£ÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (3.38) à××ÇÍÕËÄÐÑ Ô
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ¬´±, ÍÂÍ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË
×ÑÐÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ô ÓÑÔÕÑÏ n ×ÑÐÑÄÂâ ÓÂÊÏÇÓ-
ÐÑÔÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÚÎÇÐÂ ÕÂÍÉÇ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÄÑÊÓÂ-
ÔÕÂÇÕ:

dim T̂n; l�H� � nNÿ l5
n

2
: �3:40�

£ ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ (2.27)
ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ 2n ËÐÕÇÅÓÂÎÞ (3.39) ÔÄÑÆâÕÔâ Í ÇÆËÐÔÕ-
ÄÇÐÐÑÏÖ ÑÔÐÑÄÐÑÏÖ ËÐÕÇÅÓÂÎÖ (3.5) Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÎÇÅÍÑ ÃÇ-
ÓÖÕÔâ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞØ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ. £ÐÑÄß ÑÕÔÞÎÂâ ÊÂ ÒÓÑÔÕÞÏË, ÐÑ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÅÓÑÏÑÊÆ-
ÍËÏË ÕÇØÐËÚÇÔÍËÏË ÆÇÕÂÎâÏË Í [80], ÒÓËÄÇÆÈÏ ÑÍÑÐÚÂ-
ÕÇÎßÐÞÌ ÑÕÄÇÕ:

Ŝl; a 0
1
...a 0

l
�tjx; x 0� � Dÿ1�x; x 0�

�4pt 1=n�d=2
�

�
Xl
r5 l=2

Sr; l; a 0
1
...a 0

l

�ÿ2t 1=n�r En; d=2�r
�
ÿ s
2t 1=n

�
1̂ ; �3:41�

ÅÆÇ ÐÑÄÞÇ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÕÇÐÊÑÓÐÞÇ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ Sr; l � Sr; l; a 0

1
...a 0

l
�x; x 0�, r5 0 Ë l � r; . . . ; 2r, Ô l ÐËÉ-

ÐËÏË ÛÕÓËØÑÄÂÐÐÞÏË ËÐÆÇÍÔÂÏË ÖÉÇ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ t.
¬ÂÉÆÞÌ Sr; l ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ �2rÿ l� ÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ ÄËÆÂ sa 0 Ë
�lÿ r� ÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ ÄËÆÂ ga 0b 0 � �s c

a 0gcd�s d
b 0 , ÅÆÇ �s a

b 0 �x; x 0� ì
ÕÇÐÊÑÓ, ÑÃÓÂÕÐÞÌ Í s b 0

a , Ô ÍÑÏÃËÐÂÕÑÓÐÞÏË ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÂÏË, ÓÂÄÐÞÏË ÍÑÎËÚÇÔÕÄÖ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÚÎÇÐÑÄ ÒÓË ÔËÏ-
ÏÇÕÓËÊÂÙËË ÒÑ l ËÐÆÇÍÔÂÏ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ,

S1; 1 � sa 0 ; S1; 2 � ga 0b 0 ; S2; 2 � sa 0sb 0 ;

S2; 3 � 3g�a 0b 0sc 0� ; S2; 4 � 3g�a 0b 0gc 0d 0� ; �3:42�
S3; 3 � sa 0sb 0sc 0 ; S3; 4 � 6g�a 0b 0sc 0sd 0�

Ë Õ.Æ. ¿ÕË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÄÂÉÐÞÏ
ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ: ÒÑÔÍÑÎßÍÖ �sa 0 � � 0 Ë �ga 0b 0 � � gab, Ä ÒÓÇÆÇÎÇ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÑÐË ÐÇ ËÔÚÇÊÂáÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË l � 2r.

¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÏÞ ÒÑÆÔÕÂÄËÏ (3.41) Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (3.38) Ë
ÒÓÑËÊÄÇÆÈÏ ÒÇÓÇÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ, ÕÑ ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜËÌ
ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÑÃ-
ÜÇÅÑ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÒÑ-
ÓâÆÍÂ 2n:

K̂F�tjx; x 0� � Dÿ1
X1

m�ÿ1

X1
n5Nm

KK �n; d �m; n �s; t� b̂m; n�x; x 0� ; �3:43�

ÅÆÇ ÏÞ ÄÄÇÎË ÐÑÄÞÇ ÃÂÊËÔÐÞÇ âÆÓÂ

KK�n; d �m; n �s; t� � t �mÿd=2�=n

�4p�d=2
En; d=2�nnÿm

�
ÿ s
2t 1=n

�
: �3:44�

©ÆÇÔß ÐËÉÐËÌ ÒÓÇÆÇÎ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ËÐÆÇÍÔÖ n Ä m-Ï
ÒÑÓâÆÍÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ t 1=n ÆÂÈÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

Nm�n� �
m

n
; m > 0 ;

2jmj
2nÿ 1

; m < 0 :

8><>: �3:45�

¥ÄÖØÕÑÚÇÚÐÞÇ ÏÂÕÓËÚÐÑ-ÊÐÂÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË b̂m; n�x; x 0�
ÏÞ ÐÂÊÞÄÂÇÏ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÏË HaMiDeW-ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ-
ÏË. °ÐË ÆÂáÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÍÑÐÇÚÐÞØ ÔÄÈÓÕÑÍ ÄÄÇÆÈÐÐÞØ ÄÞÛÇ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ T̂n; l�H� Ë ÕÇÐÊÑÓÐÞØ ÍÑ-
à××ËÙËÇÐÕÑÄ Sp; l�x; x 0�:

b̂m; n�x; x 0� � 1

�ÿ2�nnÿm �

�
XbLm; nc

l�nnÿm
Snnÿm; l�x; x 0� � T̂n; l�H� Î�x; x 0� ; �3:46�

ÅÆÇ ÄÇÓØÐËÌ ÒÓÇÆÇÎ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ËÐÆÇÍÔÖ l ì ÙÇÎÂâ
ÚÂÔÕß ÄÞÓÂÉÇÐËâ

Lm; n � 2nnÿmax

�
2m;

n

2

�
: �3:47�

£ ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ Ô ËÐÆÇÍÔÂÏËm � nn,
ÍÂÍ àÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (3.35), ÑÐË ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÑÔÑÃÇÐÐÑ
ÒÓÑÔÕÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ

b̂nn; n�x; x 0� � T̂n; 0�H�Î � 1

n!
�ÿF̂ �n Î : �3:48�

¯ÂËÃÑÎÇÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (3.43) ÑÕ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (2.51) ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÔÑ-
ÔÕÑËÕ Ä ÒÑâÄÎÇÐËË ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÞØ ÔÕÇÒÇÐÇÌ t Ë Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÑÃÜÇÅÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ
×ÂÍÕÑÓÂ ÒÇÓÇÆ ÔÕÇÒÇÐÐ�yÏ ÓâÆÑÏ ÒÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÄÓÇ-
ÏÇÐË. £ÏÇÔÕÑ àÕÑÅÑ ÍÂÉÆÞÌ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÌ HaMiDeW-
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ b̂m; n ÒÓË ÔÕÇÒÇÐË tm=n ÖÏÐÑÉÂÇÕÔâ ÐÂ ÔÄÑá
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÖá ÑÃÑÃÜÈÐÐÖá àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá,
âÄÐÑ ÊÂÄËÔâÜÖá ÑÕ ÑÃÑËØ ËÐÆÇÍÔÑÄ m Ë n ÆÄÑÌÐÑÅÑ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÓâÆÂ.

£ ÔËÎÖ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÞØ ÔÕÇÒÇÐÇÌ t ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (3.43) ÖÉÇ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ËÐ-
ÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑ ÏÂÎÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t! 0. ´ÇÒÇÓß ÇÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÐË-
ÏÂÕß ÍÂÍ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑ ×ÑÐÑÄÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË, Â àÕÑ ÍÂÍ
ÓÂÊ Ë ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÐÂÏ ÆÎâ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍË Ë à××ÇÍÕËÄÐÑÌ
ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÍÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (3.40), ÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÔÕË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ b̂m; n�x; x 0� ÄÔÇÅÆÂ ÒÑÎÑÉËÕÇÎß-
ÐÞ Ë ÓÂÔÕÖÕ ÄÏÇÔÕÇ Ô ËÐÆÇÍÔÂÏË m Ë n:

dim b̂m; n 5 min
f l g
�dim T̂n; l� � max

�
2m;

n

2

�
: �3:49�

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÕÎË-
ÚËÇ ÏÇÕÑÆÂ ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ ÑÕ ÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ¥Ç£ËÕÕÂ. £ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ, ÚÕÑÃÞ ÄÞÚË-
ÔÎËÕß ÒÓÇÆÇÎ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ �âm�, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÊÐÂÕß ÒÓÇÆÇÎÞ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÆÎâ ÄÔÇØ ÐËÊÛËØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ, Â ÕÂÍÉÇ ÐÇ-
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÂ ËØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ
àÕÑÅÑ, Ä ÐÂÛÇÏ ÏÇÕÑÆÇ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÂâ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ÑÔÖÜÇ-
ÔÕÄÎâÇÕÔâ ÐÇ ÆÎâ ÔÂÏËØ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ b̂m; n,
Â ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ T̂n; l�H�. ¡ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ
ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ Ä ÍÂÉÆÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ Ä ÄËÆÇ
ÔÄÈÓÕÑÍ ÆÂÐÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Ô ÕÇÐÊÑÓÂÏË Sr; l (3.46). ¢ÑÎÇÇ
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ÕÑÅÑ, ÕÂÍÂâ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕ ÐÇ ÒÓÇÆÇÎÞ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ
�b̂m; n�, Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ b̂m; n�x; x 0� ÍÂÍ ÕÑÚÐÞÇ ÆÄÖØÕÑÚÇÚ-
ÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË Ô x 6� x 0.

°ÒËÔÂÐÐÞÌ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÂÎÅÑÓËÕÏ ÃÞÎ
ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐ ÐÂÏË Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÔËÏÄÑÎßÐÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ
Wolfram Mathematica Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÒÂÍÇÕÑÄ xAct Ë
xTras Ë ÒÓËÏÇÐÈÐ Í ÑÒÇÓÂÕÑÓÖ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ (2.41) Ë
ÏËÐËÏÂÎßÐÑÏÖ ÑÒÇÓÂÕÑÓÖ 4-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ:

F̂�H� � 1̂&2 � Ô abcHaHbHc � D̂ abHaHb �HaHa � P̂ : �3:50�

®Þ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÒÓËÄÑÆËÕß ÊÆÇÔß ÆÇÕÂÎË àÕËØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ,
ÒÑÊÄÑÎËÄÛËØ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÂÐÇÇ
ÆÓÖÅËÏË ÂÄÕÑÓÂÏË ÒÓÇÆÇÎÞ ÔÑÄÒÂÆÇÐËÌ, ÐÑ Ë ÒÑÎÖÚËÕß
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÍÑÕÑÓÞØ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÐÇ ÃÞÎÑ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ (Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÄÍÎÂÆÞ ÑÕ ÚÎÇÐÑÄ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ô Ô abc). ©Â
ÒÑÆÓÑÃÐÑÔÕâÏË ÏÞ ÄÐÑÄß ÑÕÔÞÎÂÇÏ Í ÐÂÛÇÌ ÓÂÃÑÕÇ [80].

©ÆÇÔß ÉÇ ÏÞ ØÑÕËÏ ÑÔÕÂÐÑÄËÕßÔâ ÐÂ ÑÆÐÑÏ ÄÂÉÐÑÏ
ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÇì ÄËÆËÏÑÏ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËË ÏÇÉÆÖ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÂÏË, ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÞÏË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ¶ÖÓßÇ, Ë ÔÕÂÐ-
ÆÂÓÕÐÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ ¥Ç£ËÕÕÂ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÇÔÎË ÏÞ ÒÑ-
ÎÑÉËÏ Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (3.43) Ë (3.46) n � 1, ÕÑ ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ:

K̂F�tjx; x 0� � Dÿ1

�4pt�d=2
exp

�
ÿ s
2t

� X1
m�ÿ1

tmb̂m�x; x 0� ;
�3:51�

b̂m�x; x 0� �
X1

n5Nm

b̂m; n�x; x 0� : �3:52�

¬ÂÍ ÄËÆËÏ, Ä ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ÑÔÕÂáÕÔâ ÚÎÇÐÞ Ô
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏË ÔÕÇÒÇÐâÏË ÒÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË.
°ÆÐÂÍÑ Ä ÆÇÄËÕÕÑÄÔÍÑÏ ÂÐÊÂÙÇ ÐËÍÂÍËØ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÚÎÇÐÑÄ
ÒÓÑÔÕÑ ÐÇÕ! ¬ÂÍ ÕÂÍÑÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑ?

£ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÒÑÏÑÅÂÇÕ ÓÂÊÓÇÛËÕß ÑÕÏÇÚÇÐÐÞÌ ÍÂÉÖ-
ÜËÌÔâ ÒÂÓÂÆÑÍÔ. °ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ ÄÔÇ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ b̂m; n�x; x 0�,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÞ ÔÏÑÅÎË ÄÞÚËÔÎËÕß, ÒÓË m < 0 (ØÑÕâ àÕÑ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß Ë ÐÇ ÑÚÇÄËÆÐÑ ÐÂ ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ) ÕÑÉÆÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÐÖÎâáÕÔâ Ä ÔËÎÖ ÑÔÑÃÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ, ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÏÇÉÆÖ ÕÇÐÊÑÓÂÏË s b

a1...an Ë Îa1...an . ±ÓËÏÇÓ
ÕÂÍËØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÆÇÌÔÕÄÖâ ÐÂ ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËâ (2.45) Ë (2.49) ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ
ÄÆÑÎß ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ s aHa Ë ÊÂÕÇÏ ÖÒÓÑÜÂâ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ô ÒÑÏÑÜßá (2.45). ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâÏ

s a1 . . . s ans b
a1 ...an � 0 pri n > 1 ; �3:53�

s a1 . . . s an Îa1...an � 0 : �3:54�
³ÖÜÇÔÕÄÖáÕ Ë ÆÓÖÅËÇ, ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ
ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÓÑÆÂ.

¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ ÕÂÍÑÅÑ ÕËÒÂ, ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÐÖÎâá-
ÜËÇÔâ ÄÐÇ ÒÓÇÆÇÎÂ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ, ÏÞ ÐÂÊÞÄÂÇÏ ÎÑÉÐÞÏË.
£ÑÊÐËÍÂÇÕ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ: ÐÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÎË ÕÑ ÉÇ
ÔÂÏÑÇ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÄÞÔÛËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ? ¯Ç
âÄÎâáÕÔâ ÎË Ë ÆÎâ ÐËØ ÄÔÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÒÓË ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞØ ÔÕÇÒÇÐâØ t ÎÑÉÐÞÏË? ³ËÏÄÑÎßÐÞÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ÆÂáÕ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ ÑÕÄÇÕ ÐÂ ÒÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ ì
ØÑÕâ ÔÓÇÆË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ 4-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÕÂÍÉÇ
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÎÑÉÐÞÇ, ÔÓÇÆË ÐËØ ÇÔÕß Ë ÕÂÍËÇ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ
ËÔÚÇÊÂáÕ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ b̂ÿ1; 1 ÔÑÆÇÓÉËÕ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÄËÆÂ Ô abcsasbscÎ �x; x 0�.
¿ÕÑ ÐÂÃÎáÆÇÐËÇ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÍÑà××ËÙËÇÐ-

ÕÑÄ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏË ÔÕÇÒÇÐâÏË t ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÑ
ÂÓÕÇ×ÂÍÕÑÏ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ, Â ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑ-
ÃÑÌ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÖá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ
âÆÓÂ ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÄÞÔÛËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ.

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ØÑÕâ ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÄÞÔÛÇÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ Ë ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ
ÒÓË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÔÕÇÒÇÐâØ t, ËÊ ËÊÄÇÔÕÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËâ ÆÎâ ÆËÂÅÑÐÂÎË ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ (2.35) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÑÐË
ÆÑÎÉÐÞ ÄÑ ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÐÖÎâÕßÔâ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÑÄÒÂÆÇ-
ÐËâ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ËÊ ÊÂÏÇÚÂÐËâ ÒÑÔÎÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (3.42) Ñ
ÕÑÏ, ÚÕÑ �Sl; p � 6� 0, ÕÑÎßÍÑ ÍÑÅÆÂ l � 2p, ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÐÇ-
ËÔÚÇÊÂáÜËÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÔÖÏÏÖ (3.46) ÒÑ l ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÕÑÎßÍÑ
ÒÓË l � 2�Mnÿm�4Ln�2M� � �2Mÿ 1=2�n, ÑÕÍÖÆÂ ÔÎÇ-
ÆÖÇÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ

�b̂m; n� � 0 pri n > 4m : �3:55�

(¯Â ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ ÊÂÐÖÎÇÐËÇ ÒÓÇÆÇÎÑÄ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÐÂÚË-
ÐÂÇÕÔâ ÅÑÓÂÊÆÑ ÓÂÐßÛÇ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÃÑÎÇÇ ÔËÎßÐÑÌ
ÑÙÇÐÍÑÌ (3.80), ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ËÊ ÏÇÕÑÆÂ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÌ.) °ÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ n � 2
ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍË ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 2.

±ÇÓÇØÑÆâ Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËË (3.43) Í ÒÓÇÆÇÎÖ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ
x � x 0 Ô ÖÚÈÕÑÏ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ (3.55), ÏÞ ÄÐÑÄß ÄÑÊÄÓÂ-
ÜÂÇÏÔâ Í ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÏÖ ÓÂÊÎÑÉÇÐËá ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ
âÆÓÂ ÐÂ ÆËÂÅÑÐÂÎË (2.35), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ
Âm�Fjx� ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÒÓÇ-
ÆÇÎÞ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞØ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÑÄ �b̂m; n�Fjx; x 0��:

Âm � 1

�4p�d=2
X4m

n5m=n

G
ÿ�d=2ÿm�=n� n

�
nG�d=2ÿm� nn� �b̂m; n� : �3:56�

¬ÂÍ ÄËÆËÏ, ÒÓÇÆÇÎ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÏÖ
ÑÃÓÇÊÂÐËá ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (3.43), ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ
ÒÓË ÍÂÉÆÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t ÆÂÈÕÔâ
ÎËÛß ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÚÎÇÐÑÄ ÐÇÖÔÇÚÈÐÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËâ ÄÐÇ ÆËÂÅÑÐÂÎË.

3.5. ´ÇÑÓËâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ
±ÇÓÇÌÆÈÏ ÕÇÒÇÓß ÍÑ ÄÕÑÓÑÏÖ ÔÒÑÔÑÃÖ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÑÄ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÆÎâ ÏËÐËÏÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑ-

n

m

²ËÔ. 2. °ÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ b̂m; n ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ n � 2. ³ËÐËÇ
ÎËÐËË ÔÎÇÄÂ Ë ÔÒÓÂÄÂ ÆÂáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (3.45) ÆÎâ Nm�2�. ¬Ñà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ, ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÐÞÇ ÔÇÓÞÏË ÕÑÚÍÂÏË, ÊÂÄÇÆÑÏÑ ËÔÚÇÊÂáÕ Ä ÒÓÇ-
ÆÇÎÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ, Â ÚÈÓÐÞÏË ÕÑÚÍÂÏËìÏÑÅÖÕ ÆÂÕß ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÄÍÎÂÆ,
ÓÂÊÆÇÎâáÜÂâ ËØ ÎËÐËâ ÆÂÈÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ (3.55).

2 µ¶¯, Õ. 194, å 8
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ÓÑÄ ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ¬ÂÍ ÏÞ ÄËÆÇÎË Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.3, ÇÔÎË
Ĥ�H�ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ (2.41), ÕÑ
ÒÓËÈÏ Ô ÒÓâÏÞÏ/ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ®ÇÎÎËÐÂ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÓÂÊÖ ÉÇ ÒÑÎÖÚËÕß ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ
(3.14) ÆÎâ ÇÅÑ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË Ĥ n�H�. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
ÏËÐËÏÂÎßÐÞÌ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÑÃÜÇÅÑ
ÄËÆÂ F̂�H� ÒÑÓâÆÍÂ 2n (2.27), ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÐÇ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ Ä ÄËÆÇ n-Ì ÔÕÇÒÇÐË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ, ÕÑ Ë ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÆÎâ ÐÇÅÑ ÐÇ
ÑÃâÊÂÐÑ ËÏÇÕß ÄËÆ (3.14). ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËÇ (3.43), ØÑÕâ Ë ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ
àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ En; a�ÿs=2t 1=n�, ÄÔÈ ÉÇ ËÏÇÇÕ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÃÑÎÇÇ
ÔÎÑÉÐÞÌ ÄËÆ: Ä ÐÈÏ ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÆÄÑÌÐÑÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ Ë
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÌ ÓâÆ ÚÎÇÐÑÄ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏË ÔÕÇÒÇÐâÏË ÒÑ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË.

°ÆÐÂÍÑ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÏËÐËÏÂÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ F̂�H�
ÒÑÓâÆÍÂ 2n (2.27) ÄÑ ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä
ÄËÆÇ

F̂�H� � Ĥ n�H� � Ŵ�H� ; �3:57�

ÅÆÇ Ĥ�H� ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ (2.41), Â Ŵ�H�
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÆÑÃÂÄÍÖ ì ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÞÌ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÐËÊÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ
2nÿ 1. °ÔÐÑÄÐÂâ ËÆÇâ ÐÂÛÇÅÑ ÄÕÑÓÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÑÚÇÐß
ÒÓÑÔÕÂ Ë ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÂ: ÆÂÄÂÌÕÇ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ä
ÓÂÊÎÑÉÇÐËË (3.57) ÚÎÇÐ Ĥ n�H� ÍÂÍ "ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÖá
ÚÂÔÕß" ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ, Â ÚÎÇÐ Ŵ�H� ì ÍÂÍ "ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ" Ë
ÆÂÎÇÇ ÃÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ
K̂F�tjx; x 0� ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ F̂�H� ÒÑ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÌ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ Ŵ�H� ÐÂÆ ÖÉÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÐÂÏ "ÐÇÄÑÊÏÖ-
ÜÈÐÐÞÏ âÆÓÑÏ" ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ĥ n�H�.

ªÕÂÍ, ÒÑÎßÊÖâÔß ÂÐÂÎÑÅËÇÌ Ô ÕÇÑÓËÇÌ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ä
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ, ÒÇÓÇÌÆÈÏ Ä "ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ". £ ÐÈÏ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÐÂÚËÐÂÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t

Ŵt � exp �tĤ n� Ŵ�H� exp �ÿtĤ n� ; �3:58�

Â "ÑÒÇÓÂÕÑÓ àÄÑÎáÙËË"

Ût � exp �tĤ n� exp �ÿtF̂ � �3:59�
ÃÖÆÇÕ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÖÓÂÄÐÇÐËá

�qt � Ŵt�Ût � 0 ; Û0 � 1̂ : �3:60�

´ÑÅÆÂÏÞÏÑÉÇÏÓÂÊÎÑÉËÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓ àÄÑÎáÙËË Ä ÓâÆ
ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ Ŵt:

Ût � 1̂ÿ
� t

0

dt ŴtÛt � �T exp

�
ÿ
� t

0

dt Ŵt

�
�

�
X1
n�0
�ÿ1�n

�
ftg

dnt Ŵtn . . . Ŵt1 ; �3:61�

ÅÆÇ �T ì ÑÒÇÓÂÙËâ ÂÐÕËØÓÑÐÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËâ,
Â ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÄÇÆÈÕÔâ ÒÑ n-ÏÇÓÐÑÌ ÅËÒÇÓÒËÓÂÏËÆÇ
0 < t1 < . . . < tn < t,�

ftg
dnt �

� t

0

dtn

� tn

0

dtnÿ1 . . .

� t2

0

dt1 : �3:62�

¥ÂÎÇÇ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ, ÍÂÍ âÔÐÑ ËÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (3.58),
ÍÑÏÏÖÕÂÙËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Ŵt Ë exp �ÿtĤ n� ÔÄÑÆËÕÔâ ÒÓÑ-

ÔÕÑ Í ÔÆÄËÅÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË

exp �ÿtĤ n�Ŵt � Ŵtÿt exp �ÿtĤ n� : �3:63�

ªÊ àÕÑÅÑ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ Ë (3.59) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

exp �ÿtF̂ � � exp �ÿtĤ n� Ût � Û 0t exp �ÿtĤ n� ; �3:64�

ÅÆÇ Ä ÐÑÄÑÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÇ Û 0t ÂÐÕËØÓÑÐÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ ÖÒÑÓâÆÑ-
ÚÇÐËÇ ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ ÐÂ ØÓÑÐÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ

Û 0t � �T exp

�
ÿ
� t

0

dt Ŵtÿt

�
� T exp

�
ÿ
� t

0

dt Ŵÿt

�
�

�
X1
n�0
�ÿ1�n

�
ftg

dnt Ŵÿt1 . . . Ŵÿtn : �3:65�

¯Â âÊÞÍÇ âÆÇÓ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (3.64) ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

K̂F�tjx; x 0� � Û 0t K̂H n�tjx; x 0� : �3:66�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Û 0t ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÕÓÂÐÔ-
×ÑÓÏÂÙËË ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ, ÄÞÊÄÂÐÐÑÌ ÄÄÇÆÇÐËÇÏ Ä ÑÒÇ-
ÓÂÕÑÓ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ Ŵ�H�. °ÒÇÓÂÕÑÓÞ Ŵÿt Ë Û 0t âÄÎâáÕÔâ
ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÏË, ÑÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ÓÂÊÎÑÉËÕß ËØ Ä ÓâÆ ÒÑ
ÔÕÇÒÇÐâÏ t, ÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆÂÐÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÃÖÆÖÕ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏË.

£ÐÂÚÂÎÇ ÔÆÇÎÂÇÏ àÕÑ ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ŵÿt. £ÑÔÒÑÎß-
ÊÖÇÏÔâ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

exp �ÿtB�A exp �tB� �
X1
k�0

t k

k!
[A;B]k ; �3:67�

ÅÆÇ [ . . . ; . . . ]k ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÄÎÑÉÇÐÐÞÌ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓ k-ÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

[A;B]0 � A ; �3:68�
[A;B] k �

�
[A;B] kÿ1;B

� �
�
h
. . .
��A;B�;B�; . . . ;B|���������{z���������}

k

i
; k > 0 : �3:69�

ªÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (3.67) ÔÓÂÊÖ ÉÇ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

Ŵÿt �
X1
k�0

t k

k!
V̂k�H� ; gde V̂k�H� � [Ŵ; Ĥ n] k �3:70�

ìÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÒÑÓâÆÍÂ �2nÿ 1��k� 1�
Ë ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË 2n�k� 1�.

´ÇÒÇÓß ÒÑÆÔÕÂÄËÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (3.70) Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
(3.65). ªÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË ÃÇÓÈÕÔâ ÕÓË-
ÄËÂÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ 9�

ftg
dt n t a � t n�jaj

c�a� ; �3:71�

c�a� � �a1 � 1��a1 � a2 � 2� . . . �jaj � n� : �3:72�
°ÕÔáÆÂ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ Û 0t Ä ÓâÆ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ t:

Û 0t �
X1
k�0

t k Ûk�H� ; �3:73�

9 ©ÆÇÔß ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÏÖÎßÕËËÐÆÇÍÔÐÞÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ:
a � �a1; . . . ; an�, t a � t a11 . . . t ann , jaj � a1 � . . .� an, a! � a1! . . . an!.
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ÅÆÇ

Ûk�H� �
X

n�jaj�k

�ÿ1�n
a!c�a� V̂an�H� . . . V̂a1�H� �3:74�

ì ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÒÑÓâÆÍÂ �2nÿ 1�k Ë
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË 2nk.

´ÇÒÇÓß ÏÞ ØÑÕËÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÕÇÒÎÑÄÑÇ âÆÓÑ
K̂F�tjx; x 0� ÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ F̂�H� Ä ÄËÆÇ ×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎßÐÑÅÑ ÓâÆÂ ÒÑ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÏ àÍÔÒÑÐÇÐÕÂÏ. ¥Îâ àÕÑÅÑ
ÒÑÆÔÕÂÄËÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÆÎâ ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÅÑ âÆÓÂ (3.14) Ë
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË âÆÓÂ (3.73) Ä ×ÑÓÏÖÎÖ (3.66) Ë
ÒÓÑÍÑÏÏÖÕËÓÖÇÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ Ûk�H� Ô ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÏË àÍÔ-
ÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË En; d=2ÿm�ÿs=2t 1=n�. ³ ÖÚÈ-
ÕÑÏ ÒÓÂÄËÎÂ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÕ (3.10) ÄÄÇÆÈÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÂ ÍÑÏÏÖÕÂÙËË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÒÑÓâÆ-
ÍÂ N Ô ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÑÌ:

F̂�H� En; a
�
ÿ s
2t 1=n

�
�

�
XN
n�0

tÿn=n En; a�n
�
ÿ s
2t 1=n

�
hF̂ in : �3:75�

°ÒÇÓÂÙËâ h. . .in ÑÚÇÐß ÒÑØÑÉÂ ÐÂ ÄÄÇÆÈÐÐÞÇ ÐÂÏË ÓÂÐÇÇ
×ËÅÖÓÐÞÇ ÔÍÑÃÍË f. . .gn; 0 (3.29), Ô ÕÑÌ ÕÑÎßÍÑ ÓÂÊÐËÙÇÌ,
ÚÕÑ n ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ Ha ÊÂÏÇÐâáÕÔâ ÐÇ ÐÂ
s b 0
a , Â ÐÂ ×ÖÐÍÙËË ÄËÆÂ ÿsa=2. £ ÑÔÕÂÎßÐÑÏ ËØ ÔÄÑÌÔÕÄÂ Ë

ÒÓÂÄËÎÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ.
±ÑÔÎÇ ÒÇÓÇÍÑÏÏÖÕËÓÑÄÂÐËâ ÄÔÇØ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ àÍÔÒÑ-

ÐÇÐÕ ÐÂÎÇÄÑ Ë ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÅÑ ÒÇÓÇÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ (ÆÇÕÂÎË
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÏÞ ÄÐÑÄß ÑÒÖÔÕËÏ) ÒÑÎÖÚËÏ ËÔÍÑÏÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËÇ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ ÄÐÇ ÆËÂÅÑÐÂÎË:

K̂F�tjx; x 0� �
X1

m�ÿ1

X1
n5Km

KK �n; d �m; n �s; t� âm; n�Fjx; x 0� ; �3:76�

ÅÆÇ ÆÄÑÌÐÑÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÄÇÆÈÕÔâ ÒÑ ÕÇÏ ÉÇ ÔÂÏÞÏ
ÃÂÊËÔÐÞÏ âÆÓÂÏ (3.44), ÚÕÑ Ë Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËË (3.43). A ÐÑ-
ÄÞÇ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ âm; n�Fjx; x 0� ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ
ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÆÇ×ÑÓÏËÓÖáÜËØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ



Ûn�H�

�
k
ÐÂ

HaMiDeW-ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÕËÒÂ
ÂÒÎÂÔÂ Ĥ�H�:

âm; n�Fjx; x 0� �
Xm��nÿ1�n

l5Lm; n



Ûn�H�

�
k
âl�Hjx; x 0� ; �3:77�

ÅÆÇ k � nn� lÿm. ¯ËÉÐËÇ ÒÓÇÆÇÎÞ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ
ËÐÆÇÍÔÂÏ n Ë l ÆÂáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË

Km � max

�
0; ÿ m

nÿ 1

�
; �3:78�

Lm; n � max f0;mÿ nng : �3:79�

ªÐÆÇÍÔ n ÊÆÇÔßÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÐ ÍÂÍ ÒÑÓâÆÑÍ
ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ Ŵ�H�.

´ÑÚÐÑ ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (3.43), ÒÓÇÆÇÎÞ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÒÓË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÔÕÇÒÇ-
ÐâØ t ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ �sa� � 0 Ë
�sab� � gab, ÑÒÇÓÂÕÑÓ hÛn�H�ik ÃÖÆÇÕ ÆÂÄÂÕß ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ
ÄÍÎÂÆ Ä ÒÓÇÆÇÎ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË
ÍÂÉÆÂâ ËÊ k ÔÑÆÇÓÉÂÜËØÔâ Ä ÐÈÏ ×ÖÐÍÙËÌ sa ÃÖÆÇÕ ÆÑ-
ÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑ ÒÓÑÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐÂ ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ
ÇÜÈ ÑÆËÐ ÓÂÊ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Ûn�H� ËÏÇÇÕ ÒÑÓâÆÑÍ
�2nÿ 1�n, "ÄÞÉËÄÖÕ" ÕÑÎßÍÑ ÚÎÇÐÞ Ô k4 �nÿ 1=2�n. ¡ ÕÂÍ

ÍÂÍ k � nn� lÿm Ë l5 0, àÕÑ Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËá

�âm; n� � 0 pri n > 2m ; �3:80�

ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÃÑÎÇÇ ÔËÎßÐÑÏÖ, ÚÇÏ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ
(3.55).

®ÑÉÐÑ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÓÇÆÇÎÞ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ Ä (3.43)
Ë (3.76) ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë ÄËÆ ÄØÑÆâÜËØ Ä ÐËØ
ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ b̂m; n Ë âm; n. ±ÓËÚËÐÂ ÔÑ-
ÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÑÃÂ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞØ ÐÂÏË ÂÎÅÑÓËÕÏÂ
âÄÎâáÕÔâ ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ "ÖÏÐÞÏË", Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÚÕÑ
ÏÇØÂÐËÚÇÔÍË ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÞÇ ËÏË ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÎÖÚÛÇÐÞ. ±ÓËÏÇÓÑÏ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑâÄÎÇÐËÇ
ÎÑÉÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ: ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÃÑÎÇÇ ÄÐËÏÂÕÇÎßÐÞÌ
ÖÚÈÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÕËÒÂ (3.53), (3.54), ÔÖÜÇÔÕÄÖáÜËØÏÇÉ-
ÆÖ ÕÇÐÊÑÓÂÏË s b

a1...an Ë Îa1...an , ÒÑÊÄÑÎËÎ ÃÞ ÖÒÓÑÔÕËÕß
ÏÐÑÅËÇ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ, Â ÄÔÇ ÎÑÉÐÞÇ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÞ ÒÓË àÕÑÏ ÃÞ ÊÂÐÖÎËÎËÔß 10. ¥ÓÖÅËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ
âÄÎâÇÕÔâ ÐÂÎËÚËÇ ÚÎÇÐÑÄ, Ä ÍÑÕÑÓÞÇ ÏËÓÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ
s�x; x 0� ÄØÑÆËÕ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÏÐÑÉËÕÇÎâ. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÐâÕß,
ÚÕÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.11), ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÅÑ ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÇ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ En; a�z�, ÏÑÉÐÑ ÔËÔÕÇÏÂÕË-
ÚÇÔÍË ÖÔÕÓÂÐâÕß ÕÂÍËÇ ÚÎÇÐÞ, ÒÓËÄÑÆâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ Í ÐÇ-
ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÏÖ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÏÖ ÄËÆÖ.

4. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÐÂÓâÆÖ Ô ËÊÎÑÉÇÐËÇÏ ËÊÄÇÔÕ-
ÐÑÌ ÕÇØÐËÍË ºÄËÐÅÇÓÂ ë¥Ç£ËÕÕÂ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË
ÒÑÎâ Ë ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÏÞ ÒÑÎÖÚËÎË ÓâÆ ÐÑÄÞØ ÐÇÆÂÄÐËØ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÓÂÊÓÂÃÑÕÍË ÆÂÐÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ Ë ÑÕÍÓÞÎË
ÐÑÄÞÇ ÒÇÓÔÒÇÍÕËÄÞ ÇÅÑ ÓÂÊÄËÕËâ.

¥Îâ ÏËÐËÏÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ 2n
(2.27) ÐÂÏË ÄÒÇÓÄÞÇ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ
âÆÓÂ ÄÐÇ ÆËÂÅÑÐÂÎË (Õ.Ç. ÒÓË x 6� x 0) Ä ÄËÆÇ ÆÄÑÌÐÑÅÑ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÓâÆÂ (3.43) (ËÎË (3.76)). ¿ÕÑ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓâÏÞÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÆÇÄËÕÕÑÄÔÍÑÅÑ ÂÐÊÂÙÂ
(2.51) ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ, ÐÑ Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ
ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ Ä ÆÄÖØ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÂØ.

£Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÄÏÇÔÕÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÅÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ
×ÂÍÕÑÓÂ exp �ÿs=2t� ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÄÇÆÈÕÔâ ÒÑ "ÑÃÑÃÜÈÐ-
ÐÞÏ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏ" ×ÖÐÍÙËâÏ En; a�ÿz� ÃÇÊÓÂÊÏÇÓ-
ÐÑÅÑ ÑÕÐÑÛÇÐËâ z � s=2t 1=n. ©ÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
àÕËØ ÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÒÓÂÄËÎÑ ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÓÑÄÂÐËâ (3.10) Ë ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ®ÇÎÎËÐÂ (3.7), ÒÑÊÄÑ-
ÎâáÕ à××ÇÍÕËÄÐÑ ÏÂÐËÒÖÎËÓÑÄÂÕß ËÏË.

£Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÄÑ ÄÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâØ ËÏÇáÕ-
Ôâ ÚÎÇÐÞ ÔÑ ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÃÑÎßÛËÏË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏË
ÔÕÇÒÇÐâÏË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË tm=n. ¬ÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ
ÃÞÕß, ÄÔÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ËÔÚÇÊÂáÕ Ä
ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ x � x 0, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÚÇÏÖ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑ-
ÆËÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÆËÂÅÑÐÂÎË
ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ (2.35). °ÆÐÂÍÑ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ "ÆÐÂ" Ö ÔËÔ-
ÕÇÏÞ ÄÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ b̂m; n�Fjx; x 0� ÆÇ-
ÎÂÇÕ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÆÎâ ÐËØ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞØ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ.

¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ àÕÑ, ÏÞ ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÎË Ë ÓÇÂÎËÊÑÄÂÎË Ä
ÔËÔÕÇÏÇ ÔËÏÄÑÎßÐÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ Wolfram Mathematica

10 ¬ÂÉÇÕÔâ, ÚÕÑ ÏÇÕÑÆ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ä àÕÑÏ ÒÎÂÐÇ ÎÖÚÛÇ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ, ÕÂÍ ÍÂÍ ËÔØÑÆËÕ ËÊ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ¥Ç£ËÕÕÂ ÆÎâ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÕËÒÂ ÂÒÎÂÔÂ Ĥ�H�, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÎÑÉÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
ÐÇÕ.
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ÆÄÂ ÓÂÊÐÞØ ÂÎÅÑÓËÕÏÂ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÄÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÍÑ-
à××ËÙËÇÐÕÑÄ ì ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ (ÓÂÊ-
ÆÇÎ 3.4) Ë ÒÑ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ (ÓÂÊÆÇÎ 3.5). °ÃÂ
ÂÎÅÑÓËÕÏÂ ÆÂáÕ ÃÑÎßÛÇ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ¥Ç£ËÕÕÂ
Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÒÓÇ-
ÆÇÎÞ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ �b̂m; n�, ÐÑ Ë ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÒÓË x 6� x 0. ²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÔÂÏ ÒÑ ÔÇÃÇ ÕÂÍÑÌ
ÄÞØÑÆ ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÞ ÆËÂÅÑÐÂÎË ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÐÇ ÔÒÑÔÑÃÇÐ ÆÂÕß
ÄÞËÅÓÞÛ Ä à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕË ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ, ÐÑ Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÏÖ ÖÄÇÎËÚÇÐËá ËØ ÔÎÑÉÐÑÔÕË. °ÆÐÂÍÑ ÑÐ
ÒÓÑâÔÐâÇÕ ÑÃÜÖá ÄÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÕÇÒÎÑ-
ÄÑÅÑ âÆÓÂ, ÂÍÍÖÓÂÕÐÞÌ ÖÚÈÕ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÊÄÑÎËÕ ÓÂÙËÑÐÂ-
ÎËÊËÓÑÄÂÕß ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÒÓÇÆÇÎÑÄ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ.

¥ÓÖÅËÏ ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÑÏ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÆÂÈÕ ÄÞØÑÆ ÊÂ ÒÓÇ-
ÆÇÎÞ ÆËÂÅÑÐÂÎË, âÄÎâÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÃÑÎÇÇ ÅËÃÍÑÅÑ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ÑÃÑÃÜÂ-
áÜËØ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÞÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.3 ÒÓËÈÏ Ô ÒÑÚÎÇÐÐÞÏ
ÒÓËÏÇÐÇÐËÇÏ ÒÓâÏÑÅÑ Ë ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ®ÇÎ-
ÎËÐÂ. µÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÑÃ "ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÌ ×ÖÐÍÕÑÓËÂÎßÐÑÔÕË"
ÏÑÉÐÑ ÐÇÔÕÓÑÅÑ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ: ÆÎâ
ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÛËÓÑÍÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ "ØÑÓÑÛËØ" ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ F̂ Ë
ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÛËÓÑÍÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ "ØÑÓÑÛËØ" ×ÖÐÍÙËÌ f ÄÐÇ-
ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ âÆÓÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
f �F̂ � ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÄËÆ

f �F̂ � 1̂���
g
p d�x; x 0� �

X
m

KKm� f js� âm�Fjx; x 0� ;

ÅÆÇ ÏÂÕÓËÚÐÑ-ÊÐÂÚÐÞÇ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞÇ ÄÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ âm�Fjx; x 0� ÊÂÄËÔâÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
F̂ Ë ÅÇÑÏÇÕÓËË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË, ÐÑ ÐÇ ÑÕ ×ÖÐÍÙËË f,
Â ÔÍÂÎâÓÐÞÇ ÃÂÊËÔÐÞÇ âÆÓÂ KKm� f js� ÐÂÑÃÑÓÑÕ ì ÊÂÄËÔâÕ
ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÄËÆÂ ×ÖÐÍÙËË f, ÐÑ ÐÇ ÑÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ F̂ Ë ÐÇ ÑÕ
ÅÇÑÏÇÕÓËË. ¯ÂÛË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÏÞ ÕÂÍÉÇ
ÒÎÂÐËÓÖÇÏ ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÕß Ä ÑÕÆÇÎßÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ [76], Ä
ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÐÂØÑÆâÜÇÌÔâ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÐÂÒËÔÂÐËâ.

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÑÃÂ ÂÎÅÑÓËÕÏÂ ì ÍÂÍ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
¶ÖÓßÇ, ÕÂÍ Ë ÕÇÑÓËá ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ì ÏÑÉÐÑ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÎÇÅÍÑ ÑÃÑÃÜËÕß ÐÂ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍËÌ
ÍÎÂÔÔ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ÒÓËÚËÐÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ (ËØ ÏÑÉÐÑ
ÑÒÓÇÆÇÎËÕß, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÂÍ ÕÂÍËÇ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓË ÆÑÏÐÑÉÇ-
ÐËË ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÆÓÖÅÑÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÆÂáÕ ÏËÐËÏÂÎßÐÞÌ
ÑÒÇÓÂÕÑÓ). ¿ÕË ÐÑÄÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÃÖÆÖÕ ËÊÎÑÉÇÐÞ Ä
ÅÑÕÑÄâÜÇÌÔâ Í ÒÖÃÎËÍÂÙËË ÓÂÃÑÕÇ [81].

·ÑÕâ ÑÃÑÃÜÂáÜËÌ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÖá ÕÇØÐËÍÖ ¥Ç£ËÕÕÂ
ÏÇÕÑÆ ÄÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ ÒÑÍÂ ÆÇÎÂÇÕ ÔÄÑË
ÔÂÏÞÇ ÒÇÓÄÞÇ ÛÂÅË, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ Í ÐÂÔÕÑâÜÇÏÖ ÏÑÏÇÐÕÖ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÃÇÊ ÒÓÇÖÄÇÎË-
ÚÇÐËÌ ÊÂÍÎáÚËÕß, ÚÕÑ ÇÅÑ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÑÕÍÓÞÄÂÇÕ ÐÑÄÞÇ
ÒÇÓÔÒÇÍÕËÄÞ ÍÂÍ Ä ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ âÆÓÂ, ÕÂÍ Ë Ä
ÛËÓÑÍÑÏ ÔÒÇÍÕÓÇ ÇÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ, ÄÍÎá-
ÚÂâ ¬´± Ë ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÏÑÆÇÎÇÌ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÅÓÂÄËÕÂÙËË.

¢ÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕË. ¡ÄÕÑÓÞ ÄÞÓÂÉÂáÕ ÔÄÑá ÅÎÖÃÑÍÖá ÒÓËÊ-
ÐÂÕÇÎßÐÑÔÕß ¡.£. ¬ÖÓÑÄÖ ÊÂ ÒÑÏÑÜß Ô ÍÑÏÒßáÕÇÓÐÞÏË
ÔËÏÄÑÎßÐÞÏË ÄÞÚËÔÎÇÐËâÏË. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ
ÊÂ ÔÚÈÕ ÅÓÂÐÕÂ ²ÑÔÔËÌÔÍÑÅÑ ÐÂÖÚÐÑÅÑ ×ÑÐÆÂ å 23-12-
00051, https://rscf.ru/project/23-12-00051/.
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SchwingerëDeWitt technique in quantum gravity
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This paper consists of two parts. The érst is a review of the classical SchwingerëDeWitt technique for calculating the effective action in
quantum éeld theory and quantum gravity.We systematically present the background éeld and heat kernel methods and the calculation
of heat kernel coefécients for minimal second-order operators, and apply these methods to calculations of the divergent part of the one-
loop effective action. We then discuss the method of universal functional traces, which is also applicable to higher-order minimal and
nonminimal operators. In the second part, we discuss new results obtained recently on off-diagonal heat kernel expansions for higher-
order minimal operators. These expansions, which generalize the standard DeWitt ansatz, are shown to have the form of a double
functional series in some new special functions, which we call the generalized exponential functions. The properties of these functions
and expansions constructed from them are discussed in detail, including the presence of terms with arbitrarily large negative powers of
the proper time. Finally, we discuss two different covariant methods for calculating the coefécients of off-diagonal expansions: a
generalized Fourier transformation and the perturbation theory.

Keywords: Schwinger±DeWitt technique, proper-time method, heat kernel, effective action, higher-order theories, off-diagonal expan-
sions
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