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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

³ÆÄËÅÑÄÞÇ ÕÇÚÇÐËâ ÄÃÎËÊË ÂÔÕÓÑ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÞÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, âÄ-
ÎâáÕÔâ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÏ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ Ë ÂÅÇÐÕÑÏ ÒÇÓÇÐÑÔÂ
àÐÇÓÅËË Ë ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÞ Ô âÄÎÇÐËâÏË ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË [1 ë
3], ÅÇÐÇÓÂÙËË ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ [4], ÖÔÍÑÓÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ [5].

µÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÔÆÄËÅÑÄÞØ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÕÇÚÇÐËÌ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÏÂÎÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ Ä
ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ Ä ÓÂ-
ÃÑÕÂØ ¦.±. £ÇÎËØÑÄÂ [6] Ë ³. ¹ÂÐÆÓÂÔÇÍÂÓÂ [7]. £ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕß ÄÑ ÄÓÂÜÂáÜÇÏÔâ ÔÆÄËÅÑÄÑÏ ÒÑÕÑÍÇ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ Ä
ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÏÑÏÇÐÕ ËÏÒÖÎßÔÂ ÖÃÞÄÂÇÕ ÐÂÓÖÉÖ ÑÕ ÑÔË
ÄÓÂÜÇÐËâ [8].

¦.±. £ÇÎËØÑÄ Ë ³. ¹ÂÐÆÓÂÔÇÍÂÓ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ Ä ÒÓÑ-
ÐËÊÂÐÐÑÏ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÑÔÇÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÑÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÓÂÜÂáÜÇÏÔâ ÒÑÕÑÍÇ Ô ÖÅÎÑ-
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ÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá, ÖÃÞÄÂáÜÇÌ ÐÂÓÖÉÖ, ÄÑÊÏÑÉÐÂ ÏÂÅÐËÕÑ-
ÓÑÕÂÙËÑÐÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß (®²¯) 1.

´ÇÑÓËâ ®²¯ ÃÞÎÂ ÒÓËÏÇÐÇÐÂ Í ÂÔÕÓÑ×ËÊËÚÇÔÍËÏ ÂÍ-
ÍÓÇÙËÑÐÐÞÏ ÆËÔÍÂÏ Ä ÄÂÉÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ [10], Ë Ô ÕÇØ ÒÑÓ
ÔÚËÕÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ®²¯ ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß Ä ÂÍÍÓÇ-
ÙËÑÐÐÞØ ÆËÔÍÂØ (ÔÏ. ÑÃÊÑÓ [11]). ¯ÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÚËÔÎÇÐÐÑÇ
ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, [12 ë 14]) ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕ, ÚÕÑ
®²¯ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÏÑÉÇÕ ÒÑÆÆÇÓÉËÄÂÕß ÕÖÓÃÖÎÇÐÕ-
ÐÑÔÕß Ä ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÞØ ÆËÔÍÂØ.

³ÚËÕÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÆÎâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ®²¯ Ë ÂÐÂÎËÊÂ ÇÈ
ÔÄÑÌÔÕÄ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ Ä ËÆÇÂÎß-
ÐÑÌ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË, ÍÑÅÆÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÞÇ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÃÇÓÖÕÔâ Ä ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ r, z,
f Ä ÄËÆÇ ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ � exp �i�otÿ krrÿ kzz��. £ àÕÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ®¤¥-ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓÇ-
ÄÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÇ, ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇ ÆÎâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÃËÍÄÂÆÓÂÕÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ [10, 15], Â ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÇ ÊÂÄË-
ÔËÕ ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËâ (77) Ë (78) ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ). µÚÈÕ ÐÇËÆÇÂÎßÐÑÔÕË Ä ÕÂÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ËÊÏÇÐâÇÕ ÖÔÎÑÄËâ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ®²¯, ÐÑ
ÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÕÖ ÉÇ ÍÂÓÕËÐÖ [16, 17].

°ÆÐÂÍÑ ÖÉÇ Ä ÒËÑÐÇÓÔÍÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ¦.±. £ÇÎËØÑÄÂ [6]
ÒÓÑÄÑÆËÎÔâ ÅÎÑÃÂÎßÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÞØ ÄÑÊ-
ÏÖÜÇÐËÌ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, ÒÇÓÒÇÐËÆÍÖÎâÓÐÑÏ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ ÆÎâ ÕÇÚÇÐËÌ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÒÓÑÄÑÆâ-
ÜËÏË ÄÓÂÜÂáÜËÏËÔâ ÙËÎËÐÆÓÂÏË Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ ÏÑ-
ÏÇÐÕÑÏ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÑ ÓÂÆËÖÔÖ, O�r�r 2 � const. ²ÂÆËÂÎß-
ÐÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÐÂØÑÆËÎËÔß ËÊ ÓÇÛÇÐËâ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚË
ºÕÖÓÏÂ ë­ËÖÄËÎÎâ (Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË £ÇÐÕÙÇÎâ ë¬ÓÂ-
ÏÇÓÔÂ ë¢ÓËÎÎáàÐÔÂ (£¬¢)). ¢ÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË
ÕÂÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ,
ÄÞÛÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÒÑÆÂÄÎâÇÕÔâ, ÒÓËÚÈÏ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÆÂÉÇ Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÐÇÔÇÐËâ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÙËÎËÐÆÓÂ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß.

£ÄËÆÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÄÂÉÐÑÔÕË ®²¯ ÆÎâ ÄÑÊÐËÍÐÑ-
ÄÇÐËâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË Ä ÆËÔÍÑÄÞØ ÕÇÚÇÐËâØ (ÂÍÍÓÇÙËÑÐ-
ÐÞÇ Ë ÒÓÑÕÑÒÎÂÐÕÇÐÞÇ ÆËÔÍË, ÅÂÊÑÄÞÇ ÆËÔÍË ÅÂÎÂÍÕËÍ), Ä
1990 ë 2000 ÅÅ. ÒÓÑÄÑÆËÎËÔß ÂÍÕËÄÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ Ë
ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ®²¯ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÐÇÔÉËÏÂÇ-
ÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, Ä ÕÑÏ
ÚËÔÎÇ Ë ÅÎÑÃÂÎßÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ®²¯. ¯ÇÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ
ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÔÆÄËÅÑÄÞØ ÒÑÕÑÍÂØ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÏÑÆÞ o�k� ÔÑÆÇÓÉËÕ ÚÎÇÐ, ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ
ÓÂÆËÖÔÂ (/ ÿ1=r 2�, ÍÑÕÑÓÞÏ ÑÃÞÚÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂáÕ Ä
ÎÑÍÂÎßÐÑÏ ÏÑÆÂÎßÐÑÏ ÂÐÂÎËÊÇ. £ ÅÎÑÃÂÎßÐÑÏ ÂÐÂÎËÊÇ,
ÍÂÍ Ë ÑÉËÆÂÇÕÔâ, ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ
ÒÑÎÇ, ÔÕÂÃËÎËÊËÓÖáÜÇÇ ®²¯ [18 ë 22]. ¥Îâ ÂÍÍÓÇÙËÑÐ-
ÐÞØ ÆËÔÍÑÄ ÄÑÍÓÖÅ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÕâÅÑÕÇáÜÇÅÑ ÕÇÎÂ ÒÑ-
ÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ ÅÓÂÐËÚÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ ÆÎâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÐÂ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÏ Ë ÄÐÇÛÐÇÏ
ÓÂÆËÖÔÇ ÕÇÚÇÐËâ [22 ë 24]. £ÞÃÑÓ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÔÍÂ-
ÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÆËÔÍÓÇÕËÊÂÙËË ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ [22].

¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÖá ËÊÖÚÇÐÐÑÔÕß ÒÓÑÃÎÇÏÞ, Ä
ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÏÞ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ Ë ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÒÓÑÄÑÆËÏ
ÐÇÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÎËÐÇÌÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ®²¯ Ä ÍÇÒÎÇÓÑÄÔÍËØ ÂÍ-
ÍÓÇÙËÑÐÐÞØ ÆËÔÍÂØ Ô ÖÅÎÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá O�r� / 1=r 3=2.
®Þ ÄÞÄÑÆËÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÇÕ

ÃÞÕß ÔÄÇÆÇÐÑ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ÕËÒÂ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ô "àÐÇÓ-
ÅËÇÌ" E � ÿk 2

z Ë à××ÇÍÕËÄÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ U�r�, ËÏÇá-
ÜËÏ ÆÄÂ ÚÎÇÐÂ: "ÒÓËÕâÅËÄÂáÜËÌ", / ÿ1=r 3, Ë "ÑÕ-
ÕÂÎÍËÄÂáÜËÌ", / 1=r 2. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÂÐÂ-
ÎËÊÂ, à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ä
ÕÑÚÍÇ r0, ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞ ÏÑÆÞ o, ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔ-
ÎÂ kz Ë ×ÑÐÑÄÑÌ ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË. ®Þ ÆÇÕÂÎßÐÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÑÃÂ ÔÎÖÚÂâ, ÍÑÅÆÂ ÄÐÇÛÐËÌ ÓÂÆËÖÔ ÆËÔÍÂ
rout > r0 Ë rout < r0. ®Þ ÚËÔÎÇÐÐÑ ÓÇÛÂÇÏ ÍÓÂÇÄÖá ÊÂ-
ÆÂÚÖ ÆÎâ ÓÂÆËÂÎßÐÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖáÜËØ ÍÂÍ ÉÈÔÕÍËÏ, ÕÂÍ Ë ÔÄÑÃÑÆÐÞÏ ÅÓÂÐËÙÂÏ ÕÇ-
ÚÇÐËâ. ®Þ ÒÑÆÚÈÓÍËÄÂÇÏ ÄÂÉÐÑÔÕß ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÅÓÂÐËÙ
ÕÇÚÇÐËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÖÎÇÄÞØ ÕÑÚÇÍ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎÂ ÆÎâ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚË ºÕÖÓÏÂ ë­ËÖÄËÎÎâ, ÒÑ-
âÄÎâáÜÇÅÑÔâ Ä ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÏ ÂÐÂÎËÊÇ. ®Þ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÏ,
ÚÕÑ Ä "ÏÇÎÍËØ" à××ÇÍÕËÄÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂØ ÆÎâ ÍÓÂÇÄÑÌ
ÊÂÆÂÚË ÄÑÊÏÑÉÐÂ ÔËÕÖÂÙËâ, ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÒÑÎÑÉÇÐËâ
ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÞ ÕÇÚÇÐËâ, ÍÑÅÆÂ ®²¯ ÐÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ.
´ÂÍÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÄÑÊÏÑÉÐÂ ÆÎâ ÕÇÚÇÐËÌ ÄÑÍÓÖÅ ÑÃÞÚÐÞØ
ÊÄÈÊÆ Ô ÃÑÎßÛËÏË ÓÂÆËÖÔÂÏË. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÕÇÚÇÐËÌ ÄÑÍÓÖÅ ÍÑÏÒÂÍÕÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÇ
âÏÞ ÑÚÇÐß ÅÎÖÃÑÍËÇ, Ë ÔÒÇÍÕÓ àÐÇÓÅËË ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ-
ÒÓÇÓÞÄÐÞÌ. ®Þ âÄÐÑ ÄÞÒËÔÞÄÂÇÏ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÓËÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÒÑÆÂÄÎâáÜÇÅÑ ®²¯, ÐÂØÑÆËÏ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ ®²¯ ÑÕ ×ÑÐÑÄÑÅÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ-
ÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ®Þ ÄÒÇÓÄÞÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÔÎÖÚÂÌ
×ÑÐÑÄÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÔÕÇÒÇÐÐ�yÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÊÂÄËÔâ-
ÜÇÅÑ ÑÕ ÓÂÆËÖÔÂ. ®Þ ÕÂÍÉÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÔÎÖÚÂÌ ÐÇ-
ÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá, ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÓÂ-
ÆËÂÎßÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÏÂ-
ÎÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÑÔÕÂáÕÔâ ÕÂÍËÏË ÉÇ, ÍÂÍ ÆÎâ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÌ ÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÐÑ ÏÇÐâÇÕÔâ à××ÇÍÕËÄ-
ÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ.

³ÕÓÖÍÕÖÓÂ ÔÕÂÕßË ÔÎÇÆÖáÜÂâ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 2 ÏÞ ÒÓÑ-
ÄÑÆËÏ ÎËÐÇÌÐÞÌ ÏÑÆÂÎßÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÄÑÊ-
ÏÖÜÇÐËÌ Ä ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÄËÆÇ / f �r��
� exp �i�otÿ kzz��. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 2.5 ÏÞ ÄÞÄÑÆËÏ ÂÎÅÇÃÓÂË-
ÚÇÔÍÑÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ o�kz� Ë ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÓËÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÐËÉÇ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑâÄ-
ÎâÇÕÔâ ®²¯. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 3.2 ÏÞ ÄÒÇÓÄÞÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ
®²¯ ÐÂ ×ÑÐÇ ÓÂÆËÂÎßÐÑ ÏÇÐâáÜÇÅÑÔâ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÅÑ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÏ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÏÑÉÇÕ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑ ËÊÏÇÐâÕß-
Ôâ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 4 ÏÞ ÔÓÂÄÐËÄÂÇÏ ÐÂÛË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÔÑ
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏË Ä ÎÑÍÂÎß-
ÐÑÏ ÏÑÆÂÎßÐÑÏ ÂÐÂÎËÊÇ. £ ÒÓËÎÑÉÇÐËË ¡ ÏÞ ÚËÔÎÇÐÐÑ
ÓÇÛÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÞØ ÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐËÌ ÆÎâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ×ÑÐÑÄÑÌ ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÄÐÇÛÐËÌ ÓÂÆËÖÔ ÕÇÚÇÐËâ rout > r0. £
ÒÓËÎÑÉÇÐËË ¢ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÔÎÖÚÂÌ rout < r0,
ÍÑÅÆÂ ÊÂÆÂÚÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÓÇÛÇÐËá ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
ºÕÖÓÏÂ ë­ËÖÄËÎÎâ Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÕÓÇÕßÇÅÑ
ÓÑÆÂ.

2. ¯ÇÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÏÑÆÂÎßÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ

2.1. °ÔÐÑÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÓÂÜÂáÜÖáÔâ ËÆÇÂÎß-
ÐÖá ÉËÆÍÑÔÕß Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ
ÒÑÎÇ. ¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ
¦.±. £ÇÎËØÑÄÂ Ë ³. ¹ÂÐÆÓÂÔÇÍÂÓÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ËÊÖÚÂÎË
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÔÆÄËÅÑÄÞØ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÒÑÕÑÍÑÄ [6, 7].

1 ®Þ ÓÂÔÔÏaÕÓËÄÂÇÏ ÔÎÖÚÂÌ ÕÑÎßÍÑ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÅÑ ×ÑÐÑÄÑÅÑ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. °ÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÅÂÊÑÄÞÇ ÕÇÚÇÐËâ Ô ÕÑÓÑËÆÂÎßÐÞÏ
×ÑÐÑÄÞÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇÏ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÔËÎÞ ÕâÉÇÔÕË ÒÑÆÄÇÓÉÇÐÞ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ±ÂÓÍÇÓÂ [9].
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©ÂÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ®¤¥-ÉËÆ-
ÍÑÔÕË:

1) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇÓÂÊÓÞÄÐÑÔÕË

qr
qt
� H�r u� � 0 ; �1�

2) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¿ÌÎÇÓÂ, ÄÍÎáÚÂáÜÇÇ ÔËÎÖ ÕâÉÇÔÕË Ë
ÔËÎÖ ­ÑÓÇÐÙÂ,

qu
qt
� �uH� u � ÿ 1

r
Hpÿ Hfg �

1

4pr
�H� B� � B �2�

(ÊÆÇÔßfg ìÐßáÕÑÐÑÄÔÍËÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ 2);
3) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÐÆÖÍÙËË

qB
qt
� H� �u� B� : �3�

®Þ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËâ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ àÐÕÓÑÒËÇÌ

qs
qt
� �uH� s � 0 : �4�

¥Îâ ÕÂÍËØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÄÂÓËÂÙËË ÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá, r1 � 0, Ë ÄÂÓËÂÙËË ÆÂÄÎÇÐËâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË
àÐÇÓÅËË ËÔÚÇÊÂáÕ, p1 � 0 (Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÔÑÔÕÑâÐËâ ËÆÇÂÎßÐÑÅÑ ÅÂÊÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, Appendix A
Ä [26])).

®Þ ËÔÔÎÇÆÖÇÏ ÔÎÖÚÂÌ ÚËÔÕÑ ÍÇÒÎÇÓÑÄÔÍÑÅÑ ÄÓÂÜÇÐËâ
Ä ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÞ ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË vf � uf; 0 �

�������������
GM=r

p
,

ur; 0 � uz; 0 � 0. ®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÔËÎÞ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ-
ÐÞÇ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÏ ÆÂÄÎÇÐËâ, ÏÂÎÞ Ë ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ Ä
ÄÑÊÏÖÜÈÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ.

2.2. ³ÎÖÚÂÌ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÏÂÎÞÇ àÌÎÇÓÑÄÞ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ Ä ËÆÇÂÎßÐÑÌ
ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. ¬ÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÐÂ ×ÑÐÇ
ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá uf; 0 ÃÖÆÖÕ ur, uf,
uz.®ÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÊÂÒËÛÇÏ Ä ÄËÆÇB � B0 � b Ë ÆÂÄÎÇÐËÇ
Ä ÄËÆÇ p0 � p1. ¢ÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÒÑÎÑËÆÂÎßÐÑÇ ×Ñ-
ÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ B0. ¢ÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ Ä ÄËÆÇ
f �r� exp �i�otÿ kzz��, ÊÂÏÇÕËÄ, ÚÕÑ ÄÓÇÏâ t Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ
z ÄØÑÆâÕ Ä ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÕÑÎßÍÑ Ä ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ.

£ÞÃÑÓ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ô ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÒÑ
ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ ÔÂÏÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄ-
ÍÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ ÆËÔÍÑÄÞØ ÕÇÚÇÐËÌ, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ ÒÑ z-ÍÑ-
ÑÓÆËÐÂÕÇ. £ ÕÂÍËØ ÕÇÚÇÐËâØ (ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÞÇ Ë ÒÓÑÕÑÒÎÂ-
ÐÇÕÐÞÇ ÆËÔÍË, ÅÂÊÑÄÞÇ ÆËÔÍË ÅÂÎÂÍÕËÍ) ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞÌ
ÅÓÂÆËÇÐÕ ÆÂÄÎÇÐËâ ÖÓÂÄÐÑÄÇÛËÄÂÇÕÔâ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÏ ÔËÎÞ
ÕâÉÇÔÕË ÒÑ z-ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ, Ë àÕÑ ÑÕÎËÚÂÇÕ ËØ ÑÕ ÎÂÃÑÓÂ-
ÕÑÓÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ.

ªÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ
ÒÑ z-ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑÎËÕÓÑÒÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËá ÒÎÑÕÐÑÔÕË r�r; z� � rc�1ÿ �z=z0�2�n Ô ÒÑÎÖÕÑÎÜËÐÑÌ
z0 � 2�n� 1�Pc=�O 2�r�rc�, ÅÆÇ rc Ë Pc ì ÙÇÐÕÓÂÎßÐÂâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß Ë ÆÂÄÎÇÐËÇ, n ì ËÐÆÇÍÔ ÒÑÎËÕÓÑÒÞ (n � 3=2 Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ Í ÍÑÐÄÇÍÙËË ÆËÔÍÂ). ¥Îâ ÒÑÎËÕÓÑÒ-
ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÑÔÕÑâÐËâ n � 1=�gÿ 1�, ÅÆÇ g ì ÒÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎß ÂÆËÂÃÂÕÞ, Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË g!1
Ë n � 0. £ àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞÌ ÅÓÂ-
ÆËÇÐÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÔÚÇÊÂÇÕ, Ë ÏÑÆÇÎßÐÑÇ ÕÇÚÇÐËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-

ÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÍÇÒÎÇÓÑÄÔÍËÌ ÆËÔÍ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÄÇÓÕËÍÂÎß-
ÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÑÎÖÕÑÎÜËÐÑÌ ÆËÔÍÂ h
(±-ÑÃÓÂÊÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË). ±ÎÑÕÐÑÔÕß ÏÑ-
ÉÇÕ ËÊÏÇÐâÕßÔâ ÒÑ ÓÂÆËÖÔÖ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 3).

¥Îâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÒÑ z-ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÇ ÒÑÆØÑÆËÕ ÍÂÍ ÆÎâ ÕÑÐÍËØ (h=r5 1), ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÕÑÎ-
ÔÕÞØ ÆËÔÍÑÄ (h=r91) ÒÓË ÖÔÎÑÄËË ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÌÏÇÐßÛÇ ÒÑÎÖÕÑÎÜËÐÞ ÆËÔÍÂ: l � 2p=kz < h. ±ÑàÕÑÏÖ
ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÃÖÆÖÕ ÒÑÎÖÚÇÐÞ
ÐËÉÇ, ÐÇ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ
ÒÎÂÊÏÞ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÒÑ z-ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ.

¥Îâ ÄÞÃÓÂÐÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇÓÂÊÓÞÄÐÑ-
ÔÕË (1) ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË Hu � 0 Ä ÙËÎËÐÆÓËÚÇ-
ÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

1

r

q
qr
�rur� ÿ ikzuz � qur

qr
� ur

r
ÿ ikzuz � 0 : �5�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÎÑÍÂÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ÐÇ-
ÓÂÊÓÞÄÐÑÔÕË ÑÃÞÚÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂáÕ ÏÂÎÞÏ ÔÎÂÅÂÇÏÞÏ
ur=r, Ë ÕÑÅÆÂ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ËÔÍÂÕß Ä ÄËÆÇ
/ exp �i�otÿ krrÿ kzz��. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÑÔÕË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ HB � 0

1

r

q
qr
�rbr� ÿ ikzbz � 0 : �6�

²ÂÆËÂÎßÐÂâ, ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÂâ Ë ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐ-
ÕÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä
ÄËÆÇ

iour ÿ 2O uf � ÿ 1

r0

qp1
qr
ÿ c 2A
B0

�
qbz
qr
� ikzbr

�
; �7�

iouf � K2

2O
ur � ÿi c

2
A

B0
kzbf �8�

�ÊÆÇÔß ÏÞ ÄÄÇÎË àÒËÙËÍÎËÚÇÔÍÖá ÚÂÔÕÑÕÖ K2 � 4O 2�
�r �dO2=dr� � �1=r 3� d�O2r 4�=dr Ë ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÖá ÂÎßÄÇ-
ÐÑÄÔÍÖá ÔÍÑÓÑÔÕß c 2A � B 2

0 =�4pr0��,
iouz � ikz

p1
r0
: �9�

´ÓË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÐÆÖÍÙËË Ô ÖÚÈÕÑÏ ÔÑÎÇÐÑ-
ËÆÂÎßÐÑÔÕË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ HB � 0 ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä
ÄËÆÇ:

iobr � ÿiB0kzur ; �10�

iobf � ÿiB0kzuf � r
dO
dr

br ; �11�

iobz � ÿB0
1

r

qrur
qr

: �12�
£ÞÓÂÊËÏ ÄÔÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÚÇÓÇÊ ÓÂÆËÂÎßÐÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇ-

ÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ br. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5), (9) Ë
(10), ÐÂØÑÆËÏ

p1
r0
� ouz

kz
� i

o 2

B0k 3
z

1

r

qrbr
qr

: �13�

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10) ÐÂØÑÆËÏ

ur � ÿ o
B0kz

br : �14�2 £ ÒÓËÐÙËÒÇ, ÏÑÉÐÑ ÓÇÛÂÕß ÊÂÆÂÚÖ Ä ÛÄÂÓÙÛËÎßÆÑÄÔÍÑÌ ÏÇÕÓËÍÇ,
ËÔÒÑÎßÊÖâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ f��c 2=2� ln �1ÿ �rg=r��, rg�2GM=c 2 (ÔÏ. [25]).
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±ÑÆÔÕÂÄÎââ (14), (11) Ë (6) Ä (8), ÒÑÎÖÚÂÇÏ:

�c 2A k 2
z ÿ o 2�uf � i

�
o 2K 2

2OB0kz
ÿ c 2Akz

B0
r
dO
dr

�
br : �15�

¯ÂÍÑÐÇÙ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (13) ë (15), ËÊ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ (7) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÄÕÑ-
ÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÆÎâ br:�

c 2A ÿ
o 2

k 2
z

�2� q 2br
qr 2
� q
qr

�
br
r

�
ÿ brk

2
z

�
�

� 2O
�
o 2

k 2
z

K 2

2O
ÿ c 2A r

dO
dr

�
br � 0 : �16�

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕß ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑ-
ÄËâÏË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÏË ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÑÌ ÊÂÆÂÚË. ¯ÂÒÓËÏÇÓ,
¦.±. £ÇÎËØÑÄ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎ ÕÇÚÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÉÈÔÕ-
ÍËÏË ÒÓÑÄÑÆâÜËÏË ÙËÎËÐÆÓÂÏË, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ
ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß. £ ÃÑÎÇÇ
ÓÇÂÎËÔÕËÚÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÒÓËÏÇÐËÏÑÏ Í ÕÑÐÍËÏ ÂÍÍÓÇÙËÑÐ-
ÐÞÏ ÆËÔÍÂÏ, ÐÖÉÐÑ ÄÞÃËÓÂÕß ÍÓÂÇÄÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÑÌ ÅÓÂÐËÙÇ. ¥Îâ ÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÞØ ÆËÔÍÑÄ ÄÑÊÏÑÉÐÂ
ÓÂÊÎËÚÐÂâ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÕÂÍËØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ [21]). ®Þ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ
ÍÓÂÇÄÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ Ë ÄÐÇÛÐÇÌ
ÅÓÂÐËÙÇ ÍÇÒÎÇÓÑÄÔÍÑÅÑ ÕÑÐÍÑÅÑ ÆËÔÍÂ Ô ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑ-
ÎÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÑÃÓÂÜÇÐËá Ä ÐÖÎß ­ÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÄÂ-
ÓËÂÙËÌ ÆÂÄÎÇÐËâ. ³ÐÂÚÂÎÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ, ÍÂÍ ÏÑÉÐÑ ÔÑ-
ÊÆÂÕß ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÕÑÐÍÑÏ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÏ
ÆËÔÍÇ.

2.3. ¬ÂÍ ÔÑÊÆÂÕß ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ
Ä ÕÑÐÍÑÏ ÆËÔÍÇ?
°ÃÔÖÆËÏ, ÍÂÍ ÔÑÊÆÂÕß ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÂÍ-
ÍÓÇÙËÑÐÐÑÏ ÆËÔÍÇ (ÓËÔ. 1). ³ÐÂÚÂÎÂ ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÇÅÑ
ÎÇÅÍÑ ÔÑÊÆÂÕß Ä ÔÎÖÚÂÇ ÆÄÖØ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞØ ØÑÓÑÛÑ ÒÓÑÄÑ-
ÆâÜËØ ÙËÎËÐÆÓÑÄ (ÓËÔ. 1Â) Ô ÕÑÍÂÏË, ÕÇÍÖÜËÏË Ä ÒÓÑ-
ÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ. ¯Ñ ÍÂÍ ÑÓÅÂÐËÊÑÄÂÕß ÕÑÍË
Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÔÍÑÅÑ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÅÑ ÆËÔÍÂ, ÚÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÄÐÖÕÓË ÐÇÅÑ (ÓËÔ. 1Ã)? ¹ÕÑÃÞ
ÑÕÄÇÕËÕß ÐÂ ÆÂÐÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá
ÊÂÆÂÚÖ. ±ÖÔÕß Ö ÐÂÔ ÇÔÕß ØÑÓÑÛÑ ÒÓÑÄÑÆâÜÂâ Ô×ÇÓÂ Ô ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏË ÕÑÍÂÏË jf / sin y, ÕÂÍËÏË, ÚÕÑ ÒÑÎÇ ÄÐÖÕÓË
Ô×ÇÓÞ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ. ±ÎÂÄÐÑ ÆÇ×ÑÓÏËÓÖÇÏ Ô×ÇÓÖ Ä ÆËÔÍ Ô
ÔÑØÓÂÐâáÜËÏÔâ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÕÑÍÑÏ dFs � B0 cos y dS,
ÅÆÇ dS � 2pR 2

0 sin y dy ì àÎÇÏÇÐÕ ÒÎÑÜÂÆË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
Ô×ÇÓÞ, Â yìÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÐÑÓÏÂÎßá Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ë ÏÂÅ-
ÐËÕÐÞÏË ÎËÐËâÏË. ¯Â ÆËÔÍÇ dFd � Bd2pr dr (Bd ìÒÑÎÇ Ä
ÆËÔÍÇ). ³ÑØÓÂÐÇÐËÇ ÒÑÕÑÍÂ Fs � Fd ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕ:
2pR 2

0

�
B0 sin y cos y dy � 2p

�
Bdr dr. £ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÓÑÆ-

ÐÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÇÇÏ R 2
0B0 sin

2 y� C � Bdr
2. ¬ÑÐÔÕÂÐÕÂ C

ÆÑÎÉÐÂ ÓÂÄÐâÕßÔâ ÐÖÎá ËÊ ÖÔÎÑÄËâ y! 0 r! 0. ±ÓË
y � p=2 ÆÎâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÐÂØÑÆËÏ ÓÂÆËÖÔ ÄÐÇÛ-
ÐÇÅÑ ÆËÔÍÂ rd � R0

�������������
B0=Bd

p
. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÑ-

ÔÕÓÑËÎË ÆËÔÍ Ô ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏË ÕÑÍÂÏË, ÔÑÊÆÂáÜËÏË
ËÊÎÑÏ ÎËÐËÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, Ë ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÄÐÖÕÓË.

´ÇÒÇÓß ÄÞÓÇÉÇÏ ÖÊÍÖá ÑÃÎÂÔÕß ÐÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ
Ô×ÇÓÇ ÄÑÍÓÖÅ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÑÔË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÃÎËÊË ÄÇÓ-
ÕËÍÂÎßÐÑÌ ÑÔË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÕÑÍË ËÔÚÇÊÂáÕ, ÖÆÂÎÇÐËÇ
ÐÇÃÑÎßÛÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÄÃÎËÊË ÑÔË ÐÇ ËÊÏÇÐËÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÒÑÎÇ ÄÐÖÕÓË Ô×ÇÓÞ. ²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÕÂÍÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
ËÊÏÇÐâÇÕ ÕÑÒÑÎÑÅËá: Ô×ÇÓÂ ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÕÑÓ.

®ÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÕß Ô×ÇÓÖ Ä ÆËÔÍ Ô ÔÑØÓÂÐÇ-
ÐËÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ, ÐÑ Ô ËÊÏÇÐâáÜËÏÔâ ÒÑ ÓÂÆËÖÔÖ
ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ Bd�r�. £ ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ËÊÏÇ-
ÐâáÜÇÇÔâ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÄÞÊÞÄÂÇÕ ËÐÆÖÍÙËÑÐÐÑÇ àÎÇÍ-
ÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÖÔËÎËÄÂÇÕ ËÎË ÖÏÇÐßÛÂÇÕ ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÕÑÍË Ä ÆËÔÍÇ js (ÓËÔ. 2). ¥ÑÎÉÐÑ ÃÞÕß âÔÐÑ,
ÚÕÑ ÒÓË ÕÂÍÑÌ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË Ô ÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÕÑÍÂ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÎáÃÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÑÕ ÓÂÆËÖÔÂ.

°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ Ä ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ÕÑÍ ÐÂ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÇ ÆËÔÍÂ ÑÃÓÂÜÂÇÕ-
Ôâ Ä ÐÖÎß Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÊÂÐÖÎâÇÕÔâ ÔËÎÂ ­ÑÓÇÐÙÂ,
ÆÇÌÔÕÄÖáÜÂâ ÐÂ àÎÇÏÇÐÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, js � B. ¯Â ÄÐÇÛ-
ÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ËÊ ÆËÔÍÂ ÐÂ-
ÓÖÉÖ ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ, ÕÂÍ ÚÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÔÍÂÚÑÍ ÏÂÅÐËÕÐÑ-
ÅÑ ÒÑÎâ Ë ÆÑÎÉÇÐ ÕÇÚß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ÕÑÍ. ³ËÎÂ ­ÑÓÇÐÙÂ
ÃÖÆÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ ÔÖÏÏÑÌ ÆÄÖØ ÔËÎ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ÕÑÍ ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÞ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ Ë ÄÐÇÛÐÇÅÑ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ´ÂÍ ÍÂÍ ÒÑ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá ÄÐÇÛÐÇÇ Ë
ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÇ ÒÑÎâ ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÄÐÞ, ÐÑ ÒÓÑÕËÄÑÒÑ-
ÎÑÉÐÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÞ, ÒÑÎÐÂâ ÔËÎÂ­ÑÓÇÐÙÂ, ÒÓËÎÑÉÇÐÐÂâ Í
ÄÐÇÛÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÇ ÆËÔÍÂ, ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß (ÓËÔ. 3).

z

z

r rr2 r2
r1 r1

r2 ÿ r1 5 z

r2 ÿ r1 4Dz

?
Â Ã

²ËÔ. 1. (Â) ´ÇÚÇÐËÇ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ Ä ÖÊÍÑÏ ÊÂÊÑÓÇ
ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÙËÎËÐÆÓÂÏË. (Ã) ´ÑÐÍËÌ ÒÓÑÕâÉÈÐÐÞÌ ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÞÌ
ÆËÔÍ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ.

²ËÔ. 2. ¥Ç×ÑÓÏÂÙËâ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ Ô×ÇÓÞ Ä ÆËÔÍ. ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÔËÎÂ
­ÑÓÇÐÙÂ js � B ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕ Ô×ÇÓÖ Ä ÄÞÕâÐÖÕÞÌ ÆËÔÍ ÃÇÊ ÆÓÖÅËØ ÔËÎ.

Â Ã

²ËÔ. 3.³ØÇÏÂ, ÒÑÍÂÊÞÄÂáÜÂâ ÊÂÐÖÎÇÐËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÔËÎÞ ­ÑÓÇÐ-
ÙÂ js � B ÐÂ ÄÐÇÛÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÇ ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÑÅÑ ÆËÔÍÂ. (Â) ¯ÇÄÑÊÏÖÜÈÐ-
ÐÂâ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËâ, ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ÕÑÍ js ÕÇÚÈÕ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÂÓÕËÐÍË. (Ã) £ÑÊÏÖÜÈÐÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÕÑÎßÍÑ
ÒÓÑÇÍÙËâ ÒÑÎâ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕß r, z. £ÑÊÏÖÜÈÐÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÒÑÎâ bf
ÐÇ ÒÑÍÂÊÂÐÂ.

´. 193, å 12 ®¡¤¯ª´°²°´¡¸ª°¯¯¡Á ¯¦µ³´°«¹ª£°³´¾ £ ¬¦±­¦²°£³¬ª· ¥ª³¬¡·: ¯¦­°¬¡­¾¯½« ±°¥·°¥ 1343



2.4. ¥Ë××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ
³ÎÇÆÖâ ÓÂÃÑÕÂÏ [6] Ë [7], ÎÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË
(16) o 2 ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÆÎâ ÛËÓÑ-
ÍÑÅÑ ÆËÂÒÂÊÑÐÂ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ, Õ.Ç. ÆÑÒÖÔÍÂáÕÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÑÔÙËÎÎâÙËË (o 2 > 0) ËÎË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÓÑÔÕ
ËÎË ÊÂÕÖØÂÐËÇ (o 2 < 0) ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. µÆÑÃÐÑ ËÔÍÎáÚËÕß
ÒÇÓÄÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (16) Ô ÒÑÏÑÜßá
ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË C � br

��
r
p

, ÚÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ:

d2C
dr 2
�
�
ÿk 2

z ÿ
3

4

1

r 2
� 2O

��o 2=k 2
z �K 2=�2O�ÿc 2Ar �dO=dr�

�
�c 2A ÿ o 2=k 2

z �2
�
�

�C � 0 : �17�
¬ÓÂÇÄÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄÞÃËÓÂáÕÔâ ËÊ

×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÐÖÎá ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
ÅÓÂÐËÙÇ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÆÂÄÎÇÐËâ (ÐÂÒÑÏÐËÏ,
ÚÕÑ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÄÞÛÇ, ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÔËÎÂ ­ÑÓÇÐÙÂ
ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá ÐÂ ÑÃÇËØ ÅÓÂÐËÙÂØ):

Dp � dp� �nH� p � 0 �18�
(ÊÆÇÔß nìÄÇÍÕÑÓ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÂÎÑÅÑ ÔÏÇÜÇÐËâ, dp�p1 ì
àÌÎÇÓÑÄÂ ÄÂÓËÂÙËâ ÆÂÄÎÇÐËâ). ´ÂÍ ÍÂÍ Ä ÐÂÛÇÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄ-
ÍÇ ÊÂÆÂÚË ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÍÇÒÎÇÓÑÄÔÍÑÇ ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÇ
ÕÇÚÇÐËÇ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÔËÎÂ ÒÓËÕâÉÇÐËâ ÖÓÂÄÐÑÄÇÛËÄÂÇÕÔâ
ÙÇÐÕÓÑÃÇÉÐÑÌ ÔËÎÑÌ, ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÔÏÇÜÇÐËÌ x ÄÕÑÓÑÇ
ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ ÄÂÓËÂÙËË
ÏÑÉÐÑ ÊÂÐÖÎËÕß (Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÚÎÇÐÑÄ �h=r�2 Ä ÕÑÐÍÑÏ
ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÑÏ ÆËÔÍÇ Ô ÒÑÎÖÕÑÎÜËÐÑÌ h), ËDp � p1. ±ÑÔÎÇ
ÓÂÊÆÇÎÇÐËâ ÐÂ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎ ÄÓÇÏÇÐË dt ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18)
ÊÂÒËÛÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

Dp

Dt
� qp

qt
� �uH� p � 0 ;

ÅÆÇ D=Dt ì ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÂ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ, q=qt ì àÌÎÇÓÑÄÂ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ.

¯Â ÄÐÇÛÐÇÌ Ë ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÂØ ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÑÅÑ
ÆËÔÍÂ Ô ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÊÂÒËÔÞ-
ÄÂÇÏ Ä ÄËÆÇ p1jrin; rout � 0. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (13),
àÕË ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏÖ ÅÓÂÐËÚ-
ÐÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá ÕÓÇÕßÇÅÑ ÓÑÆÂ ÐÂ ×ÖÐÍÙËá C ÐÂ ÍÓÂâØ
ÕÇÚÇÐËâ rin; rout:

dC
dr

����
rin

� 1

2

C
r

����
rin

� 0;
dC
dr

����
rout

� 1

2

C
r

����
rout

� 0 : �19�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ ¦.±. £ÇÎËØÑÄÂ [6] Ë [22] ÓÇÛÂÎÂÔß
ÍÓÂÇÄÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ô ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ
ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ (Cjrin � 0;Cjrout � 0).

µÓÂÄÐÇÐËÇ (17) ÏÑÉÇÕ ÕÓÂÍÕÑÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÕËÒÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ô "àÐÇÓÅËÇÌ"

E � ÿk 2
z �20�

Ë "ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ"

U � 3

4

1

r 2
ÿ �o

2=k 2
z �K 2 ÿ c 2Ar �dO2=dr�
�c 2A ÿ o 2=k 2

z �2
: �21�

¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [27, 28]), Ä ÑÃÎÂÔÕË ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ("àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÑÄÐË") Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ
àÐÇÓÅËÇÌ E < 0. ³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÖÓÑÄÐÇÌ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ
àÐÇÓÅËÇÌ, Õ.Ç. ÓÇÛÇÐËÌ ÆÎâ b, ÒÓË ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞØ kz Ë
o 2 < 0, ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÒÑÕÑÍÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂ-

ÊÑÏ, ÄËÆ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U ÊÂÆÂÈÕ ÑÃÎÂÔÕß Ä ÒÑÕÑÍÇ Ë ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎ ÊÐÂÚÇÐËÌ B, ÆÑÒÖÔÍÂáÜËØ ÓÂÊÄËÕËÇ ®²¯.

°ÕÏÇÕËÏ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÇ ÆÎâ ÐÂÛÇÌ ÊÂÆÂÚË ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎÂ U. ¥Îâ ÍÇÒÎÇÓÑÄÔÍÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ Ô O 2 � GM=r 3 Ë
K 2 � O 2 ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

U � 3

4

1

r 2
ÿ GM

r 3
o 2=k 2

z � 3c 2A

�c 2A ÿ o 2=k 2
z

�2 : �22�

¥Îâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÓÇÉËÏÑÄ (o 2 < 0) ÚËÔÎËÕÇÎß ÄÑ ÄÕÑ-
ÓÑÏ ÔÎÂÅÂÇÏÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (22) ÒÑÎÑÉËÕÇÎÇÐ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ô o 2 > ÿ3c 2Ak 2

z . £ ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎ U ÚËÔÕÑ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÌ, Ë ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ. ¥Îâ o 2 < 0
ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎß Ä (22) ÐÇ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß. £ ÐÂÛÇÌ ÊÂÆÂÚÇ
(ÓËÔ. 4) ÇÔÕß ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÕÑÚÇÍ: ÄÐÖÕÓÇÐÐËÌ
ÓÂÆËÖÔ ÆËÔÍÂ rin, ÕÑÚÍÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ r1 ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË E � ÿk 2

z , ÐÖÎÇÄÂâ ÕÑÚÍÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ r0 Ë
rmax � �3=2�r0, ÅÆÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÏÂÍÔËÏÂÎÇÐ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ
rin 4 r1 4 r0.

±ÑÕÇÐÙËÂÎ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ä ÕÑÚÍÇ

r0�4

3
GM

o 2=k 2
z � 3c 2A

�c 2A ÿ o 2=k 2
z �2
�4

3

GM

c 2A

o 2=�k 2
z c

2
A� � 3�

1ÿ o 2=�k 2
z c

2
A�
�2 : �23�

µÆÑÃÐÑ ÄÄÇÔÕË ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá x � r=r0.
´ÑÅÆÂ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

~U � Ur 20 �
3

4

1

x 2
ÿ 3

4

1

x 3
: �24�

¢ÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ àÐÇÓÅËâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (17)
ÓÂÄÐÂ

~E � ÿk 2
z r

2
0 : �25�

´ÑÚÍÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U ÐÂØÑÆËÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ

ÿk 2
z ÿU�r1� � 0 �26�

~U

~E�ÿ�kzr0�2
xin xoutx1

� 1=x2

� ÿ1=x3

x � r=r0

n � 2

n � 1

n � 0

1

²ËÔ. 4. ³ØÇÏÂ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ~U Ô ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏË ÕÑÚÍÂÏË
xin (ÄÐÖÕÓÇÐÐââ ÅÓÂÐËÙÂ ÕÇÚÇÐËâ), x1 (ÕÑÚÍÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ
ÆÎâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ), x � 1 (ÕÑÚÍÂ ÑÃÓÂÜÇÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ä ÐÖÎß), Ë
xout (ÄÐÇÛÐËÌ ÓÂÆËÖÔ ÕÇÚÇÐËâ). ±ÑÍÂÊÂÐÞ ÒÇÓÄÞÇ ÕÓË àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ
ÖÓÑÄÐâ (n � 0; 1; 2) Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ËÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË
ÊÂÆÂÚË (ÊÇÎÈÐÞÏ ÙÄÇÕÑÏ) Ä ÔÎÖÚÂÇ xout > 1.
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(ÔÏ. ÓËÔ. 4). ©Â ÓÂÆËÖÔÑÏ r1 ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÍÄÂÊËàÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ ÊÂÕÖØÂáÕ. £ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÇÆËÐËÙÂØ ÕÑÚÍÂ ÒÑ-
ÄÑÓÑÕÂ x1 � r1=r0 ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ~U ÐÂØÑÆËÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

4 ~Ex 3
1 ÿ 3x1 � 3 � 0 ; x1 4 1 : �27�

±ÓË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË ~E àÕÑ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ËÏÇÇÕ ÑÆËÐ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÍÑÓÇÐß x1 � r1=r0 < 1:

x1�
�

3

ÿ8 ~E

�1=3��
1ÿ

��������������
1ÿ 1

9 ~E

r �1=3

�
�
1�

��������������
1ÿ 1

9 ~E

r �1=3 �
:

�28�
¹ËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (17) ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä
ÒÓËÎÑÉÇÐËË A. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÅÎÑÃÂÎßÐÞÌ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÞÌ
ÂÐÂÎËÊ ÏÂÅÐËÕÑÓÑÕÂÙËÑÐÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÒÓËÄÑÆâ-
ÜËÌ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá, ËÏÇáÜÇÏÖ ÄËÆ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (17), ÃÞÎ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐ Ä [21, 24] Ô ÆÓÖÅËÏË
ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË.

2.5. £ÞÄÑÆ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
Ë ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÊÂÆÂÚÂ
ÔÄÇÎÂÔß Í ÊÂÆÂÚÇ ºÕÖÓÏÂ ë­ËÖÄËÎÎâ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

C 00 ÿ ~UC� ~EC � 0 �29�
Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ (24) Ë ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË

dC
dx

����
xin

� 1

2

C
x

����
xin

� 0 ;
dC
dx

����
xout

� 1

2

C
x

����
xout

� 0 : �30�

´ÂÍ ÍÂÍ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ~UÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ Ä ÕÑÚÍÇ x � 1 (r � r0),
ÒÓË ÓÇÛÇÐËË àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÊÎËÚÂÕß ÆÄÂ ÔÎÖÚÂâ:
1) ÄÐÇÛÐËÌ ÓÂÆËÖÔ ÕÇÚÇÐËâ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÊÂ ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÑÚÍÑÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ xout > 1 (rout > r0) Ë 2) ÕÇÚÇÐËÇ ÑÃÓÞÄÂÇÕÔâ ÆÑ
ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÑÚÍË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ xout < 1 (rout < r0) (ÔÏ. ÒÑÆ-
ÓÑÃÐÇÇ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËâØ¡Ë¢ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ).ªÊ ÓÇÛÇÐËâ
ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚË ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ÔÑÃÔÕ-
ÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ~En, n � 0; 1; 2; . . . ;

~En � ÿk 2
z r

2
0 : �31�

£ ÔÎÖÚÂÇ xout > 1 ÚËÔÎÑ n ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÚËÔÎÖ ÐÖÎÇÌ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÐÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÏÇÉÆÖ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ
ÅÓÂÐËÙÇÌ Ë ÕÑÚÍÑÌ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÆÎâ ÆÂÐÐÑÅÑ
ÖÓÑÄÐâ �xin; x1� ~En��.

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (31) ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ ~En ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

r0 �
���������
ÿ ~En

p
kz

� 4

3

GM

c 2A

o 2=�k 2
z c

2
A� � 3�

1ÿ o 2=�k 2
z c

2
A�
�2 : �32�

£ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÇÆËÐËÙÂØ, ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÐÂ r0,
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (32) ì àÕÑ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÃÇÊÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ o 2=�k 2

z c
2
A�:

3

4

�
cA

vf�r0�
�2�

1ÿ o 2

k 2
z c

2
A

�2

ÿ o 2

k 2
z c

2
A

ÿ 3 � 0 ;

v 2
f�r0� �

GM

r0
� GMkz���������

ÿ ~En

p : �33�

¦ÅÑ ÓÇÛÇÐËÇ:

o 2 � c 2Ak
2
z

 
1�

1�
���������������������������������������
1� 12

�
cA=vf�r0�

�2q
�3=2� �cA=vf�r0��2

!
: �34�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä àÕÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÄØÑÆËÕ
ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÑÕÑÍÂ ÐÂ ÓÂÆËÖÔÇ r0 Ë ÐÇ ÄØÑÆâÕ âÄÐÑ ÅÓÂÐËÙÞ
ÒÑÕÑÍÂ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ;
ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÐÂÃÑÓ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ~En.

¬ÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÐÇÌÕ-
ÓÂÎßÐÑÌ ÏÑÆÇ o 2 � 0, ËÏÇÇÕ ÄËÆ�

cA
vf�r0�

�2

cr

� 4 ; �35�

Õ.Ç.

�cA�2cr �
4GM

r0
� 4GMkz���������

ÿ ~En

p : �36�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔËÎßÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ
ÔÆÄËÅÑÄÞÌ ÒÑÕÑÍ ÔÕÂÃËÎËÊËÓÖÇÕÔâ ÔËÎÑÌ ­ÑÓÇÐÙÂ
(o 2 � 0), ÍÂÍ àÕÑ ÃÞÎÑ ÄÒÇÓÄÞÇ ÑÕÏÇÚÇÐÑ Ä [6] ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ
ÕÇÚÇÐËâ Ä ÖÊÍÑÏ ÊÂÊÑÓÇ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÒÓÑÄÑÆâÜËÏË
ÙËÎËÐÆÓÂÏË.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (35), ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (34)
Ä ÄËÆÇ:

o 2

�cA�2cr k 2
z

�
�

cA
�cA�cr

�2
 
1�

1�
���������������������������������������
1� 48

ÿ
cA=�cA�cr

�2q
6
ÿ
cA=�cA�cr

�2
!
:

�37�

¯ËÉÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÓÇÉËÏÞ,
ÒÓË o 2 < 0, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÊÐÂÍÖ ÏËÐÖÔ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË
(37). ±ÓË ÏÂÎÞØ �cA=�cA�cr�2 5 1 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (37) ÒÓÇÄÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ Ä

o 2

�cA�2cr k 2
z

�
�

cA
�cA�cr

�2�
ÿ 3� 48

�
cA
�cA�cr

�2�
: �38�

Õ.Ç. o 2 ! 0 ÒÓË c 2A ! 0. ´ÂÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ o 2 ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ
ÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ®²¯
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ë ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ÏÂÎÑÏ (ÐÑ ÐÇÐÖÎÇÄÑÏ!)
×ÑÐÑÄÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [26]).

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß
ÓÑÔÕÂ ®²¯ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÇÌ ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍÂâ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕß (ÓËÔ. 5)�

cA
�cA�cr

�2

max

� 5

16
;

o2
max

�cA�2cr k 2
z

� ÿ 3

16
: �39�

£ ÓÇÂÎßÐÞØ ÕÇÚÇÐËâØ ÄÔÇÅÆÂ ÇÔÕß ÄÐÖÕÓÇÐÐËÌ ÓÂÆËÖÔ
rin. ±ÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÏ ÄÐÇÛÐÇÏ ÓÂÆËÖÔÇ rout 4 rin,
ÏÑÉÐÑ ÕÑÚÐÑ ÓÇÛËÕß ÊÂÆÂÚÖ Ë ÐÂÌÕË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ ~En � ÿk 2

z r
2
0 (ÔÏ. ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ¡), ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÏÑÉÐÑ

ÓÂÔÔÚËÕÂÕß ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÕÑÚÍË ÐÖÎâ r0 à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎÂ U�r�. £ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÓÇ-
ÛÇÐËÇ ~En�xin�, ÅÆÇ xin � rin=r0, ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ËÐ-
ÕÇÅÓÂÎ (85) (ÔÏ. ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ¡). ´ÑÅÆÂ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÕÑÚÍË
r0 Ä ÕÇÚÇÐËË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÂÔÔÚËÕÂÐÑ ËÊ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË
ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ rin ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ r0 � rin=xin. £ ÚÂÔÕÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÎÞØ kz � 0 (Õ.Ç. ~En � 0) ËÏÇÇÕÔâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ (ÔÏ. (87), (88)):

r0 � rin

��
p���
3
p
�
n� 3

4

�
� p

2

�2
� 1

�
: �40�

£ ÔÎÖÚÂÇ rout < r0 ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÏÇÉÆÖ ÅÓÂÐËÙÂÏË ÐÇ
ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ, Ë ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÐÂØÑÉÆÇÐË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (29) ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ (ÔÏ. ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ¢).

7 µ¶¯, Õ. 193, å 12
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2.6. ±ÓËÏÇÐÇÐËÇ Í ÕÑÐÍËÏ ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÞÏ ÆËÔÍÂÏ
£ ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÞØ ÆËÔÍÂØ ÆÎËÐÂ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÑ ÄÇÓÕËÍÂÎß-
ÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ l � 2p=kz ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÏÇÐßÛÇ ÒÑÎÖÕÑÎ-
ÜËÐÞ ÆËÔÍÂ h. ¥ÂÐÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕ ÆÑÒÖÔÕËÏÞÇ
"àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÑÄÐË". ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, Ä ÕÑÚÍÇ ÒÑÄÑ-
ÓÑÕÂ x1 ÏÞ ËÏÇÇÏ

~E � ÿk 2
z r

2
0 � ÿ4p2

�
h

l

�2�
r1
h

�2
1

x 2
1

: �41�

±ÑàÕÑÏÖ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ�
l
h

�2

� ÿ 4p 2

x 2
1

~E

�
r1
h

�2

< 1 �42�

ÆÂÈÕ ÆÑÒÖÔÕËÏÞÇ ÖÓÑÄÐË àÐÇÓÅËË, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÇ
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÖÔÎÑÄËâÏ

x 2
1 j ~Ej >

4p 2

�h=r1�2
: �43�

¥Îâ ÕËÒËÚÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÞ ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÕÑÐÍÑÅÑ ÆËÔÍÂ h=r90;1 Ä ÕÑÐÍËØ ÂÍÍÓÇÙËÑÐ-
ÐÞØ ÆËÔÍÂØ x 2

1 j ~E j > 4� 103. ±ÑÏÐâ, ÚÕÑ ÆÎâ ÃÑÎßÛËØ
j ~E j4 1, x1 � �3=�4j ~E j��1=3 (ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (28)), ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖáÜËÇ ÖÓÑÄÐË àÐÇÓÅËË ÆÑÎÉÐÞ ËÏÇÕß j ~E j > 7� 1010.
´ÂÍËÇ ÖÓÑÄÐË ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÑÚÇÐß ÏÂÎÞØ xin 5 1
(ÔÏ. ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ A, ÓËÔ. 13).

¬ÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÄÞÛÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ®²¯
ÒÑÆÂÄÎâÇÕÔâ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐÑ ÚÇÓÇÊ ÍÇÒÎÇÓÑÄÔÍÖá
ÔÍÑÓÑÔÕß ÐÂ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÇ ÕÇÚÇÐËâ vf�rin�:

�cA�2cr �
4GM

r0
� xin

4GM

rin
� 4xinv

2
f �rin� : �44�

¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÄÇÓØÐËÌ ÒÓÇÆÇÎ ÐÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ xin � rin=r0. ¥ÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ, ÄÔÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÖÓÑÄÐË àÐÇÓÅËË ÏÑÅÖÕ ÒÓËÐË-
ÏÂÕß ÊÐÂÚÇÐËâ

ÿ ~En � r 2in k
2
z

x2in
< ÿ ~U�xin� � 3

4

1

x 3
in

ÿ 3

4

1

x 2
in

; �45�

ÑÕÍÖÆÂ

xin <
1

1� �4=3� r 2in k 2
z

: �46�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (46) ÆÂÈÕ ÑÚÇÄËÆÐÞÌ ÄÇÓØÐËÌ
ÒÓÇÆÇÎ xin < 1 ÆÎâ kz ! 0, ÕÑÅÆÂ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÒÓËÎÑÉÇ-
ÐËË ¡, ÖÓÑÄÐË àÐÇÓÅËË Ô n � 0 ËÏÇáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË
xin < 0;8116. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (46) Ä (44), ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ÄÇÓØÐËÌ ÒÓÇÆÇÎ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ:

�cA� 2cr <
4v 2f �rin�

1� �4=3� r 2in k 2
z

: �47�

±ÑÎßÊÖâÔß ÖÔÎÑÄËÇÏ ÆÎâ ÕÑÐÍËØ ÆËÔÍÑÄ ÆÎâ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÑ z-ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ l=h � 2p=�kzh� < 1 Ë ÖÚË-
ÕÞÄÂâ h=rin < 1, ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏ (47) Í ÄËÆÖ

�cA�cr
vf�rin� <

���
3
p

2p

�
h

rin

� ���
l
h

r
;
�cA�cr
cs�rin� <

���
3
p

2p

���
l
h

r
: �48�

(£ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÇ ÏÞ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÎËÔß ÔÄâÊßá
ÍÇÒÎÇÓÑÄÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÄÖÍÂ ÐÂ ÄÐÖÕÓÇÐ-
ÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÇ ÕÑÐÍÑÅÑ ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÑÅÑ ÆËÔÍÂ cs�rin� �
� vf�rin��h=rin�.)

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÕÑÐÍËØ ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÞØ ÆËÔÍÂØ®²¯-
ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ Ô ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÑ z-ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ l < hÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÒÑÆÂÄÎÇÐÞ.

£ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÕËÒÂ ÂÍÍÓÇÕÑÓÂ (ÑÃÞÚÐÞÇ ÊÄÈÊÆÞ
ËÎË ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÇ ÍÑÏÒÂÍÕÐÞÇ ÑÃÝÇÍÕÞ) ÄÐÖÕÓÇÐÐËÌ
ÓÂÆËÖÔ ÕÇÚÇÐËâ ÏÑÉÇÕ ÔËÎßÐÑ ËÊÏÇÐâÕßÔâ ÑÕ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ
ÆÇÔâÕÍÑÄ ÍÏ ÆÑ ÏÎÐ ÍÏ, Â ÄÐÇÛÐËÌ ÓÂÆËÖÔ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÔËÕÖÂÙËÇÌ ì ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕÔâ ÓÂÊ-
ÏÇÓÑÏ ÒÑÎÑÔÕË ²ÑÛÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÆÄÑÌÐÞØ ÔËÔÕÇÏ. ±ÑÔÍÑÎß-
ÍÖ Ä ÕÑÐÍËØ ÆËÔÍÂØ h=r � 0;05, ÄÇÓØÐËÌ ÒÓÇÆÇÎ ÍÓËÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÒÑÆÂÄÎâáÜÇÅÑ ®²¯ Ä ÕÑÐÍËØ
ÆËÔÍÂØ (48), � 1=

�����
rin
p

Ë ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÆÎâ ÓÂÊ-
ÐÞØ ÕËÒÑÄ ÂÍÍÓÇÕÑÓÑÄ.

±ÓÇÆÞÆÖÜËÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÆÎâ ÒÑÆÂÄÎÇÐËâ ®²¯ Ä ÓÂÏÍÂØ ÅÎÑÃÂÎßÐÑÅÑ ÂÐÂÎË-
ÊÂ ÒÓË ÆÓÖÅËØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ä ÓÂÃÑÕÂØ [18, 22]. £ ÓÂÃÑÕÇ [18] ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÇ ÒÑÎÇ ÄÞÄÑÆËÎÑÔß àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏ ÏÇÕÑÆÑÏ. ¢ÞÎÂ ÒÑ-
ÎÖÚÇÐÂ ÕÑÎßÍÑ ÄÇÓØÐââ ÑÙÇÐÍÂ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÌ (ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (41) Ä ÙËÕËÓÖÇÏÑÌ ÓÂÃÑÕÇ) ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ
ÒÑÎÇ Ä ÕÑÐÍËØ ÆËÔÍÂØ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍÑÌ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá, ÓÂÄÐÑÌ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÕÇÚÇÐËâ, ÖÏÐÑÉÇÐÐÑÌ
ÐÂ ÍÑÓÇÐß ËÊ ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÒÑÎÖÕÑÎÜËÐÞ ÆËÔÍÂ Í ÓÂÆËÖÔÖ.
°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß
Ä ÎÑÍÂÎßÐÑÏ ÂÐÂÎËÊÇ [10] Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ ÓÂÄ-
ÐÂ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÖÏÐÑÉÇÐÐÑÌ ÐÂ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÎËÐÞ
ÄÑÎÐÞ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÑ z-ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ Í ÓÂÆËÖÔÖ. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ
ËÊ ÔÓÂÄÐÇÐËâ àÕËØ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÌ Ô (48), ÐÂÛ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÂÈÕ
ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÑÎÇÇ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ.

3. ®ÂÅÐËÕÑÓÑÕÂÙËÑÐÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß
Ô ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá,
ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÓÂÆËÖÔÂ

¥Ñ ÔËØ ÒÑÓ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ®²¯ ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÎËÔß
ÔÎÖÚÂÇÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ×ÑÐÑÄÑÌ ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË.
°ÆÐÂÍÑ Ä ÓÇÂÎßÐÞØ ÂÔÕÓÑ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔËÕÖÂÙËâØ ÂÎßÄÇ-
ÐÑÄÔÍÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÆÑÎÉÐÂ ÖÏÇÐßÛÂÕßÔâ Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ ÍÂÍ
ÏËÐËÏÖÏ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ ÖÅÎÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÕÇÚÇÐËâ ËÎË ÆÂÉÇ
ÃÞÔÕÓÇÇ. ®Þ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐËÉÇ ÆÄÂ ÔÎÖÚÂâ: 1) ÍÑÅÆÂ c 2A

0,10

0,05

ÿ0,20

ÿ0,15

ÿ0,10

ÿ0,05

0

o
k
z
c A�
� 2

cA
�cA�cr

� �2
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

²ËÔ. 5. ²ÇÛÇÐËÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (37) cÑ ÊÐÂÍÑÏ ÏËÐÖÔ
ÒÇÓÇÆ ÍÄÂÆÓÂÕÐÞÏ ÍÑÓÐÇÏ ÆÎâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÏÑÆ o 2 < 0.
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ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÓÂÆËÖÔÂ ÍÂÍ v 2
f / 1=r ËÊ-ÊÂ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÑ

ÓÂÆËÖÔÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ ×ÑÐÑÄÑÏ ÒÑÎÇ Ë
2) ÍÑÅÆÂ c 2A / 1=r q ÒÓË ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÏ ×ÑÐÑÄÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ
ÒÑÎÇ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÒÑ ÓÂÆËÖÔÖ.

3.1. ³ÎÖÚÂÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ×ÑÐÑÄÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
¬ÄÂÆÓÂÕ ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÏÑÉÇÕ ÎËÐÇÌÐÑ ÖÏÇÐß-
ÛÂÕßÔâ Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ, ÍÑÅÆÂ ×ÑÐÑÄÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑ, ÐÑ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÕÇÚÇÐËâ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÑ
Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ ÐÇÓÂÊÓÞÄÐÑÔÕË Ä ÄËÆÇ (5). ±ÇÓÇÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1) Ä
ÄËÆÇ

1

r

�
qr
qt
� uHHr

�
� Hu � D

Dt
lnr� Hu � 0 :

´ÇÒÇÓß ÖÉÇ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÒÎÑÕÐÑÔÕß r ÏÇÐâÇÕÔâ (àÌÎÇÓÑÄÂ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ qr=qt 6� 0), ÑÆÐÂÍÑ ÔÖÃÔÕÂÐÙËÑÐÂÎßÐÂâ (ÎÂ-
ÅÓÂÐÉÇÄÂ) ÒÓÑÊÄÑÆÐÂâ ÑÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÕ ÄÓÇÏÇÐËDr=Dt �
� qr=qt� uHr � 0, D ln r=Dt � 0, Õ.Ç. ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ
ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇÓÂÊÓÞÄÐÑÔÕË ÃÖÆÇÕHu � 0 [29, 30]. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ×ÑÐÑÄÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË r0 ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (5) ë (12) ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÐÇ ÏÇÐâáÕÔâ.
°ÆÐÂÍÑ ÄÏÇÔÕÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (22) Ô c 2A � const à××ÇÍÕËÄÐÞÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

Ue � 3

4

1

r 2
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r 3c 2A

o 2=�k 2
z c

2
A� � 3�

1ÿ o 2=�k 2
z c

2
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�2 �
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o 2=k 2
z � 3Ev 2

f�r��
Ev 2

f�r� ÿ o 2=k 2
z

�2 : �49�

©ÆÇÔß E � c 2A=v
2
f � const ì ÒÂÓÂÏÇÕÓ. £ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ (49)

ËÏÇáÕÔâ ÕÇ ÉÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÕÑÚÍË, ÍÂÍ Ë Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 2.4): r0, ÅÆÇ Ue�r0� � 0, ÕÑÚÍÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ
r1, ÅÆÇ EÿUe�r1� � 0, Ë ÄÐÖÕÓÇÐÐËÌ ÓÂÆËÖÔ ÒÑÕÑÍÂ rin.

±ÑÕÇÐÙËÂÎ Ue ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ä ÕÑÚÍÇ

r0 � 4

3
GM

o 2=k 2
z � 3Ev 2

f �r0��
Ev 2

f �r0� ÿ o 2=k 2
z

�2 : �50�

ªÊ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂØÑÆËÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ o�kz�:

3

4
E
�
1ÿ o 2

k 2
z Ev

2
f �r0�

�2

ÿ o 2

k 2
z Ev

2
f �r0�

ÿ 3 � 0 �51�

Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ

o 2 � Ev 2f �r0� k 2
z

�
1� 1� ���������������

1� 12E
p

3E=2

�
: �52�

²ÇÉËÏ ®²¯ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÊÐÂÍÖ ÏËÐÖÔ ÒÇÓÇÆ ÍÄÂÆÓÂÕ-
ÐÞÏ ÍÑÓÐÇÏ. ¬ÂÍ Ë Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.5, ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ
ÒÑÎÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÌ ÏÑÆÇ o 2 � 0:

Ecr �
�
cA�r0�
vf�r0�

�2

� 4 : �53�

¥Îâ ÏÂÎÞØ E5 1

o 2 � Ev 2f�r0� k 2
z �ÿ3� 12E� : �54�

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (52) ÆÂÈÕ ÕÂÍËÇ ÉÇ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÖá
ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÑÔÕÂ ®²¯ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÇÌ ÊÐÂÚÇÐËÇ

ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÚÕÑ Ë ÓÂÐÇÇ (ÔÓ. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (39)):

E �
�
cA�r0�
vf�r0�

�2

max

� 5

4
; o 2

max � ÿ
3

4
k 2
z v

2
f �r0� : �55�

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÕÂÍÂâ
ÉÇ, ÍÂÍ Ë ÄÞÛÇ (35).

´ÇÒÇÓß ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÑÚÍÖ ÒÑÄÑÓÑÕÂ r1 Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ
Ue, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÖá ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÿk 2

z ÿUe�r1� � 0. £
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ~E � ÿk 2

z r
2
0 , x � r=r0, ÖÓÂÄÐÇ-

ÐËÇ ÆÎâ x1 ËÏÇÇÕ ÄËÆ

~Eÿ ~Ue � ~Eÿ 3

4

1

x 2
1

� 1

Ex 2
1

3� x1 K �E��
1ÿ x1 K �E�

�2 � 0 ; �56�

ÅÆÇ

K �E� � o 2

k 2
z c

2
A�r0�

� 1� 1ÿ ���������������
1� 12E
p

3E=2
: �57�

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ "ÒÓËÕâÅËÄÂáÜÂâ" ÚÂÔÕß ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (56) ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ E. ©ÂÏÇÕËÏ
ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË ÏÂÎÞØ x5 1 "ÑÕÕÂÎÍË-
ÄÂáÜËÌ" ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÄÇÆÈÕ ÔÇÃâ ÍÂÍ 1=x 2 ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô
1=x 3 Ä ÔÎÖÚÂÇ (24). µÓÂÄÐÇÐËÇ (56) âÄÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
ÚÇÕÄÈÓÕÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÆÎâ x1 (ÔÓ. ÍÖÃËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ x1
Ä ÔÎÖÚÂÇ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ c 2A (27)). ±ÓË ÏÂÎÞØ x1 5 1 ÓÇÛÇÐËÇ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

x 2
1 � ÿ

3

~E

�
1

4
� 1

E

�
�58�

(ÔÓ. Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (28) ÆÎâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË).

3.2. ³ÎÖÚÂÌ Ô ÓÂÆËÂÎßÐÑ ÊÂÄËÔËÏÞÏ
×ÑÐÑÄÞÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ
¦ÔÎË ×ÑÐÑÄÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÓÂÆËÖÔÂ,
B � �0; 0;Bz �r��, ÕÑ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®¤¥
ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÏË. ²ÂÆËÂÎßÐÂâ Ë ÄÇÓÕËÍÂÎß-
ÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ (7) Ë (9) ÕÇÒÇÓß ÊÂÒË-
ÔÞÄÂáÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÍÂÍ

iour ÿ 2Ouf � ÿ 1

r0

qp1
qr
ÿ 1

4pr0

�
q�bzBz�

qr
� ikzbrBz

�
; �59�

iouz � ikz
p1
r0
� 1

4pr0
br

qBz

qr
: �60�

£ÇÓÕËÍÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÐÆÖÍÙËË (12)
ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä

iobz � ÿ 1

r

q�rurBz�
qr

: �61�

¥ÇÌÔÕÄÖâ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.4, ÒÑÔÎÇ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÆÎâ br Ä ÄËÆÇ�

c 2A ÿ
o 2

k 2
z

��
q2br
qr 2
� q
qr

�
br
r

�
ÿ brk

2
z

�
�

� 2O
�
o 2K 2=�2Ok 2

z � ÿ c 2Ar
ÿ
dO=dr

��
c 2A ÿ o 2=k 2

z

br �

� qc 2A
qr

�
ÿ br
2r
ÿ 1

2

qbr
qr
� o 2

k 2
z c

2
A

�

�
�
ÿ br
2r
ÿ qbr

qr
ÿ 1

2

q 2c 2A=qr
2

qc 2A=qr
br � 3

4c 2A

qc 2A
qr

br

��
: �62�
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¥Îâ c 2A � const ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÊÂÐÖÎâÇÕÔâ.
¯ËÉÇ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÔÎÖÚÂÇÏ ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÂÎßÄÇ-
ÐÑÄÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÑÕ ÓÂÆËÖÔÂ. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ c 2A / rÿq Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (62) ÆÂÈÕ ÆÎâ ÍÇÒÎÇÓÑÄÔÍÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ (K 2 �
� O 2 � GM=r 3)

q 2br
qr 2
�
�
1ÿ q

c 2A=2� o 2=k 2
z

c 2A ÿ o 2=k 2
z

�
q
qr

�
br
r

�
�

� br

�
ÿ k 2

z �
GM

r 3
o 2=k 2

z � 3c 2Aÿ
c 2A ÿ o 2=k 2

z

�2 �
� q

r 2
�ÿq=4ÿ 1�o 2=k 2

z ÿ c 2A
c 2A ÿ o 2=k 2

z

�
� 0 : �63�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (63) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÇÓÇÒËÔÂÐÑ ÍÂÍ

b 00r � g�r� b 0r � f �r� � 0 ; �64�

g�r� � 1

r

1ÿ q=2ÿ �q� 1�ÿo 2=�k 2
z c

2
A�
�

1ÿ o 2=�k 2
z c

2
A�

; �65�

f �r� � ÿk 2
z �

GM

c 2Ar
3

o 2=�k 2
z c

2
A� � 3�

1ÿ o 2=�k 2
z c

2
A�
�2ÿ

ÿ g�r�
r
� q

r 2
�ÿq=4ÿ 1�o 2=�k 2

z c
2
A� ÿ 1

1ÿ o 2=�k 2
z c

2
A�

:
�66�

±ÇÓÄÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ËÊ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ËÔÍÎáÚÇÐÂ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ ÒÖÕÈÏ ÊÂÏÇÐÞ z �
� br exp �ÿ1=2

� r
g�s� ds�, ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

z 00 �
�
fÿ g 0

2
ÿ g 2

4

�
z � 0 : �67�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (67) ×ÖÐÍÙËË f Ë g, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

z 00�
�
ÿ k 2

z ÿ
3

4

1

r 2
ÿ q

r 2
q=16� 1=2ÿ�q=4�1=2�o 2=�k 2

z c
2
A��

1ÿ o 2=�k 2
z c

2
A�
�2 �

� GM

c 2Ar
3

o 2=�k 2
z c

2
A� � 3�

1ÿ o 2=�k 2
z c

2
A�
�2�z � 0 : �68�

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÑÐÑ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (17) ÆÎâ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ×ÑÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ q � 0. ¥Îâ ÔÎÖÚÂâ q 6� 0
à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË, ÒÑÆÑÃÐÑÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËá ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (68), ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Uq � 3

4

1

r 2
� q

r 2
q=16� 1=2ÿ o 2=�k 2

z c
2
A��q=4� 1=2��

1ÿ o 2=�k 2
z c

2
A�
�2 ÿ

ÿ GM

c 2Ar
3

o 2=�k 2
z c

2
A� � 3�

1ÿ o 2=�k 2
z c

2
A�
�2 : �69�

±ÑÕÇÐÙËÂÎ Uq ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓË ÎáÃÑÏ q Ä ÕÑÚÍÇ

r0 � GM

c 2A
�

� o 2=�k 2
z c

2
A� � 3

�3=4��1ÿo 2=�k 2
z c

2
A�
�2ÿ�q 2=4�q=2�o 2=�k 2

z c
2
A���q 2=16�q=2�

:

�70�

¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÕÑÚÍÇ r0 ËÏÇÇÕ ÄËÆ

o 2

k 2
z c

2
A�r0�

� 1� q

3
� q 2

6
� 2

3

�
vf�r0�
cA�r0�

�2

�

�
�����������������������������������������������������������������������������������������������������
q 2

6
� q

3
� 2

3

�
vf�r0�
cA�r0�

�2�2

� 16

3

�
vf�r0�
cA�r0�

�2

� q 2

4

s
:

�71�

²ÇÉËÏ ®²¯ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÊÐÂÍÖ ÏËÐÖÔ ÒÇÓÇÆ ÍÄÂÆÓÂÕ-
ÐÞÏ ÍÑÓÐÇÏ. ¯ÖÎÇÄÂâ ÏÑÆÂ o 2 � 0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÓËÕË-
ÚÇÔÍÑÏÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá

Ecr �
�
cA�r0�
vf�r0�

�2

cr

� 48

12� 8q� q 2
: �72�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ�
vf
cA

�2

�
�

vf
�cA�cr

�2� �cA�cr
cA

�2

; �73�

ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (71) Ä ×ÑÓÏÇ,
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ (37), ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËá ÑÕ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÄÇÎË-
ÚËÐÞ ��cA�cr=cA�2:

o 2

�cA�2cr k 2
z

�
�

cA
�cA�cr

�2
"
1� q

3
� q 2

6
� 2

3

�
vf
cA

�2

�

�
��������������������������������������������������������������������������������������
q 2

6
� q

3
� 2

3

�
vf
cA

�2�2

� 16

3

�
vf
cA

�2

� q 2

4

s #
�74�

(ÓËÔ. 6). (£ ×ÑÓÏÖÎÇ (74) �vf=cA�2 ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ (72)
Ë (73).)

ªÔÒÑÎßÊÖÇÏ, ÍÂÍ Ë ÄÞÛÇ, ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ
x�r=r0, c 2A�c 2A�r0�xÿq, ÒÂÓÂÏÇÕÓ E�c 2A�r0�=v 2f�r0� Ë ÑÃÑ-
ÊÐÂÚËÏ ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (71) o 2=�k 2

z c
2
A�r0�� �

� K �E�. ´ÑÅÆÂ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ~Uq � Uqr
2
0 ÒÓË-

ÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

~Uq�x; E; q�� 1

x 2

�
3

4
� q 2=16� q=2ÿK�E�xq�q 2=4�q=2�ÿ

1ÿ K �E�xq
�2 �

ÿ

ÿ 1

x 3ÿq
3� K �E�xq

E
ÿ
1ÿ K �E�xq

�2 : �75�

o
k
z
c A
�r 0
�

�
� 2

ÿ0,20

ÿ0,15

ÿ0,10

ÿ0,05

0

cA�r0�
�cA�cr

� �2

0

q � 0

q � 0,5

q � 1

q � 2

q � 3

q � 4

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

²ËÔ. 6. ¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ®²¯ (74) ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ q. £ ÒÓÇÆÇÎÇ
cA=�cA�cr 5 1 ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ (38) ÆÎâ ÄÔÇØ q.
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©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ q 6� 0 ÍÂÍ "ÑÕÕÂÎÍËÄÂáÜÂâ", ÕÂÍ Ë
"ÒÓËÕâÅËÄÂáÜÂâ" ÚÂÔÕË à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÊÂÄË-
ÔâÕ ÑÕ E.

°ÃÔÖÆËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ~Uq.
1. ±Ñ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá ~Uq�1; E; q� � 0 ÆÎâ ÎáÃÞØ E; q.
2. ±ÓË E! Ecr (72) K�E� ! 0:

~Uq�x; E! Ecr; q� �
�
3

4
� q 2

16
� q

2

��
1

x 2
ÿ 1

x 3ÿq

�
: �76�

±ÑÕÇÐÙËÂÎ ~Uq�x; E! Ecr; q � 1� � 0 ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ x. ¥Îâ
q < 1 ~Uq ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÐÂ ÒÑÎÑÉËÕÇÎß-
ÐÞÌ ÒÓË x � 1, Ë ÐÂÑÃÑÓÑÕ ÆÎâ q > 1.

3. ¥Îâ q < 1 ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÂ ÐÖÎÇÄÂâ ÕÑÚÍÂ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ: ~Uq�x � 1; E; q < 1� � 0.

4. ¥Îâ q > 1 ÒÓË x < 1 Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ ~Uq ÒÑâÄÎâÇÕÔâ
ÄÕÑÓÂâ ÐÖÎÇÄÂâ ÕÑÚÍÂ x2 Ô ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ
limE!0 x2�0 Ë limx!0

~Uq�x; E; q� !�1. ´Ñ ÇÔÕß ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
ÆÑÔÕËÅÂÇÕÏËÐËÏÖÏÂ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÕÑÚÇ xmin: x2 < xmin < 1.

¿ÕË ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ~Uq ÆÎâ
ÓÂÊÎËÚÐÞØ q Ë E ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 7 ë 11. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ
q4 1 à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ~Uq ËÏÇÇÕ ÕÖ ÉÇ ×ÑÓÏÖ, ÚÕÑ
Ë ÆÎâ q � 0 (ÔÏ. ÓËÔ. 4), Ë ÂÐÂÎËÊ ÓÇÉËÏÑÄ ®²¯ ÐÇ
ÏÇÐâÇÕÔâ. ¥Îâ q > 1 ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÏËÐËÏÖÏ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ x2 < xmin < 1, Ë ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÖÓÑÄÐË àÐÇÓ-
ÅËË ÔÎÇÆÖÇÕ ËÔÍÂÕß ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÕÑÚÍÂÏË ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÆÎâ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ à××ÇÍÕËÄÐÞØ àÐÇÓÅËÌ ~E � ÿkz r 20 . £
ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔÎÖÚÂâ q � 0, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÏËÐËÏÖÏ àÐÇÓÅËË
~Emin � ~Uq�xmin; E; q�.
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£ÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÇÄ Ô q > 1 Ë xin 5 1 ÆÎâ
ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË ~E � ÿk 2

z r
2
0 ÏÑÅÖÕ ÒÑâÄËÕßÔâ ÆÄÇ ÕÑÚÍË

ÒÑÄÑÓÑÕÂ Ä à××ÇÍÕËÄÐÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ ~Uq (�x1�min Ë �x1�max).
£ÑÊÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ~E < � ~Uq�min, Ë ÔÕÂÃËÎßÐÞØ ÑÕÓË-
ÙÂÕÇÎßÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË (ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÏÑÆÂÏ
®²¯) ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ. ¦ÔÎË ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÄÐÖÕ-
ÓÇÐÐÇÅÑ ÆËÔÍÂ xin ÒÑÒÂÆÂÇÕ ÏÇÉÆÖ ÍÑÓÐâÏË à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ~Uq, ÕÑ Ä ÕÑÚÍÇ xin ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ ÅÓÂ-
ÐËÙÂ ÕÇÚÇÐËâ, ÍÂÍ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÏ ÄÞÛÇ ÔÎÖÚÂÇ q � 0.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÂÐÂÎËÊ ×ÑÓÏÞ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ ~Uq ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÇÅÑ ÖÚÈÕÂ ÒÓË
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÅÎÑÃÂÎßÐÑÌ ®²¯ Ä ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍËØ ÔÎÖÚÂâØ.

4. ªÕÑÅË Ë ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ

4.1. ¯ÇÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÏÑÆÂÎßÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ
Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ ×ÑÐÑÄÞÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ
®Þ ÊÂÐÑÄÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÓÂÊÄËÕËÇ ÏÂÅÐËÕÑÓÑÕÂÙËÑÐÐÑÌ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÍÇÒÎÇÓÑÄÔÍËØ ÕÇÚÇÐËâØ ËÆÇÂÎßÐÑÌ
ÉËÆÍÑÔÕË. ®Þ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ ÖÚÈÕ ÓÂÆËÂÎßÐÑÌ ÐÇÎÑÍÂÎß-
ÐÑÔÕË ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ä ×ÑÓÏÇ f �r� exp �i�otÿ
ÿkzz�� ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÚÎÇÐÂ ÿ�3=4��1=r 2� Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË (17) ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ
ÏÂÎÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ô à××ÇÍÕËÄÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ, ÑÒÓÇÆÇÎâá-
ÜËÏ (Ä ÄËÆÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ) ÑÃÎÂÔÕß ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ o 2 ì ÑÃÎÂÔÕß ÓÑÔÕÂ ®²¯. ¯ÇÌÕÓÂÎß-
ÐÑÌ ÏÑÆÇ o 2 � 0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ
ÒÑÎÇ (36). ¬ÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍÑÌ

ÔÍÑÓÑÔÕË c 2A ÓÂÄÐÑ �cA� 2cr � 4GM=r0, ÅÆÇ r0 ì ÐÖÎÇÄÂâ
ÕÑÚÍÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U (22) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (17).

£ÕÑÓÞÏ ÄÂÉÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ âÄÎâÇÕÔâ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÇ
ÖÏÇÐßÛÇÐËÇ (ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÎÑÍÂÎßÐÞÏ ÂÐÂÎËÊÑÏ)
ÔÍÑÓÑÔÕË ÓÑÔÕÂ ®²¯ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ c 2A 5 �cA�2cr (ÔÏ. ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (38)). ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÓË ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËË ÚÎÇÐÑÏ
ÿ�3=4��1=r 2� Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (17) Ë ÊÂÏÇÐÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
q=qr! ÿikr ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (17) ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÚÇÕÄÈÓÕÑÌ ÔÕÇÒÇÐË Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ
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ÿ
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z ). ®ÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÑÔÕÂ ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ:
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®Þ ÒÑÆÚÈÓÍËÄÂÇÏ ÓÂÊÐËÙÖ ÏÇÉÆÖ ÎÑÍÂÎßÐÞÏ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÑÏ (78) Ë ÐÇÎÑÍÂÎßÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ (39). £ ÐÇÎÑÍÂÎß-
ÐÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ,
ÒÑÆÂÄÎâáÜÇÇ ®²¯, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄÑÄÂÎÑ Ä ÎÑÍÂÎß-
ÐÑÏ ÏÑÆÂÎßÐÑÏ ÂÐÂÎËÊÇ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä [10, 31]). £ ÅÎÑ-
ÃÂÎßÐÑÏ ÂÐÂÎËÊÇ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÑÔÕÂ ®²¯
ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË, �cA=�cA�cr�2�5=16 (ÔÏ. ÓËÔ. 5 Ë (39)). ´ÑÕ ×ÂÍÕ,
ÚÕÑ ®²¯ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÎÂÃÑÏ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÃÞÎ ÑÕÏÇÚÇÐ ÖÉÇ Ä ÒÇÓÄÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ¢ÂÎßÃÖÔÂ
Ë ·ÂÖÎË [10] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÃÑÎÇÇ ÒÑÊÆÐËÇ ËÔ-
ÔÎÇÆÑÄÂÐËâ [32, 33] Ë Õ.Æ.). ±ÓË ÏÂÎÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎâØ,
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cA 5 �cA�cr, ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÑÆÂÄÎâÇÕÔâ ÐÂ
×ÂÍÕÑÓ 3�cA=�cA�cr� (ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (38)).

®Þ ÑÕÏÇÚÂÇÏ, ÚÕÑ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ
(ÔÏ. ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ¡), Ä "ÏÇÎÍËØ" ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ âÏÂØ Ô
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÏ ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏ ÓÂÆËÖÔÑÏ ÕÇÚÇÐËâ xin �
� rin=r0 > 0;8 ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ
ÏÑÆ (17), Õ.Ç. ÕÂÏ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ®²¯.±ÓË xin � rin=r0 < 0;8
ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÖÓÑÄÐË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÑÚÇÐß
ÏÂÎÞÏ kz Ë ÃÑÎßÛËÏ ÆÎËÐÂÏ ÄÑÎÐ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ¹ËÔÎÑ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÏÇÐßÛÇÐËâ
xin. £ ÕÑÐÍËØ ÍÇÒÎÇÓÑÄÔÍËØ ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÞØ ÆËÔÍÂØ ÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐËâ Ô ÆÎËÐÂÏË ÄÑÎÐ l � 2p=kz ÏÇÐßÛÇ ÒÑÎÖÕÑÎÜËÐÞ
ÆËÔÍÂ h ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÕÑÎßÍÑ Ä "ÅÎÖÃÑÍËØ" ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ
âÏÂØ Ô log xin < ÿ3;756. ±ÑàÕÑÏÖ ®²¯ Ä ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ
×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÇ (ÔÆÄËÅÑÄÞÌ ÒÑÕÑÍ, ÒÑÅÓÖÉÈÐÐÞÌ Ä ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÑÇ ÒÑÎÑËÆÂÎßÐÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ) ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ ÓÂÃÑ-
ÕÂÇÕ Ä ÕÑÐÍËØ ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÞØ ÆËÔÍÂØ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÂÍÍÓÇ-
ÙËÑÐÐÞØ ÆËÔÍÂØ ÄÑÍÓÖÅ ÑÃÞÚÐÞØ ÊÄÈÊÆ (ÐÇÅÎÖÃÑÍËÇ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÞ) ÄÐÖÕÓÇÐÐËÌ ÓÂÆËÖÔ ÆËÔÍÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÎËÛÍÑÏ
ÃÑÎßÛËÏ ÆÎâ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑÄÞØ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞØ
ÏÑÆ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ Ä ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÞØ ÆËÔÍÂØ ÄÑÍÓÖÅ ÍÑÏ-
ÒÂÍÕÐÞØ ÊÄÈÊÆ (ÅÎÖÃÑÍËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ) ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÞÇ ÏÑÆÞ Ô ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÏÇÐßÛÇ ÕÑÎÜËÐÞ ÆËÔÍÂ.

4.2. ¯ÇÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÏÑÆÂÎßÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ Ô ÓÂÆËÂÎßÐÑ
ËÊÏÇÐâáÜËÏÔâ ×ÑÐÑÄÞÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ
®Þ ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÓÑÄÇÎË ÐÇÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÏÑÆÂÎßÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ
®²¯ Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ×ÑÐÑÄÑÌ ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá
cA�r� Ë ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÔÎÖÚÂÌ ÔÕÇÒÇÐÐoÂ Ì ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕË c 2A�r� / rÿq Ä ÍÇÒÎÇÓÑÄÔÍËØ ÕÇÚÇÐËâØ (ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÑÎâ (62) Ë (63) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ).
®ÞÑÃÐÂÓÖÉËÎË, ÚÕÑÏÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÑÔÕÂ®²¯
ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ Ô ÓÑÔÕÑÏ q (ÔÏ. ÓËÔ. 6). ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ~Uq (75) ÊÂÄËÔËÕ ÍÂÍ ÑÕ q,
ÕÂÍ Ë ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ E � c 2A�r0�=v 2f�r0�. ¥Îâ q > 1 ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
~U�q; E� ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÏÇÐâÇÕÔâ Ô ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ E ÑÕ ÍÓËÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ (ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÐÖÎÇÄÑÌ ÏÑÆÇ o 2 � 0
(72)): ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÆÄÇ ÕÑÚÍË ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒÓÂÄÂ Ë ÔÎÇÄÂ ÑÕ
ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÑÚÍË r0 (ÔÏ. ÓËÔ. 9 ë 11). °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ®²¯ ÃÖÆÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÒÑÎÑÉÇ-
ÐËâ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÞ ÒÑÕÑÍÂ xin ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÖÎÇ-
ÄÞØ ÕÑÚÇÍ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÇÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ®²¯ ÒÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕß ÖÚÈÕÂ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ
ÕÇÚÇÐËâ. ®Þ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÊÆÇÔß ÕÑÎßÍÑ ÒÑÎÑËÆÂÎßÐÑÇ
×ÑÐÑÄÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ. £ ÓÇÂÎßÐÞØ ÔËÕÖÂÙËâØ ÏÑÅÖÕ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÍÂÍ ÒÑÎÑËÆÂÎßÐÞÇ, ÕÂÍ Ë ÕÑÓÑËÆÂÎßÐÞÇ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ×ÑÐÑÄÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ¤ÎÑÃÂÎßÐÞÌ
ÂÐÂÎËÊ ÐÇÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÆÎâ ®²¯ ÒÓÑ-
ÄÑÆËÎÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÓÂÃÑÕÇ [34]. ´ÑÓÑËÆÂÎßÐÑÇ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÆËÔÍÂ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÒÑÆÄÇÓÉÇÐÑ

ÒÂÓÍÇÓÑÄÔÍÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË [9], ÍÑÕÑÓÂâ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä
ÒÑÎÇ ÕâÉÇÔÕË (ÓËÔ. 12). ±ÑÆÓÑÃÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÒÂÓÍÇÓÑÄ-
ÔÍÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÞØ ÆËÔÍÂØ ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ä [15]. ¯ÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß±ÂÓÍÇÓÂ Ä ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÞØ ÆËÔ-
ÍÂØ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÊÄÂÐÂ "ÏÂÅÐËÕÑ-ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÌ ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá".

¢ÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕË. ®Þ ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÞ ÓÇÙÇÐÊÇÐÕÂÏ ÊÂ ÄÐËÏÂ-
ÕÇÎßÐÑÇ ÒÓÑÚÕÇÐËÇ ÔÕÂÕßË Ë ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÊÂÏÇÚÂÐËâ,
ÒÑÊÄÑÎËÄÛËÇ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÖÎÖÚÛËÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ. ²ÂÃÑÕÂ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ÅÓÂÐÕÑÏ
²ÑÔÔËÌÔÍÑÅÑ ÐÂÖÚÐÑÅÑ ×ÑÐÆÂ å21-12-00141. ¡ÄÕÑÓÞ
ÃÎÂÅÑÆÂÓâÕ ÖÚÂÔÕÐËÍÑÄ ÔÇÏËÐÂÓÑÄ ÑÕÆÇÎÂ ÓÇÎâÕËÄËÔÕ-
ÔÍÑÌ ÂÔÕÓÑ×ËÊËÍË ¤ÑÔÖÆÂÓÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÂÔÕÓÑÐÑÏËÚÇÔÍÑÅÑ
ËÐÔÕËÕÖÕÂ ËÏ. ±.¬. ºÕÇÓÐÃÇÓÅÂ ®¤µ Ë ÕÇÑÓÑÕÆÇÎÂ
¶ª¡¯ ÊÂ ÒÑÎÇÊÐÞÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ.

5. ±ÓËÎÑÉÇÐËÇ

¡. ¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (17) ÒÓË rout > r0
²ÇÛËÏ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (17) Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ
ÄÐÇÛÐââ ÅÓÂÐËÙÂ ÕÇÚÇÐËâ ÎÇÉËÕ ÊÂ ÕÑÚÍÑÌ r0, ÅÆÇ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎ U�r0� � 0. £ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ x � r=r0 Ë
~E � ÿk 2

z r
2
0 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (17) ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ

ÑÃÓÂÊÑÏ:

d2C
dx 2
� f ~Eÿ ~UgC � 0 ; ~U � 3

4

1

x 2
ÿ 3

4

1

x 3
: �79�

¡ÏÒÎËÕÖÆÂ×ÖÐÍÙËËC ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂ, ÄÞÃËÓÂÇÏ jC�x1�j�1.
µÔÎÑÄËâ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÕÇÚÇÐËâ ÔÕÂÄâÕÔâ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (30).

®ÑÉÐÑ ÖÒÓÑÔÕËÕß ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÐÂØÑÉÆÇÐËÇ ÓÇÛÇÐËâ,
ÒÑÔÕÂÄËÄ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÂ ÄÐÇÛÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÇ ÐÇ Ä ÕÑÚÍÇ xout>1,
Â Ä ÕÑÚÍÇ ÒÑÄÑÓÑÕÂ x1 < 1. £ ÕÑÚÍÇ ÒÑÄÑÓÑÕÂ x1 ÖÔÎÑÄËÇ
C 00�x1� � 0 ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕÔâ ÒÑ ÔÏÞÔÎÖ
ÕÑÚÍË ÒÑÄÑÓÑÕÂ, Ä ÐÇÌ ~U�x1� � ~E. ±ÑàÕÑÏÖ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ Ä ÕÑÚÍÇ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÊâÕß ÊÐÂ-
ÚÇÐËÇ ÒÇÓÄÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌC 0�x1�. ¦ÅÑ ÎÇÅÍÑ ÐÂÌÕË, ÊÂÏÇ-
ÕËÄ, ÚÕÑ ÒÓË ÏÂÎÞØ x � xÿ x1 5 1 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (79) ÔÄÑÆËÕ-
Ôâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¿ÌÓË

C 00�z� � zC � 0 ; �80�
ÅÆÇ

z �
�
3

2

1

x 3
1

ÿ 9

4

1

x 4
1

�1=3

x : �81�

°ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (80)

C�z� � C1 Ai �ÿz� � C2 Bi �ÿz� : �82�

¥ÑÎÉÐÑ ÃÞÕß âÔÐÑ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÄÐÇÛÐââ ÅÓÂÐËÙÂ xout !1,
C! 0, Ë ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ Ä ÑÃÜÇÏ ÓÇÛÇÐËË C2 � 0. ±ÓË ÍÑ-
ÐÇÚÐÑÏ xout ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ C2 6� 0 Ë ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÇÓÄÑÌ ÒÓÑËÊ-
ÄÑÆÐÑÌC 0�x1� ÆÑÎÉÐÑ ÐÂØÑÆËÕßÔâ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÄÐÇÛÐÇÌ
Ë ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÂØ (30). ¯ËÉÇ ÏÞ ÒÓËÄÑÆËÏ ÓÇÛÇÐËâ
ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ xout 4 1 Ô ÍÑÐÔÕÂÐÕÑÌ C2 � 0.

£ ÕÑÚÍÇ x1 x � z � 0 Ë ÒÇÓÄÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÓÂÄÐÂ

dC
dx

����
x1

� dC
dz

dz

dx

����
x1

� C1 Ai 0�0�
�
3

2

1

x 3
1

ÿ 9

4

1

x 4
1

�1=3
; �83�

ÅÆÇ Ai 0�0� � 0;25882 . . .

±ÑÕÑÍ ÒÎÂÊÏÞ

B

z

g

±ÎÂÄÖÚÇÔÕß

²ËÔ. 12. ³ØÇÏÂ ÒÂÓÍÇÓÑÄÔÍÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË.
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ªÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (79) Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑ-
ÄËâÏË (30)C 0jxin �C=�2xin� � 0 Ë (83) ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂ-
ÚÇÐËÌ xin ÆÂÈÕ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÓÇÛÇÐËÌ Ô ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏË (ÐÇ-

àÍÄËÆËÔÕÂÐÕÐÞÏË) "àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏË ÖÓÑÄÐâÏË" ~En (ËÎË,
ÚÕÑ ÕÑ ÉÇ ÔÂÏÑÇ ÒÑ (27), Ô ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏË ÕÑÚÍÂÏË ÒÑÄÑÓÑÕÂ
x1), ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÙÇÎÑÏÖ ÚËÔÎÖ n � 0; 1; 2; 3 . . . ÐÖÎÇÌ
×ÖÐÍÙËË C. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÆÂÐÐÑÅÑ xin ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÓÂÊÎËÚÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÑÄÐÇÌ, Ë
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ �xin�max � 0;8116, ÆÑ-
ÒÖÔÍÂáÜÇÇ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ ÒÓË
n � 0. ²ÇÛÇÐËâ, ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÐÂ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇ ×ÖÐÍÙËË C, ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 13. ¥ËÔÍÓÇÕÐÞÇ "àÐÇÓ-
ÅÇÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÑÄÐË" ~E � ÿ�kzr0�2 ÖÓÂÄÐÇÐËâ (79) ÆÎâ ÓÂÊ-
ÎËÚÐÞØ ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ ÅÓÂÐËÙ xin ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 14. £
ÕÂÃÎËÙÇ 1 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÊÐÂÚÇÐËâ àÐÇÓÅËË ~E ÓÂÊÎËÚÐÞØ
ÖÓÑÄÐÇÌ ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ xin ÆÎâ ÓÂÊÐÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ ÐÂ ×ÖÐÍÙËá C. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÕËÒ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑ-
ÄËÌ ÔÎÂÃÑ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÊÐÂÚÇÐËÇ àÐÇÓÅËË "ÐËÉÐËØ" ÖÓÑÄÐÇÌ Ä
ÅÎÖÃÑÍËØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ âÏÂØ ÒÓË xin 5 1.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (79) ÏÑÉÐÑ ÓÇÛËÕß Ä ÍÄÂÊË-
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ (£¬¢) ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÖÔÎÑÄËÇ
¢ÑÓÂ ë ©ÑÏÏÇÓ×ÇÎßÆÂ ÆÎâ ÆËÔÍÓÇÕÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË
E � ÿk 2

z < 0 Ô ÐÑÏÇÓÑÏ n � 0; 1; 2; . . . Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ U ÆÎâ
ÉÈÔÕÍËØ ÅÓÂÐËÙ [27, 28]:� r1

rin

�������������
EÿU
p

dr � p
�
n� 3

4

�
; n � 0; 1; 2; . . . �84�

©ÆÇÔß r1 ì ÕÑÚÍÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ U, ÍÑÕÑÓÖá
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (26). ³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ Ë o 2 < 0
ÔËÅÐÂÎËÊËÓÖÇÕ Ñ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÕÇÚÇÐËâ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÐÑ Ô ÆÓÖÅÑÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕÑÌ, ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÑÕÎËÚÐÑÌ
ÑÕ 3=4, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß Ë ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÂÐËÙÞ. °Æ-
ÐÂÍÑ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ n4 1 ÄÔÇ ÕÓË ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâ

0

4
3
2
1
0

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

ÿ2;67� 100 | ÿ0,71
ÿ6;31� 102 | ÿ6,59
ÿ8;87� 103 | ÿ16,59
ÿ5;31� 104 | ÿ30,52
ÿ2;08� 105 | ÿ48,40
ÿ6;29� 105 | ÿ70,22
ÿ1;60� 106 | ÿ96,01
ÿ3;58� 106 | ÿ125,84
ÿ7;32� 106 | ÿ159,77
ÿ1;39� 107 | ÿ197,98
ÿ2;49� 107 | ÿ240,70
ÿ4;28� 107 | ÿ288,34
ÿ7;11� 107 | ÿ341,56
ÿ1;15� 108 | ÿ401,48
ÿ1;85� 108 | ÿ470,21
ÿ3;01� 108 | ÿ552,44
ÿ5;26� 108 | ÿ665,99

n n

n

~E ~Ex21

xin � 0,1

xin � 0,001

xin � 0,01

16
15
14
13
12
11
10

ÿ1,00 ÿ0,95 ÿ0,90 ÿ0,85 ÿ0,80 ÿ0,75 ÿ2,0 ÿ1,5 ÿ1,0 ÿ0,5

ÿ3,0 ÿ2,5 ÿ2,0 ÿ1,5 ÿ1,0 ÿ0,5
log x

log x log x

ÿ0,19� 102 | ÿ3,57

~E
~Ex21

ÿ8,17� 100 | ÿ1,20
ÿ9,80� 102 | ÿ7,71
ÿ1,19� 104 | ÿ18,34
ÿ7,06� 104 | ÿ33,62
ÿ3,42� 105 | ÿ57,24

~E ~Ex21
Â Ã

Ä

²ËÔ. 13. ¯ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (79) C=Cmax Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ (30) C 0jxin �C=�2xin� � 0 Ë C 0�x1� ËÊ (83), ÍÑÕÑÓÑÇ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÅÓÂÐËÚÐÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá limx!1C�x� � 0, ÆÎâ xin � 10ÿ1 (Â), 10ÿ2 (Ã) Ë 10ÿ3 (Ä). ³ ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ xin (ÖÅÎÖÃÎÇÐËÇÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ
âÏÞ) ÚËÔÎÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÑÄÐÇÌ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ. ¬ÄÂÊËàÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÕÖØÂáÜÂâ ÚÂÔÕß ÓÇÛÇÐËâ ÒÓË
x > x1 ÐÇ ÒÑÍÂÊÂÐÂ.

ÿ10ÿ2
~Ex21

ÿ10ÿ1

ÿ100

ÿ104
ÿ103
ÿ102
ÿ101

ÿ103

~Ex21

ÿ104
10ÿ4 2� 10ÿ4 3� 10ÿ4 4� 10ÿ4 6� 10ÿ4 10ÿ3

xin � rin=r0

l � 2p
kz

4 h

l � 2p
kz

5 h

0

10010ÿ4 10ÿ3 10ÿ2 xin � rin=r0
10ÿ1

n � 123456789
10

11
12

Â

Ã

²ËÔ. 14. (Â) ¥ËÔÍÓÇÕÐÞÇ "àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÑÄÐË" ~E � ÿ�kz r0�2 ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (79) ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ ÅÓÂÐËÙ xin. ¹ÇÏÏÇÐßÛÇ xin, ÕÇÏ
ÃÑÎßÛÇ ÚËÔÎÑ ÆËÔÍÓÇÕÐÞØ "àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÑÄÐÇÌ" n � 0; 1; 2; 3; . . .
×ÖÐÍÙËË C. ¤ÎÖÃÑÍËÇ "àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÑÄÐË" Ô ÿ ~Ex 2

1 > 4� 103

ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÒÓË log xin < ÿ3;756. ³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ
xin � 0;8116 Ô ~E0 � ÿ0;2644 ÆÎâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÏÑÆÞ Ô n � 0. °ÔÕÂÎßÐÞÇ
ÏÑÆÞ n � 1; 2; . . . ÏÑÅÖÕ ËÏÇÕß ~E � 0 ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ xin.
(Ã) °ÕÆÇÎßÐÑ ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÑÃÎÂÔÕß "ÅÎÖÃÑÍËØ ÖÓÑÄÐÇÌ" Ë ÅÓÂÐËÙÂ
l � 2p=kz � h � 0;1r ÆÎâ ÕÑÐÍËØ ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÞØ ÆËÔÍÑÄ (ÔÏ. ÓÂÊ-
ÆÇÎ 2.6).
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(Cjxin � 0, C 0jxin�0, �C 0 �C=�2x��jxin�0) ÆÂáÕ ÑÆËÐÂÍÑ-
ÄÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ.

£ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÇÆËÐËÙÂØ Ô àÐÇÓÅËÇÌ ~E � ÿk 2
z r

2
0 Ë

ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ ~U ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (84) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ� x1

xin

������������������������������
~Eÿ 3

4x 2
� 3

4x 3

r
dx � p

�
n� 3

4

�
: �85�

£ ÔÎÖÚÂÇ ÃÑÎßÛÑÌ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ~E �
� ÿk 2

z r
2
0 5 1. ±ÓË ÏÂÎÞØ àÐÇÓÅËâØ ~E � 0, ÕÑÚÍÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ

ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, r1 ! r0, ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËË (85) ËÏÇÇÕ ÄËÆ� 1

xin

���������������������������
ÿ 3

4x 2
� 3

4x 3

r
dx � p

�
n� 3

4

�
: �86�

¿ÕÑÕ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÃÇÓÈÕÔâ:

���
3
p � ��������������

1

xin
ÿ 1

r
� arcsin

������
xin
p ÿ p

2

�
� p

�
n� 3

4

�
�87�

(ÔÓ. Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (2.24) ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ËÊÑÏÑÏÇÐÕÐÑÅÑ
ÄÓÂÜÇÐËâ Ô ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá vf / 1=r Ä ÑÓËÅËÐÂÎß-
ÐÑÌ ÔÕÂÕßÇ £ÇÎËØÑÄÂ [6]; ÊÆÇÔß ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ
ÍÇÒÎÇÓÑÄÔÍËÌ ÔÎÖÚÂÌ Ô vf / 1=

��
r
p

). ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (87)
ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ ÒÇÓÄÑÇ xin ÆÎâ n � 0: xin � 0;575. ´ÑÚÐÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÞ ÐÂÛÎË ÚËÔÎÇÐÐÑ (ÔÏ. ÓËÔ. 14),
ÓÂÄÐÑ �xin�max � 0;8116. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÞØ
ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÓÑÆÂ ÊÐÂÚÇÐËÇ àÐÇÓÅËË
ÆÎâ ÏÑÆÞ Ô n � 0 ~E��xin�max� � ÿ0;2644, Â ÆÎâ ÏÑÆ
n � 1; 2 . . . ÄÔÇÅÆÂ ÇÔÕß ÆËÔÍÓÇÕÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ xin, ÒÓË
ÍÑÕÑÓÑÏ ~E � 0. ¥Îâ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë
ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ E��xin�max� � 0 (ÔÏ. ÕÂÃÎ. 1 Ë 2

ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÍÓÂÇÄÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÐÂ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÅÓÂ-
ÐËÙÇ). ¥Îâ xin > �xin�max ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ âÏÂ ÐÂÔÕÑÎßÍÑ
ÏÇÎÍÂ, ÚÕÑ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ "àÐÇÓÅÇÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÖÓÑÄÐÇÌ". ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÕÑÚÐÑÔÕß £¬¢-ÂÒÒÓÑ-
ÍÔËÏÂÙËË ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ n. £ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÒÓË xin � rin=r0 5 1 ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË xin âÄ-
ÎâáÕÔâ

xin � 1��p= ���
3
p ��n� 3=4� � p=2

�2 � 1
: �88�

£ÒÓËÐÙËÒÇ, ÏÑÉÐÑ ÚËÔÎÇÐÐÑ ÄÊâÕß ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä (85) ÆÎâ
ÎáÃÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ~E, ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÆËÔÍÓÇÕÐÞÇ ÖÓÑÄÐË
àÐÇÓÅËË ~En ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ xin (ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÒÓË ÃÑÎß-
ÛËØ j ~Ej, ÑÕÐÑÔâÜËØÔâ Í ÕÑÐÍËÏ ÂÍÍÓÇÙËÑÐÐÞÏ ÆËÔÍÂÏ,
ÔÏ. ÄÞÛÇ) ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ n. °ÆÐÂÍÑ ÄÞÛÇ ÖÉÇ ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇ-
ÐÞ ÕÑÚÐÞÇ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (79).

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ËÅÐÑÓËÓÑÄÂÐËË ÚÎÇÐÂ 3=�4x 2� Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË (85) ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÓÇÛËÕß ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË (ÔÏ.
[22]). ²ÇÛÇÐËÇ £¬¢ ÑÍÂÊÂÎÑÔß Ä ÑÕÎËÚÐÑÏ ÔÑÅÎÂÔËË Ô
ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË.

¢. ³ÎÖÚÂÌ rout < r0
¦ÔÎË ÄÐÇÛÐââ ÅÓÂÐËÙÂ ÕÇÚÇÐËâ rout ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÃÎËÉÇ,
ÚÇÏ r0 (ÕÑÚÍÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß,
U�r0� � 0, ÔÏ. (23)), ÕÑ ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÐÂØÑÉÆÇÐËË ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (79) ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÇÛÂÕß
ÚËÔÎÇÐÐÑ Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË (30). £ ÔÎÖÚÂÇ ÖÊÍÑÅÑ
ÕÇÚÇÐËâ (ÍÑÅÆÂ ÄÐÇÛÐËÌ ÓÂÆËÖÔ ÃÎËÊÑÍ Í ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÏÖ)
ÊÂÆÂÚÂ ËÏÇÇÕ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ. ´ÂÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÆÎâ
ÆÓÖÅÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ ÄÓÂÜÇÐËâ Ë ÐÖÎÇÄÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ
ÆÎâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ br � 0 (ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËØ ÖÔÎÑÄËáC � 0) ÃÞÎÂ ÓÇÛÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ ¦.±. £ÇÎËØÑÄÂ
[6]. £ÄÇÆÈÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ

�r � rin � rout ÿ rin
2

; D � rout ÿ rin 5 �r : �89�

±ÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ �r ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (79) ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä
ÊÂÆÂÚÖ ºÕÖÓÏÂ ë­ËÖÄËÎÎâ Ô ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏË ÅÓÂÐËÚÐÞÏË

´ÂÃÎËÙÂ 1. ±ÓËÏÇÓÞ ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË ~E ÖÓÂÄÐÇÐËâ (79) ÒÓË xin � 0;1,
0;01, 0;001 Ë ÓÂÊÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÐÂ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÇ xin

n ~E �C 0�C=�2x��jxin �0 C 0jxin � 0 Cjxin � 0

xin � 0;1

0 ÿ118;86 ÿ86;44 ì

xin � 0;01

4
3
2
1
0

ÿ8;168
ÿ9;799� 102

ÿ1;189� 104

ÿ7;057� 104

ÿ3;423� 105

ÿ7;096
ÿ9;250� 102

ÿ1;145� 104

ÿ6;846� 104

ÿ3;288� 105

ì
ÿ1;229� 102

ÿ3;483� 103

ÿ2;808� 104

ÿ1;408� 105

xin � 0;001

16
15
14
13
12
11
10
9
8
7
6
5
4
3
2
1
0

ÿ2;666
ÿ6;314� 102

ÿ8;869� 103

ÿ5;308� 104

ÿ2;078� 105

ÿ6;287� 105

ÿ1;598� 106

ÿ3;585� 106

ÿ7;319� 106

ÿ1;390� 107

ÿ2;495� 107

ÿ4;284� 107

ÿ7;115� 107

ÿ1;155� 108

ÿ1;854� 108

ÿ3;005� 108

ÿ5;263� 108

ÿ2;525
ÿ6;190� 102

ÿ8;762� 103

ÿ5;260� 104

ÿ2;063� 105

ÿ6;250� 105

ÿ1;590� 106

ÿ3;569� 106

ÿ7;290� 106

ÿ1;385� 107

ÿ2;486� 107

ÿ4;271� 107

ÿ7;094� 107

ÿ1;151� 108

ÿ1;848� 108

ÿ2;994� 108

ÿ5;227� 108

ì
ÿ7;436� 101

ÿ2;668� 103

ÿ2;266� 104

ÿ1;071� 105

ÿ3;650� 105

ÿ1;007� 106

ÿ2;397� 106

ÿ5;121� 106

ÿ1;007� 107

ÿ1;857� 107

ÿ3;258� 107

ÿ5;496� 107

ÿ9;011� 107

ÿ1;451� 108

ÿ2;328� 108

ÿ3;828� 108

´ÂÃÎËÙÂ 2. ©ÐÂÚÇÐËâ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÞ ÕÇÚÇÐËâ ÆÎâ
ÐÖÎÇÄÑÌ àÐÇÓÅËË ~E � 0: xinj ~E�0 ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÑÏ ÄÞÃÑÓÇ ÍÓÂÇÄÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ. ©ÐÂÚÇÐËÇ xinj ~E�0 Ä £¬¢-ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÆÂÈÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË
(87) Ë (88). °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÍÓÂÇÄÑÏ ÖÔÎÑÄËË ÕÓÇÕßÇÅÑ ÓÑÆÂ (ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÂâ ÅÓÂÐËÙÂ) ÐÖÎÇÄÑÌ ÖÓÑÄÇÐß ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÊÐÂÚÇ-
ÐËË ~E � ÿ0;2644 ÒÓË xin � 0;8116 (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÅÓÂ×ËÍ ÐÂ ÓËÔ. 14)

n ~E �C 0�C=�2x��jxin �0 C 0jxin � 0 Cjxin � 0

. . . . . . . . . . . .

16
15
14
13
12
11
10
9
8
7
6
5
4
3
2
1
0

1;02496� 10ÿ3

1;15546� 10ÿ3

1;31260� 10ÿ3

1;50417� 10ÿ3

1;74105� 10ÿ3

2;03875� 10ÿ3

2;42010� 10ÿ3

2;91976� 10ÿ3

3;59244� 10ÿ3

4;52880� 10ÿ3

5;88807� 10ÿ3

7;97202� 10ÿ3

1;14131� 10ÿ2

1;77392� 10ÿ2

3;15576� 10ÿ2

7;39693� 10ÿ2

0;8116j ~E�ÿ0;2644

1;02426� 10ÿ3

1;15457� 10ÿ3

1;31145� 10ÿ3

1;50266� 10ÿ3

1;73903� 10ÿ3

2;03598� 10ÿ3

2;41620� 10ÿ3

2;91407� 10ÿ3

3;58384� 10ÿ3

4;51513� 10ÿ3

5;86497� 10ÿ3

7;92969� 10ÿ3

1;13263� 10ÿ2

1;75298� 10ÿ2

3;08961� 10ÿ2

7;03546� 10ÿ2

5;87626� 10ÿ1

ì
1;08531� 10ÿ3

1;22775� 10ÿ3

1;40021� 10ÿ3

1;61176� 10ÿ3

1;87519� 10ÿ3

2;20897� 10ÿ3

2;64061� 10ÿ3

3;21255� 10ÿ3

3;99300� 10ÿ3

5;09744� 10ÿ3

6;73423� 10ÿ3

9;31161� 10ÿ3

1;37231� 10ÿ2

2;22593� 10ÿ2

4;24509� 10ÿ2

1;14244� 10ÿ1
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ÖÔÎÑÄËâÏË ÕÓÇÕßÇÅÑ ÓÑÆÂ ÐÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ x 2 �a; b�:
C 00 � lC � 0 ;

C 0ja �
C
2a
� 0 ;

C 0jb �
C
2b
� 0 ;

8>>><>>>: �90�

ÅÆÇ

l � ÿk 2
z ÿ

3

4

1

�r 2
� GM

�r 3
o 2=k 2

z � 3c 2Aÿ
c 2A ÿ o 2=k 2

z

�2 : �91�

´ÂÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËe ÕÑÎßÍÑ ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÞØ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ln > 0,
ÍÑÕÑÓÞÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË Cn. £ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(90) ÇÔÕß

C � C1 sin �
���
l
p

x� � C2 cos �
���
l
p

x� : �92�
¬ÑÐÔÕÂÐÕÞ C1;C2 ÐÂØÑÆâÕÔâ ËÊ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ.
£ÞÃÓÂÔÞÄÂâ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ l � 0, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

C1

�
1� 1

2
���
l
p

a
tan �

���
l
p

a�
�
�C2

�
1

2
���
l
p

a
ÿ tan �

���
l
p

a�
�
�0 ;

C1

�
1� 1

2
���
l
p

b
tan �

���
l
p

b�
�
�C2

�
1

2
���
l
p

b
ÿ tan �

���
l
p

b�
�
�0 :

8>><>>:
�93�

³ËÔÕÇÏÂ (93) ËÏÇÇÕ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓË ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÇ ÐÖÎáÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕÂ, ÑÕÍÖÆÂ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÕÓÂÐÔÙÇÐÆÇÐÕ-
ÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ l:�

1

2
���
l
p

b
ÿ 1

2
���
l
p

a

�ÿ
1� tan �

���
l
p

a� tan �
���
l
p

b���
�
�
1� 1

4lab

�ÿ
tan �

���
l
p

a� ÿ tan �
���
l
p

b�� � 0 : �94�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (94) ËÏÇÇÕ ÆÄÂ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÓÇÛÇÐËÌ:

1� tan � ���lp a� tan � ���lp b� � 0 ;

ÿtan ÿ ���
l
p �bÿ a�� � ���

l
p �bÿ a�
1� 4lab

:

8<: �95�

±ÇÓÄÑÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (94) ÇÔÕß

cos
ÿ ���

l
p
�aÿ b�� � 0 ; �96�

ÑÕÍÖÆÂ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÐÂÃÑÓ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ

ln �
ÿ
p=2� np

�2
D 2

; n � 0; 1; 2; 3; . . . �97�

±ÓË ÏÂÎÞØ n � 1; 2; 3; ::: ÄÕÑÓÑÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÓÇÛÇÐËÌ (95)
ÏÑÉÇÕ ÐÂÌÕËÔß ÚËÔÎÇÐÐÑ, ÑÆÐÂÍÑ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ
ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ ÃÞÔÕÓÑ ÔØÑÆËÕÔâ Í ln � p 2n 2=D 2, n4 1.
±ÑàÕÑÏÖ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ n ÑÃÂ ÓÇÛÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÑÃÝÇÆËÐËÕß
Ä ÑÆÐÑ: ln � �p 2=4��1� n�2=D 2. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ Cja; b � 0 ËÎË
ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂC 0ja; b � 0 ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÓÇÛÇÐËâ

sin
���
l
p
�bÿ a� � 0! ln � p 2n 2

D 2
;

sin
���
l
p
�a� b� � 0! ln � p 2n 2

�a� b�2 ;
�98�

n � 1; 2; 3; . . .

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

ªÊ (97) ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÂÃÑÓ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ln:

ÿ k 2
z ÿ

3

4

1

�r 2
� GM

�r 3
o 2=k 2

z � 3c 2Aÿ
c 2A ÿ o 2=k 2

z

�2 � ln � p 2�n� 1�2
4D 2

;

n � 0; 1; 2; 3; . . . �99�
°ÕÔáÆÂ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÄËÆÇ

o 2

c 2Ak
2
z

�
�
1� K

2

�"
1�

�����������������������������
1� 4�3Kÿ 1�

�K� 2�2
s #

;

K �
�
v 2
f��r�
c 2A

�
1

�p 2=4��n� 1�2ÿ�r=D�2 � k 2
z �r 2 � 3=4

:

�100�
¥Îâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÏÑÆ o 2 < 0 Ä ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËË (100) ÑÔÕÂÄÎâÇÏ ÊÐÂÍ ÏËÐÖÔ ÒÇÓÇÆ ÍÄÂÆÓÂÕÐÞÏ ÍÑÓ-
ÐÇÏ Ë ÕÓÇÃÖÇÏ K > 1=3, ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÍÓË-
ÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÆÎâ ®²¯-ÏÑÆ:

c 2A < �c 2A�cr �
4v 2

f��r�
�1=3� p 2�n� 1�2��r=D�2 � �4=3� k 2

z �r 2 � 1
:

�101�
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë ÄÕÑÓÑÅÑ
ÓÑÆÂ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÃÖÆÖÕ

�c 2A�cr �
4v 2

f ��r�
�4=3� p 2n 2 ��r=D�2��4=3� k 2

z �r 2 � 1
; Cja; b � 0 ;

�c 2A�cr �
4v 2f��r�

�1=3� p _2n 2 � �4=3� k 2
z �r 2 � 1

; C 0ja; b � 0 :

8>>>><>>>>:
�102�

°ÃÓÂÜÂÇÕ ÐÂ ÔÇÃâ ÄÐËÏÂÐËÇ ÔØÑÉÇÔÕß ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë ÕÓÇÕßÇÅÑ ÓÑÆÂ.

°ÕÏÇÕËÏ Ä ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ rout < r0 (ÍÑÅÆÂ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ËÏÇÇÕ ÑÆËÐ ÊÐÂÍ ÐÂ ÄÔÈÏ ËÔÔÎÇÆÖÇÏÑÏ ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÇ �rin; rout�) ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ln �
� p 2n 2=�rout ÿ rin�2 ÒÓË ÃÑÎßÛËØ n4 1 ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÑÃÜËØ
ÕÇÑÓÇÏ ÊÂÆÂÚË ºÕÖÓÏÂ ë­ËÖÄËÎÎâ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÑÅÑ ÊÐÂÍÑÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
[35]).
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Magnetorotational instability in Keplerian discs: a nonlocal approach
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We revisit the modal analysis of small perturbations in Keplerian ideal gas êows with a constant vertical magnetic éeld leading to
magneto-rotational instability (MRI) using the nonlocal approach. In the general case, MRImodes are described by a Schr�odinger-like
differential equation with some effective potential, including `repulsive' (1=r 2) and `attractive' (ÿ1=r 3) terms, and are quantized. In
shallow potentials, there are no stationary `energy levels.' In thin Keplerian accretion discs, the perturbation wavelengths l � 2p=kz are
smaller than the disc semi-thickness h only in `deep' potential wells.We énd that there is a critical magnetic éeld for theMRI to develop.
The instability arises for magnetic éelds below this critical value. In thin accretion discs, at low background Alfv�en velocity cA 5 �cA�cr,
the MRI instability increment o is suppressed compared to the value obtained in the local perturbation analysis, o � ÿ ���

3
p

icAkz. We
also investigate for the érst time the case of a radially variable background magnetic éeld.
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