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¥ÖÂÎßÐÑÔÕß ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐoÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË Ë ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÏÖ ÔÑÄÒÂÆÇÐËá ÔÒÇÍÕÓÑÄ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÚËÔÎÂ ×ÑÕÑÐÑÄ, ËÊÎÖÚÂÇÏÞØ ÕÑÚÇÚÐÞÏ ÊÂÓâÆÑÏ Ä
3� 1-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÔÑ ÔÒÇÍÕÓÂÏË ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÚËÔÎÂ ÒÂÓ ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÍÄÂÐÕÑÄ, ËÔÒÖÔÍÂÇÏÞØ ÕÑÚÇÚÐÞÏ ÊÇÓÍÂ-
ÎÑÏ Ä 1� 1-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ³ÒÇÍÕÓÞ ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ ÎËÛß ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ e 2=�hc (ØÇÄËÔÂÌÆÑÄÞ ÇÆËÐËÙÞ). ´ÓÇ-
ÃÑÄÂÐËÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÔÒÇÍÕÓÑÄ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÐËÍÂÎßÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ
e0 � �

�����
�hc
p

Ë ÇÅÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ a0 � 1=4p, ÑÃÎÂÆÂáÜËÏ ÄÔÇÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË, ÖÍÂÊÂÐÐÞÏË
¤ÇÎÎ-®ÂÐÑÏ Ë ÑÖ ÆÎâ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ. ±ÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ ¥ÂÌÔÑÐÂ
Z3 � a=a0 � 4pa ÍÑÐÇÚÇÐ Ë ÎÇÉËÕ Ä ÆËÂÒÂÊÑÐÇ 0 < Z3 < 1 Ä ÔÑÅÎÂÔËË Ô ÒÓÂÄËÎÑÏ ÔÖÏÏ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÅÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ¹ÇÎÎÇÐÂ ëÇÏÂÐÂ ÆÎâ ÕÑÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ×ÑÕÑÐÂ. ©ÐÂÚÇÐËÇ Z3 ÐÂØÑÆËÕÔâ ÕÂÍÉÇ Ä
ÑÚÇÐß ÖÊÍÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ aL < Z3 � a=a0 � 4pa < aB ÏÇÉÆÖ ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ aL � 0;0916 Ë
aB � 0;0923, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÔÆÄËÅË EL;B � aL;B�hc=2r àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä ÍÖÃËÚÇÔÍÑÏ Ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ Ô ÓÇÃÓÑÏ ÍÖÃÂ, ÓÂÄÐÞÏ ÆËÂÏÇÕÓÖ Ô×ÇÓÞ, L � 2r. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÍÖÃ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ Ô×ÇÓÖ. °ÚÇÐß ÏÂÎÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ aL;B ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÄÔÇ
ÏÐÑÅÑÅÓÂÐÐËÍË, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ Ô×ÇÓÖ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÓÂÊÎËÚËÇ ËØ ×ÑÓÏ, ÑÃÎÂÆÂáÕ ÑÃÜËÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ ì ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Í ÑÃÝÈÏÖ S=V � 3=r ì ÕÂÍËÏ ÉÇ, ÍÂÍ Ö ÔÂÏÑÌ Ô×ÇÓÞ. ¦ÏÖ
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ Ë ÔÆÄËÅË àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ÕÂÍËØ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ: EL;B � aL;B�hcS=6V. ³ ÆÓÖÅÑÌ
ÔÕÑÓÑÐÞ, ÔÆÄËÅË EL;B � aL;B�hc=2r àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ ÔÑÄÒÂ-
ÆÂáÕ Ô àÐÇÓÅËÇÌ ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞØ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÓÇÆÐËØ ÒÑ ÑÃÝÈÏÖ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ Ä
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ, ÓÂÄÐÑÌZ3�hc=2r ÒÑ ÒÑÓâÆÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ aL;B � Z3, ÍÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÆÎâ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ag ÔÆÄËÅÑÄEg � ag�hc=2r Ä ÆÓÖÅËØ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ g, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ Ô×ÇÓÖ. ¢ÎËÊÑÔÕß aL Ë aB ÍZ3-
×ÂÍÕÑÓÖ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕÔâ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ ¹ÇÎÎÇÐÂ ëÇÏÂÐÂ Ë ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÚÇÔÍËÏË ÖÔÎÑÄËâÏË, ÔÄâÊÞÄÂáÜËÏË ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÓÑÉÆÇÐËâ ×ÑÕÑÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÞÏ Ë ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËÏ
ÄÇÍÕÑÓÐÞÏË ÒÑÎâÏË.
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ÄÇÎËÚËÐÂ ÊÂÓâÆÂ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ. °ÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Ë
ÄÇÎËÚËÐÂ ÊÂÓâÆÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÅÑ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ ËÊÎÖÚÇÐËâ
ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÏâÅÍËØ ×ÑÕÑÐÑÄ. ¿ÕË ×ÑÕÑÐÞ ÐÇ
ËÊÏÇÐâáÕ ËÔÒÖÔÕËÄÛÇÅÑ ËØ ÕÑÍÂ. ±ÑàÕÑÏÖ ËÊÎÖÚÇÐËÇ Ë
ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÕÂÍËØ ÍÄÂÐÕÑÄ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÄÂÍÖÖÏÂ
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ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÑÍÂ
J�x�. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ºÄËÐÅÇÓÖ Ë ÇÅÑ ÕÇÑÓËË ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ [1],
àÕÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ËÔÚÇÓÒÞÄÂáÜÇÇ ÑÒËÔÂÐËÇ
ÏÐÑÅÑÚÂÔÕËÚÐÑÅÑ ËÔÒÖÔÍÂÐËâ Ë ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ, ÒÑÆ-
ÚËÐâáÜËØÔâ ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ ¢ÑÊÇ ë¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ.

µÆÄÑÇÐÐÂâ ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕß ÆÇÌÔÕÄËâ W, ÆÇÎÈÐÐÂâ ÐÂ
ÒÑÔÕÑâÐÐÖá ±ÎÂÐÍÂ �h, ÓÂÄÐÂ ÔÓÇÆÐÇÏÖ ÚËÔÎÖ �N ÚÂÔÕËÙ,
ËÔÒÖÜÇÐÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÊÂ ÄÔÈ ÄÓÇÏâ. £ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß, �N
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ ÔÒÇÍÕÓÂ d�nk ÔÓÇÆÐÇÅÑ
ÚËÔÎÂ ËÔÒÖÜÇÐÐÞØ ÍÄÂÐÕÑÄ

�N � 2 ImW
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ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ËÏÒÖÎßÔÑÏ �hk Ë àÐÇÓÅËÇÌ
�ho, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÏË ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ k a � �k; k 0�, ÅÆÇ
k 0 � o=c. ´ÂÍÑÄÂ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÂâ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÑÚÇÐß
ÄÂÉÐÑÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ Ë ÐÂËÃÑÎÇÇ ÄÂÉ-
ÐÞÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ×ËÊËÍË ì ÍÄÂÐÕÂÏË ÒÑÎâ
ËÔÕÑÚÐËÍÂ.

£ ÙËÍÎÇ ÓÂÃÑÕ [2 ë 9], ÐÂÚÂÕÞØ ÂÄÕÑÓÑÏ Ä ÔÑÕÓÖÆÐËÚÇ-
ÔÕÄÇ Ô¡.ª.¯ËÍËÛÑÄÞÏ, ÃÞÎÑ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎß-
ÐÑÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËÇ ÔÒÇÍÕÓÑÄ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÚËÔÎÂ ×ÑÕÑÐÑÄ (ÆÓÖÅÑÌ
ÄÂÓËÂÐÕ ì ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÍÄÂÐÕÑÄ), ËÔÒÖÜÇÐÐÞØ ÕÑÚÇÚÐÞÏ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ (ÔÍÂÎâÓÐÞÏ) ÊÂÓâÆÑÏ Ä 3� 1-ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ, ÔÑ ÔÒÇÍÕÓÂÏË ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÚËÔÎÂ ÒÂÓ ÔÍÂÎâÓÐÞØ (ÔÒË-
ÐÑÓÐÞØ) ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÞØ ÍÄÂÐÕÑÄ, ËÔÒÖÜÇÐÐÞØ ÕÑÚÇÚÐÞÏ
ÊÇÓÍÂÎÑÏ Ä 1� 1-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ¢ÖÆÖÚË ×ÖÐÍÙËâÏË ÆÄÖØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ Ë ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂÏË ÑÃÜÇÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÊÂÓâÆÂ
Ë ÊÇÓÍÂÎÂ, ÔÒÇÍÕÓÞ ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ
e 2=�hc (ØÇÄËÔÂÌÆÑÄÞ ÇÆËÐËÙÞ), ÕÂÍ ÍÂÍ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ
ÐÂ ÊÇÓÍÂÎÇ âÄÎâÇÕÔâ ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ Ë ÐÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ
ÐËÍÂÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ. ´ÂÍÑÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËÇ
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÐÂÊÄÂÕß ÅÑÎÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍÑÌ ÆÖÂÎßÐÑÔÕßá [8].

´ÓÇÃÑÄÂÐËÇ e 2=�hc � 1 ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÐËÍÂÎßÐÞÏ ÄÇÎË-
ÚËÐÂÏ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ e0 � �
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Ë ÇÅÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ
ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ a0 � 1=4p. °ÚÇÐß ÄÂÉÐÑ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÓËÄÇ-
ÆÈÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÑÃÜËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ,
ÖÍÂÊÂÐÐÞÏ ¤ÇÎÎ-®ÂÐÑÏ Ë ÑÖ [10] ÆÎâ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÊÂÕÓÂ-
ÄÑÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ, Â ËÏÇÐÐÑ:

1) a0 ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ a;
2) a0 > a;
3) ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ ÑÒË-

ÔÞÄÂÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËÇÌ, ÖÏÐÑÉÇÐ-
ÐÑÌ ÐÂ e0: e0d�x�.

´ÓÇÃÑÄÂÐËÇ e 2=�hc � 1 ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÅÑ ÂÄÕÑ-
ÓÑÏ ÅÑÎÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ ÊÂÕÓÂÄÑÚ-
ÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ [8], ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÍÄÂÐÕÞ Ë ÒÂÓÞ, ËÊ-
ÎÖÚÈÐÐÞÇ ÊÂÓâÆÑÏ Ë ÊÇÓÍÂÎÑÏ Ë ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËÇÔâ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÐÂ ÇÅÑ
ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÆÑÎÉÐÞ ËÏÇÕß ÕÑÉ-
ÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÇ ÔÒÇÍÕÓÞ. ¥ÖÂÎßÐÑÔÕß ÑÃâÊÂÐÂ
ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ÔÄâÊË ÒÓËÚËÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ ÆÎâ
3� 1- Ë 1� 1-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄ Ë ÔÄâÊâÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÕÑÍÂ

(ÊÂÓâÆÂ) Ä 3� 1-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔÑ ÔÍÂÎâÓÐÞÏË ÒÓÑËÊÄÇÆÇ-
ÐËâÏË ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ (ÔÒËÐÑÓÐÑÅÑ) ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ä
1� 1-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ [8].

³ÄâÊË, ÎÇÉÂÜËÇ Ä ÑÔÐÑÄÇ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë
ÔÂÏË ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ, ËÏÇáÕ ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑ-
ËÔØÑÉÆÇÐËÇ. £ÇÎËÚËÐÞ, ÐÂÌÆÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ
ÊÂÓâÆÂ, e0 � �

�����
�hc
p

Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÌ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ a0 � 1=4p ÔÑ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË, ÑÕÏÇÚÇÐ-
ÐÞÏË ¤ÇÎÎ-®ÂÐÑÏ Ë ÑÖ ÆÎâ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ
ÊÂÓâÆÂ, ÕÂÍÉÇ ËÏÇáÕ ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑËÔØÑÉÆÇ-
ÐËÇ, ÚÕÑ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÒÇÍÕÓÑÄ
ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÓÇÛÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÃÇÊÏÂÔ-
ÔÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ô ÐÖÎÇÄÞÏË ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË Ë ÄÓÇ-
ÏÇÐËÒÑÆÑÃÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÆÎâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÊÂÓâÆÂ Ë
ÊÇÓÍÂÎÂ.

°ÃÐÂÓÖÉÇÐÐÂâ ÆÖÂÎßÐÑÔÕß ÔÄâÊÞÄÂÇÕ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÞ Ä ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÏ Ë ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ
®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ. ªÏÇÐÐÑ Ä ÕÂÍËØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ ÚÈÕÐÑÌ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÞØ ÄÑÎÐ ÒÑÆ-
ÚËÐâÇÕÔâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÓËÐÙËÒÖ ¤áÌÅÇÐÔÂ [11]. ¯Â-
ÍÑÐÇÙ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÆÖÂÎßÐÑÔÕßá àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÂ Ä
3� 1-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÕÇÑÓËâ ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä 1� 1-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÔËÏ-
ÏÇÕÓËÇÌ.

¥ËÓÂÍ Ä ÔÄÑÇÌ ÎÇÍÙËË Ä ÖÐËÄÇÓÔËÕÇÕÇ ¯ÑÄÑÅÑÀÉÐÑÅÑ
µàÎßÔÂ, ÍÂÔÂâÔß ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ a Ë ÑÕ-
ÐÑÛÇÐËâ ÏÂÔÔÞ ÒÓÑÕÑÐÂ Í ÏÂÔÔÇ àÎÇÍÕÓÑÐÂ, ÊÂÏÇÕËÎ:
"£ÒÑÎÐÇ ÄÇÓÑâÕÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÆÑÃÐÞÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ÔÑÔÕÂÄ-
ÎÇÐÞ ËÊ ÒÓÑÔÕÞØ ÄÇÎËÚËÐ ÕËÒÂ 4p" [12]. ®ÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ
ÒÑÓÂÊËÕßÔâ ÖÆËÄËÕÇÎßÐÑÌ ËÐÕÖËÙËË ¥ËÓÂÍÂ, ÇÔÎË ÃÞ ÑÐ
ËÏÇÎ Ä ÄËÆÖ ÐÇ a, Â ÄÇÎËÚËÐÖ a0 ì ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÕÑÐÍÑÌ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÔÑÅÎÂÔÐÑ
ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÑÌ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË Ä ÕÑÚÐÑÔÕË ÓÂÄÐÂ 1=4p. ²ÂÊÎË-
ÚËÇ ÏÇÉÆÖ àÕËÏË ÆÄÖÏâ ÄÇÎËÚËÐÂÏË ÑÃâÊÂÐÑ ÒÑÎâÓË-
ÊÂÙËË ÄÂÍÖÖÏÂ ÕÑÚÇÚÐÞÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÊÂÓâÆÑÏ Ë ËØ
ÑÕÐÑÛÇÐËÇ a0=a � 10;90 . . . ÇÔÕß ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑÐË-
ÙÂÇÏÑÔÕß ÄÂÍÖÖÏÂ. °ÃÓÂÕÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ a=a0 � Z3 ì
ÄÂÉÐÇÌÛÂâ ËÊ ÕÓÈØ ÄÄÇÆÈÐÐÞØ ¥ÂÌÔÑÐÑÏ [13] ÒÇÓÇ-
ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞØ ÍÑÐÔÕÂÐÕ. ±ÑÔÕÑâÐÐÂâ Z3 ËÏÇÇÕ ÕÂÍÉÇ
ÔÏÞÔÎ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË, Ô ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ A�x�, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÅÑ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ Ô
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ ÕÑÍÑÏ jm�x�, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÍÂÍ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÞÌ ×ÑÕÑÐ Ô ÐÖÎÇÄÑÌ ÏÂÔÔÑÌ. ´ÂÍÑÌ ÔÏÞÔÎ ÃÞÎ ÒÓËÆÂÐ
ÄÇÎËÚËÐÇZ3 ¹ÇÎÎÇÐÑÏ [14] Ë ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÇZ ÆÎâ
ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ì ÇÏÂÐÑÏ [15], ÒÑÎÖÚËÄÛËÏË ÔÒÇÍÕ-
ÓÂÎßÐÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÕÑÚÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ ÆÎâ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ Ë ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ. ¿ÕËÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐËâÏ ÒÑÔÄâÜÈÐ ÓÂÊÆÇÎ 3.

¦ÏÖ ÒÓÇÆÛÇÔÕÄÖÇÕ ÓÂÊÆÇÎ 2, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÕÑÚÐÞÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË ¤ÓËÐÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÍÂÍ ÄÂÍÖÖÏÐÞÇ ÔÓÇÆÐËÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ. ´ÑÚÐÂâ ÒÓË-
ÚËÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÍÂÍ ÄÂÍÖÖÏÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ
ØÓÑÐÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÒÑÎÇÌ. ±ÓË àÕÑÏ, ÔÎÇÆÖâ
ºÄËÐÅÇÓÖ [16, 17], ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÂâ (ÍÖÎÑÐÑÄ-
ÔÍÂâ) ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Am�x�, ÖÆÑÃ-
ÐÂâ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÌ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËÇÌ ÇÅÑ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÂâÔâ ÕÓÈØ- Ë ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÌ ÒÑÒÇ-
ÓÇÚÐÑÔÕßá ÒÑÎâ ËÊÎÖÚÇÐËâ.

¸ÇÐÕÓÂÎßÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ àÕËØ ÆÄÖØ ÓÂÊÆÇÎÑÄ âÄ-
ÎâÇÕÔâ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÒÓËÚËÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
¤ÓËÐÂ

G�xÿ x 0� � Z3DF�xÿ x 0� �
�1
0�

dm 2 r�m 2�DF�xÿ x 0;m�
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Ë ÒÓÂÄËÎÑ ÔÖÏÏ

Z3 �
�1
0�

dm 2r�m 2� � 1 ;

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ Z3 ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
ÓÇÂÎßÐÑÅÑ ×ÑÕÑÐÂ ÔÎÂÃÞÏ ÄÐÇÛÐËÏ ÕÑÍÑÏ Jm�x�, ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËÏ Ô ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË ÄÂÍÖÖÏÐÑÅÑ ÒÑÎâ A�x�,
Ë ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÇÅÑ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÑÏDF�xÿ x 0� ÑÕÏÇÔÕÂ
ÓÑÉÆÇÐËâ ÆÑ ÏÇÔÕÂ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÕÑÍÑÏ Jm�x 0�. £ ÕÑ ÉÇ
ÄÓÇÏâ, r�m 2� dm 2 ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
ÄËÓÕÖÂÎßÐÑÅÑ ×ÑÕÑÐÂ Ô ÏÂÔÔÑÌ m 2 ÕÇÏ ÉÇ ÕÑÍÑÏ Jm�x�,
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËÏ Ô ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË ÄÂÍÖÖÏÐÑÅÑ ÕÑÍÂ
jm�x�, Ë ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÇÅÑ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÑÏ DF�xÿ x 0� ÆÑ
ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÕÑÍÑÏ Jm�x 0�.

±ÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÌ ÔÆÄËÅ àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÏ Ë ÍÖÃËÚÇÔÍÑÏ
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ ÃÞÎ ÒÑÎÖÚÇÐ ÄÒÇÓÄÞÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ ¢ÑÌÇÓÂ [18]
Ë ÖÍÑÛÂ [19], Â ÕÂÍÉÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [20 ë 25]. ¦ÅÑ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕß
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ àÕÑÕ ÔÆÄËÅ ÐÂÃÎáÆÂÇÏ (ÔÏ. [26, 27]).

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 4 ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÕÔâ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ Ö-
ÍÑÛÇÏ [19] ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÔÆÄËÅÂ àÐÇÓÅËË ÐÖ-
ÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÒÑÎâ Ä ÍÖÃËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ. °ÔÑÃÑÇ
ÄÐËÏÂÐËÇ ÖÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞÏ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕâÏ,
ÒÓËÔÖÜËÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕË u àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÒÑÎâ,
Ë ËØ ÖÔÕÓÂÐÇÐËá ËÊ ÔÖÏÏÞ ÕÇØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ÓÇ-
ÊÑÐÂÕÑÓÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÔÆÄËÅ Du ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË Ä ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ. ²ÂÔØÑÆËÏÑÔÕË ÖÔÕÓÂÐâáÕÔâ
ÄÄÇÆÇÐËÇÏ Ä ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË ÑÃÓÇÊÂáÜÇÅÑ ÄÞÔÑÍËÇ
ÚÂÔÕÑÕÞ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÂ Ë ÑÕÃÓÂÔÞÄÂÐËÇÏ ÓÂÔÕÖÜËØ Ô ÚÂÔ-
ÕÑÕÑÌ ÑÃÓÇÊÂÐËâ ÚÎÇÐÑÄ.

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 5 ÔÆÄËÅ àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä
ÍÖÃËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÂÐÂ-
ÎËÕËÚÇÔÍËØ ÆÊÇÕÂ-×ÖÐÍÙËÌ ²ËÏÂÐÂ Ë ¿ÒÛÕÇÌÐÂ. ´ÂÍÑÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ËÊÃÇÅÂÇÕ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕÇÌ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ
ÒÓË ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÏ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËË ÔÒÇÍÕÓÂ àÐÇÓÅËË
ÐÖÎÇÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ.

³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÆÄËÅÑÄ EB (Boyer) Ë EL (Lukosz) àÐÇÓÅËË
ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÏ Ë ÍÖÃËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂ-
ÕÑÓÂØ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÐË ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ, ÇÔÎË
ÓÇÃÓÑ ÍÖÃÂ ÓÂÄÐÑ ÆËÂÏÇÕÓÖ Ô×ÇÓÞ: L � 2r. £ÑÊÏÑÉÐÂâ
ÒÓËÚËÐÂ ÔÎÂÃÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÔÆÄËÅÑÄ ÑÕ ×ÑÓÏÞ ÓÇÊÑÐÂ-
ÕÑÓÂ ËÊÎÑÉÇÐÂ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6. £ ÔÎÖÚÂÇL � 2r ÍÖÃ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
Ô×ÇÓÖ. ¡ Ö ÄÔÇØ ÏÐÑÅÑÅÓÂÐÐËÍÑÄ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ Ô×ÇÓÖ,
ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊËÇ ËØ ×ÑÓÏ, ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕË Í ÑÃÝÈÏÖ ÕÑÚÐÑ ÕÂÍÑÇ ÉÇ, ÍÂÍ Ö ÔÂÏÑÌ Ô×ÇÓÞ:
S=V � 3=r. °ÐÑ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ
àÕËØ ÏÐÑÅÑÅÓÂÐÐËÍÑÄ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏ
ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ ÔÆÄËÅÂ àÐÇÓÅËË Ä ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ ÄÞÃÓÂÐ �hc=2r,
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÌ ËØ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏÖ ËÐÄÂÓËÂÐÕÖ.

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 7 ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÔÄâÊß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ aL, aB,
ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÔÆÄËÅË àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ÍÖ-
ÃËÚÇÔÍÑÏ Ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ, Ô Z3-×ÂÍÕÑÓÑÏ.
¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ aL Ë aB ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ
ÕÑÍÂ ÐÂ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ ÑÃÑÎÑÚÍÇ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Ô ×ÎÖÍÕÖ-
ÂÙËâÏË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ ÒÓË ÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÐÖÕÓË ÐÇÅÑ ÒÑâÄÎâ-
áÕÔâ ÔÕÑâÚËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÐÇÔÖÜËÇ àÐÇÓ-
ÅËá aL;B�hc=2r. Z3-×ÂÍÕÑÓ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ
ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÕÑÍÂ Jm�x� Ô ÕÇÏË ÉÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË ÒÑÎâ Ä
ÄÂÍÖÖÏÇ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÔÄÑÃÑÆÐÞÇ
ÓÇÂÎßÐÞÇ ×ÑÕÑÐÞ.

¢ÎËÊÑÔÕß aL Ë aB Í Z3-×ÂÍÕÑÓÖ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕÔâ ÔÒÇÍÕ-
ÓÂÎßÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ ¹ÇÎÎÇÐÂ ëÇÏÂÐÂ (3.1), (3.12) Ë
ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏË ÖÔÎÑÄËâÏË (3.11), (8.2).

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 8 ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ËÊÏÇÓËÏÑÔÕß ÔÆÄËÅÂ àÐÇÓÅËË
ÐÖÎÇÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÓÇÊÑÐÂ-
ÕÑÓÂØ. ³ÆÄËÅ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÓÂÃÑÕÞ ÄÐÇÛÐËØ
ÔËÎ ÒÓË ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÄÏÇÔÕÇ
Ô ÕÑÍÂÏË ÐÂ ÇÅÑ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ ÑÃÑÎÑÚÍÇ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖá-
ÜËÏË Ô ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË ÒÑÎâ. £ÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá Ä ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ ÓÇÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ Ô àÐÇÓÅËÇÌ,
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÌ ÓÂÃÑÕÑÌ ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËË ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÞ,
ÑÃÑÎÑÚÍË ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒËÔÞÄÂáÕ Ô×ÇÓÖ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ S=V � 3=r. ²ÂÔÚÈÕ ÔÆÄËÅÂ
àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÒÑÎâ ÇÜÈ Ä ÑÆÐÑÏ ÕÂÍÑÏ
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÏ, ÏÑÅ ÃÞ ÄÐÇÔÕË
ÒÑÎÐÖá âÔÐÑÔÕß Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÆÄËÅÂ ÑÕ ×ÑÓÏÞ ÓÇÊÑ-
ÐÂÕÑÓÂ. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ä ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ
Ô×ÇÓÖ, ËÊÃÞÕÑÍ ÆÂÄÎÇÐËâ p Ë ÑÃÝÈÏ ÔÄâÊÂÐÞ ÂÆËÂÃÂÕÑÌ
pV 4=3 � const �hc, ÒÑÆÑÃÐÑÌ ÂÆËÂÃÂÕÇ ÚÈÓÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ.

±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËÇ ÔÒÇÍÕÓÑÄ
×ÑÕÑÐÑÄ Ë ÒÂÓ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÆÖÂÎßÐÑÌ ÅÑÎÑ-
ÅÓÂ×ËÚÇÔÍÑÌ ÔÄâÊßá (9.12) ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÑÄ Ä ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓ-
ÐÑÏ Ë ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ Ë ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÔÄâÊßá (9.22) ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊÂ 2-ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÂÓâÆÂ
Ë ÊÇÓÍÂÎÂ Ô b-ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâá-
ÜËÏ ÔÒÇÍÕÓ ÒÂÓ ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÍÄÂÐÕÑÄ. ±ÑàÕÑÏÖ ÅÑÎÑÅÓÂ-
×ËÚÇÔÍËÌ ÒÓËÐÙËÒ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ,
ÒÓËÄÑÆâÜËÌ Í ÊÐÂÚÇÐËá e 20 =�hc � 1, a0 � 1=4p, ÏÑÉÐÑ
Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÔÑÄÒÂ-
ÆÇÐËâ ÔÒÇÍÕÓÑÄ ×ÑÕÑÐÑÄ Ë ÒÂÓ, ËÎË ÍÂÍ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÔÑ-
ÄÒÂÆÇÐËâ ÒÑÎÐÞØ ÔÓÇÆÐËØ ÚËÔÇÎ ×ÑÕÑÐÑÄ Ë ÒÂÓ, ËÔÒÖÜÇÐ-
ÐÞØ ÊÂÓâÆÑÏ Ë ÊÇÓÍÂÎÑÏ ÔÑ ÄÔÇÌ ËØ ÑÃÜÇÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË. £
ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÔÒÇÍÕÓÞ ÃÖÆÖÕ ÔÑÄÒÂÆÂÕß ÒÑ ÒÓËÚËÐÇ ËØ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ.

±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ ÊÂ-
ÓâÆÂ, ÃÖÆÖÚË ÍÑÐÇÚÐÞÏ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÄÔÇÏ ÕÓÈÏ ÖÔÎÑ-
ÄËâÏ ¤ÇÎÎ-®ÂÐÂ Ë ÑÖ [10], Â ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÍÄÂÆÓÂÕÑÄ
×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÑÄ, ÓÂÄÐÑÇ Z3-×ÂÍÕÑÓÖ
¥ÂÌÔÑÐÂ, ÎÇÉËÕ Ä ÑÚÇÐß ÖÊÍÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ aL < Z3 �
� a=a0 � 4pa < aB ÏÇÉÆÖ ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË ÍÑÐ-
ÔÕÂÐÕÂÏË aL Ë aB, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÏË ÍÑÐÇÚÐÞÇ ÔÆÄËÅË
àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
ÍÖÃËÚÇÔÍÑÏ Ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ. £ ÓÂÃÑÕÇ ÒÑÍÂ-
ÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÓÂÊËÕÇÎßÐÂâ ÃÎËÊÑÔÕß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ aL;B Í
ÍÑÐÇÚÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá Z3 � 4pa ÐÇ ÔÎÖÚÂÌÐÂ, Â âÄÎâÇÕÔâ
ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÓÂÄÐÑÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÒÇÓÇÔÕÂ-
ÐÑÄÑÚÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÑÒÇÓÂÕÑÓ-
ÐÞØ ÒÑÎÇÌ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËâ ¹ÇÎÎÇÐÂ ëÇÏÂÐÂ ÆÎâ ÕÑÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
×ÑÕÑÐÂ.

£ ÔÕÂÕßÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÏÇÕÓËÍÂ gab � diag �1; 1; 1;ÿ1�,
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÇÆËÐËÙ �h � c � 1 Ë ÇÆËÐËÙÞ ·ÇÄË-
ÔÂÌÆÂ ÆÎâ ÊÂÓâÆÂ.

2. ´ÑÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
ÍÂÍ ÄÂÍÖÖÏÐÞÇ ÔÓÇÆÐËÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ

¢ÖÆÇÏ ÒÓËÆÇÓÉËÄÂÕßÔâ ÍÓÂÕÍÑÅÑ ËÊÎÑÉÇÐËâ àÕÑÌ ÕÇÏÞ Ä
ÓÂÃÑÕÂØ ºÄËÐÅÇÓÂ [16, 17] Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÞØ ÕÂÏ ÑÃÑ-
ÊÐÂÚÇÐËÌ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÔÕÇÌÛÖá (ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ-ÚÂÔÕÑÕÐÖá)
×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ, ÔÄâÊÂÐÐÖá Ô ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÞÏ
ÒÑÎÇÏ Am�x�, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËÏ Ô ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ ÕÑ-
ÍÑÏ jm�x�. °ÐÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÄÇÆÇÐÂ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÐÑÅÑ
ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ
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ÒÑÎâ

Am�x�An�x 0�

� � � d4p

�2p�3 exp
�
ip�xÿ x 0�� dm2�

� Z��p�d�p 2 �m 2�Amn�p� ; �2:1�

ÅÆÇ ×ÂÍÕÑÓ Z��p�d�p 2 �m 2� ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÏÖ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËá ÔÑÔÕÑâÐËâÏË Ô ÏÂÔÔÑÌm5 0 Ë ÒÑÎÑÉËÕÇÎß-
ÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ. ³ÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÇ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÄÂÍÖÖÏÐÑÅÑ
ÔÓÇÆÐÇÅÑ (2.1) ì àÕÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ-
ÚÂÔÕÑÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË

D����x;m� �
�

d4p

�2p�3 exp �ipx�Z��p�d�p 2 �m 2� �

�
�
d3p exp �ipx�
�2p�32p 0

; p 0 �
�����������������
m 2 � p2

p
; �2:2�

ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ q2a Ô ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ
m 2. ´ÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ÏÂÕ-
ÓËÙÞ Amn�p� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕÔâ ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄ-
ÍÑÌ ÒÑÎÇÌ, ÒÓËÄÑÆâÜÇÌ Í ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ

AR
mn�p� � B�m 2�

�
gmn ÿ �pmnn � pnnm��np� � pm pn

p 2 � �np�2
�
; �2:3�

ÍÑÕÑÓÂâ ÄÐÑÔËÕ ÊÂÄËÔâÜÖá ÑÕ ÍÂÎËÃÓÑÄÍË ÂÔËÏÏÇÕÓËá
ÏÇÉÆÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ Ë ÄÓÇÏÇÐÇÏ. £ ÕÑÌ ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËÇ, ÇÆËÐËÚÐÞÌ
ÄÓÇÏÇÐËÒÑÆÑÃÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ nm ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÄÆÑÎß ÑÔË ÄÓÇ-
ÏÇÐË: n m � �0; 0; 0; 1�. £ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÐÇÐÖÎÇÄÞÇ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ ÏÂÕÓËÙÞ Ä ÍÄÂÆÓÂÕÐÞØ ÔÍÑÃÍÂØ ÕÂÍÑÄÞ:

� �mn � di j ÿ pi pj
p2

dlq m � i; n � j ; i; j � 1; 2; 3 ;

� �mn � ÿ
p 2

p2
dlq m � n � 0 :

�2:4�

±ÑÎÇÊÐÑ ÕÂÍÉÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ

� �mn �
X2
l�1

em�l�en�l� ÿ p 2nmnn

p 2 � �np�2 ; �2:5�

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÒÑÎá ËÊÎÖÚÇÐËâ Ë ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏÖ ÒÑÎá.
©ÆÇÔß em�l�, l � 1; 2ìÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖÒÑÆÑÃÐÞÇ ÇÆËÐËÚÐÞÇ
ÄÇÍÕÑÓÞ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË, ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÇ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ Ë
ÄÇÍÕÑÓÂÏ pm Ë nm.

£ÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ B�m 2� ÒÑÆ-
ÚËÐâÇÕÔâ ÒÓÂÄËÎÖ ÔÖÏÏ�1

0

dm 2 B�m 2� � 1 ; �2:6�

ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÄÔÇØ ×ÖÐÆÂÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÞØ ÓÂÄÐÑÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÌ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ.

±ÑÎÇÄÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÇ ÄÂÍÖÖÏÐÑÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÑÍÂ h jm�x� jn�x 0�i Ô ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÈÐÐÑÌ ÏÂÕÓËÙÇÌ

jmn�p� � m 2B�m 2��pm pn ÿ gmn p
2� �2:7�

ÄÏÇÔÕÑ AR
mn�p�. £ÂÉÐÞÏ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÏÐÑÉËÕÇÎâ m 2

âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ ÐÖÎÇÄÂâ ÏÂÔÔÂ m � 0 ÐÇ ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä
ÔÒÇÍÕÓÇ ÄÂÍÖÖÏÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÑÍÂ. ¶ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËË ÄÇÍÕÑÓÂ ÕÑÍÂ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ B�m 2� ÆÎâ m > 0, ÐÑ
ÑÔÕÂÄÎâáÕ ÐÇ ÄÒÑÎÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÏ ÄÑÊÏÑÉÐÞÌ ÆÇÎßÕÂ-
×ÖÐÍÙËÑÐÐÞÌ ÄÍÎÂÆ ÒÓË m � 0:

B�m 2� � B0d�m 2� � B1�m 2� : �2:8�

¯ÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ B0 ×ËÍÔËÓÖÇÕÔâ ÕÑÅÆÂ ÒÓÂ-
ÄËÎÑÏ ÔÖÏÏ

1 � B0 �
�1
0

dm 2 B1�m 2� : �2:9�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÒÇÍÕÓ ÄÂÍÖÖÏÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ Am ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÆÄÖØ ÚÂÔÕÇÌ. °ÆÐÂ ÚÂÔÕß, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÂâ m > 0, ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ×ÎÖÍÕÖ-
ÂÙËâÏË ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÑÍÂ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÆÓÖÅÂâ ÚÂÔÕß,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ m � 0, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÂÔÔÑÙËËÓÑÄÂÐÂ Ô
ÚËÔÕÞÏ ÒÑÎÇÏ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ ÍÂÍ Ä ÕÓÈØ, ÕÂÍ Ë Ä
ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, Ë ÐÇ ËÏÇáÜËÏ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂá-
ÜÇÅÑ ÕÑÍÂ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÂÍÖÖÏÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÑÕ T-ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ
ÒÑÎÇÌ Am�x�, An�x 0�
Gmn�xÿ x 0; n� � i



TAm�x�An�x 0�

� �
� i

�
d4p

�2p�3 exp
�
ip�xÿ x 0� ÿ ip 0jtÿ t 0j� dm 2 �

� Z��p�d�p 2 �m 2�AR
mn�p� : �2:10�

ªÐÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ (ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ
ÄÂÍÖÖÏÐÑÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ (2.10))

i

�
d4p

�2p�3 exp
�
ipxÿ ip 0jtj�Z��p�d�p 2 �m 2� �

� i

�
d3p

�2p�32
�����������������
m 2 � p2

p exp
�
ipxÿ i

�����������������
m 2 � p2

p
jtj� �

�
�

d4p

�2p�4
exp �ipx�

p 2 �m 2 ÿ ie
�2:11�

ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÂ. ¿ÕÑ ÒÓËÚËÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ (×ÇÌÐ-
ÏÂÐÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ). °ÐÂ ÃÞÎÂ ÄÄÇÆÇÐÂ ºÕáÍÇÎßÃÇÓ-
ÅÑÏ [28ë30] Ô ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇÏ D c�x�. ºÄËÐÅÇÓ Ë ¶ÇÌÐÏÂÐ
ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ÇÈ D��x;m� [1, 31] Ë I��x;m� [32, 33], ÆÓÖÅËÇ
ÂÄÕÑÓÞ [34, 35] ì DF�x;m� ËÎË D f�x;m� [36, 8]. ªÊ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ (2.11) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÑÐÂ ÚÈÕÐÂ ÒÑ x m Ë
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá

�ÿq 2
a �m 2�D��x;m� � d4�x� : �2:12�

±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÂÏÒÎËÕÖÆ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ Gmn (2.10) ÄÔÇÅÆÂ ÔÕÑËÕ ÏÇÉÆÖ
ÔÑØÓÂÐâáÜËÏËÔâ ÕÑÍÂÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ËÔÕÑÚÐË-
ÍÂÏË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä ÆÇÌÔÕÄËË
W,

W � 1

2c

�
d4x d4x 0 J m�x�Gmn�xÿ x 0; n�J n�x 0� ; �2:13�
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ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ h0�j0ÿiJ � exp �iW=�h� ÔÑØÓÂ-
ÐÇÐËâ ÄÂÍÖÖÏÂ ÄÐÇÛÐËÏ ÕÑÍÑÏ J m�x�, ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ÕÑÍÂ
qmJ m�x� � pmJ

m�p� � 0 ÒÓËÄÑÆËÕ Í ËÔÚÇÊÐÑÄÇÐËá ËÊ ÏÂÕ-
ÓËÙÞ AR

mn ÚÎÇÐÑÄ, ÊÂÄËÔâÜËØ ÑÕ n m. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÑ-
ÒÂÅÂÕÑÓ Gmn�x; n� ÔÄÑÆËÕÔâ Í âÄÐÑ ÎÑÓÇÐÙ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÏÖ
ÄÞÓÂÉÇÐËá

Gmn�x� � gmnG�x� � gmn

�
d4p

�2p�4 exp �ipx�G�p� ;

G�p� �
�1
0

dm 2 B�m 2�
p 2 �m 2 ÿ ie

:
�2:14�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ×ÖÐÍÙËá B�m 2� (2.8), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ G�x�
ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ¹ÇÎÎÇÐÂ ëÇÏÂÐÂ [14, 15] Ä
ËÏÒÖÎßÔÐÑÏ

G�p� � B0

p 2 ÿ ie
�
�1
0

dm 2B1�m 2�
p 2 �m 2 ÿ ie

�2:15�

Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÏ

G�x� � B0DF�x� �
�1
0

dm 2 B1�m 2�DF�x;m� �2:16�

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâØ.
ºÄËÐÅÇÓ ÒÑÆÚÈÓÍËÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÐÖÉÐÑ ÚÈÕÍÑ ÓÂÊÎËÚÂÕß

c-ÚËÔÎÑÄÞÇ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË Ë ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÞÇ ÍÂ-
ÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÞÇ
ÍÂÎËÃÓÑÄÍË ÐÇ ËÏÇáÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÑÔÐÑÄÞ. £
ÍÂÉÆÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ËÏÇÇÕÔâ ÖÐËÍÂÎßÐÂâ ÑÒÇ-
ÓÂÕÑÓÐÂâ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÂâ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ ÒÑ-
ÒÇÓÇÚÐÑÔÕßá (ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÂâ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ), ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ
ËÏÇÇÕÔâ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÂâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÂâ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËâ Ä ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÌ ÐÑÓÏÑÌ, Ô ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÐÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËÇÌ. ¦ÔÎË ÕÇÑÓËâ ×ÑÓ-
ÏÖÎËÓÖÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÂÍÖÖÏÐÞØ ÔÓÇÆÐËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ØÓÑÐÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ, Õ.Ç. ×ÖÐÍ-
ÙËÌ ¤ÓËÐÂ, ÕÑ ÔÄÑÃÑÆÂ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÅÑ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐÂ [37]. ¶ÖÐÍ-
ÙËË ¤ÓËÐÂ ÆÓÖÅËØ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÍ ËÏÇáÕ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÖá
ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÖá ÓÇÂÎËÊÂÙËá Ë, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÐÇ ÃÖÆÖÕ
ÑÃÎÂÆÂÕß ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÔÕË ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÑÌ
ÍÂÎËÃÓÑÄÍË.

³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá ¹ÇÎÎÇÐÂ ë
ÇÏÂÐÂ [17]:

G�p� �
�
p 2 ÿ ie� �p 2 ÿ ie�

�1
0

dm 2 s�m 2�
p 2 �m 2 ÿ ie

�ÿ1
; �2:17�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ s�m 2� ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂ Ë ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂ.
¦ÔÎË ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß, ÚÕÑÃÞ m � 0 ÒÑâÄËÎÑÔß ÍÂÍ ËÊÑÎË-

ÓÑÄÂÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÏÂÔÔÞ Ä ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ ÔÒÇÍÕÓÇ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ, ÕÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÚÕÑÃÞ

s�0� � 0 i

�1
d

dm 2 s�m 2�
m 2

<1 pri d! 0 : �2:18�

´ÑÎßÍÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÒÑÎáÔ
ÒÓË p 2 � 0,

p 2 � 0 : G�p� � B0

p 2 ÿ ie
; 0 < B0 < 1 : �2:19�

±ÓË àÕËØ ÖÔÎÑÄËâØ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÔÄâÊß ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË

B�m 2� � B0d�m 2� � B1�m 2�
Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ s�m 2�:

B0 �
�
1�

�1
0

dm 2

m 2
s�m 2�

�ÿ1
; �2:20�

B1�m 2� � s�m 2�=m 2�
1� V:p:

�1
0

dm 0 2 s�m 0 2�
m 0 2 ÿm 2

�2

� ÿps�m 2��2 : �2:21�

¶ËÊËÚÇÔÍÂâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ ×ÖÐÍÙËÌ B�m 2� Ë s�m 2� ÄÞ-
ÄÑÆËÕÔâ ËÊ ÔÄâÊË ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ Ô ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ ÔÑØÓÂÐÇ-
ÐËâ ÄÂÍÖÖÏÂ Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ. ¥Îâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÔÎÂÃÞØ ÄÐÇÛÐËØ ÕÑÍÑÄ Jm�x�

h0j0iJ � exp

�
1

2
i

�
d4x d4x 0 J m�x�G�xÿ x 0�Jm�x 0�

�
� �2:22�

� exp

�
1

2
i

�
d4p

�2p�4 J m�p�G�p�Jm�p�
�
: �2:23�

£ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÄÂÍÖÖÏ ÑÔÕÂÐÇÕÔâ ÄÂÍÖÖÏÑÏ,
ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÄÐÇÛÐËÏ ÕÑÍÑÏ, ÓÂÄÐÂ

��h0j0iJ��2 � exp

�
ÿ
�

d4p

�2p�4 J m�p��Jm�p� ImG�p�
�
; �2:24�

ÅÆÇ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (2.14),

ImG�p� � p
�1
0

dm 2 B�m 2�d�p 2 �m 2� ; �2:25�

Â ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇ ÇÔÕß ÖÆÄÑÇÐÐÂâ ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕß
ÆÇÌÔÕÄËâ. ±ÑÔÎÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ p 0 ÑÐÂ ÒÓËÐËÏÂÇÕ
ÍÑÏÒÂÍÕÐÞÌ ÄËÆ

2 ImW �
�
d3p dm 2

�2p�32p 0
B�m 2�J m�p��Jm�p� ; �2:26�

ÅÆÇ p 0 �
�����������������
m 2 � p2

p
, p Ë m ì àÐÇÓÅËâ, ËÏÒÖÎßÔ Ë ÏÂÔÔÂ

ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ, ÔÑÊÆÂÐÐÞØ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ ÄÐÇÛÐËÏ ÕÑÍÑÏ.
£ÔÒÑÏÐËÏ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ ÔÒÇÍÕÓ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ

ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ Ô ÐÖÎÇÄÑÌ ÏÂÔÔÑÌ m � 0 Ë
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ô ÏÂÔÔÑÌ m > 0 (ÔÏ.
(2.8)). ´ÑÅÆÂ

2 ImW � B0

�
d3p

�2p�32p 0
J m�p��Jm�p��

�
�1
0

dm 2 B1�m 2�
�

d3p

�2p�32p 0
J m�p��Jm�p� ; �2:27�

ÅÆÇ ÔÄÈÓÕÍÂ ÕÑÍÑÄ

J m�p��Jm�p� �
��J�p���2 ÿ ��J 0�p���2 �2:28�

ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂ ÍÂÍ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÚÎÇÐÇ, ÅÆÇ ÄÇÍÕÑÓ p m ËÊÑ-
ÕÓÑÒÇÐ, p 2 � 0, ÕÂÍ Ë ÄÑ ÄÕÑÓÑÏ, ÅÆÇ ÑÐ ÄÓÇÏÇÐËÒÑÆÑÃÇÐ,
ÿp 2 � m 2 > 0.

£ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÕÑÍÂ

pJÿ p 0J 0 � 0 �2:29�
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ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ J3 � J 0 Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ,
ÅÆÇ p1 � p2 � 0, p3 � p 0, Ë ÔÄÈÓÕÍÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÄÍÎÂÆÖ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÑÏÖ ÄÇÍÕÑÓÖ p ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÕÑÍÂ:
jJ1j2 � jJ2j2 > 0. £Ñ ÄÕÑÓÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊ ÕÑÅÑ ÉÇ ÖÔÎÑÄËâ
ÄÞÕÇÍÂÇÕ, ÚÕÑ J 0 � 0 Ä ÔËÔÕÇÏÇ, ÅÆÇ p � 0, p 0 � m, Ë
ÔÄÈÓÕÍÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÄÍÎÂÆÖ ÕÓÈØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÕÑÍÂ: jJj2 > 0.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ Ô ÐÖÎÇÄÑÌ ÏÂÔÔÑÌ ÒÑÒÇ-
ÓÇÚÐÞ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Ä ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÏ, ÐÑ Ë Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ
ÔÏÞÔÎÇ, Ë ÐÇ ËÏÇáÕ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂáÜÇÅÑ ÕÑÍÂ. ÑÓÇÐÙ-
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÔÄÈÓÕÍË ÕÑÍÑÄ Ë ÏÇÓÞ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ
ÐÂ ÏÂÔÔÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÿp 2 � m 2 5 0 ÔÑØÓÂÐâÇÕ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÑÔÕß Ë ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÖá ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕß ËÐÕÇÅÓÂ-
ÎÑÄ, ÊÂÄËÔâÜËØ ÎËÛß ÑÕm 2 Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ
ÄÐÇÛÐËÌ ÕÑÍ. ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÕÑÍÂ, ÔÑÊÆÂáÜÇÅÑ ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÇÐËâ, 2 ImW > 0 Ë ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÄÂÍÖÖÏÂ
ÏÇÐßÛÇ ÇÆËÐËÙÞ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇ ÆÇÎÇÐËâ ÐÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÖá
±ÎÂÐÍÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ 2 ImW=�h ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑ Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ÓÇÂÎßÐÞØ ×ÑÕÑÐÑÄ (ÒÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ä
(2.27)) Ë ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ÓÇÂÎßÐÞØ e�eÿ-ÒÂÓ Ë ×ÑÕÑÐÑÄ
(ÄÕÑÓÑÌ ÚÎÇÐ), ËÔÒÖÜÇÐÐÞØ ÕÑÍÑÏ ÊÂ ÄÔÈ ÄÓÇÏâ.

¯ÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÒÇÓÄÑÅÑ ÚÎÇÐÂ Ä 2 ImW
(2.27) ÏÑÉÇÕ ÔÎÖÉËÕß ×ÑÓÏÖÎÂ ºÑÕÕÂ [38] ÆÎâ ËÊÎÖÚÇÐËâ
ÊÂÓâÆÂ ÒÓË ÇÅÑ ÆÄËÉÇÐËË ÒÑ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ
ÒÑÎÇ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ oH � v=r. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÐÕÇÅÓÂÎ

1

�h

�
d3p

�2p�32p 0
J m�p��Jm�p� �

X1
n�1

In
�hon

T �

� 2a0oH

X1
n�1

�
bJ 0n�2nb� ÿ

1ÿ b 2

b

� nb

0

d�nx� J2n�2nx�
�
T

ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ ÄÓÇÏÇÐË T Ë ÒÑÔÎÇ ÖÏÐÑÉÇÐËâ ÐÂ B0

ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÓÇÐÑÓÏËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ, B0a0 � a,
ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÌ ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ×ÑÕÑÐÑÄ, ËÔÒÖÜÇÐÐÞØ ÊÂ
ÄÔÈ ÄÓÇÏâ.

±ÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏ ÕÇÒÇÓß ÂÏÒÎËÕÖÆÖ (2.22) ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÄÂ-
ÍÖÖÏÂ ÄÐÇÛÐËÏ ÕÑÍÑÏ Ä ×ÖÐÍÙËá ÑÕÍÎËÍÂ ÄÂÍÖÖÏÂ ÐÂ
ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÌ ÄÐÇÛÐËÏ ÕÑÍÑÏ,

Am�p� � G�p�Jm�p� : �2:30�

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÔÑØÓÂÐÇ-
ÐËá ÕÑÍÂ ÕÂÍÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑ ÒÑÒÇÓÇÚÇÐ,
pmA

m�p� � 0. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ (2.17), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ

h0j0iJ � exp

�
1

2
i

�
d4p

�2p�4 A m�p��G�p��ÿ1Am�p�
�

�2:31�

Ë ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß

��h0j0iJ��2 � exp

�
ÿ
�

d4p

�2p�4 A m�p��Am�p� ImG�p��ÿ1
�
�2:32�

ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÄÂÍÖÖÏÂ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ.
´ÂÍ ÍÂÍ

ImG�p��ÿ1 � ÿpp 2

�1
0

dm 2 s�m 2�d�p 2 �m 2� ; �2:33�

ÿ p 2A m�p��Am�p� � ÿ 1

2
F mn�p��Fmn�p� �

��E�p���2 ÿ ��H�p���2;
�2:34�

ÕÑ

��h0j0iJ��2 � exp

�
ÿ
�
d3p dm 2

�2p�32p 0
s�m 2�

�
ÿ 1

2

�
F mn�p��Fmn�p�

�
;

�2:35�

ÅÆÇ p 0 �
�����������������
m 2 � p2

p
. °ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ s�m 2� ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ

ÏÇÓÑÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÄÐÇÛÐÇÇ ÒÑÎÇ ÑÃÓÂÊÖÇÕ Ä
ÄÂÍÖÖÏÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ, ÒÇÓÇÆÂÄÂâ ÇÏÖ àÐÇÓÅËá Ë ËÏÒÖÎßÔ,
ÎÇÉÂÜËÇ ÐÂ ÏÂÔÔÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË m 2 � ÿp 2 > 0.

°ÃÓÂÜÂÇÕ ÐÂ ÔÇÃâ ÄÐËÏÂÐËÇ ÕÑ, ÚÕÑ Ä (2.35) ÐÇÕ ÄÍÎÂÆÂ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ô ÐÖÎÇÄÑÌ ÏÂÔÔÑÌ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ Fmn�x� ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÆÇ-
ÎÇÐÑ ÑÕ ÔÄÑÇÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ì ÕÑÍÂ Jm�x� Ë ÔÂÏÑ ÒÑ ÔÇÃÇ ÐÇ
âÄÎâÇÕÔâ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÓÇÂÎßÐÞØ ×ÑÕÑÐÑÄ, ØÑÕâ ÏÑÉÇÕ
ÔÑÔÕÑâÕß ËÊ ÐËØ (ÒÎÑÔÍÂâ ÄÑÎÐÂ) ËÎË ËÊ ÄËÓÕÖÂÎßÐÞØ
×ÑÕÑÐÑÄ (ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÇ ÒÑÎÇ).

±ÎÑÔÍÑÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÂÄÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÕÇÐÊÑÓÑÏ

Fmn�x� � fmnF�x� ; x � kax
a ; k 2

a � 0 ; �2:36�

ÅÆÇ ka ì ËÊÑÕÓÑÒÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ, fmn ì ÒÑÔÕÑâÐÐÞÌ ÂÐÕË-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ, F�x� ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ.
°ÃÎÂÆÂâ ÐÖÎÇÄÞÏË ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË, fmn f mn � �fmn f mn � 0, Ë
ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍËÏ ÒÑ ×ÑÓÏÇ ÕÇÐÊÑÓÑÏ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ,

Tmn � kmknF
2�x� ; Tm

m � 0 ; �2:37�

Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÔÎÇÆÑÏ, ÕÂÍÑÇ ÒÑÎÇ ÐÇ ÒÑÎâÓËÊÖÇÕ ÄÂÍÖÖÏ, ÐÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖÇÕ Ô ÄÂÍÖÖÏÐÞÏ ÕÑÍÑÏ jm�x� Ë ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÕ
Í ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÄÂÍÖÖÏÐÞÏ à××ÇÍÕÂÏ. ¿ÕÑÕ ×ÖÐÆÂÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÑÎÖÚÇÐ ºÄËÐÅÇÓÑÏ [39].

±ÎÑÔÍÑÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ âÄÎâÇÕÔâ ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍËÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ, ØÑÕâ Ë ÖÐÂÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÐÇÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß (àÓÅ ÔÏÿ3)1=2 ÑÕ ÔÄÑÇÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ (Ë ÆÇÕÇÍ-
ÕÑÓÂ) ì ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÑÍÂ Jm�x� � �rv=c; r�, ËÏÇáÜÇÅÑ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÊÂÓâÆÂ, Õ.Ç. (àÓÅ ÔÏÿ5)1=2.

3. ±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ¹ÇÎÎÇÐÂ ëÇÏÂÐÂ
Ë ÇÅÑ ÔÄâÊß Ô ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÏ
ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÑÏ ×ÑÕÑÐÂ

£ÇÓÐÈÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá ¹ÇÎ-
ÎÇÐÂ ëÇÏÂÐÂ, ÚÕÑÃÞ ÔÄâÊÂÕß ÇÅÑ Ô ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÏ
ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÑÏ ×ÑÕÑÐÂ. ¢ÖÆÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÄÏÇÔÕÑ
ÛÄËÐÅÇÓÑÄÔÍËØ B0 Ë B1�m 2� ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÒÓËÐâÕÞÇ ÑÃÑÊÐÂ-
ÚÇÐËâ Z3 Ë r�m 2�, ÄÑÔØÑÆâÜËÇ Í ¥ÂÌÔÑÐÖ, ¹ÇÎÎÇÐÖ Ë
ÇÏÂÐÖ. ´ÑÅÆÂ Ä ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÏ Ë ËÏÒÖÎßÔÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËâØ ÕÑÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ

G�x� � Z3DF�x� �
�1
0�

dM 2 r�M 2�DF�x;M� ;

G�k 2� � Z3

k 2 ÿ ie
�
�1
0�

dM 2 r�M 2�
M 2 � k 2 ÿ ie

:
�3:1�

¡ÄÕÑÓÞ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË ÒÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ªÄÑ Ë ³Ñ×ßâ ¢âÎÞÐËÙÍËÇ-¢ËÓáÎâ ÕÂÍ
ÍÑÏÏÇÐÕËÓÖáÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ¹ÇÎÎÇÐÂ ëÇÏÂÐÂ [40].

"²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ ×ÑÕÑÐÐÑÅÑ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÂ ÐÂ ÔÖÏÏÖ ÒÓÑ-
ÒÂÅÂÕÑÓÂ DF ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ×ÑÕÑÐÂ Ë ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÑÕ ÒÓÑÒÂÅÂ-
ÕÑÓÂ DF ÒÑ M 2 ËÏÇÇÕ ÐÂÅÎâÆÐÖá ×ËÊËÚÇÔÍÖá ËÐÕÇÓÒÓÇ-
ÕÂÙËá. ®ÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÕÇÑÓËË Ô ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ
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ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÆÄËÉÖÕÔâ Ä ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË ÑÕ ÕÑÚÍË x1 Í ÕÑÚÍÇ x2, x � x1 ÿ x2, ÍÂÍ
ÍÑÏÃËÐÂÙËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ Ô ÐÖÎÇÄÑÌ ÏÂÔÔÑÌ, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÏÑÅÑ Z3DF, Ë ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ Ô ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÈÐÐÑÌ ÏÂÔÔÑÌ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÇÌ r�M 2�. ±ÇÓÇ-
ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ Z3 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÇÔ, Ô ÍÑÕÑÓÞÏ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ Ô
ÐÖÎÇÄÑÌ ÏÂÔÔÑÌ, ÄØÑÆËÕ Ä ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËá. £ ÕÇÑÓËË ÃÇÊ
ÄÊÂËÏÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ×ÑÕÑÐÑÄ Ô ÊÂÓâÆÂÏË Ä ×Ñ-
ÕÑÐÐÑÏ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÇ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÂ Ë ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ Z3 � 1.

¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÏ Ä ÒÑÎßÊÖ ÕÑÚÐÑ ÕÂÍÑÌ
ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÆÎâ ÒÓÑÒÂÅÂ-
ÕÑÓÂ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÂÄËÎÑ ÔÖÏÏ

1 � Z3 �
�1
0�

dM 2 r�M 2� ; �3:2�

ËÊ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÔÑÅÎÂÔËË Ô ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎß-
ÐÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÄÇÎËÚËÐÂÏ Z3 Ë
r�M 2� dM 2 ÏÑÉÐÑ ÒÓËÒËÔÂÕß ÔÏÞÔÎ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÓÂÊ-
ÐÞØ ÄÔÕÓÇÚÂáÜËØÔâ ÕËÒÑÄ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ."

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓÂÄËÎÑ ÔÖÏÏ, ÊÂÒËÛÇÏ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ G�k 2�
Ä ÄËÆÇ

G�k 2� � 1

k 2 ÿ ie

�
1ÿ

�1
0�

dM 2 r�M 2�M 2

M 2 � k 2 ÿ ie

�
: �3:3�

£ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÕÑÚÐÞÌ, ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ
×ÑÕÑÐÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÑÃÞÚÐÑ Ä ÄËÆÇ [8, 10, 34, 35]

GR�k 2� � 1

k 2 ÿ ie
dR

�
k 2

m 2
; a
�
;

�3:4�

dR�x; a� � 1

1� apR�x; a� ; x � k 2

m 2
;

Ô ÐÑÓÏËÓÑÄÍÑÌ

dR�0; a� � 1 ; t:e: pR�0; a� � 0 pri k 2 � 0 : �3:5�

¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ¥ÂÌÔÑÐÑÏ [13, 41], ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÍÄÂÆ-
ÓÂÕÂ ÊÂÓâÆÂ ÐÂ ÕÑÚÐÖá ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ ×ÑÕÑÐÂ âÄÎâÇÕÔâ
ÓÇÐÑÓÏËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ, Õ.Ç.

a0 G�k 2; a0� � aGR�k 2; a� ; �3:6�

ÅÆÇ a � e 2=4p�hc, a0 � e 20 =4p�hc ì ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ÕÑÐÍÑÌ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÑÄ. ±ÓÂ-
ÄÖá ÚÂÔÕß ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÑÃÞÚÐÑ ÊÂÒËÔÞÄÂáÕ Ä
ÄËÆÇ

aGR�k 2; a� � 1

k 2 ÿ ie
a dR

�
k 2

m 2
; a
�
; �3:7�

Â ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá ÔÍÂÎâÓÐÖá ×ÖÐÍÙËá adR�k 2=m 2; a� ÐÂÊÞ-
ÄÂáÕ à××ÇÍÕËÄÐÞÏÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, ÓÇÐÑÓÏ-
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ ÊÂÓâÆÑÏ, "ÃÇÅÖÜÇÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕÑÌ" ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ Ë Õ.Ò.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÓÇÐÑÓÏËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË (3.6)
Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ (3.3), (3.4) ÒÓË k 2 � 0, Â ÕÂÍÉÇ ÒÓÂÄËÎÑ
ÔÖÏÏ (3.2), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

e 20Z3 � e 2 ; �3:8�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÔÐÑÄÂ (3.6), (3.3), (3.4), ÐÑ ÒÓË k 2 !1,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ

e 20 � e 2dR�1; a� : �3:9�

ªÊ ÚÇÕÞÓÈØ ÄÇÎËÚËÐ, e 2, e 20 , Z3 Ë dR�1; a�, ÄØÑÆâÜËØ Ä
×ÑÓÏÖÎÞ (3.8), (3.9), ËÊÄÇÔÕÐÑ (àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ) ÕÑÎßÍÑ
e 2, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ a � 1=137;036. £ ÓÂÃÑÕÂØ ÂÄÕÑÓÂ,
ÒÑÆÞÕÑÉÇÐÐÞØ Ä [8, 9], ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÐÂâ ÆÖÂÎßÐÂâ ÔÄâÊß
ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË Ô ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÑÌ ÕÇÑÓËÇÌ ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑÊÄÑÎËÎÂ
ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÄÇÎËÚËÐÖ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ.
¦ÅÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÓÂÄÐÑÌ
a0 � 1=4p. ¯ËÉÇ ÏÞ ÒÓËÄÇÆÈÏ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÂÓÅÖ-
ÏÇÐÕÞ Ä ÒÑÎßÊÖ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ a0, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÇ ÐÂ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ-
ÔÕË ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË Ë ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÕÇÑ-
ÓËË ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

¸ÇÐÐÑÔÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ¹ÇÎÎÇÐÂ ëÇÏÂÐÂ ÊÂÍÎáÚÂ-
ÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÑÐÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÃÇÊ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÕÇÑÓËË
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ¬ÂÍ ÃÞÎÑ ÆÑÍÂÊÂÐÑ ¥ÂÌÔÑÐÑÏ, ÓÂÔØÑÆËÏÑ-
ÔÕË, ÄÑÊÐËÍÂáÜËÇ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ Ä ÍÂÉ-
ÆÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ÒÑÔÎÇ ËØ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂ-
ÙËË ÑÃÓÂÊÖáÕ ÓâÆÞ ÕÓÈØ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞØ ÏÐÑÉËÕÇ-
ÎÇÌ, ÔÄâÊÞÄÂáÜËØ ÄÔÇ ÐÇÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ
ÄÇÎËÚËÐÞ Ô ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÏË. ¹ÎÇÐÞ ÓâÆÂ ÍÂÉÆÑÌ
ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ ÍÑÐÇÚÐÞ, Â
ÓÇÅÖÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÚÎÇÐÞ ÓâÆÂ ÍÂÉÆÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÚ-
ÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÑÃÓÂÜÂÕßÔâ Ô ÐËÏ ÍÂÍ Ô
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË (Ë Ä ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË),
×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÏÇÇÕÏÐÑÉËÕÇÎß, ÑÃÑÊÐÂÚÇÐ-
ÐÞÌ ¥ÂÌÔÑÐÑÏ Z3, ÔÄâÊÞÄÂáÜËÌ ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÞÌ ÊÂÓâÆ e0 Ô
×ËÊËÚÇÔÍËÏ ÊÂÓâÆÑÏ e, Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ËÏ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÞÇ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ:

e 2 � Z3e
2
0 ; a � Z3a0 :

£ ÓÂÃÑÕÂØ ¹ÇÎÎÇÐÂ Ë ÇÏÂÐÂ ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ Z3 ÃÞÎ
ÒÓËÆÂÐ ÇÜÈ ÑÆËÐ, ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÞÌ ÔÏÞÔÎ. ªÏË ÃÞÎÑ
ÐÂÌÆÇÐÑ ÒÓÂÄËÎÑ ÔÖÏÏ

Z3 �
�1
0�

dm 2 r�m 2� � 1

ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐ Z3 Ë r�m 2� dm 2 ÔÑ ÔÏÞÔÎÑÏ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ×ÑÕÑÐÂ Ô ÐÖÎÇÄÑÌ Ë ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÏÂÔÔÑÌ.

£ÞÄÑÆ ÒÓÂÄËÎÂ ÔÖÏÏ ÑÔÐÑÄÞÄÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÑÉÇÐËâØ Ñ ÔÒÇÍÕÓÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ Pm, Â ËÏÇÐÐÑ,

1� ÿ P 2 � P 2
0 ÿ P 2 5 0 ; P 0 5 0 ;

�3:10�
2� P 0j0i � 0 ; Pj0i � 0 :

£ÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÞÌ ÔÏÞÔÎ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ Z3 ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä
ÕÑÏ, ÚÕÑ

������
Z3

p
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ ÓÑÉÆÇÐËâ ÑÆÐÑ-

ÚÂÔÕËÚÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÑÎÇÏ A�x� ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ:

pljA�x�j0� � ������

Z3

p 

pljAin�x�j0

� �
�

������
Z3

p 

pljAout�x�j0

� � ������
Z3

p 1������������������
�2p�32p 0

q exp �ipx�e�l�
�3:11�

(ÔÏ. (2.5)). ´ÂÍ ÍÂÍ ÒÑÎÇ A ÓÑÉÆÂÇÕ ÕÂÍÉÇ Ë ÏÐÑÅÑÚÂÔÕËÚ-
ÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÕÑ

������
Z3

p
< 1. ±ÓË àÕÑÏ ÊÐÂÚÇÐËÇ

������
Z3

p � 0
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ËÔÍÎáÚÂÇÕÔâ, ÒÑÕÑÏÖ ÚÕÑ ÏÐÑÅÑÚÂÔÕËÚÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÒÑÎâ
Ain�x�, ÑÃÓÂÊÖáÜÇÅÑ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑÚÂÔÕËÚÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÒÓË ÆÇÌÔÕÄËË ÐÂ ÄÂÍÖÖÏ.

´ËÓÓËÐÅ ÑÃÓÂÊÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÄÂÍÖÖÏ ÍÂÍ ÔÑÔÕÑâÐËÇ, Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ ÐÇÕ "ÑÆÇÕÞØ" ÚÂÔÕËÙ, ÐÑ ÇÔÕß "ÒÑÎÖÑÆÇÕÞÇ" Ë
"ÅÑÎÞÇ" ÚÂÔÕËÙÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË
ÔÑÔÕÑâÐËâÏË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ Pm. ¦ÔÎË
ÄÞÓÂÊËÕß Pm ÚÇÓÇÊ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÓÑÉÆÇÐËâ Ë ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ
"ÅÑÎÞØ" ÚÂÔÕËÙ, ÕÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ Pm ÃÖÆÖÕ
ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËâÏË ÓÂÊÎËÚÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ "ÅÑÎÞØ" ÚÂÔÕËÙ ì
"ÑÃÎÂÍÂÏË ÄËÓÕÖÂÎßÐÞØ ÚÂÔÕËÙ" [36, æ 14].

²ÇÂÎßÐÞÌ ×ÑÕÑÐ âÄÎâÇÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ
Pm Ô ÐÖÎÇÄÞÏË ÊÂÓâÆÑÏ Ë ÏÂÔÔÑÌ, ÐÑ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÄÂ-
ÍÖÖÏÂ, àÕÑ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ËÏÇÇÕ ÐÇÐÖÎÇÄÞÇ àÐÇÓÅËá, ËÏÒÖÎßÔ
Ë ÔÒËÐ, ÓÂÄÐÞÌ ÇÆËÐËÙÇ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, àÕÑ ÄÑÊÃÖÉÆÈÐ-
ÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá
ÔÄÇÕÂ. ¬ÂÍ ÖÉÇ ÖÒÑÏËÐÂÎÑÔß, ÓÇÂÎßÐÞÌ ×ÑÕÑÐ ÐÇ ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄÖÇÕ Ô ÄÂÍÖÖÏÑÏ Ë ÔÄÑÃÑÆÐÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ
ÏÇÉÆÖ ÏÇÔÕÂÏË ÔÄÑÇÅÑ ÓÑÉÆÇÐËâ Ë ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÓÇÂÎß-
ÐÞÏË ÄÐÇÛÐËÏË ÕÑÍÂÏË Jm�x� Ë Jm�x 0�.

°ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆÇÎË, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉ-
ÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÒÑÎâ A�x�, ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÅÑ Ô ÕÑÍÑÏ jm�x�, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÕÑÚÐÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ ¤ÓËÐÂ

G�x� � Z3DF�x� �
�1
0�

dm 2 r�m 2�DF�x;m� ; �3:12�

ÔÑÔÕÑâÜÇÌ ËÊ ÆÄÖØ ÚÎÇÐÑÄ.
²ÑÉÆÇÐËÇ ÓÇÂÎßÐÑÅÑ ×ÑÕÑÐÂ ÑÃâÊÂÐÑ ÚÎÇÐÖ ÄÊÂËÏÑ-

ÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÇ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ Í ÑÒÇÓÂÕÑÓÖ ÕÑÍÂ
jm�x� ÄÂÍÖÖÏÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÆÑÃÂÄÎÇÐ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÕÑÍ
Jm�x�. °Ð ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖÇÕ Ô ÄÂÍÖÖÏÐÞÏË
×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË ÒÑÎâ A m�x�, ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÇÏ
"ÐÇÑÆÇÕÞØ" ÚÂÔÕËÙ. ¦ÔÎË àÐÇÓÅËâ ËÔÕÑÚÐËÍÂ Jm�x� ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÂ ÆÎâ ÒÑÓÑÉÆÇÐËâ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ "ÑÆÇÕÑÌ" ÚÂÔÕËÙÞ ËÊ
"ÐÇÑÆÇÕÑÌ", ÕÑ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÕÑÍÑÏ ÐÇÆÑÔÕÂáÜÇÌ ÚÂÔÕË
"ÑÆÇÉÆÞ" ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÓÇÂÎßÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ
Ë ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ËÔÒÖÔÍÂÐËâ ×ÑÕÑÐÂ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÃÖÆÇÕ
ÕÂÍÑÌ ÉÇ, ÍÂÍ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÒÑÎÇÌ, ÑÆÐÂÍÑ àÕÖ ÄÇÓÑ-
âÕÐÑÔÕß ÐÖÉÐÑ ÇÜÈ ÖÏÐÑÉËÕß ÐÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÐÂÌÕË
"ÑÆÇÕÖá" ÚÂÔÕËÙÖ ÔÓÇÆË ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÃÓÂÊÖáÕ
"ÐÇÑÆÇÕÖá" ÚÂÔÕËÙÖ.

4. ¯ÖÎÇÄÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ Ë ÑÃÝÈÏÐÞÇ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÞ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÇ ËÆÇÂÎßÐÑ ÒÓÑÄÑÆâÜËÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÓË-
ÉÂÕÞÇ ÆÓÖÅ Í ÆÓÖÅÖ. ¦ÔÎË ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÓÂÊÆÄËÅÂÕß ËØ,
ÔÑÊÆÂÄÂâ ÄÂÍÖÖÏÐÖá ÜÇÎß ÏÇÉÆÖ ÐËÏË, ÕÑ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐ-
ÐÞÇ ÕÑÍË, ÕÇÍÛËÇ ÄÆÑÎß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ, ÄÞÐÖÉ-
ÆÇÐÞ ÃÖÆÖÕ ÓÂÊÆÇÎËÕßÔâ ÒÑÒÑÎÂÏ ÐÂ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÇ ÕÑÍË,
ÓÂÊÆÇÎÈÐÐÞÇ ÜÇÎßá. ¯Ñ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÇ ÕÑÍË ÒÓËÕâÅË-
ÄÂáÕÔâ Ë ÃÖÆÖÕ ÔÑÒÓÑÕËÄÎâÕßÔâ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá ÜÇÎË, ÚÕÑ
ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÊÂÍÑÐÑÏ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË Ë ÒÓÂÄËÎÑÏ
ÇÐÙÂ.

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá

dE � T dSÿ p dV �4:1�
ÒÓË ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ �dS � 0� ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÑÃÝÈÏÂ ÜÇÎË
ÓÂÃÑÕÂ ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ ÖÌÆÈÕ ÐÂ ÒÑÄÞÛÇÐËÇ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ
àÐÇÓÅËË ÄÂÍÖÖÏÂ, Õ.Ç. dE � ÿp dV > 0. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ
ÿp > 0, Õ.Ç. ÆÂÄÎÇÐËÇ ÄÐÖÕÓË ÜÇÎË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÇ.
¥Ç £ËÕÕ [42] ÒÑ àÕÑÏÖ ÒÑÄÑÆÖ ÊÂÏÇÚÂÇÕ: "®ÂÍÔÄÇÎÎ ÃÞÎ

ÃÞ ÑÚÇÐß ÓÂÆ àÕÑÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ. °Ð ÊÂÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÑÚÕË
ÒÑÄÇÓËÕß Ä ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ à×ËÓÂ!"

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ
ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ËÊ ÛÇÔÕË ËÆÇÂÎßÐÑ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ
ÍÄÂÆÓÂÕÐÞØ ÅÓÂÐÇÌ Ô ÓÇÃÓÑÏ L. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÄÐÂ-
ÚÂÎÇ àÕË ÅÓÂÐË ÐÂØÑÆâÕÔâ ÆÂÎÇÍÑ ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ, ÒÑÒÂÓÐÑ
ÓÂÔÒÑÎÂÅÂâÔß ÐÂ ÑÔâØ ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÇÈ ÙÇÐÕÓÂ ì ÙÇÐÕÓÂ ÓÇÊÑÐÂ-
ÕÑÓÂ ÒÑÔÎÇ ÇÅÑ ÔÃÑÓÍË. ¶ÎÖÍÕÖÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ ÑÍÂÊÞÄÂáÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÑÇ ÆÂÄÎÇÐËÇ ÐÂ
ÄÐÖÕÓÇÐÐáá Ë ÐÂÓÖÉÐÖá (ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÙÇÐÕÓÂ) ÔÕÑ-
ÓÑÐÞ ÍÂÉÆÑÌ ÅÓÂÐË, ÒÑÍÂ ÑÐË ÆÂÎÇÍË ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ. ¯Ñ
ÒÑ ÏÇÓÇ ÔÃÎËÉÇÐËâ ÅÓÂÐÇÌ ÆÂÄÎÇÐËÇ ÐÂ ÐËØ Ô ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ
ÔÕÑÓÑÐÞ ÃÖÆÇÕ ÄÑÊÓÂÔÕÂÕß ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆÂÄÎÇÐËÇÏ
ÔÐÂÓÖÉË ËÊ-ÊÂ ÄÔÈ ÃÑÎÇÇ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÞØ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ ×ÎÖÍ-
ÕÖËÓÖáÜÇÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. £ ÏÑÏÇÐÕ ÑÍÑÐÚÂ-
ÐËâ ÔÃÑÓÍË ÒÓÇÄÞÛÇÐËÇ ÆÂÄÎÇÐËâ Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË
ÄÐÖÕÓË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÐÂÆ ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÔÐÂÓÖÉË ÔÕÂÐÇÕ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÞÏ Ë ÐÂËÃÑÎßÛËÏ.

¬ÄÂÐÕÑÄÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ËÐ-
ÆÖÙËÓÖáÕ ÐÂ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÍÂÉÆÑÌ ÅÓÂÐË
ÍÓÖÅÑÄÞÇ ÕÑÍË, ÕÇÍÖÜËÇ ÎËÃÑ ÒÑ, ÎËÃÑ ÒÓÑÕËÄ ÚÂÔÑÄÑÌ
ÔÕÓÇÎÍË, ÑÍÂÊÞÄÂáÜËÇ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÇÐÙÖ, ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ
ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËÇ ÔÃÎËÉÇÐËá ÅÓÂÐÇÌ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ. £ ÔÂÏÑÏ
ÆÇÎÇ (ÔÏ. ÓËÔÖÐÑÍ) ÐÂ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞØ ÅÓÂÐâØ ÓÇÊÑÐÂ-
ÕÑÓÂ Ë ÄÃÎËÊË ÓÈÃÇÓ ÔÑÔÇÆÐËØ ÅÓÂÐÇÌ àÕË ÕÑÍË ÕÇÍÖÕ Ä
ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ Ë ËØ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËÇ ÆÓÖÅ
ÑÕ ÆÓÖÅÂ ÔÑÊÆÂÈÕ ËÊÃÞÕÑÍ ÆÂÄÎÇÐËâ Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË
ÄÐÖÕÓË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ.

°ÃÓÂÜÂâÔß Í ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (4.1),
ÏÞ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÖÏÇÐßÛÇÐËË ÑÃÝÈÏÂ
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÓÂÃÑÕÂ ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕ ÄÐÖÕÓÇÐ-
Ðáá àÐÇÓÅËá ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÆÂÄÎÇÐËÇ ÄÐÖÕÓË ÓÇ-
ÊÑÐÂÕÑÓÂ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ, p > 0. ±ÑÆ p ÐÖÉÐÑ ÒÑÐËÏÂÕß,
ÍÑÐÇÚÐÑ, ÓÂÊÐÑÔÕß ÆÂÄÎÇÐËâ ÄÐÖÕÓË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Ë ÆÂÄÎÇ-
ÐËâ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ.

¯ËÉÇ ÏÞ ÔÎÇÆÖÇÏ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ £. ÖÍÑÛÂ
[19], ÒÑÎÖÚËÄÛÇÅÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÔÆÄËÅÂ àÐÇÓ-
ÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÌ ÒÑÎÑÔÕË Ô ÒÓÑÄÑÆâÜËÏË ÔÕÇÐÍÂÏË. ¥Îâ
ÐÂÛÇÌ ÙÇÎË ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ ÒÑ-
ÎÑÔÕßá.

µÉÇ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÔÃÑÓÍË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓ ÊÂÔÕÂÄÎâÇÕ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÅÓÂÐËÚÐÑÏÖ
ÖÔÎÑÄËá

Et � 0 ; Hn � 0 �4:2�
ÐÂ ÇÅÑ ËÆÇÂÎßÐÑ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ªÐÆÇÍÔÞ t Ë n
ÖÍÂÊÞÄÂáÕ ÐÂ ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÖá Ë ÐÑÓÏÂÎßÐÖá ÔÑÔÕÂÄ-

Â Ã

²ËÔÖÐÑÍ. ¬ÓÖÅÑÄÞÇ ÕÑÍË ÐÂ ÅÓÂÐâØ ÍÖÃÂ (Â) Ë ÐÂ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕâØ ÑÍÕÂÐÕÑÄ (Ã) ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÏË ËÊ ÃÑÎÇÇ
ÏÇÎÍËØ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÕÑÍÑÄ, ÕÇÍÖÜËØ ÒÑ ËÎË ÒÓÑÕËÄ ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍË Ë,
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ¡ÏÒÇÓÖ, ÑÕÕÂÎÍËÄÂáÜËØÔâ ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ.
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ÎâáÜËÇ ÒÑÎÇÌ. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ àÐÇÓÅËâ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÐÖÕÓË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÄÞÛÇ ÕÑÌ, ÍÑÕÑÓÂâ ÃÞÎÂ Ä ÕÑÏ ÉÇ ÑÃÝÈÏÇ ÆÑ ÄÄÇÆÇÐËâ
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Ô ÇÅÑ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ ÑÃÑÎÑÚÍÑÌ, Õ.Ç. Ä ÄÂÍÖÖÏÇ.
°ÃÇ àÕË àÐÇÓÅËË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞ, ÐÑ ËØ ÓÂÊÐÑÔÕß, ÍÂÍ ÏÞ
ÖÄËÆËÏ, ÍÑÐÇÚÐÂ Ë ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂ.

¿ÐÇÓÅËâ ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ, ÒÓÑÔÖÏÏËÓÑÄÂÐÐÂâ ÒÑ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÚÂÔÕÑÕÂÏ

on1n2n3 � ckn1n2n3 �
pc
L

���������������������������
n 2
1 � n 2

2 � n 2
3

q
�4:3�

ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ, ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË (ÏÐÑÉËÕÇÎß
1=2) Ë ÖÚÈÕÂ ÆÄÖÍÓÂÕÐÑÅÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ÚÂÔÕÑÕ Ô ÑÕÎËÚ-
ÐÞÏË ÑÕ ÐÖÎâ n1n2n3 (ÏÐÑÉËÕÇÎß 2) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË:

u � 1

V

X
n1n2n3 5 0

1

2
�hon1n2n3 �

� p�hc

VL

X1
n1n2n3�0

��
1ÿ �dn1dn2 � dn2dn3 � dn3dn1�

� ���������������������������
n 2
1 � n 2

2 � n 2
3

q
:

�4:4�

©ÆÇÔß
P� ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÚÂÔÕÑÕÞ Ô ÑÆÐËÏ ËÊ ni, i � 1, 2, 3,

ÓÂÄÐÞÏ ÐÖÎá, ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÞ Ë ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÖÏÐÑÉÇÐÞ
ÐÂ 1=2. ³ ÒÑÏÑÜßá ÔËÏÄÑÎÑÄ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ dni � dni0 ÄÞ-
ÓÂÉÇÐËÇ Ä ÍÄÂÆÓÂÕÐÞØ ÔÍÑÃÍÂØ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÆÎâ
ÏÑÆ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÄÆÑÎß ÓÈÃÇÓ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ, ÕÂÍ
ÍÂÍ ÑÐË ÐÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÅÓÂÐËÚÐÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá (4.2) Ë ÐÇ
âÄÎâáÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÏÑÆÂÏË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ.

¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË ÄÂÍÖÖÏÂ,
ÄÞÊÄÂÐÐÑÇ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ ÑÃÑÎÑÚÍÑÌ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ, ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË u 0 ÄÐÖÕÓË ÑÚÇÐß ÃÑÎßÛÑÅÑ ÍÖ-
ÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Ô ÓÇÃÓÑÏ L 04L. ªÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓ-
ÏÖÎÖ (4.4) Ë ÊÂÏÇÐââ Ä ÐÇÌ L, V Ë ni ÐÂ ÛÕÓËØÑÄÂÐÐÞÇ,
ÒÑÎÖÚËÏ ÔÖÏÏÖ ÒÑ n 01, n

0
2, n

0
3

u 0 � p�hc

V 0L 0
X1

n 0
1
n 0
2
n 0
3
5 0

� �
1ÿ �dn 0

1
dn 0

2
� dn 0

2
dn 0

3
� dn 0

3
dn 0

1
���

�
�������������������������������
n 0 21 � n 0 22 � n 0 23

q
�

ÍÑÕÑÓÂâ ÓÂÄÐÂ 1=8 ÚÂÔÕË ËÐÕÇÅÓÂÎÂ

� p�hc

8VL

��1
ÿ1

�
dn1 dn2 dn3

n
1ÿ �d�n1�d�n2� � d�n2�d�n3��

� d�n3�d�n1�
�o ���������������������������

n 2
1 � n 2

2 � n 2
3

q
; �4:5�

ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÈÐÐÑÅÑ ÒÑ ÄÔÇÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ni � �L=L 0�n 0i , i � 1, 2, 3. °ÐË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞ,
ÒÑÕÑÏÖ ÚÕÑ ËØ ËÊÏÇÐÇÐËÇ Dni � �L=L 0�Dn 0i ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË
ÆËÔÍÓÇÕÐÞØ n 0i ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ, Dn 0i � 1, ÔÕÂÎÑ ÍÂÍ ÖÅÑÆÐÑ
ÏÂÎÞÏ ÒÓË L=L 05 1. ±ÓË àÕÑÏ ÔËÏÄÑÎÞ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ
ÒÇÓÇÛÎË Ä ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËË. ©ÂÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÒÓË
ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ Í ÄÑÔßÏË ÑÍÕÂÐÕÂÏ ÕÑÚÍË, ÎÇÉÂÜËÇ
ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÌ ÅÓÂÐËÙÇ ÆÄÖØ ÔÑÔÇÆÐËØ ÑÍÕÂÐÕÑÄ, ÒÓËÐÂÆÎÇ-
ÉÂÕ àÕËÏ ÑÍÕÂÐÕÂÏ Ë ËØ ÄÍÎÂÆ ÆÇÎËÕÔâ ÒÑÒÑÎÂÏ ÏÇÉÆÖ
àÕËÏË ÑÍÕÂÐÕÂÏË. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓÇÆÒËÔÂÐËÇ "ÊÄÈÊÆÑÚÍÂ" Ö
ÊÐÂÍÂ

P
ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ.

¹ÕÑÃÞ ÓÂÃÑÕÂÕß Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË, ÄÄÇÆÈÏ ÑÃ-
ÓÇÊÂáÜËÌ ÄÞÔÑÍËÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓ exp �ÿakn1n2n3�,
a! 0, ÍÂÍ Ä ÔÖÏÏÖ u (4.4), ÕÂÍ Ë Ä ËÐÕÇÅÓÂÎ u 0 (4.5). ±Â-

ÓÂÏÇÕÓ a ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ ÑÃÓÇÊÂÐËâ. °ÃÑÊÐÂ-
ÚËÏ ×ÖÐÍÙËá Ô ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÑÏ Ä ÐÑÄÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË (4.4)
ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË u ÚÇÓÇÊ

f �n1; n2; n3� �
�
1ÿ �dn1dn2 � dn2dn3 � dn3dn1�

��
�

���������������������������
n 2
1 � n 2

2 � n 2
3

q
exp �ÿakn1n2n3� �4:6�

Ë ÒÇÓÇÌÆÈÏ ÑÕ ÔÖÏÏÞ Ä ÑÆÐÑÏ (ÒÇÓÄÑÏ) ÑÍÕÂÐÕÇ Í ÔÖÏÏÇ Ä
ÄÑÔßÏË ÑÍÕÂÐÕÂØ:X1

n1n2n3�0

�
f �n1; n2; n3� � 1

8

X1
n1n2n3�ÿ1

f �n1; n2; n3� : �4:7�

³ ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÔÖÏÏÂ ÒÑ
ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ËÐÕÇÅÓÂÎÖ ÒÑ ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÞÏ:X1
n1n2n3�ÿ1

f �n1; n2; n3� �
�
d3n f �n�

X1
m1m2m3�ÿ1

exp �2pimn� �

�
�
d3n f �n�

�
1�

X1
m1m2m3�ÿ1

0
exp �2pimn�

�
: �4:8�

©ÆÇÔß mn ì ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÆÄÖØ ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ
ÄÇÍÕÑÓÑÄ, ÄÇÍÕÑÓÂ m � �m1;m2;m3� Ô ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏË ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÂÏË Ë ÄÇÍÕÑÓÂ n � �n1; n2; n3�ì Ô ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏË.

±ÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ä àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË âÄÎâÇÕÔâ ÚÎÇÐÑÏ
ÔÖÏÏÞ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ m � 0. °Ð ÒÑÎÐÑÔÕßá ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ (4.5) ÆÎâ u 0 Ô ÄÄÇÆÈÐÐÞÏ Ä ÐÇÅÑ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑ-
ÓÑÏ. ±ÑàÕÑÏÖ Ä ÓÂÊÐÑÔÕË uÿ u 0 � Du àÕÑÕ ÚÎÇÐ ËÔÚÇÊÂÇÕ:

Du � p�hc

8V

�
ÿ q
qa

�
�

�
" X1
m1m2m3�ÿ1

0
�
d3n exp �ÿakn1n2n3 � 2pimn�ÿ

ÿ 3
X1

m�ÿ1

0
�
dn exp �ÿakn � 2pimn�

#
: �4:9�

±ÓÑËÊÄÑÆÐÂâ �ÿq=qa� ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÂ ÆÎâ ÖÒÓÑÜÇÐËâ
ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ö ÕÓÑÌÐÑÅÑ I3 Ë ÑÆÐÑÍÓÂÕ-
ÐÑÅÑ I1 ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ Ä (4.9) ì Ö ÐËØ ËÔÚÇÊÎË ÏÐÑÉËÕÇÎË
kn1n2n3 � �n 2

1 � n 2
2 � n 2

3 �1=2=L Ë kn �
�����
n 2
p

=L.
´ÓÑÌÐÑÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ,

ÅÆÇ m Ë n ì ÂÃÔÑÎáÕÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÑÄ m, n, ÒÑÔÎÇ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ÖÅÎÂÏ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÕÂÃÎËÚÐÑÏÖ (ÔÏ. [43,
44])

I3 � 2

m

�1
0

dn n exp

�
ÿ an

L

�
sin �2pmn� �

� 1

2p3L
aÿ�a=2pL�2 �m2

�2 :
±ÑÔÎÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ a Ë ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÒÓÇÆÇÎÖ
a! 0 ÒÑÎÖÚËÏ

lim
a!0

�
ÿ q
qa

�
I3 � ÿ 1

2p3L�m 2
1 �m 2

2 �m 2
3 �2

; m2 6� 0 ;

�4:10�

� 24p
L

�
L

a

�4

; m2 � 0 ;
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ÍÑÐÇÚÐÞÌ Ë ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÌ ÚÎÇÐÞ, ÄØÑÆâÜËÇ Ä Du Ë u 0

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. °ÆÐÑÍÓÂÕÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä (4.9) ÕÂÍÉÇ
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÕÂÃÎËÚÐÑÏÖ (ÔÏ. [43, 44])

I1 � 2

�1
0

dn exp

�
ÿ an

L

�
cos �2pmn� �

� a

2p2L
��a=2pL�2 �m 2

�
Ë ÒÑÔÎÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ a Ë ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÒÓÇÆÇÎÖ
a! 0 ÒÑÎÖÚËÏ ÍÑÐÇÚÐÞÌ Ë ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÌ ÚÎÇÐÞ

lim
a!0

�
ÿ q
qa

�
I1 � ÿ 1

2p2Lm 2
; m 6� 0 ;

�4:11�

� 2

L

�
L

a

�2

; m � 0 ;

ÄØÑÆâÜËÇ Ä Du Ë u 0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.
£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÖÎÇÄÑÌ àÐÇÓÅËË

ÄÐÖÕÓË ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÓÂÄÐÑ

Du � p�hc

8VL

"
ÿ 1

2p3
X1

m1m2m3�ÿ1

0 �m 2
1 �m 2

2 �m 2
3 �ÿ2�

� 3

2p2
X1

m�ÿ1

0 1

m 2

#
�

� p�hc

16VL

"
1ÿ 1

p3
X1

m1m2m3�ÿ1

0 �m 2
1 �m 2

2 �m 2
3 �ÿ2

#
: �4:12�

±ÑÎÇÊÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË ÓÂÔØÑÆâÜÖáÔâ ÒÓË a! 0 ÒÎÑÕÐÑÔÕß u 0

àÐÇÓÅËË ÄÂÍÖÖÏÂ, ËÔÚÇÊÐÖÄÛÖá ËÊ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ
ÆÎâ ÔÆÄËÅÂ Du:

u 0 � p�hc

8VL

�
24p
�
L

a

�4

ÿ 6

�
L

a

�2�
; a! 0 : �4:13�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÆÄËÅ àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÍÖÃËÚÇÔÍËÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÏ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐ Ä ÄËÆÇ [19]

EL � aL
�hc

L
;

aL � p
16

"
1ÿ 1

p3
X1

m1m2m3

0 �m 2
1 �m 2

2 �m 2
3 �ÿ2

#
; �4:14�

aL � 0;0916574 . . .

¿ÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÃÞÎÑ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐÑ ®ÂÏÂÇÄÞÏ Ë ´ÓÖÐÑ-
ÄÞÏ [24] ÄÞÚËÔÎÇÐËÇÏ ÔÆÄËÅÂ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ T00-
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ.

±ÓËÄÇÆÈÏ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÔÆÄËÅÂ ÐÖÎÇÄÑÌ
àÐÇÓÅËË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ô×ÇÓËÚÇ-
ÔÍËÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÏ ÓÂÆËÖÔÂ r, ÐÂÌÆÇÐÐÑÇ ÄÒÇÓÄÞÇ ¢ÑÌÇ-
ÓÑÏ [18],

EB � aB
�hc

2r
; aB � 0;0923531 : �4:15�

¯ÂÌÆÇÐÐÂâ ¢ÑÌÇÓÑÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ aB � 0;09, ÑÍÂÊÂÄÛÂâÔâ,
ÄÑÒÓÇÍË ÑÉËÆÂÐËâÏ ¬ÂÊËÏËÓÂ [45], ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ,
ÄÒÑÔÎÇÆÔÕÄËË ÃÞÎÂ ÖÕÑÚÐÇÐÂ ¥àÄËÔÑÏ [20], ¢ÂÎËÂÐÑÏ Ë
¥áÒÎÂÐÕßÇ [21], ®ËÎÕÑÐÑÏ, ¥Ç ²ÂÂÆÑÏ Ë ºÄËÐÅÇÓÑÏ
[22]. ±ÓËÄÇÆÈÐÐÑÇ Ä (4.15) ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä
ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÓÂÃÑÕÇ. ¡ÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ aB,
ÐÂÌÆÇÐÐÑÇ Ä àÕÑÌ ÓÂÃÑÕÇ, ÐÇ ÔÕÑÎß ÒÓÑÊÓÂÚÐÑ, ÍÂÍ ÆÎâ
ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ.

¢ÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ aB Ë aL âÄÎâáÕÔâ ÄÂÉÐÇÌ-
ÛËÏË ÒÖÂÐÍÂÓÇ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË ÐÖ-
ÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ,
ËÊÏÇÓâÇÏÞÏË Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÏ Ë ÍÖÃËÚÇÔÍËÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂÏË.
¦ÔÎË L � 2r (ÍÖÃ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ Ô×ÇÓÖ), ÕÑ EB Ë EL ÓÂÊÎË-
ÚÂáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË aB Ë aL.

£ ÔÄâÊË Ô ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÄÑÊÐËÍÂáÕ
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÄÑÒÓÑÔÑÄ.

1. ±ÓÂÄËÎßÐÑ ÎË ÄÇÎËÚËÐÞ �hc=2r Ë �hc=L, ËÏÇáÜËÇ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË, ÒÇÓÇÆÂáÕ ÏÂÔÛÕÂÃ ÑÉËÆÂÇÏÞØ
ÔÆÄËÅÑÄ ÐÖÎÇÄÑÌ àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÏ Ë ÍÖÃËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ? ®Þ ÒÓËÄÇÆÈÏ
×ËÊËÚÇÔÍËÇ Ë ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÂÓÅÖÏÇÐÕÞ Ä ÒÑÎßÊÖ ÒÓËÄÇ-
ÆÈÐÐÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ ÆÎâ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ, ÑÃÑÎÑÚÍË ÍÑÕÑÓÞØ
ÑÒËÔÞÄÂáÕ Ô×ÇÓÖ. ¥Îâ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ Ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇ-
ÊÑÐÂÕÑÓÑÄ àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ L � 2r.

2. ±ÑÚÇÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ aL Ë aB, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ ÓÂÊ-
ÏÇÓÑÄ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ, ÕÂÍ ÔÎÂÃÑ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ×ÑÓÏÞ ÓÇÊÑÐÂ-
ÕÑÓÑÄ ì ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ aL Ë aB ÏÇÐßÛÇ 0,8%?

3. ±ÑÚÇÏÖ ÊÐÂÚÇÐËâ aL Ë aB ÃÑÎÇÇ ÚÇÏ ÐÂ ÒÑÓâÆÑÍ
ÏÇÐßÛÇ ÕÇØ ÊÐÂÚÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÎÇÆÖáÕ ÆÎâ ÐÂËÏÇÐßÛËØ
(ÑÔÐÑÄÐÞØ) ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ Ë Ô×ÇÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ? ¬ÂÉÆÑÌ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ ÓÇÊÑÐÂ-
ÕÑÓÂ, ÑÃÑÎÑÚÍÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ Ô×ÇÓÖ, ÏÑÉÐÑ ÔÑÒÑ-
ÔÕÂÄËÕß ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÇ ÚËÔÎÑ kNr:

oN � ckN � �kNr� c
r
;

1

2
�hoN � �kNr� �hc

2r
:

¥Îâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÚËÔÎÑ kminr � 2;74 (E110-ÏÑÆÂ). ¥Îâ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ �L � 2r�ìÚËÔÎÑ kminr � 2;22 (E110-ÏÑÆÂ) (ÔÏ.
[46, æ 90] ËÎË [47, 48]). ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ aB Ë aL
ÔÑÄÔÇÏ ÆÓÖÅÑÌ.

¯Â ÑÔÐÑÄÐÑÌ Ë ÆÓÖÅËØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÚÂÔÕÑÕÂØ ÓÇÊÑÐÂ-
ÕÑÓÞ ÄÑÊÃÖÉÆÂáÕÔâ ÄÐÇÛÐËÏ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ, ÒÑÆÄÑÆâÜËÏ Í
ÐËÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÖá àÐÇÓÅËá. ³ÒÇÍÕÓ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÄÑÊ-
ÃÖÉÆÈÐÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÔÒÇÍÕÓ ÚÂÔÕÑÕ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÂ, ÐÑ ÒÓË àÕÑÏ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÄÞÆÇÎÇÐÞ ÕÇ ÚÂÔÕÑÕÞ, ÍÑ-
ÕÑÓÞÇ ÃÎËÊÍË Í ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÚÂÔÕÑÕÂÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ.

£ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓ ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÕÔâ ÊÂ ÔÚÈÕ
ÒÑâÄÎÇÐËâ ËÊÃÞÕÍÂ àÐÇÓÅËË ÄÂÍÖÖÏÂ Ä ÇÅÑ ÒÑÎÑÔÕË ÒÓË
ÔÃÑÓÍÇ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ì ÊÂ ÔÚÈÕ "ÔÅÓÇÃÂÐËâ" àÐÇÓÅËË Ë
ÒÑÆÚËÐÇÐËâ ÐÇÔÖÜÇÅÑ ÇÈ ÒÑÎâ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ ÐÂ
ËÆÇÂÎßÐÑ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ ÑÃÑÎÑÚÍÇ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Ô ÓÂ-
ÆËÖÔÑÏ r Ë ÆÎËÐÑÌ ÑÃÓÂÊÖáÜÇÌ L � 2r ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ
E Ë H ÏÑÆ ÑÚÇÐß ÃÎËÊÍË: kminr � 2;420 ÆÎâ H111-ÏÑÆÞ Ë
kminr � 2;405 ÆÎâ E010-ÏÑÆÞ, ÔÏ. [47, 48]. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÄÔÇ ÒÓËÄÑÆËÏÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ Ë ËØ ÑÃÇÊÓÂÊ-
ÏÇÓÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ kminr ÆÎâ àÕËØ ÕÓÈØ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ,
ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ Ô×ÇÓÖ, ÑÆÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÓÂÔÕÖÕ ÒÓË ÒÇÓÇ-
ØÑÆÇ ÑÕ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Í ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÏÖ Ë ÑÕ
ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÅÑ Í Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÏÖ, Ë ÃÑÎÇÇ ÚÇÏ ÐÂ ÒÑÓâÆÑÍ
ÒÓÇÄÑÔØÑÆâÕ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ aL Ë aB. ÁÔÐÑ, ÚÕÑ
×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ aL Ë aB ÔÑÄÔÇÏ ÆÓÖÅÑÌ.
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¥Îâ ÂÐÂÎËÊÂ Du ÖÆÑÃÐÑ ÄÇÓÐÖÕßÔâ Í ÒÎÑÕÐÑÔÕË u Ë
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÇÈ Ä ÄËÆÇ

u � p�hc

8VL

(
24p
�
L

a

�4

ÿ 1

2p3
X1

m1m2m3�ÿ1

0 �m 2
1 �m 2

2 �m 2
3 �ÿ2 ÿ

ÿ 3

�
2

�
L

a

�2

ÿ 1

2p2
X1

m�ÿ1

0
mÿ2

�)
: �4:16�

£ ÒÇÓÄÑÌ ÔÕÓÑÍÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÄÍÎÂÆ Ä ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË
ÄÔÇØ ÏÑÆ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÏÑÆ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÄÆÑÎß
ÓÈÃÇÓ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ, ÕÑÚÐÇÇ, ÄÆÑÎß ÑÔÇÌ x, y, z ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ. ¿ÕÑÕ ÄÍÎÂÆ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÆÄÖØ ÚÎÇÐÑÄ, ÒÓËÄÇÆÈÐ-
ÐÞØ Ä (4.10): ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÄÍÎÂÆÂ ÄÔÇØ ÏÑÆ Ë ÚÂÔÕÑÕ,
ÓÂÔÕÖÜÇÅÑ ÍÂÍ o4 Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÑÃÓÇÊÂÐËâ o � c=a!1, Ë
ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÅÑ, ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÄÍÎÂÆÂ ÄÔÇØ ÏÑÆ Ô ÚÂÔÕÑÕÂÏË
ÑÕ ÐÖÎâ ÆÑ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ � c=L ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ. ¿ÕË
ÚÂÔÕÑÕÞ ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÚÂÔÕÑÕÂÏË ÓÇÊÑÐÂ-
ÕÑÓÂ Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÐÂ àÕÑÕ ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞÌ ÄÍÎÂÆ
ÒÑÐËÉÂÇÕÔâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÐÖÕÓË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá
Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá u 0 ÄÐÇ ÇÅÑ. ¯Ñ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÌ
ÐÂÓÂÄÐÇ Ô ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÏÑÆÂÏË ÐÇÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ, ÊÂÄÞ-
ÛÂÇÕ ËÔÕËÐÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÐÖÕÓË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ. ¿ÕÑ
ÊÂÄÞÛÇÐËÇ ÖÃËÓÂÇÕ ÄÍÎÂÆ ÄÕÑÓÑÌ ÔÕÓÑÍË.

£ÕÑÓÂâ ÔÕÓÑÍÂ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÄÍÎÂÆ ÏÑÆ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâá-
ÜËØÔâ ÄÆÑÎß ÑÔÇÌ x, y, z Ë ÐÇ âÄÎâáÜËØÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË
ÏÑÆÂÏË ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ. °Ð ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÄÍÎÂÆ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÏÑÆ ÕÓÈØ ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ ÆÎËÐÞ L, ÖÎÑÉÇÐÐÞØ ÄÆÑÎß ÑÔÇÌ x, y, z.
£ÍÎÂÆ ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ ÐËØ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÆÄÖØ ÚÎÇÐÑÄ (4.11):
ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÚÎÇÐÂ, ÓÂÔÕÖÜÇÅÑ ÍÂÍ o2, ÑÃÓÇÊÂÐÐÑÅÑ ÐÂ
ÚÂÔÕÑÕÇ � c=a!1, Â ÕÂÍÉÇ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÄÍÎÂÆÂ ÏÑÆ Ô
ÚÂÔÕÑÕÂÏË ÑÕ ÐÖÎâ ÆÑ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ pc=L ÑÆÐÑ-
ÏÇÓÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ. ¿ÕÑÕ ÄÍÎÂÆ ÄÞÚËÕÂÇÕÔâ ËÊ ÑÔÐÑÄ-
ÐÑÅÑ, ÒÑÕÑÏÖ ÚÕÑ ÐËÊÍËÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏË ÏÑÆÂÏË ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÆÎËÐÞ L. ¯Ñ ÕÂÍ
ÍÂÍ ÑÐË âÄÎâáÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÚÂÔÕÑÕÂÏË ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÆÎËÐÞ L 0 ! 1, ÕÑ ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞÌ ÍÑÐÇÚ-
ÐÞÌ ÄÍÎÂÆ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÏÑÆ ÖÏÇÐßÛÂÇÕ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ
ÄÕÑÓÑÌ ÔÕÓÑÍË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÑ ÄÕÑÓÑÌ ÔÕÓÑÍÇ (4.16)
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÄÍÎÂÆ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÏÑÆ Ô ÚÂÔÕÑÕÂÏË ÑÕ
ÑÔÐÑÄÐÑÌ � pc=L ÆÑ ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÃÓÇÊÂÐËâ c=a!1 Ë ÑÕÓË-
ÙÂÕÇÎßÐÞÌ ÄÍÎÂÆ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÏÑÆ Ô
o9 pc=L. ´ÂÍ ÍÂÍ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÇ ÏÑÆÞ ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÞÏË ÏÑÆÂÏË ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ, ÄÇÔß ÄÍÎÂÆ
ÄÕÑÓÑÌ ÔÕÓÑÍË ÄÞÚËÕÂÇÕÔâ ËÊ ÄÍÎÂÆÂ ÒÇÓÄÑÌ ÔÕÓÑÍË. ±ÓË
àÕÑÏ ÓÂÔØÑÆâÜËÌÔâ ÄÍÎÂÆ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÏÑÆ Ô ÚÂÔÕÑ-
ÕÂÏË ÑÕ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ � pc=L ÆÑ ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÃÓÇÊÂÐËâ
�c=a!1 ÖÏÇÐßÛÂÇÕ ÑÔÐÑÄÐÑÌ, ÓÂÔØÑÆâÜËÌÔâ ÄÍÎÂÆ ÒÇÓ-
ÄÑÌ ÔÕÓÑÍË, Â ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÄÍÎÂÆ ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ o9 pc=L
ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÏÑÆ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË ÑÃÝÈÏ-
ÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ.

£ÔÈ àÕÑ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕÔâ Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË (4.16) ÆÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË u � u 0 � Du, ÅÆÇ u 0 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ ×ÑÓÏÖÎÑÌ
(4.13) Ô ÔËÎßÐÑ ÓÂÔØÑÆâÜËÏÔâ ÑÔÐÑÄÐÞÏ ÚÎÇÐÑÏ Ë ÖÏÇÐß-
ÛÂáÜËÏ ÇÅÑ, ÔÎÂÃÇÇ ÓÂÔØÑÆâÜËÏÔâ ÚÎÇÐÑÏ.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ, Du ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä (4.12) ÒÑÎÑÉËÕÇÎß-
ÐÞÏ ÚÎÇÐÑÏ ì ÔÖÏÏÑÌ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ
ÏÑÆ, ÔÄÑÆâÜÇÌÔâ Í ÖÆÄÑÇÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÆÊÇÕÂ-×ÖÐÍÙËË
²ËÏÂÐÂ z�s� Ä ÕÑÚÍÇ s � 2, Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ ÚÎÇÐÑÏ ì
ÕÓÑÌÐÑÌ ÔÖÏÏÑÌ ÄÔÇØ ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÏÑÆ, ÔÄÑÆâÜÇÌÔâ
Í ÚÂÔÕÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÆÊÇÕÂ-×ÖÐÍÙËË ¿ÒÛÕÇÌÐÂ Zp�s� ÒÓË
s � 1� 1=p, p � 3 [49, æ 17.9].

5. ±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÔÆÄËÅÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË
Ä ÍÖÃËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ ÆÊÇÕÂ-×ÖÐÍÙËâÏË
²ËÏÂÐÂ Ë ¿ÒÛÕÇÌÐÂ

¿ÕÑÏÖ, ÕÑÎßÍÑ ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏÖ Ä ÍÑÐÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ 4, ÑÚÇÐß
ÒÑÖÚËÕÇÎßÐÑÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá Du:
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ÏÞ ÖÆÇÎËÏ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ. °ÐÑ ÄÑÊÐËÍÎÑ ÃÞ,
ÇÔÎË ÃÞ ÏÞ ÐÇ ÄÄÑÆËÎË ÑÃÓÇÊÂáÜËÌ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓ Ä
×ÖÐÍÙËá f �n1; n2; n3�, ÐÑ ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÒÑÉÇÎÂÎË ÃÞ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ×ÑÓÏÖÎÖ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ±ÖÂÔÔÑÐÂ. ´ÑÅÆÂ
ÆÎâ Du ÄÏÇÔÕÑ (4.9) ÏÞ ÒÑÎÖÚËÎË ÃÞ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
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ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ±ÖÂÔÔÑÐÖ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÐÑ ÓÂÊÐÑ-
ÔÕË ÕÓÑÌÐÑÌ Ë ÕÓÈØ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÓÂÔØÑÆâÜËØÔâ ÔÖÏÏ:
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³ÑÅÎÂÔÐÑ ¿ÒÛÕÇÌÐÖ ÓÂÔØÑÆâÜÂâÔâ ÔÖÏÏÂ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ p ËÊÏÇÓÇÐËÌ
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ÓÂÄÐÂ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÔØÑÆâÜÇÌÔâ ÔÖÏÏÇ.
¥Îâ p � 1 Ë p � 3 ËÏÇÇÏ ÊÐÂÍÑÏÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (ÔÏ.

(4.12))X1
n�ÿ1

�����
n 2
p

� ÿ 1
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0
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2p3
X1

m1m2m3�ÿ1

0 �m 2
1 �m 2

2 �m 2
3 �ÿ2:

²ÂÊÐÑÔÕß ÓÂÔØÑÆâÜËØÔâ ÔÖÏÏ, ÕÓÑÌÐÑÌ Ë ÕÓÈØ ÑÆÐÑÏÇÓ-
ÐÞØ, ÊÂÄÇÆÑÏÑ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂ. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂ Ë
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÓÂÊÐÑÔÕß ÔØÑÆâÜËØÔâ ÔÖÏÏ, Õ.Ç. Du > 0
(ÔÏ. (4.12)).

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÇÓÄÂâ ÔÕÓÑÚÍÂ (5.5)
ÇÔÕß ÐÇ ÚÕÑ ËÐÑÇ, ÍÂÍ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ
ÆÊÇÕÂ-×ÖÐÍÙËË ²ËÏÂÐÂ z�s�,

z�s� �
X1
m�1

mÿs ; Re s > 1 ; �5:6�

Ä ÕÑÚÍÇ s � 2 Ô ÓÂÔØÑÆâÜÇÌÔâ ÔÖÏÏÑÌ, ÐÂËÄÐÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ
ËÊ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ¥ËÓËØÎÇ (5.6) ÆÎâ ÕÑÚÍË s � ÿ1, ÐÇ
ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜÇÌ ÑÃÎÂÔÕË Re s > 1. ¶ËÊËÍË ÐÂÊÄÂÎË ÃÞ
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àÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÐÇÓÇÅÖÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞÏ. °ÃÑÊÐÂÚËÏ ÇÅÑ ~z�ÿ1�.
°ÆÐÂÍÑ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÄÞÔÛÇÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÍÇ, ÆÊÇÕÂ-×ÖÐÍÙËâ
²ËÏÂÐÂ, ÍÂÍ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ s Ô ÒÑÎáÔÑÏ Ä
ÕÑÚÍÇ s � 1, ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá
[49, æ 17.7],

z�1ÿ s� � 2G�s�
�2p�s cos

ps
2

z�s� ; �5:7�

ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÏÖ ÇÈ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÕÑÚÍÂØ s ÔÑ
ÊÐÂÚÇÐËâÏË Ä ÕÑÚÍÂØ 1ÿ s. ±ÑàÕÑÏÖ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÒÇÓÄÑÌ
ÔÕÓÑÍË (5.5) àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËË ÔÖÏÏÞ ~z�ÿ1�ì
ÖÔÕÓÂÐÇÐËá Ö ÐÇÈ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË Ë ÔÄÇÆÇÐËá ÇÈ Í ÍÑÐÇÚ-
ÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá z�ÿ1�:

~z�ÿ1� ! z�ÿ1� � ÿ 1

2p2
z�2� :

¥ÊÇÕÂ-×ÖÐÍÙËâ ¿ÒÛÕÇÌÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ p-ÍÓÂÕÐÑÌ
ÔÖÏÏÑÌ [49],

Zp�s� �
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¥Îâ p � 1 ÑÐÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÆÄÑÇÐÐÑÌ ÆÊÇÕÂ-×ÖÐÍÙËÇÌ
²ËÏÂÐÂ. ¢ÖÆÖÚË ÙÇÎÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ s Ô ÒÑÎáÔÑÏ Ä ÕÑÚÍÇ
s � 1, Zp�s� ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá

Zp�1ÿ s� � p�1=2� p�1ÿs� G��1=2�ps�
p�1=2� ps G��1=2�p�1ÿ s�� Zp�s� ; �5:9�

ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÏÖ ÇÈ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÕÑÚÍÂØ s Ë
1ÿ s.

£ ×ÑÓÏÖÎÇ (5.4) ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÔÄâÊß ÓÂÔØÑÆâÜÇÌÔâ ÔÖÏ-
ÏÞ, ÐÂËÄÐÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ËÊ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ (5.8) ÆÎâ ÊÐÂ-
ÚÇÐËâ s � ÿ1=p ÄÐÇ ÑÃÎÂÔÕË Re s > 1, Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇÏ Zp�ÿ1=p�, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇÏ (5.9). °ÃÑÊÐÂÚËÏ àÕÖ ÓÂÔØÑÆâÜÖáÔâ ÔÖÏÏÖ ÍÂÍ
~Zp�ÿ1=p�. ´ÑÅÆÂ ×ÑÓÏÖÎÖ (5.4) ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÍÂÍ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËá ÔÖÏÏÞ ~Zp�ÿ1=p�ì ÖÔÕÓÂÐÇÐËÇ Ö ÐÇÈ
ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË Ë ÔÄÇÆÇÐËÇ ÇÈ Í ÍÑÐÇÚÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá
Zp�ÿ1=p�, ÓÂÄÐÑÏÖ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (5.4) ÔÑÅÎÂÔÐÑ ×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (5.9).

²ÇÊáÏËÓÖÇÏ ÔÍÂÊÂÐÐÑÇ ÄÞÛÇ. ²âÆ
P1

m�ÿ1
�������
m 2
p

Ä (5.3),
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ Ä ÄËÆÇ

P1
m�ÿ1�

�������
m 2
p

�ÿs, ÓÂÔØÑÆËÕÔâ Ä ÕÑÚ-
ÍÇ s � ÿ1, ÐÑ ÖÆÄÑÇÐÐÂâ ÆÊÇÕÂ-×ÖÐÍÙËâ ²ËÏÂÐÂ, ÑÒÓÇ-
ÆÇÎÈÐÐÂâ àÕËÏ ÓâÆÑÏ ÆÎâ s > 1, ÃÖÆÖÚË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË
ÒÓÑÆÑÎÉÇÐÐÑÌ Ä ÕÑÚÍÖ s � ÿ1, ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ,
ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÇ Ä (5.5).

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ, ÓâÆX1
m1m2m3�ÿ1

�������������������������������
m 2

1 �m 2
2 �m 2
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q
Ä (5.3), ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ Ä ÄËÆÇ

X1
m1m2m3�ÿ1

� �������������������������������
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1 �m 2
2 �m 2

3

q �ÿ3s
;

ÓÂÔØÑÆËÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇ s � ÿ1=3, ÐÑ ÆÊÇÕÂ-×ÖÐÍÙËâ¿ÒÛÕÇÌÐÂ
Z3�s�, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÂâ àÕËÏ ÓâÆÑÏ ÆÎâ s > 1 (ÔÏ. (5.8)),
ÃÖÆÖÚË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÒÓÑÆÑÎÉÇÐÐÑÌ Ä ÕÑÚÍÖ s � ÿ1=3,
ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÇ Ä (5.5).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ ÉÇ ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
ÆÎâ Du, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÌ Ä (4.12) Ë (5.1), ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß
ÆÄÖÏâ ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÏÇÕÑÆÂÏË.

£ÄÇÆÇÐËÇÏ Ä ÒÎÑÕÐÑÔÕß u ÑÃÓÇÊÂáÜÇÅÑ ÄÞÔÑÍËÇ
ÚÂÔÕÑÕÞ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÂ Ë ÑÕÃÓÂÔÞÄÂÐËÇÏ ÓÂÔØÑÆâÜÇÌÔâ
ÚÂÔÕË, ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ ÑÃÓÇÊÂÐËâ a! 0. ±ÓË
àÕÑÏ ÖÕÄÇÓÉÆÂÇÕÔâ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÐËÅÖ [25]), ÚÕÑ ÍÑ-
ÐÇÚÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ ÑÃÓÇÊÂáÜÇÌ
×ÖÐÍÙËË Ë ÇÈ âÄÐÑÇ ÄÄÇÆÇÐËÇ ÄÑÑÃÜÇ ËÊÎËÛÐÇ.

¬ÑÔÄÇÐÐÑ àÕÑ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕ ÆÓÖÅÑÌ ÏÇÕÑÆ ÖÔÕÓÂÐÇÐËâ
ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕÇÌ ËÊ u, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÚÎÇÐÞ ÎËÐÇÌÐÑ ÓÂÔØÑ-
ÆâÜÇÅÑÔâ ÓâÆÂ ÆÎâ u ÄÑÊÄÑÆâÕÔâ Ä ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÖá ÔÕÇ-
ÒÇÐß ÿps, ÅÆÇ s ì ÒÂÓÂÏÇÕÓ, Â p ì ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÓâÆ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔØÑÆâÜËÏÔâ Ë
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ s Ä
ÑÃÎÂÔÕË Re s > 1. ¿ÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÒÓÑÆÑÎ-
ÉËÏÂ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕß ÊÐÂÚÇÐËâ s � ÿ1=p, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ËÔØÑÆÐÞÌ ÓâÆ ÓÂÔØÑÆËÎÔâ. °ÆÐÂÍÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÂÐÂÎËÕË-
ÚÇÔÍË ÒÓÑÆÑÎÉÇÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä ÕÑÚÍÇ s � ÿ1=p ÍÑÐÇÚÐÑ
Ë âÄÎâÇÕÔâ ËÔÍÑÏÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ.

¢ÑÌÇÓ [26] ÔÄâÊÞÄÂÇÕ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕ-
ÐÑÅÑ ÑÃÓÇÊÂÐËâ ÔËÎ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÐÂ ÒÓÑÄÑÆâÜËÇ ÕÇÎÂ, Ô
ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÑÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÂ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÇ âÄÎÇÐËâ. ±ÑÆÑÃÐÑÅÑ ÏÐÇÐËâ
ÒÓËÆÇÓÉËÄÂÇÕÔâ, ÍÂÍ ÏÞ ÖÄËÆËÏ, Ë ÖÍÑÛ [27].

¥Ç £ËÕÕ [42], ÐÇ ÔÑÅÎÂÛÂâÔß Ô ¢ÑÌÇÓÑÏ, ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ,
ÚÕÑ ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÑÇ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ ÕÂÍÉÇ ÒÓËÄÑ-
ÆËÎÑ ÃÞ Í ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÏ ÆÂÄÎÇÐËâÏ ÐÂ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂáÜËÇ
ÇÅÑ ÔÕÇÐÍË, ÇÔÎË ÒÓËÐâÕß, ÚÕÑ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÑÐÑ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ
Ä ÐÖÎß, Ë ÇÔÎË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÇ
ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÑÎÇ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÔÎÇÆÑÏ ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË-
ËÏÒÖÎßÔÂ.

¯ÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ÕÑÅÑ, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÎË Ä ±ÓËÓÑÆÇ ÃÇÊ-
ÏÂÔÔÑÄÑÇ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ËÎË ÑÐÑ ÒÑÎÇÊÐÑ ÎËÛß ÕÇÑÓÇÕË-
ÍÂÏ ÆÎâ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐËâ ÔËÏÏÇÕÓËÌÐÞØ ÔÄâÊÇÌ ÏÇÉÆÖ ÐÂ-
ÃÎáÆÂÇÏÞÏË ×ËÊËÚÇÔÍËÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË, âÔÐÑ, ÚÕÑ ÍÑÐ-
×ÑÓÏÐÂâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÞØ
ÒÑÎÇÌ (ÔÑ ÔÒËÐÑÏ 1 Ë 0 Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË) ÕÂËÕ Ä ÔÇÃÇ ÇÜÈ ÐÇ
ÄÒÑÎÐÇ ÒÑÐâÕÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá, ÍÂÍ Ë ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÂâ Ô
ÐÇÌ ÂÐÂÎËÕËÚÐÑÔÕß ×ÖÐÍÙËÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ àÕË ÐÂÃÎá-
ÆÂÇÏÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ.

£ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ ÖÕÄÇÓÉÆÂÇÕÔâ (ÔÏ. ÔÕÂÕßáª.´. ´ÑÆÑÓÑÄÂ
[50]), ÚÕÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË, ÅÆÇ ËÏÒÖÎßÔÞ ÄÔÇØ ÚÂÔÕËÙ ÏÐÑÅÑ
ÃÑÎßÛÇ ËØ ÏÂÔÔÞ, ÍÄÂÐÕÑÄÂâ ÕÇÑÓËâ ÒÑÎâ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÕÇÑÓËÇÌ ÒÑÎâ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ à××ÇÍÕËÄ-
ÐÞÌ ÊÂÓâÆ Ô ÓÑÔÕÑÏ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÍÑÐÇÚÐÑÏÖ
ÊÐÂÚÇÐËá.

¡ÄÕÑÓ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßË ÓÂÊÆÇÎâÇÕ àÕÑ ÏÐÇÐËÇ.
¢ÑÌÇÓ Ë ÖÍÑÛ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ

ÒÑÎÇ Ä ÒÑÎÑÔÕË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Ô ËÆÇÂÎßÐÑ ÒÓÑÄÑÆâÜËÏË
ÔÕÇÐÍÂÏË. ´ÂÍÑÇ ÒÑÎÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ®ÂÍÔ-
ÄÇÎÎÂ Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË (4.2), ÍÑÕÑÓÞÇ ÕÓÇÃÖáÕ,
ÚÕÑÃÞ ÒÑÎÇ ÃÞÎÑ ÐÂÃÑÓÑÏ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ Ô
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÚÂÔÕÑÕÂÏË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ. ¢ÖÆÖÚË ÓÇÛÇÐËÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ, ÕÂÍÑÇ ÒÑÎÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÑ.

¥Ç £ËÕÕ ÑÃÓÂÜÂÇÕ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÍÑÐÇÚÐÞÇ
à××ÇÍÕÞ ÆÂÄÎÇÐËâ ÐÂ ÔÕÇÐÍË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÒÑâÄâÕÔâ Ë Ä
4-ÏÇÓÐÑÌ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ
ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ. £ àÕÑÌ ÕÇÑÓËË ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐ ÄÏÇÔÕÑ
ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÏÂÔÔÞ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÔÍÂÎâÓÐÖá ÍÓËÄËÊÐÖ ²ËÚÚË:
m 2 ! xR, x ì ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÇÐ-
ÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÄÂÓßËÓÑÄÂÐËÇÏ ÎÂÅ-
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ÓÂÐÉËÂÐÂ ÒÑ ÏÇÕÓËÍÇ, ÆÂÉÇ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÐÖÎÇÄÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ
ÔÑÆÇÓÉËÕ ÚÎÇÐÞ, ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ x, Ë ÇÅÑ ÔÎÇÆ Ä 4-ÏÇÓ-
ÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá ÕÑÎßÍÑ ÒÓË x � 1=6.

°ÆÐÂÍÑ Ä àÕÑÌ Ë ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ ÓÂÃÑÕÂØ ÂÄÕÑÓÂ ËÔÒÑÎß-
ÊÖÇÕÔâ ÆÖÂÎßÐÑÔÕß 4-ÏÇÓÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË Ë 2-ÏÇÓÐÑÌ
ÕÇÑÓËË ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ x � 0 Ë
ÔÎÇÆ ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá.¬ÑÐ×ÑÓÏÐÂâ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß 2-ÏÇÓÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÃÇÊÏÂÔÔÑ-
ÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÐÂ ÏËÓÑÄÑÌ
ÎËÐËË ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÇÓÍÂÎÂ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÂ (ÔÏ. [51, æ 4.4]).
¬ÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß 4-ÏÇÓÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍË Ô ÕÑÍÑÏ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ ÐÂ ÕÑÌ ÉÇ ÏËÓÑÄÑÌ
ÎËÐËË, ÚÕÑ Ë ÊÇÓÍÂÎÑ, ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË àÕËØ ÆÄÖØ
ÕÇÑÓËÌ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ Ä ÑÕÐÑÛÇÐËË ÒÑÎÇÌ ËÊÎÖÚÇÐËâ.
¬ÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÆÑ-
ÍÂÊÂÐÂ ¤. ¢ÇÌÕÏÂÐÑÏ Ä 1909 ÅÑÆÖ (ÔÏ. [40, æ 9]).

6. ³ÑÆÇÓÉÂÕÇÎßÐÂâ ÃÎËÊÑÔÕß
ÊÐÂÚÇÐËÌ aL, aB Ë a=a0 � 4pa,
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÐÇÒÇÓÕÖÓÃÂÕËÄÐÞÏË ÏÇÕÑÆÂÏË

£ ÔÕÂÕßÇ [8] ÂÄÕÑÓ ÑÃÓÂÕËÎ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ
a0 � 1=4p ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÂ-
ÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [2 ë 9] ÚËÔÕÑ
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ, ÐÇÒÇÓÕÖÓÃÂÕËÄÐÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ, ÕÇÔÐÑ ÔÄâ-
ÊÂÐÑ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË aB Ë aL, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÏË ÔÆÄËÅË
EB Ë EL àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÏ Ë ÍÖÃËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ. £ ÔÂÏÑÏ
ÆÇÎÇ, ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ a0 � 1=4p ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÍÑÐÇÚÐÑÏÖ
ÊÐÂÚÇÐËá ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ ¥ÂÌÔÑÐÂ Z3 �
� a=a0 � 4pa, ÍÑÕÑÓÞÌ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÖÊÍÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ

aL < Z3 � a
a0
� 4pa < aB �6:1�

ÏÇÉÆÖ ÊÐÂÚÇÐËâÏË aL Ë aB, ÏÂÎÞÏË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô 1:

aL � 0;0916574 ; aB � 0;0923531 : �6:2�

¬ÂÍ ÖÉÇ ÖÒÑÏËÐÂÎÑÔß, ÊÐÂÚÇÐËâ aL Ë aB ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ
ÏÇÐßÛÇ ÚÇÏ ÐÂ 0,8%, Â ÊÐÂÚÇÐËâ aL Ë a=a0 ìÏÇÐßÛÇ ÚÇÏ
ÐÂ 0,05%.

´ÂÍ ÍÂÍ ÄÔÇ ÕÓË ÄÇÎËÚËÐÞ, aL, aB Ë a=a0 � Z3 5 1,
ËÏÇáÕ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ A�x� Ë ÕÑÍÂ jm�x� Ä ÄÂÍÖÖÏÇ, ÕÑ
ÕÂÍÖá ÃÎËÊÑÔÕß àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ ÄÓâÆ ÎË ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß
ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, àÕÂ ÃÎËÊÑÔÕß ÎËÛß ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕ,
ÚÕÑ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ a0 � 1=4p ÒÓÂÄËÎßÐÑ, ÍÂÍ Ë ÕÑÕ
ÐÇÒÇÓÕÖÓÃÂÕËÄÐÞÌ ÏÇÕÑÆ, ÍÑÕÑÓÞÏ ÑÐÑ ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ.
©ÂÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ aL Ë aB ÕÂÍÉÇ ÃÞÎË
ÐÂÌÆÇÐÞ ÃÇÊ ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÌ.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ Z3 � e 2=e 20 ËÏÇÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ
ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÄÂÍÖÖÏÂ, ÕÑ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (6.1) ÒÓËÆÂÈÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏ aL Ë aB ÔÏÞÔÎ
ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑ-
ÐËÙÂÇÏÑÔÕË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ ÍÖÃËÚÇÔÍËÏ Ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÏ
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂÏË.

±ÇÓÇÒËÔÞÄÂâ ×ÑÓÏÖÎÖ (6.1) ÚÇÓÇÊ ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ

a0aL � 1

137;101
; a0aB � 1

136;069
; �6:3�

ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÐÇÒÇÓÕÖÓÃÂÕËÄÐÞÏË Ë ÐÇ ÔÄâÊÂÐÐÞÏË ÏÇÉÆÖ
ÔÑÃÑÌ ÏÇÕÑÆÂÏË, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÐÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÖá

ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ a � 1=137;036:

a0aL < a < a0aB : �6:4�
¡ÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ a0aL, ÍÑÕÑÓÑÇ ÚËÔÎÇÐÐÑ ÑÕÎË-
ÚÂÇÕÔâ ÑÕ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ a ÏÇÐßÛÇ ÚÇÏ ÐÂ 0,05%,
ÕÂÍÑÄÑ:

a0aL � 1

4p
p
16

"
1ÿ 1

p3
X1

m1m2m3�ÿ1

0 �m 2
1 �m 2

2 �m 2
3 �ÿ2

#
: �6:5�

©ÐÂÚÇÐËÇ ÒÑâÄËÄÛÇÌÔâ ÊÆÇÔß ÔÖÏÏÞ (ÆÊÇÕÂ-×ÖÐÍÙËË ¿Ò-
ÛÕÇÌÐÂ) ÓÂÄÐÑ 16,53231596... [19]. ¿ÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ a0aL
ÐÇÄÑÎßÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÏÞÔÎË, ÚÕÑ ¥ËÓÂÍ ÐÇ ÕÂÍ ÖÉ ÐÇÒÓÂÄ.

±ÓË ÄÞÄÑÆÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (6.5) ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎËÔß ÆÊÇÕÂ-
×ÖÐÍÙËË ¿ÒÛÕÇÌÐÂ ÆÎâ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÅÑ Ë ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄ. ©ÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ ¿ÒÛÕÇÌÐÂ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÔÄÇÔÕË ÓÂÔØÑÆâÜËÇÔâ ÓâÆÞ Í
ËÏÇáÜËÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÔØÑÆâÜËÏÔâ ÓâÆÂÏ (ÔÏ.
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.9) Ë ÇÅÑ ÚÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ
(5.7)).

£ ÔÄâÊË Ô ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÏË ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÏË Ë ÍÑÎËÚÇ-
ÔÕÄÇÐÐÞÏË ÔÄâÊâÏË ÄÇÎËÚËÐ aL, aB Ë a=a0 ÄÑÊÐËÍÂáÕ
ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÄÑÒÓÑÔÞ:

1. ±ÑÚÇÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ aL Ë aB ÕÂÍ ÔÎÂÃÑ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ
×ÑÓÏÞ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ?

2. ±ÑÚÇÏÖ aL ÏÇÐßÛÇ aB?
3. ±ÑÚÇÏÖ Z3 � a=a0 � 4pa ÃÎËÉÇ Í aL, ÚÇÏ Í aB?
¬ÖÃËÚÇÔÍËÌ Ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÌ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÞ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ

ÓÂÊÎËÚËÇ ËØ ×ÑÓÏ, ÒÓË L � 2r ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÑÆÐËÏ Ë
ÕÇÏ ÉÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ ì ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Í ÑÃÝÈÏÖ,

S

V
� 3

r
: �6:6�

¿ÕËÏ ÅÎÑÃÂÎßÐÞÏ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ ÑÃÎÂ-
ÆÂáÕ ÄÔÇ ÏÐÑÅÑÅÓÂÐÐËÍË, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ Ô×ÇÓÖ (ÔÏ. [9]).
°ÆÐÂÍÑ ÐÇÃÑÎßÛÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ aL Ë aB ÄÔÈ
ÉÇ ÄÞÊÄÂÐÑ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÒÑÆÚËÐÇÐËÇ ÐÖÎÇÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÆÐËÏ Ë ÕÇÏ ÉÇ ÎÑÍÂÎßÐÞÏ
ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ ÐÂ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÑÃÑÎÑÚÍÂØ ÍÖÃÂ Ë
Ô×ÇÓÞ ÕÓÇÃÖÇÕ ÓÂÊÐÑÌ ÊÂÕÓÂÕÞ àÐÇÓÅËË ÒÓË ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË
àÕËØ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ.

£ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓ aL ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÏÇÐßÛËÏ,
ÚÇÏ aB, ÒÑÕÑÏÖ ÚÕÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ
ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËÇÌ ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ Ô ÄÊÂËÏÐÑ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÏË
ÄÇÍÕÑÓÂÏË E, H Ë

�
EH
�
ÐÂ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞØ ÔÏÇÉÐÞØ ÅÓÂ-

ÐâØ ÍÖÃÂ ÕÓÇÃÖÇÕ ÏÇÐßÛÇÌ àÐÇÓÅËË, ÚÇÏ ËØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ô×ÇÓÞ.

¬ ÑÃÔÖÉÆÇÐËá àÕËØ ÄÑÒÓÑÔÑÄ ÏÞ ÇÜÈ ÄÇÓÐÈÏÔâ Ä
ÊÂÍÎáÚÇÐËË.

7. ³ÄâÊß ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ aB;L Ô Z3-×ÂÍÕÑÓÑÏ
¥ÂÌÔÑÐÂ ì ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÍÄÂÆÓÂÕÑÄ
×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÑÄ

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÒÑÔÕÂÓÂÇÏÔâ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÃÝâÔÐËÕß,
ÒÑÚÇÏÖ ËÊÏÇÐÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÐÖÕÓË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Ô ËÆÇÂÎßÐÑ ÒÓÑÄÑ-
ÆâÜËÏË ÔÕÇÐÍÂÏË ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÚ-
ÐÑÏÖ ÏÐÑÉËÕÇÎá Z3. ¥Îâ àÕÑÌ ÙÇÎË ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ËÊÎÑ-
ÉÇÐÐÞÌ ÄÞÛÇ ×ÑÓÏÂÎËÊÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ ÆÎâ
ÑÒËÔÂÐËâ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÒÑÎâ Ë ÕÑÍÂ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá,
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ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÔÓÇÆÐËÇ ÄÂÍÖÖÏÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÄÂÆ-
ÓÂÕÑÄ àÕËØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ Ë ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË ÄÂÍÖÖÏÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ. ¥ÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË
ÒÑÎâ A�x� Ë ÕÑÍÂ j�x� Ä ÄÂÍÖÖÏÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÐÇ ÑÃÓÂ-
ÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß, Â ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß (ÔÏ.
[36, æ 7]).

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ËÊÃÇÉÂÕß ÒÑÆÑÃÐÞØ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕÇÌ,
ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇ ÔÂÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓ A�x�, Â ÇÅÑ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ

�A � Lÿ3
�
V

d3xA�x; t� �7:1�

Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÏ ÑÃÝÈÏÇ L 3 Ë ÔÓÇÆÐËÌ
ÍÄÂÆÓÂÕ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË i-Ì ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ àÕÑÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ �A:
�D �Ai�2

� � 
� �Ai ÿ h �Aii�2
� �

� Lÿ6
�
V

d3x d3x 0


Ai�x; t�Ai�x 0; t�

�
: �7:2�

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÑÔÍÑÎßÍÖ �Ai ÇÔÕß ÔÓÇÆÐÇÇ
ÒÑ ÑÃÝÈÏÖ, ÕÑ ÄÓÇÏâ t Ä ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËË ÆÄÖØ ÑÆÐËØ Ë ÕÇØ ÉÇ
ÔÓÇÆÐËØ �Ai

�Ai ÑÆÐÑ Ë ÕÑ ÉÇ, ÍÂÍ Ë ËÐÆÇÍÔ i. ¿ÕÑ ÐÇÒÓÇÓÞÄ-
ÐÞÌ Ë ÆËÔÍÓÇÕÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÂ �Ai.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÕÇÒÇÓß ÄÂÍÖÖÏÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ (2.1) Ë ×ÑÓÏÖÎÞ
(2.2), (2.3) ÒÓË m � v � i, i � 1; 2; 3, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÔÖÏÏÞ ÄÂÍÖÖÏÐÞØ ÔÓÇÆÐËØ:X3

i�1



Ai�x; t�Ai�x 0; t�

� �
� �hc

�1
0

dm 2

�
d3p exp

�
ip�xÿ x 0��

�2p�32
�����������������
p2 �m 2

p 2B�m 2� : �7:3�

©ÆÇÔß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÕÑ, ÚÕÑ ÔÖÏÏÂX3
i�1

AR
ii �p� � 2B�m 2� �7:4�

ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ p. °ÔÕÂÄÛËÌÔâ Ä (7.3) ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÇÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕßá
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ-ÚÂÔÕÑÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ Ë Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ
�1=2�D1�z;m� (àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ¡ÆÂÏÂÓÂ) ÆÎâ
z2 > 0:�

d3p exp �ipz�
�2p�32

�����������������
p2 �m 2

p � ReD ����z;m�
���
z 0�0
� 1

2
D1�z;m�

���
z 0�0

:

�7:5�
¶ÖÐÍÙËâ ¡ÆÂÏÂÓÂ âÄÎâÇÕÔâ ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕßá ÒÓËÚËÐÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ (2.11) Ë ÒÓË z 2 > 0 ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ
×ÖÐÍÙËá ®ÂÍÆÑÐÂÎßÆÂ, Â ÒÓË z 2 < 0 ì ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá
¯ÇÌÏÂÐÂ:

1

2
D1�z;m� � mK1�m

�����
z 2
p
�

4p2
�����
z 2
p ; z 2 > 0 ; �7:6�

� mN1�m
���������
ÿz 2
p

�
8p

���������
ÿz 2
p ; z 2 < 0 :

°ÃÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÒÓË m � 0 ÔÄÑÆâÕÔâ Í ×ÖÐÍÙËË

1

2
D1�z� � 1

4p2z 2
; �7:7�

ÄÞÆÇÎâáÜÇÌ ËÊ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ (7.6) ÑÔÐÑÄÐÖá ÔËÐÅÖÎâÓ-
ÐÑÔÕß ÄÃÎËÊË ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÍÑÐÖÔÂ z 2 � 0:

1

2
D1�z;m� � 1

4p2z 2
� m 2

8p2
ln

m
��������
jz 2j

p
2

� . . . ; m
��������
jz 2j

p
5 1 :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (7.2) Ë (7.3) ÔÖÏÏÂ ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆ-
ÓÂÕËÚÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑ ÑÃÝÈÏÖ
V � L 3 ÒÑÎâ A�x; t� ÕÂÍÑÄÂ:
X3
i�1
h�D �Ai�2

� � �hc

�1
0

dm 2 B�m 2� �

� Lÿ6
�
V

d3x d3x 0

�xÿ x 0�2
m

�����
z 2
p

2p2
K1�m

�����
z 2
p
� �

� �hc

�
B0

Lÿ6

2p2

�
V

d3x d3x 0

�xÿ x 0�2 �
�1
0�

dm 2 B1�m 2��

� Lÿ6
m2

2p2

�
V

d3x d3x 0
K1�m

�����
z 2
p
�

m
�����
z 2
p

�
: �7:8�

©ÆÇÔß z 2 � �xÿ x 0�2.
¯ÂÔ ÃÖÆÇÕ ËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÕß, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÒÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ä

×ËÅÖÓÐÞØ ÔÍÑÃÍÂØ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÌ B0 Ë ÚËÔÕÑ ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÄÇÎËÚËÐÇ, ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÑÄ Ë
×ÑÓÏÞ ÑÃÝÈÏÂ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ Ë ÒÑ ÒÑÓâÆÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ ÓÂÄ-
ÐÑÌ Lÿ2. £ÏÇÔÕÇ Ô ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ �hc, ÐÑ ÃÇÊ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ
ÒÑ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâÏ ÒÑÎâ A, ÑÐÂ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (2.99)
ÍÐËÅË ´ËÓÓËÐÅÂ [36]. ¿ÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ, ÑÆÐÂÍÑ, ÆÇÏÑÐÔÕÓË-
ÓÖÇÕ ÐÂÏ, ÚÕÑ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÑÃÝÈÏÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÇ ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÑÇ
ÒÑÎÇ ÔÕÑâÚÇÌ ÄÑÎÐÞ. ¹ÕÑ ÉÇ ÍÂÔÂÇÕÔâ B0, ÕÑ àÕÑ, ÍÂÍ ÖÉÇ
ÖÒÑÏËÐÂÎÑÔß ÓÂÐÇÇ, ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ×ÑÕÑÐÂ
ÒÑÎÇÏ A�x� ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ Ë, ÍÂÍ ÄÔâÍÂâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß, ÑÐÂ
ÊÂÍÎáÚÇÐÂ ÏÇÉÆÖ ÐÖÎÈÏ Ë ÇÆËÐËÙÇÌ.

´ËÓÓËÐÅ Ä ÔÄÑÇÌ ÍÐËÅÇ [36] ÆÇÎÂÇÕ ÄÂÉÐÑÇ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÍÑÐÇÚÐÑÏÖ ÑÃÝÈÏÖ ×ÎÖÍÕÖ-
ËÓÖáÜËØ ÄÂÍÖÖÏÐÞØ ÒÑÎÇÌ.

"°ÆÐÂÍÑ ÄÔÇ ÄÇÎËÚËÐÞ, ÑÃÔÖÉÆÂÄÛËÇÔâ ÄÞÛÇ, ÐÇ
ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓËÐËÏÂÕß ÔÎËÛÍÑÏ ÔÇÓßÈÊÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÔÇ ÑÐË ì
àÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÞÎÑÍÂÎßÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
ÒÓË ÕÑÚÐÑ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË. ®Þ ÄËÆÇÎË, ÚÕÑ ÑÐË
ÑÃÎÂÆÂáÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏË ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÏË ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËâÏË. ±ÑàÕÑÏÖ ËØ ÐÇÎßÊâ ÐÂÊÞÄÂÕß ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÏË,
ÄÇÆß ÎáÃÑÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÊÂÐËÏÂÇÕ ÍÂÍÑÇ-ÕÑ ÄÓÇÏâ,
Ë ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÒÓÑËÐ-
ÕÇÅÓËÓÑÄÂÐÐÞÏË ÒÑ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇ-
ÏÇÐÐoÂ ÏÖ ÑÃÝÈÏÖ Ô ÐÇÓÇÊÍËÏË ÅÓÂÐËÙÂÏË. ¹ÕÑÃÞ ÔÆÇÎÂÕß
ÄÂÍÖÖÏÐÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÏÂÎÞÏË, ÐÂÆÑ ÓÂÊÏÂÊÂÕß ÅÓÂ-
ÐËÙÞ ÑÃÝÈÏÂ ÒÑ ÑÃÎÂÔÕË, ÃÑÎßÛÇÌ ÚÇÏ �h=mc."

¿ÕÑ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ, ÍÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ÏÑÉÐÑ ÑÕÐÇÔÕË Ë Í ÇÅÑ
×ÑÓÏÖÎÇ (2.99),
�D�A�2� � �hcLÿ6

�
V

dV dV 0
1

2
D 1�xÿ x 0� � �hcLÿ2 ;

ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÄÂÍÖÖÏÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÓÇÆÐÇÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÏ ÑÃÝÈÏÇ � L3. °ÆÐÂÍÑ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÌ ÔÓÇÆÐËÌ ÍÄÂÆÓÂÕ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÍÑÐÇÚÇÐ, ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË, ØÑÕâ ÐÂÌÆÇÐ
ÎËÛß ÒÓË tÿ t 0 � 0. ´ÂÍÑÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÑÃâÊÂÐ ÚÈÕÐÑÔÕË
D 1�z� ÒÑ z a, a � 0; 1; 2; 3.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ ´ËÓÓËÐÅÂ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÔÓÇÆÐÇ-
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÂâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÒÑÎâ A�x�, ÐÇ
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ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÅÑ Ô ÄÂÍÖÖÏÐÞÏ ÕÑÍÑÏ jm�x�. ¬ÓÑÏÇ
ÕÑÅÑ, ÑÐÂ ÐÇ ÒÓÑÔÖÏÏËÓÑÄÂÐÂ ÒÑ ÆÄÖÏ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâÏ
ÒÑÎâ A. µÚÈÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ë ÆÄÖØ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÌ àÍÄË-
ÄÂÎÇÐÕÇÐ ÖÏÐÑÉÇÐËá ×ÑÓÏÖÎÞ ´ËÓÓËÐÅÂ ÐÂ 2B0 Ë ÔÑ-
ÄÒÂÆÇÐËá ÇÈ Ô ÒÇÓÄÞÏ ÚÎÇÐÑÏ Ä (7.8).

¦ÔÎË ÑÃÝÈÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâV ÄÞÃÓÂÐ Ä ÄËÆÇ ÍÖÃÂ Ô ÓÇÃÓÑÏ
L, ÕÑ ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ

Lÿ4

2p2

�
V

d3x d3x 0

z 2
� Lÿ4

�
V

d3x d3x 0D 1�z� ;

ÅÆÇ z 2 � z 2 ÿ z 20 , z � xÿ x 0, z 0 � c�tÿ t 0�, àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÕÓÑÌÐÞÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ

1

2p3

�
d3K
K

�
sin K1 sin K2 sin K3

K1K2K3

�2

cos

�
2z 0K
L

�
; K � jKKj ;

ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ Ki � kiL=2, i � 1; 2; 3, ÅÆÇ ki ì ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ k Ä ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË
×ÖÐÍÙËË D 1�z�.

£ ×ÑÓÏÖÎÇ (7.8) àÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ, ÖÏÐÑÉÇÐÐÂâ ÐÂ Lÿ2,
×ËÅÖÓËÓÖÇÕ ÒÓË z 0 � 0, ÍÑÅÆÂ ÍÑÔËÐÖÔ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä 1.
ªÐÕÇÅÓÂÎ

R �
�
d3K
K

�
sin K1 sin K2 sin K3

K1K2K3

�2

� 17;70

(³.. ÇÃÇÆÇÄ, ÚÂÔÕÐÑÇ ÔÑÑÃÜÇÐËÇ), ÕÂÍ ÚÕÑ �1=2p3�R �
� 0;2854. ¯Ñ Ë ÒÓË jz 0j < L=2 ÍÑÔËÐÖÔ ÏÂÎÑ ÏÇÐâÇÕ
ËÐÕÇÅÓÂÎ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ à××ÇÍÕËÄÐÞ Ki � 1. µÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ
z 0 Ä ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÿL=2 < z 0 < L=2 ÊÂÏÇÐâÇÕ ÍÑÔËÐÖÔ ÇÅÑ
ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ

Lÿ1
� L=2

ÿL=2
dz 0 cos

�
2z 0K
L

�
� sin K

K
:

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÂâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÎâ A Ä ÑÃÝÈÏÇ V ÍÑÐÇÚÐÂ, ÄÑÊÓÂÉÇÐËÇ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÇÈ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÔÕË ÑÕÒÂÆÂÇÕ.

±ÓËÚËÐÂ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ Ä
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÑÐÂ ÄÞÓÂÉÇÐÂ ÚÇÓÇÊ ÚÈÕÐÖá ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÊÂÏÇÐÞ z! ÿz ×ÖÐÍÙËá D 1�z�. ¿ÕËÏ ÖÐËÍÂÎßÐÞÏ ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÑÏ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÒÓËÚËÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ

D��z� � �D�z� � i

2
D 1�z� ;

ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕßá ÍÑÕÑÓÑÌ âÄÎâÇÕÔâ �1=2�D 1�z�. ±ÑàÕÑÏÖ
D��z� Ë D��z;m� ÊÂÄËÔâÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ z 2. ¥ÓÖÅËÇ ÔËÐÅÖÎâÓ-
ÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÊÂÄËÔâÕ ÇÜÈ ÑÕ ÊÐÂÍÂ ÄÓÇÏÇÐË z 0. ¯ÂÒÓËÏÇÓ,
ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ±ÂÖÎË ë«ÑÓÆÂÐÂ [52]

D�z;m� � 2e�z 0� �D�z;m� �
�
d3p exp �ipz�
�2p�3p 0

sin �p 0z 0�

ËÊ-ÊÂ ÐÇÚÈÕÐÑÔÕË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÊÂÏÇÐÞ z 0 ! ÿz 0 ÑÃÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓË z 0 � 0. ´ÑÅÆÂ, ÍÂÍ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂâ
×ÖÐÍÙËâ z 2, ÑÐÂ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá Ë ÄÑ ÄÔÇÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ-
ÒÑÆÑÃÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË z 2 > 0.

¦ÔÎË ÄÏÇÔÕÑ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ A�x� ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß
×ÎÖÍÕÖÂÙËË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ E�x� � ÿqA=c qt, ÕÑ
ÆÎâ ÇÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑ ÑÃÝÈÏÖ V ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑ
ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß �E � �o=c��A, ÅÆÇ o ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ à××ÇÍ-
ÕËÄÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎÇÌA ËE ÄÐÖÕÓË ÑÃÝÈÏÂV.
°ÐÂ ÃÎËÊÍÂ Í cLÿ1, ÕÂÍ ÚÕÑ �E � Lÿ1 �A. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ
ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÎâ

E Ä ÑÃÝÈÏÇ V ÒÑÎÖÚËÏ

X3
i�1


�D �Ei�2
� � �hcZ3

Lÿ8

2p2

�
V

d3x d3x 0

�xÿ x 0�2 � . . . �7:9�

©ÆÇÔß Ë ÐËÉÇ ÏÞ ÒÇÓÇØÑÆËÏ Í ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâÏ Z3 Ë r�m 2�
ÄÏÇÔÕÑ ÛÄËÐÅÇÓÑÄÔÍËØ B0 Ë B1�m2�.

¹ËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß, ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ
×ÑÓÏÞ ÑÃÝÈÏÂ, ÕÇÒÇÓß ÒÑÓâÆÍÂ Lÿ4. ±ÑÎÖÚÇÐÐÖá ÄÇÎË-
ÚËÐÖ, ËÏÇáÜÖá ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß àÓÅ ÔÏÿ3, ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß
(ÖÏÐÑÉËÄ ÐÂ 1=2) ÒÎÑÕÐÑÔÕßá àÐÇÓÅËË ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜÇÅÑ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÑÃÝÈÏÇ V. ´ÂÍÑÌ ÉÇ, ÑÚÇÄËÆÐÑ,
ÃÖÆÇÕ Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜÇÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä ÑÃÝÈÏÇ V, ÄÇÆß H�x� � rotA�x�. ±ÓâÏÑÇ ÆÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎßÔÕÄÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ àÕËØ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÔÏ. Ä [46, æ 90].

³ÖÏÏËÓÖâ ÑÃÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë ÖÏÐÑÉÂâ ÐÂ ÑÃÝÈÏ, ÒÑ-
ÎÖÚËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

�hcZ3
Lÿ5

2p2

�
V

d3x d3x 0

�xÿ x 0�2 � Z3
�hc

L
�7:10�

ÆÎâ ÑÙÇÐÍË àÐÇÓÅËË ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜÇÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÑÃÝÈÏÇ V � L3. ³ÓÂÄÐËÄÂâ àÕÖ àÐÇÓÅËá ÔÑ
ÔÆÄËÅÑÏ ÐÖÎÇÄÑÌ àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÏ Ë ÍÖÃËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ,

EB;L � aB;L
�hc

L
; �7:11�

ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ×ÑÓÏÞ ÑÃÝÈÏÂ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ Ë
×ÑÓÏÞ ÑÃÝÈÏÂ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ, ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ aB;L ÒÓÑÒÑÓ-
ÙËÑÐÂÎßÐÞ Z3. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÓÂÊËÕÇÎßÐÂâ ÃÎËÊÑÔÕß
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ aB;L Í ÍÑÐÇÚÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇ-
ÐËá 4pa, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏÖ ÂÄÕÑÓÑÏ ÆÎâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ Z3 �
� a=a0 � 4pa [8, 9], ÐÇ ÔÎÖÚÂÌÐÂ, Â âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ
×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÓÂÄÐÑÄÓÇÏÇÐÐ�yØ Ë ÐÇÓÂÄÐÑÄÓÇÏÇÐÐ�yØ
ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÔÒÇÍÕÓÂÎß-
ÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ¹ÇÎÎÇÐÂ ëÇÏÂÐÂ ÆÎâ ÕÑÚÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË ¤ÓËÐÂ ×ÑÕÑÐÂ.

£ÇÓÐÈÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ×ÑÓÏÖÎÇ (7.10), ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÌ
ÔÑÃÑÌ ÑÙÇÐÍÖ àÐÇÓÅËË ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜÇÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÑÃÝÈÏÇ V, Ë ÊÂÒËÛÇÏ ÇÈ ÆÎâ ÍÖÃÂ, ËÔÒÑÎßÊÖâ
ÐÂÌÆÇÐÐÑÇ ³.. ÇÃÇÆÇÄÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ

Lÿ4

2p2

�
L3

d3x d3x 0

�xÿ x 0�2 �
R

2p3
� 0;2854 :

´ÑÅÆÂ ×ÑÓÏÖÎÂ (7.10) ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ:

�hcZ3
Lÿ5

2p2

�
L3

d3x d3x 0

�xÿ x 0�2 � Z3 � 0;2854
�hc

L
: �7:12�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÂÄÕÑÓÑÏ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ
Z3 � 4pa ÑÚÇÐß ÃÎËÊÍÑ Í aB;L, ÕÑ ÑÙÇÐËÄÂÇÏÂâ àÐÇÓÅËâ
(7.12) ÄÐÖÕÓË ÍÖÃÂ Ô "ÓÂÊÏÞÕÞÏË ÅÓÂÐËÙÂÏË" Ä 3,5 ÓÂÊÂ
ÏÇÐßÛÇ ÕÑÚÐÑÌ àÐÇÓÅËË (7.11),

EB;L � aB;L
�hc

L
;

ÄÐÖÕÓË Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ Ô ËÆÇ-
ÂÎßÐÑ ÒÓÑÄÑÆâÜËÏË ÔÕÇÐÍÂÏË. ªÏÇÐÐÑ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑ-
ÄËâ (4.2) ÐÂ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÅÓÂÐËÙÂØ ÑÒÓÇÆÇÎËÎË ÔÒÇÍÕÓÞ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÐÖÕÓË
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ, ËØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ, ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÇ
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ÏÑÆÞ Ë ÆÓÖÅËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË. ±ÑÆÚËÐÇÐËÇ ÄÂÍÖÖÏÐÞØ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÎÑ ÓÂÃÑÕÞ
ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ ÒÓË ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ, ÖÄÇÎËÚËÄÛÇÌ,
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÊÂÍÑÐÖ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË, àÐÇÓÅËá ÐÖÎÇÄÞØ
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÒÑÎâ ÄÐÖÕÓË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÕÑÌ,
ÍÑÕÑÓÂâ ÃÞÎÂ Ä àÕÑÏ ÑÃÝÈÏÇ Ä ÇÅÑ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ.

©ÄÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÂâ ÑÙÇÐÍÂ àÐÇÓÅËË ÒÑÎâ Ä
Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÑÙÇÐÍË (7.12) ÆÎâ
ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÊÂÏÇÐÑÌ ÚËÔÎÂ 0,2854 ÚËÔÎÑÏ
0;2962 � �3=4p��6=p�1=3. ´ÑÅÆÂ ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß (7.12) ËÊÏÇ-
ÐËÕÔâ ÐÂ

Z3 � 0;2962 �hc

L
� Z3 � 0;3675 �hc

2r
; �7:13�

ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÃÇÊÓÂÊÏÇÓËÄÂáÜÂâ ÆÎËÐÂ L ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÍÖÃËÚÇÔÍËÏ ÍÑÓÐÇÏ ÑÃÝÈÏÂ: L � V 1=3.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÞÇ ÑÙÇÐÍË (7.12), (7.13)
ÒÓËÏÇÓÐÑ ÄÕÓÑÇ ÐËÉÇ ÕÑÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ àÐÇÓÅËË. ±ÑÆ-
ÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÂÔÚÈÕÂ ÔÆÄËÅÂ
àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ, ÇÅÑ ÒÓËÃÎË-
ÉÈÐÐÂâ ÑÙÇÐÍÂ Ä ÕÑÏ ÉÇ ÑÃÝÈÏÇ Ô "ÓÂÊÏÞÕÞÏË ÅÓÂÐË-
ÙÂÏË" ÐÇ ÔÕÂÎÍËÄÂÇÕÔâ Ô ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕâÏË Ë ÐÇ ÐÖÉÆÂÇÕÔâ
Ä ËØ ÖÔÕÓÂÐÇÐËË.

8. ³ÆÄËÅ ÐÖÎÇÄÑÌ àÐÇÓÅËË
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ
ÍÂÍ ËÊÏÇÓËÏÂâ ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ

±Ñ ÒÑÄÑÆÖ ÓÂÔÚÈÕÂ àÐÇÓÅËË¬ÂÊËÏËÓÂ¥Ç £ËÕÕ [42] ÒËÛÇÕ,
ËÏÇâ Ä ÄËÆÖ ÔÎÑÌ ÄÂÍÖÖÏÂ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ËÆÇÂÎßÐÑ ÒÓÑ-
ÄÑÆâÜËÏË ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏË ÒÎÑÔÍÑÔÕâÏË:

"ªÔÒÑÎßÊÖâ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÌ ÊÂÍÑÐ (4.1) ÆÎâ ÆÂÄ-
ÎÇÐËâ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ ¬ÂÊËÏËÓÂ, â ÕÓÇÃÑÄÂÎ, ÚÕÑÃÞ ÒÓÑÄÑÆ-
ÐËÍË ÆÄËÅÂÎËÔß ÏÇÆÎÇÐÐÑ. ¦ÔÎË ÃÞ â ÆÑÒÖÔÕËÎ ÐÂÎËÚËÇ
ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÊÂÏÇÕÐÑÅÑ ÖÔÍÑÓÇÐËâ, ÕÑ ÒÓÑÄÑÆÐËÍË ÔÕÂÎË
ÃÞ ËÊÎÖÚÂÕß ×ÑÕÑÐÞ Ë àÐÕÓÑÒËâ ÄÐÖÕÓË ÔÎÑâ ÔÕÂÎÂ ÃÞ
ÄÑÊÓÂÔÕÂÕß. £ÐÂÚÂÎÇ ÏÑÉÇÕ ÒÑÍÂÊÂÕßÔâ ÖÆËÄËÕÇÎßÐÞÏ,
ÚÕÑ, ÖÔÍÑÓââ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÞÌ ÒÓÑÄÑÆÐËÍ, ÏÑÉÐÑ ÓÑÉÆÂÕß
×ÑÕÑÐÞ, ÑÆÐÂÍÑ ÍÂÉÆÞÌ ÔÓÂÊÖ ÉÇ ÄÔÒÑÏÐËÕ, ÚÕÑ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÞÇ ÔÎÑË ÓÇÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ ÐÇÔÖÕ ÕÑÍË. ³ÄÑÃÑÆ-
ÐÞÇ àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÕ Ô
ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÕÂÍ
ÉÇ, ÍÂÍ ÑÐË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÕ Ô ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ, Ë
ÑÃÓÂÊÖáÕ (ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ. ì £²) ÕÑÍË ËÏÇÐÐÑ ÕÂÍÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÅÂÓÂÐÕËÓÖáÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ (ÏÂÍÓÑ-
ÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ. ì £²) ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÅÓÂ-
ÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß
ÄÔÇ (ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ. ì £²) ×ËÊËÚÇÔÍËÇ âÄÎÇÐËâ ÄÐÇ
ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ, ÕÑ ÄÑÑÃÜÇ ÐÇÕ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÔÔÞÎÂÕßÔâ ÐÂ
ÕÑÍË, ÍÂÍ àÕÑ ÆÇÎÂÎÑÔß ÔÇÌÚÂÔ".

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÐÂ
ËÆÇÂÎßÐÑ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ ÑÃÑÎÑÚÍÇ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ,
ÚÕÑÃÞ ÑÃÝâÔÐËÕß ÄÔÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËâ Ë ÑÕÓÂÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÄÐÖÕÓË ÓÇÊÑÐÂ-
ÕÑÓÂ. °ÆÐÂÍÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÃÑÎßÛÂâ ÓÂÊÐËÙÂ ÏÇÉÆÖ ÄÑÊ-
ÃÖÉÆÇÐËÇÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ, ÒÑÅÓÖÉÈÐ-
ÐÑÅÑ Ä ÒÑÎÇ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ, ÔÒÇÍÕÓ Ë
ÏÑÜÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÔÇÅÆÂ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÞ, Ë ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇÏ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ, ÒÑÅÓÖÉÈÐÐÑÅÑ Ä ÄÂÍÖÖÏ
Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑ ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜËÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ, ÔÒÇÍÕÓ àÐÇÓÅËË ÍÑÕÑÓÑÅÑ

�ho
2

V4po2 do

�2pc�3 2 �8:1�

ÓÂÆËÍÂÎßÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÔÒÇÍÕÓÂ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÑÄ. ´ÂÍÑÌ ÔÒÇÍÕÓ ÒÓËÄÈÎ ÃÞ Í ÓÂÔØÑÆâÜÇÌÔâ ÍÂÍ o4

àÐÇÓÅËË ÄÐÖÕÓË ÑÃÝÈÏÂV ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ, ÇÔÎË ÃÞËÏÇÐÐÑ ÑÐÂ
ÃÞÎÂ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ.

£ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË, ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ âÄÎâ-
ÇÕÔâ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÐÖÎÇÄÑÌ àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
Ä ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ, ÄÞÊÄÂÐÐÑÇ ÒÑâÄÎÇÐËÇÏ Ë ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÞÏ
ÑÕÓÂÉÇÐËÇÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÑÕ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ
ÔÕÇÐÑÍ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÄÑ ÄÓÇÏâ ÇÅÑ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ, ÍÂÍ àÕÑ
ÑÒËÔÂÐÑ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÓÂÊÆÇÎÂ.

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ Ä ÔÑÃÓÂÐÐÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ
ËÊÃÞÕÑÍ ÐÖÎÇÄÑÌ àÐÇÓÅËË Ë ÆÂÄÎÇÐËâ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô
ËØ ÊÐÂÚÇÐËâÏË Ä ÕÑÏ ÉÇ ÑÃÝÈÏÇ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÓÇÊÑÐÂ-
ÕÑÓÂ.

¿ÕË àÐÇÓÅËá Ë ÆÂÄÎÇÐËÇ ÐÇÔÖÕ ÄÒÑÎÐÇ ÓÇÂÎßÐÞÇ ÐÂ-
ÃÎáÆÂÇÏÞÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÔÕÑâÚËÇ ÄÑÎÐÞ, ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâáÜËÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ (4.2) ÃÎÂÅÑ-
ÆÂÓâ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÏÖ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá Ô ÏËÍÓÑÕÑ-
ÍÂÏË ì ÕÑÍÂÏË ÔÏÇÜÇÐËâ ÐÂ ËÆÇÂÎßÐÑ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕË. ¦ÔÎË ÄÑÎÐÂ, ÒÂÆÂáÜÂâ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß, ËÏÇÇÕ
ÐÇÐÖÎÇÄÖá ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÖá ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÕÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ rotH �
� qE=c qt ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÇ ÒÑÎÇ. £ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß, àÕÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÑÅÎÂÔÐÑ
ÆÓÖÅÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ rotE 0 � ÿqH=c qt ÔÑ-
ÊÆÂÈÕ ÐÂ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÇ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ E 0 � ÿE, Â qE 0=qt ì ÒÑÎÇ H 0 � ÿH,
Ë ÖÔÎÑÄËÇ (4.2) ÄÑÔÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ.

¶ËÅÖÓËÓÖáÜËÇ ÊÆÇÔß ÒÑÎâ E ËH ÔÖÕß ÐÇ ÚÕÑ ËÐÑÇ, ÍÂÍ
ÒÑÎâ

������
Z3

p
Ein,

������
Z3

p
Hin, ÒÑÒÂÄÛËÇ ÄÐÖÕÓß ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Ë

ÔÕÂÄÛËÇ ÓÇÂÎßÐÞÏË ÒÑÎâÏË Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÑÃÉÂÕËâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
ÄÂÍÖÖÏÇ ÒÓË ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ. °ÐË ÒÑÎÖÚËÎË
àÐÇÓÅËá ÊÂ ÔÚÈÕ ÓÂÃÑÕÞ ÑÃÉËÏÂáÜËØ ÔËÎ ÒÓÑÕËÄ ÔËÎ
ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÆÂÄÎÇÐËâ. ³ÒÇÙËÂÎËÔÕÞ ÒÑ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂÏ Ë ÑÃÝ-
ÈÏÐÞÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂÏ ÒÓÑÙÇÔÔ ÒÑâÄÎÇÐËâ àÕËØ ÐÇÔÖÜËØ
àÐÇÓÅËá ÄÑÎÐ ÐÂÊÞÄÂáÕ "ÔÅÓÇÃÂÐËÇÏ" (ÍÑÏÒÓÇÔÔËÇÌ)
ÄÂÍÖÖÏÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ (ÔÏ. [53, 54]). °ÐË ÔÄâÊÂÐÞ Ô
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËÏË ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÞÏË ÒÑÎâÏË ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÚÇÔÍËÏË ÖÔÎÑÄËâÏË

A�x; t� !
������
Z3

p
Ain
out
�x; t� pri t! �1 ;

�8:2�

0jA�x�jpl� � ������

Z3
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0jAin

out
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Ë ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÏÂÕÓËÚÐÞÏË àÎÇÏÇÐÕÂÏË
àÕËØ ÒÑÎÇÌ ÏÇÉÆÖ ÄÂÍÖÖÏÐÞÏ Ë ÑÆÐÑ×ÑÕÑÐÐÞÏ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâÏË (ÔÏ. [34, ææ 111, 112], [35, æ 5.1.2]).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÐÖÎÇÄÑÌ àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ ÔÕÂÎÑ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ
×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ. £ÑÕ ÚÕÑ ÒËÛÇÕ ÒÑ àÕÑÏÖ ÒÑÄÑÆÖ
ÖÍÑÛ [27]:

"²ÂÃÑÕÂ, ÕÓÇÃÖÇÏÂâ ÆÎâ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÓÂÊÏÇÓÑÄ ËÎË ×ÑÓ-
ÏÞ ÒÑÎÑÔÕË, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÊÏÇÓÇÐÂ. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÊÂÍÑÐÖ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÑÐÂ ÓÂÄÐÂ ËÊÏÇÐÇÐËá ÔÆÄËÅÂ ÐÖÎÇÄÑÌ
àÐÇÓÅËË. ±ÑàÕÑÏÖ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÔÆÄËÅÂ ÐÖÎÇÄÑÌ àÐÇÓÅËË
âÄÎâÇÕÔâ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÄÇÎË-
ÚËÐÑÌ. °ÆÐÂÍÑ ÒÑÎÑÔÕß ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ×ËÊËÚÇÔÍË ÓÇÂÎË-
ÊÖÇÏÑÌ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ, Ä ÒÓËÐÙËÒÇ. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏÂâ
ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÂâ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕß ÅÓÂÐËÙÞ ÆÎâ ÄÔÇØ ÚÂÔÕÑÕ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÒÓËÇÏÎÇÏÑÌ àÍÔÕÓÂÒÑÎâÙËÇÌ ËÊ ÑÒÞÕÂ, ÐÇ
ÐÂØÑÆâÜÇÌÔâ Ä ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËË Ô ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞÏË ÊÂÍÑ-
ÐÂÏË ×ËÊËÍË".
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9. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

£ÇÓÐÈÏÔâ ÊÆÇÔß Í ÄÑÒÓÑÔÖ Ñ ÕÑÏ, ÒÑÚÇÏÖ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ aB Ë aL, Â ÄÏÇÔÕÇ Ô ÐËÏË Ë ÔÂÏË ÔÆÄËÅË EB Ë EL

àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÏ Ë ÍÖÃËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ, ÕÂÍ ÃÎËÊÍËì ËØ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇÏÇÐßÛÇ 0,8% (ÔÏ. (4.15) Ë (4.14)).

´ÂÍ ÍÂÍ ÓÂÆËÖÔ r Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Ë ÓÇÃÓÑ L
ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ L � 2r, ÕÑ ÍÖÃ ÑÒË-
ÔÞÄÂÇÕ Ô×ÇÓÖ. £ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß [9], ÚÕÑ ÆÎâ
ÎáÃÑÅÑ ÏÐÑÅÑÅÓÂÐÐËÍÂ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÅÑ Ô×ÇÓÖ, ÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇ ÒÎÑÜÂÆË S ÇÅÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Í ÇÅÑ ÑÃÝÈÏÖ V ÕÑÚÐÑ
ÕÂÍÑÇ ÉÇ, ÍÂÍ ÆÎâ ÔÂÏÑÌ Ô×ÇÓÞ:

S

V
� 3

r
: �9:1�

¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, àÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ Ë ÐÂ ÖÓÇÊÂÐ-
ÐÞÇ ÍÑÐÖÔ Ë ÙËÎËÐÆÓ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ Ô×ÇÓÖ. ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕË
àÕËØ ×ËÅÖÓ ÔÑÔÕÑâÕ ËÊ ÍÖÔÍÑÄ ÐÖÎÇÄÑÌ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÍÓË-
ÄËÊÐÞ. °ÐË ÅÑÏÇÑÏÑÓ×ÐÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ
Ô×ÇÓÞ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ
(9.1). ²ÇÊÑÐÂÕÑÓÞ Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ (9.1)
ÃÖÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÂÕß ÃÖÍÄÑÌ g.

±ÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Í d-ÏÇÓ-
ÐÑÏÖ ÆÎâ ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ S Ë V ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß
(9.1) ÐÖÉÐÑ ÊÂÏÇÐËÕß ÐÂ d=r. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÍÖÃ Ä d-ÏÇÓÐÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ËÏÇÇÕ 2d ÅÓÂÐÇÌ ÒÎÑÜÂÆßá Ldÿ1 ÍÂÉÆÂâ,
ÕÂÍ ÚÕÑ S=V � 2dLdÿ1=Ld � 2d=L � d=r.

°ÚÇÐß ËÐÕÇÓÇÔÐÑ ÐÂÌÕË ÏÐÑÅÑÅÓÂÐÐËÍ G, ÑÒËÔÞÄÂá-
ÜËÌ Ô×ÇÓÖ, ËÆÇÂÎßÐÑ ÒÓÑÄÑÆâÜÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÔÆÄËÅÂÇÕ àÐÇÓÅËá àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÂÍÖÖÏÐÞØ ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËÌ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ

EG � aG
�hc

2r
�9:2�

Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ aG, ÍÂÍ ÓÂÊ ÓÂÄÐÞÏ 4pa, Õ.Ç. a0aG � a. ³ËÏ-
ÏÇÕÓËâ ÕÂÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÑÄÂÎÂ ÃÞ ÑÃ
ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÐÖÎÇÄÞØ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ.

¬ÂÉÆÞÌ ÏÐÑÅÑÅÓÂÐÐËÍ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÌ Ô×ÇÓÖ, ÒÑÏËÏÑ
ÑÃÜÇÅÑ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ (9.1), ÑÃÎÂÆÂÇÕ
ÔÄÑËÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ ì
ÐÂÃÑÓÑÏ ÚËÔÇÎ f ÅÓÂÐÇÌ, e ÓÈÃÇÓ, v ÄÇÓÛËÐ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâáÜËØ ÒÓÂÄËÎÖ ¿ÌÎÇÓÂ fÿ e� v � 2. ¿ÕÑÕ ËÐÄÂÓËÂÐÕ Ä
ÒÂÓÇ Ô (9.1) ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÍÎÂÔÔ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ ÑÕÑÃÓÂ-
ÉÇÐËÌ ÏÐÑÅÑÅÓÂÐÐËÍÂ ÐÂ Ô×ÇÓÖ Ë ÇÅÑ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÅÑÏÑÕÑ-
ÒËÚÇÔÍËÏ (ÔÏ. æ 1.3 Ä [57]).

¬ ÔÑÉÂÎÇÐËá, ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÐÇ ÓÂÔÔÚËÕÂÐ ÔÆÄËÅ àÐÇÓÅËË
ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÙËÎËÐÆÓË-
ÚÇÔÍËÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÏ, ÒÓÑÄÑÆâÜÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ Ô×ÇÓÖ (ÙËÎËÐÆÓ ÓÂÆËÖÔÂ r Ô ÆÎËÐÑÌ ÑÃÓÂÊÖá-
ÜÇÌ L � 2r). ¸ËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËÌ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÎ Ä ÔÄÑËØ ÎÇÍÙËâØ ¶ÇÌÐÏÂÐ [55]. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, Ä
ÍÐËÅÇ [56] ÑÐ ÊÂÏÇÕËÎ, ÚÕÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÐÖÎâÏË ×ÖÐÍÙËÌ ¢ÇÔÔÇÎâ.

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÙËÎËÐÆÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Ô ÑÃÑÎÑÚÍÑÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ Ô×ÇÓÖ,
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (ÔÏ. [48]):
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ÆÎâE- ËH-ÄÑÎÐ. ©ÆÇÔßm, n, pìÙÇÎÞÇ ÚËÔÎÂ, Â nmn Ë mmn ì
ÐÖÎË ×ÖÐÍÙËÌ ¢ÇÔÔÇÎâ Ë ËØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ:

Jm�nmn� � 0 ; J 0m�mmn� � 0 : �9:4�

¯Ç ËÔÍÎáÚÇÐÑ, ÚÕÑ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËÌ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓ Ô
ÑÃÑÎÑÚÍÑÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ Ô×ÇÓÖ, ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ ÕÇÏ
ÔÂÏÞÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÏ G, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÔÆÄËÅ àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓ-
ÏÖÎÑÌ (9.2) Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ aG, ÍÂÍ ÓÂÊ ÓÂÄÐÞÏ 4pa.

´ÂÍ ÍÂÍ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ g, ÑÃÑÎÑÚÍÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ Ô×ÇÓÖ, ÑÕÐÑÛÇÐËÇ S=V � 3=r, ÕÑ ÔÆÄËÅ Eg àÐÇÓ-
ÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÂÍ ÓÂÃÑÕÖ
ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ ÒÓÑÕËÄ ÔËÎÞ ËÊÃÞÕÑÚÐÑÅÑ ÆÂÄÎÇÐËâ ÄÐÖÕÓË
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÐÂ ÆÎËÐÇ r:

Eg � ag
�hc

2r
� ag

�hc

6

Sg

Vg
� Eg

3Vg
Sgr � pgSgr ; �9:5�

ÅÆÇ pg � Eg=3Vg ì ÓÂÊÐÑÔÕß ÆÂÄÎÇÐËâ ÄÐÖÕÓË Ë ÄÐÇ
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÆÄËÅË àÐÇÓÅËË Eg Ë ÆÂÄÎÇÐËâ pg ÐÖÎÇÄÞØ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÐÖÕÓË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ
g ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË

Eg � ag
�hc

2r
; pg � Eg

3Vg
; �9:6�

ÕÑ ÆÂÄÎÇÐËÇ Ë ÑÃÝÈÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ g ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

pgV
4=3
g � 1

3
ag

�
Vg

VL

�1=3

�hc ; VL � L3 � 8r3 ; �9:7�

ÒÑÆÑÃÐÞÏ ÂÆËÂÃÂÕÇ ÚÈÓÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ:

pV 4=3 � 1

4

�
45

4p2

�1=3

S 4=3�hc � p2

45

�
p2N
2z�3�

�4=3

�hc ; �9:8�

ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÇÌÔâ ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÑÏ àÐÕÓÑÒËËS Ë ÔÓÇÆÐÇÅÑ
ÚËÔÎÂ ×ÑÕÑÐÑÄ N (ÔÏ. [58, æ 63]).

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ËÏÇÇÕ Ë ÂÆËÂÃÂÕÂ ÖÎßÕÓÂ-
ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ×ÇÓÏË-ÅÂÊÂ (ÔÏ. [58, æ 61]).

¡ÐÂÎÑÅËâ ×ÑÓÏÖÎÞ (9.7) Ô ÂÆËÂÃÂÕÑÌ ÚÈÓÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇ-
ÐËâ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ
Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (9.7) ÇÔÕß àÐÕÓÑÒËâ (Ä ÔÕÇÒÇÐË 4=3) ÐÖÎÇÄÞØ
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÐÖÕÓË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ g.
°ÆÐÂÍÑ ÊÆÇÔß ÑÐÂ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ×ÑÓÏÞ ÒÑÎÑÔÕË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ
Ë ÍÑÐÇÚÐÂ ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ ÑÃÝÈÏÑÄVg=VL ÇÔÕß ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ÆÎâ
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ g, ÑÃÑÎÑÚÍÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ Ô×ÇÓÖ. ´ÂÍ
ÆÎâ ÍÖÃÂ, ÙËÎËÐÆÓÂ Ë Ô×ÇÓÞ àÕÑ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÓÂÄÐÑ 1, p=4 Ë
p=6.

¡ÆËÂÃÂÕÂ (9.7), ÔÄâÊÞÄÂáÜÂâ ÆÂÄÎÇÐËÇ ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇ-
ÃÂÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÐÖÕÓË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ g Ô ÇÅÑ
ÑÃÝÈÏÑÏ, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß àÐÇÓÅËá Eg ÐÖ-
ÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÒÑÎâ ÄÐÖÕÓË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÍÂÍ ÓÂÃÑÕÖ
ag�hc=2R ÒÓË ÇÅÑ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË ÒÎáÔ ÓÂÃÑÕÖ E ÒÓË ÇÅÑ
ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ �dS � 0� ÑÃÉÂÕËË, ÖÏÇÐßÛÂáÜÇÏ ÓÂ-
ÆËÖÔ ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ Ô×ÇÓÞ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ R ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËâ r
ÒÓË ÔÑØÓÂÐÇÐËË ×ÑÓÏÞ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ:

E �
� r

R

dE �
� r

R

�T dSÿ p dV� � ÿ
� r

R

p dV �

� ÿ 1

3
ag

�
Vg

VL

�1=3

�hc

� r

R

V ÿ4=3g dVg � ag
�hc

2r
ÿ ag

�hc

2R
: �9:9�

5*
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ªÏÇÐÐÑ ÑÃ àÕÑÌ ÓÂÃÑÕÇE ÅÑÄÑÓËÕÔâ Ä ÊÂÏÇÚÂÐËËÖÍÑÛÂ,
ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÏ ÄÞÛÇ.

£ ÓÂÃÑÕÂØ [2 ë 8] ÃÞÎÂ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÂ ÆÖÂÎßÐÂâ ÔÄâÊß
ÏÇÉÆÖ ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ ×ÑÕÑÐÑÄ ÕÑÚÇÚÐÞÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ
ÊÂÓâÆÑÏ, ÖÔÍÑÓÇÐÐÞÏ Ä 3� 1-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Ë ÓÑÉÆÇ-
ÐËÇÏ ÒÂÓ ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÍÄÂÐÕÑÄ ÖÔÍÑÓÇÐÐÞÏ ÕÑÚÇÚÐÞÏ ÊÇÓ-
ÍÂÎÑÏ Ä 1� 1-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.

±ÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÌ ÑÔÐÑÄÑÌ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË ÔÎÖÉËÕ ÔÄâÊß
ÏÇÉÆÖ ÒÓËÚËÐÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË Ä d- Ë dÿ 2-ÏÇÓÐÞØ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ:

D f
d �x; m� �

1

4p

�1
m2

dm 2 D f
dÿ2�x;m� ; d5 4 : �9:10�

±ÓËÚËÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËá

�ÿq2a � m2�D f
d �x; m� � dd�x� �9:11�

Ë ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ x 2, ÚÕÑ ÆÇÎÂÇÕ ÇÈ ÚËÔÕÑ
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ. £ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ d � 4 Ë
×ÖÐÍÙËâ D f

4 �x; m� Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË (9.10) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÏÂÔÔÑÌ m, ÒÓËÐËÏÂáÜÇÌ ÑÆÐÑ
ÎáÃÑÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÂÍ ÖÅÑÆÐÑ ÏÂÎÑÇ ËÎË ÆÂÉÇ ÐÖÎÇÄÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ. £ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ×ÖÐÍÙËâ D f

2 �x;m� ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ "ÚÂÔÕËÙÞ" Ô ÏÂÔÔÑÌ m, ÒÓËÐËÏÂáÜÇÌ
ÄÔÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ m4m <1. ´ÂÍÑÌ
"ÚÂÔÕËÙÇÌ" ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÂÓÂ ËÊ ÆÄÖØ ÓÂÊÎÇÕÂáÜËØÔâ Ä
ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÇ ÔÕÑÓÑÐÞ ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÞØ ÚÂÔÕËÙ, ÖÆÄÑÇÐ-
ÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô k� � k 0 � k 1 ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÂÏË ËÏÒÖÎßÔÂ ×ÑÕÑÐÂ: 2o � k�, 2o 0 � kÿ. ¢ÇÊÏÂÔÔÑ-
ÄÑÔÕß ÚÂÔÕËÙ, ÑÃÓÂÊÖáÜËØ ÏÂÔÔËÄÐÖá ÒÂÓÖ Ä 1� 1-ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ì ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÂâ ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ
ÚÇÓÕÂ ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÑÌ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÅÑÎÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍÖá ÆÖÂÎßÐÖá ÔÄâÊß (9.10)
ÒÓËÚËÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ ÆÎâ ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÅÑ Ë ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄ:

D f
4 �z; m� �

1

4p

�1
m2

dm 2 D f
2 �z;m� ; �9:12�

D f
2 �z;m� � i

�1
ÿ1

dy
4p

exp
�
im�z 1 sinh yÿ jz 0j cosh y�� : �9:13�

°ÃÇ ÄØÑÆâÜËÇ Ä àÕÖ ÔÄâÊß ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ âÄÎâáÕÔâ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏË ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË ÑÃÝÇÍÕÂÏË.
°ÐË ÄÞÓÂÉÇÐÞ ÚÇÓÇÊ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ z a Ô ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá
ÆÎËÐÞ Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ m, m Ô ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá ÑÃÓÂÕÐÑÌ
ÆÎËÐÞ. ±ÂÓÂÏÇÕÓ m ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÍÂÍ ÖÅÑÆÐÑ ÏÂÎÞÏ.

¥Îâ ÄÓÇÏÇÐËÒÑÆÑÃÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÊÂÓâÆÂ Ë ÊÇÓÍÂÎÂ

x a�t� � ÿx 1�t�; x 0�t��, tì ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÄÓÇÏâ, (9.14)

ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ z a � x a�t� ÿ x a�t 0� ÄÓÇÏÇÐËÒÑÆÑÃÇÐ Ë
ÎÇÉËÕ Ä �x; t�-ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ, ÍÂÍ Ë ÔÂÏÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ x a�t�.

¦ÔÎË ÆÎâ ÕÂÍÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (9.12), (9.13)
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÄÓÇÏÇÐËÒÑÆÑÃÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ z a; ÕÑ ImD f

4 �z; m�
ÏÑÉÐÑ ÊÂÏÇÐËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË

ImD f
4 �z;m� � Re

�
dok exp �ikaz a� �

� Re

�1
m 2

dm 2

4p

�1
ÿ1

dy
4p

exp �ikz� ; �9:15�

Ä ÍÑÕÑÓÞØ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ

k 0 � o� o 0 � m cosh y ; k 1 � oÿ o 0 � m sinh y ; �9:16�

ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ×ÑÕÑÐÂ, ËÊÎÖÚÈÐÐÑÅÑ ÊÂÓâ-
ÆÑÏ, Ë ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÒÂÓÞ ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÍÄÂÐÕÑÄ, ËÊÎÖÚÈÐÐÞØ
ÊÇÓÍÂÎÑÏ.

±ÓËÄÇÆÈÏ ÕÂÍÉÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÇÏÇÓÞ ÚËÔÎÂ ÔÑÔÕÑâÐËÌ
×ÑÕÑÐÂ

dok � d3k

�2p�32k 0
� dk� dkÿ
�4p�2

dj
2p

�9:17�

Ë ÚËÔÎÂ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÒÂÓÞ:

dk� dkÿ
�4p�2 � do do 0

�2p�2 �
dm 2 dy

�4p�2 : �9:18�

©ÆÇÔß

k� � k 0 � k 1 � 2o � me y ; �9:19�
kÿ � k 0 ÿ k 1 � 2o 0 � meÿy :

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÖÅÑÎj
âÄÎâÇÕÔâ ÙËÍÎËÚÇÔÍÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ, ÑÕ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÆÞÐÕÇ-
ÅÓÂÎßÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ.

µÏÐÑÉËÏ ÕÇÒÇÓß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (9.15) ÐÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÇ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ _x a�t� _xa�t 0� ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë ÒÓÑËÐ-
ÕÇÅÓËÓÖÇÏ ÇÅÑ ÒÑ t, t 0:��

dt dt 0 _x a�t� _xa�t 0� ImD f
4 �z; m� �

�
�1
m 2

dm 2

4p

�1
ÿ1

dy
4p
ju a�k�j2 �

�
�
do do 0

�2p�2
���bB

o 0o

���2 � �NB : �9:20�

©ÆÇÔß ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ 2-ÄÇÍÕÑÓ

ua�k� �
�1
ÿ1

dt _xa�t� exp
ÿÿikx�t�� : �9:21�

¬ÄÂÆÓÂÕ ÏÑÆÖÎâ àÕÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÍÄÂÆÓÂÕÑÏ
ÏÑÆÖÎâ b-ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ,��ua�k���2 � ��bB

o 0o

��2 ; �9:22�

ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÂÓ ÔÍÂÎâÓÐÞØ
ÍÄÂÐÕÑÄ (ÍÓÂÕÍÑ ì ÃÑÊÇ-ÒÂÓ), ËÊÎÖÚÂÇÏÞØ ÊÇÓÍÂÎÑÏ Ä
1� 1-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÞ (3.19), (3.21) Ä [8]).
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ bB

o 0o ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÔÍÂÎâÓÐÞÏ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇÏ ÓÇÛÇÐËÌ fino 0 Ë fouto
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ
(ÔÏ. (2.9) Ä [8]), ËÏÇÇÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÆÎËÐÞ Ë âÄÎâÇÕÔâ
ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ, ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÚÂÔÕÑÕ Ë
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ËÏÇáÜËØ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÔÕÇÒÇÐÇÌ
ÆÎËÐÞ Ë ÄÓÇÏÇÐË. ¿ÕÑ ÐÇ ÖÆËÄËÕÇÎßÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÍÄÂÐÕÑÄÂâ
ÕÇÑÓËâ ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ±ÎÂÐÍÂ.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÚËÔÎÑ ÔÑÔÕÑâÐËÌ (9.19) ÃÑÊÑÐÐÑÌ ÒÂÓÞ
ÕÑÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ, ÕÑ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÏÑÇ ÒÑÔÎÇÆÐËÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ Ä (9.20) ÒÑÎÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ
ÚËÔÎÑ �NB ÃÑÊÇ-ÒÂÓ, ËÔÒÖÜÇÐÐÞØ ÊÇÓÍÂÎÑÏ ÔÑ ÄÔÇÌ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËË ÊÂ ÄÔÈ ÄÓÇÏâ, âÄÎâÇÕÔâ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÏ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍËÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÊÇÓÍÂÎÂ.
£ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÎÇÄÂâ ÚÂÔÕß ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (9.20) ÔÄâÊÂÐÂ Ô
ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÑÏ ×ÑÕÑÐÂ Ä 3� 1-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ:

Im

��
dt dt 0 _x a�t� _xa�t 0�D f

4 �z; m� �
�
dok

��ua�k���2; �9:23�
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Ë ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÉÇÎÂÐËÇ ÔÓÂÄÐËÕß ÇÈ Ô ÒÑÎÐÞÏ ÔÓÇÆÐËÏ
ÚËÔÎÑÏ �N �1� ×ÑÕÑÐÑÄ, ËÔÒÖÜÇÐÐÞØ ÊÂÓâÆÑÏ, ÆÄËÉÖ-
ÜËÏÔâ ÒÑ ÕÑÌ ÉÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÚÕÑ Ë ÊÇÓÍÂÎÑ:

�N �1� � 2

�h
ImW �1� � 1

�hc

�
dok

�� ja�k���2; �9:24�

ÔÏ. (3.2) Ä [8]. £ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÓâÆ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÑÚÇÐß
ÃÑÎßÛËÏ ÒÇÓÇÆÂÐÐÞÏ ËÏÒÖÎßÔÑÏ (ÖÔÍÑÓÇÐËÇÏ) Ë ÒÑ-
àÕÑÏÖ ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÕÑÚÇÚÐÞÏ, ÐÇàÍÓÂÐËÓÑÄÂÐÐÞÏ.
£ àÕÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÇÅÑ ÄÇÎËÚËÐÂ e0 ÃÑÎßÛÇ ÄÇÎËÚËÐÞ e ÒÓË
ÏÂÎÞØ ÒÇÓÇÆÂÐÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÂØ. ªÔÒÖÔÍÂÇÏÞÇ ËÏ ÐÂ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÏâÅÍËÇ ×ÑÕÑÐÞ ÐÇ ÄÎËâáÕ ÐÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËá
ÊÂÓâÆÂ, ÍÑÕÑÓÖá ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÊÂÆÂÐÐÑÌ. ªØ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÑÏ D f

4 �z; m�, Â ËØ
ÒÑÎÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ �N �1� Ë ÔÒÇÍÕÓ ì ×ÑÓÏÖÎÑÌ (9.24),
ÅÆÇ ja�k� ì ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÑÍÂ ÊÂÓâÆÂ. ¥Îâ
ÔÑÄÒÂÆÂáÜËØ Ä �x; t�-ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ x a�t� ÊÂÓâÆÂ
Ë ÊÇÓÍÂÎÂ ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊÞ 2-ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÑÍÂ Ë
ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ: ja�k� � e0ua�k�.

´ÑÅÆÂ ÅÑÎÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËÌ ÒÓËÐÙËÒ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ ÊÂ-
ÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ (ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ) ÊÂÓâÆÂ, Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÍÂÍ
ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÒÑÎÐÞØ ÔÓÇÆÐËØ ÚËÔÇÎ ×ÑÕÑÐÑÄ Ë
ÃÑÊÇ-ÒÂÓ, ËÔÒÖÜÇÐÐÞØ ÊÂÓâÆÑÏ Ë ÊÇÓÍÂÎÑÏ, �N �1� � �NB,

�N �1� � e 20
�hc

�
dok jua�k�

��2 ;
�9:25�

�NB �
�
do do 0

�2p�2
��bB

o 0o

��2 ;
ÃÖÆÇÕ ÒÓËÄÑÆËÕß Í ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËá ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ:
e 20 � �hc, Â ÔÑÄÒÂÆÇÐËÇ ÔÒÇÍÕÓÑÄ ÃÖÆÇÕ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ àÕÑÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ Ë ÆÖÂÎßÐÑÌ ÅÑÎÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍÑÌ ÔÄâÊË (9.12) ÒÓÑ-
ÒÂÅÂÕÑÓÑÄ Ä ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÏ Ë ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ
ÄÏÇÔÕÇ Ô ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÔÄâÊßá (9.22) ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ
¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ Ô 2-ÄÇÍÕÑÓÑÏ ua, ÔÏ. ÕÂÍÉÇ (3.19) Ä [8].

ªÕÂÍ, ÒÓË ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÊÂÓâÆÂ Ë ÊÇÓ-
ÍÂÎÂ ÔÒÇÍÕÓÞ ×ÑÕÑÐÑÄ Ë ÒÂÓ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ, ÇÔÎË Ä ÔÄâÊË Ô
ÕÑÚÇÚÐÑÔÕßá ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÊÂÓâÆ ÔÚËÕÂÕß ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÞÏ Ô
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ a0 � 1=4p. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÐÂâ ÆÖÂÎßÐÑÔÕß ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ
ÍÂÍ ÅÑÎÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËÌ ÒÓËÐÙËÒ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ
ÊÂÓâÆÂ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕ a0 � 1=4p ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÄÔÇÏ ÕÓÈÏ
ÖÔÎÑÄËâÏ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ ¤ÇÎÎ-®ÂÐÑÏ Ë ÑÖ [10] ÆÎâ ÍÑ-
ÐÇÚÐÑÅÑ ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ (ÔÏ. Ô. 5). ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ËÏÇÐ-
ÐÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÊÐÂÚÇÐËá a0 � 1=4p ÑÕÐÑÛÇÐËÇ a=a0 � 4pa
ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÊÂÕÓÂÄÑÚ-
ÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÑÄ, ËÏÇáÜÇÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ Z3-×ÂÍÕÑÓÂ
¥ÂÌÔÑÐÂ (ËÎË ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË
ÄÂÍÖÖÏÂ), ÎÇÉËÕ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÞÏË: aL < Z3 � a=a0 � 4pa < aB, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ
ÔÆÄËÅË EL;B � aL;B �hc=2r àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÍÖÃËÚÇÔÍÑÏ Ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÏ
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ. £ àÕÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ
×ÑÓÏÞ ÑÃÝÈÏÂ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ aL;B ÒÓÑÒÑÓ-
ÙËÑÐÂÎßÐÞ Z3. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÓÂÊËÕÇÎßÐÂâ ÃÎË-
ÊÑÔÕß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ aL;B Í ÍÑÐÇÚÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá 4pa,
ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏÖ ÂÄÕÑÓÑÏ ÆÎâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞZ3 � a=a0 � 4pa, ÐÇ
ÔÎÖÚÂÌÐÂ, Â âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÓÂÄ-
ÐÑÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇÏ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ¹ÇÎÎÇÐÂ ëÇÏÂÐÂ
ÆÎâ ÕÑÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ×ÑÕÑÐÂ.

£ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÐÇÓÅËË
ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ

ØÑÓÑÛÑ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ. °ÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓ-
ÅËÇÌ �1=2��ho ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ o (±ÎÂÐÍ),
ÖÏÐÑÉÇÐÐÑÌ ÐÂ ÚËÔÎÑ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ×ÑÕÑÐÑÄ Ä
ÑÃÝÈÏÇ V Ô ÚÂÔÕÑÕÂÏË Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÏÇÉÆÖ o Ë o� do
(²àÎÇÌ Ë ¥ÉËÐÔ):

1

2
�ho

V4po2 do

�2pc�3 2 :

£ÄÇÆâ ÑÃÓÇÊÂáÜËÌ ÄÞÔÑÍËÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓ, ÒÓÑ-
ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏ ÒÑ ÚÂÔÕÑÕÂÏ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ Ô ÒÓÑÄÑÆâÜËÏË ÔÕÇÐ-
ÍÂÏË Ë ÑÃÝÈÏÑÏ V. µÔÎÑÄËÇ (4.2) ÐÂ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ ÅÓÂÐËÙÇ
ÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÕÇ ÚÂÔÕÑÕÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÞÏË ÚÂÔÕÑÕÂÏË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Ë ËÏÇáÕ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÖá ÍÓÂÕÐÑÔÕß. µÔÕÓÇÏÎââ ÚÂÔÕÑÕÖ ÑÃÓÇÊÂÐËâ Í
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË Ë ÑÒÖÔÍÂâ ÓÂÔØÑÆâÜËÇÔâ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÑÃÓÇ-
ÊÂÐËâ ÚÎÇÐÞ, ÑÕÐÑÔâÜËÇÔâ Í àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ
ÒÑÎâ Ä ÑÃÝÈÏÇV ÄÂÍÖÖÏÂ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÔÆÄËÅ (7.11)
àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ. ¥Îâ ÍÖÃËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ Ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ aL;B Ô
ÕÑÚÐÑÔÕßá, ÎÖÚÛÇÌ 0,8%, ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ a=a0
ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÊÂÕÓÂÄÑÚ-
ÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÑÄ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ a=a0 � Z3

ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÏÖ ÔÆÄËÅÖ àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇ-
ÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ
ÏÇÓÇ Ä ÍÖÃËÚÇÔÍÑÏ Ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ.

±ÓÂÄËÎßÐÑÔÕß àÕÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÅÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ
ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕÔâ ÏÇÕÑÆÑÏ ÑÙÇÐÍË àÐÇÓÅËË ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂ-
ÕËÚÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÖÔÓÇÆÐÈÐ-
ÐÑÅÑ ÒÑ ÑÃÝÈÏÖ Ô "ÓÂÊÏÞÕÞÏË ÅÓÂÐËÙÂÏË", ÔÒÇÍÕÓÂÎß-
ÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ ÕÑÚÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ Ô ÇÅÑ "ÒÓÂ-
ÄËÎÑÏ ÔÖÏÏ", Â ÕÂÍÉÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏË ÖÔÎÑÄËâÏË
(3.11), (8.2) ÆÎâ in- Ë out-ÒÑÎÇÌ.

¡ÄÕÑÓ ÃÎÂÅÑÆÂÓÇÐ ®.¡. £ÂÔËÎßÇÄÖ, ¢.. £ÑÓÑÐÑÄÖ,
³.. ÇÃÇÆÇÄÖ, ¡.ª. ¯ËÍËÛÑÄÖ, ¡.¦. ºÂÃÂÆÖ Ë ÖÛÇÆÛËÏ
ÑÕ ÐÂÔ .£. ¬ÇÎÆÞÛÖ Ë ®.¡. ³ÑÎÑÄßÈÄÖ ÊÂ ÙÇÐÐÞÇ
ÊÂÏÇÚÂÐËâ, ÔÆÇÎÂÐÐÞÇ ËÏË ÒÓË ÑÃÔÖÉÆÇÐËË àÕÑÌ ÓÂÃÑÕÞ
Ë ÔÕÂÕÇÌ [8, 9]. ©Â ÒÑÔÕÑâÐÐÖá ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÖá ÍÄÂÎË×Ë-
ÙËÓÑÄÂÐÐÖá ÒÑÏÑÜß ÂÄÕÑÓ ÃÎÂÅÑÆÂÓÇÐ ¡.¯. ¤ÓËÃÍÑÄÖ Ë
¦.£. ©ÂØÂÓÑÄÑÌ.
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Finite value of the bare charge and the relation of the éne structure constant ratio
for physical and bare charges to zero-point oscillations of the electromagnetic éeld in the vacuum

V.I. Ritus. Lebedev Physical Institute, Russian Academy of Sciences, Leninskii prosp. 53, 119991 Moscow, Russian Federation
E-mail: ritus@lpi.ru

The duality of four-dimensional electrodynamics and the theory of a two-dimensional massless scalar éeld leads to a functional coincidence of
the spectra of the mean number of photons emitted by a point-like electric charge in 3� 1 dimensions and the spectra of the mean number of
scalar quanta pairs emitted by a point mirror in 1� 1 dimensions. The spectra differ only by the factor e 2=�hc (in Heaviside units). The
requirement that the spectra be identical determines unique values of the point-like charge e0 � �

�����
�hc
p

and its éne structure constant
a0 � 1=4p, which have all the properties required by Gell-Mann and Low for a énite bare charge. The Dyson renormalization constant
Z3 � a=a0 � 4pa is énite and lies in the range 0 < Z3 < 1, in agreement with the K�all�enëLehmann spectral representation sum rule for the
exact Green's function of the photon. The value of Z3 also lies in a very narrow interval aL < Z3 � a=a0 � 4pa < aB between the values
aL � 0:0916 and aB � 0:0923 of the parameters deéning the shifts EL;B � aL;B�hc=2r of the energy of zero-point êuctuations of the electro-
magnetic éeld in cubic and spherical resonators with the cube edge length equal to the sphere diameter, L � 2r. In this case, the cube is
circumscribed about the sphere. That the difference between the coefécients aL;B is very small can be explained by the general property of all
polyhedra circumscribed about a sphere: despite the difference between their shapes, they share a topological invariant, the surface-to-volume
ratio S=V � 3=r, the same as for the sphere itself. Shifts of the energy of zero-point oscillations in such resonators are also proportional to this
invariant:EL;B � aL;B�hcS=6V. On the other hand, the shiftsEL;B � aL;B�hc=2r of the energy of zero-point oscillations of the electromagnetic éeld
essentially coincide with the energy of the mean squared êuctuations of the volume-averaged electric and magnetic éelds in resonators, equal to
Z3�hc=2r in order of magnitude. It hence follows that aL;B � Z3, as it should for the coefécients ag of the shifts Eg � ag�hc=2r in other resonators g
circumscribed about a sphere. The closeness of aL and aB to theZ3 factor is conérmed by theK�all�enëLehmann spectral representation and agrees
with asymptotic conditions relating the photon creation amplitudes for free and interacting vector éelds.

Keywords: nonperturbative methods, physical charge, bare charge, renorminvariant charge, duality of 4-dimensional and 2-dimensional field
theories, spectral representation of Green's functions, sum rule, zero-point fluctuations of a field in a vacuum, cavity resonator, topological
invariant, conformal invariance
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