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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ ÚÕÑ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐË ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÓÂÃÑÕ
­.¶. ²ËÚÂÓÆÔÑÐÂ [1], ¡.¯. ¬ÑÎÏÑÅÑÓÑÄÂ [2] Ë ¡.®. °ÃÖ-
ØÑÄÂ [3] ÒÑ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÒÓË
ÃÑÎßÛËØ ÚËÔÎÂØ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ, Re4 1, ÒÓÑÛÎÑ ÖÉÇ ÑÍÑÎÑ
80 ÎÇÕ Ë ÆÑÔÕËÅÐÖÕÑ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÇ ÒÑÐËÏÂÐËÇ ÇÈ ÒÓËÓÑÆÞ,
ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË
ÄÔÈ ÇÜÈ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÆÑ ÍÑÐÙÂ ÐÇ ÓÇÛÈÐÐÑÌ. ¤ÎÂÄÐÂâ ÒÓËÚËÐÂ
ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÓÂÊÄËÕÂâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÑÔÕß ÐË Ä ÍÂÍÑÏ ÄÂÓËÂÐÕÇ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÊÖÚÇÐÂ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, Ä ÑÕÎËÚËÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÕ
ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË [4].

£ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÇÔÕß ÆÄÂ ÑÔÐÑÄÑÒÑÎÂÅÂá-
ÜËØ ×ÂÍÕÑÓÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÆËÐÂÏËÍÖ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÔËÔÕÇ-
ÏÞ: ÎËÐÇÌÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÄÑÎÐ Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß. ¦ÔÎË ÆËÔ-
ÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÒÓÇÄÂÎËÓÖáÕ ÐÂÆ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË, ÕÑ
Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÂÉÆÂâ ÄÑÎÐÂ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ O Ë ÄÑÎÐÑÄÞÏ
ÄÇÍÕÑÓÑÏ k ÔÄÑÃÑÆÐÑ ÆÄËÉÇÕÔâ Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÆÎËÕÇÎßÐÑÅÑ

¶ÇÄÓÂÎß 2022 Å. ´ÑÏ 192, å 2
µ ³ ± ¦ · ª ¶ ª © ª ¹ ¦ ³ ¬ ª · ¯ ¡ µ ¬

®¦´°¥ª¹¦³¬ª¦ ©¡®¦´¬ª

³ÉËÏÂÇÏÞÇ ÄËØÓÇÄÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ë ËØ ÓÑÎß
Ä ÊÂÓÑÉÆÇÐËË ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË

¥.³. ¡ÅÂ×ÑÐÙÇÄ, ¦.¡. ¬ÖÊÐÇÙÑÄ, ¡.¡. ®ÂÌÎÞÃÂÇÄ, ¦.£. ³ÇÓÇÜÇÐÍÑ

±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ ÊÂÓÑÉÆÇÐËâ ÍÄÂÊËÆÄÖÏÇÓÐÞØ (Ä ÄËÆÇ ÕÑÐÍËØ ÃÎËÐÑÄ) ÄËØÓÇÄÞØ
ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÄÕÓÈØÏÇÓÐÞØÕÇÚÇÐËâØ Ë ÔÖÉÂáÜËØÔâ ÍÄÂÊËÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ
ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÚËÔÎÂØ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ, ÍÑÅÆÂ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÓÂÊÄËÕËÇ àÕËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÑÒËÔÂÐÑ ÕÓÈØÏÇÓÐÞÏË Ë ÆÄÖÏÇÓÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ¿ÌÎÇÓÂ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏË-
ÍË. ¹ËÔÎÇÐÐÑ Ë ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÔÉÂÕËÇ àÕËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ ËØ
ÂÏÒÎËÕÖÆ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÔÉËÏÂÇÏÑÔÕßá ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÞØ ÒÑÎÇÌ: ÒÑÎâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÄËØÓÇÄÞØ
ÎËÐËÌ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË Ë ÒÑÎâ ÎËÐËÌ ÓÑÕÑÓÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË (di-vorticity) ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ
ÕÇÚÇÐËÌ. £ÞâÔÐÇÐÑ, ÚÕÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË Ë ÓÑÕÑÓÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ
ÒÓÑÙÇÔÔ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ; ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕâØ àÕÑÕ ÒÓÑÙÇÔÔ
ËÏÇÇÕ ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ, ÔÄâÊÞÄÂáÜËÌ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÖá ÂÏÒÎËÕÖÆÖ Ë ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÕÑÎÜËÐÞ/ÛËÓËÐÞ ÔÕÓÖÍÕÖÓ. ±ÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÐÂ ÄÑÊÏÑÉÐÂâ ÔÄâÊß àÕËØ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ
ÔÕÓÖÍÕÖÓ Ä ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË Ë ÔÒÇÍÕÓÂ ¬ÓÇÌÚÐÂÐÂ, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏÖ ÒÑÕÑÍÖ àÐÔÕÓÑ×ËË Ä ÔÎÖÚÂÇ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË.

¬ÎáÚÇÄÞÇ ÔÎÑÄÂ: ÄËØÓÇÄÞÇ ÎËÐËË, ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß, ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ, ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß, ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÞÇ ÒÑÎâ

PACS numbers: 47.10. ± g, 47.27. ± i, 47.32. ± y DOI: https://doi.org/10.3367/UFNr.2020.11.038875

# ¥.³. ¡ÅÂ×ÑÐÙÇÄ, ¦.¡. ¬ÖÊÐÇÙÑÄ, ¡.¡. ®ÂÌÎÞÃÂÇÄ, ¦.£. ³ÇÓÇÜÇÐÍÑ 2022

¥.³. ¡ÅÂ×ÑÐÙÇÄ �1; 2; a�, ¦.¡. ¬ÖÊÐÇÙÑÄ �2; 3; 4; b�, ¡.¡. ®ÂÌÎÞÃÂÇÄ �5; c�,
¦.£. ³ÇÓÇÜÇÐÍÑ �2; 6; d�
�1� ªÐÔÕËÕÖÕ ÑÍÇÂÐÑÎÑÅËË ËÏ. ±.±. ºËÓÛÑÄÂ ²¡¯,

¯ÂØËÏÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÔÒ. 36, 117997 ®ÑÔÍÄÂ, ²ÑÔÔËÌÔÍÂâ ¶ÇÆÇÓÂÙËâ
�2� ³ÍÑÎÍÑÄÔÍËÌ ËÐÔÕËÕÖÕ ÐÂÖÍË Ë ÕÇØÐÑÎÑÅËÌ,

´ÇÓÓËÕÑÓËâ ËÐÐÑÄÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÙÇÐÕÓÂ ³ÍÑÎÍÑÄÑ,
¢ÑÎßÛÑÌ ÃÖÎßÄÂÓ 30, ÔÕÓ. 1, 121205 ³ÍÑÎÍÑÄÑ, ®ÑÔÍÄÂ,
²ÑÔÔËÌÔÍÂâ ¶ÇÆÇÓÂÙËâ

�3� ¶ËÊËÚÇÔÍËÌ ËÐÔÕËÕÖÕ ËÏ. ±.¯. ­ÇÃÇÆÇÄÂ ²¡¯,
­ÇÐËÐÔÍËÌ ÒÓÑÔÒ. 53, 119991 ®ÑÔÍÄÂ, ²ÑÔÔËÌÔÍÂâ ¶ÇÆÇÓÂÙËâ

�4� ªÐÔÕËÕÖÕ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË ËÏ. ­.¥. ­ÂÐÆÂÖ ²¡¯,
ÖÎ. ¬ÑÔÞÅËÐÂ 2, 119334 ®ÑÔÍÄÂ, ²ÑÔÔËÌÔÍÂâ ¶ÇÆÇÓÂÙËâ

�5� Instituto deMatem�atica Pura eAplicada, EstradaDona Castorina 110,
Rio de Janeiro, CEP 22460-320, Brasil

�6� ªÐÔÕËÕÖÕ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ Ë ÒÓËÍÎÂÆÐÑÌ ÏÇØÂÐËÍË
ËÏ. ³.¡. ·ÓËÔÕËÂÐÑÄËÚÂ ³° ²¡¯,
ÖÎ. ªÐÔÕËÕÖÕÔÍÂâ 4/1, 630090 ¯ÑÄÑÔËÃËÓÔÍ,
²ÑÔÔËÌÔÍÂâ ¶ÇÆÇÓÂÙËâ

E-mail: �a� dmitrij@itp.ac.ru, �b� kuznetso@itp.ac.ru,
�c� alexei@impa.br, �d� s_evgeniy@yahoo.com

³ÕÂÕßâ ÒÑÔÕÖÒËÎÂ 31 ÂÄÅÖÔÕÂ 2020 Å.

https://doi.org/10.3367/UFNr.2020.11.038875


ÄÓÇÏÇÐË Ë ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ L4 kÿ1 ÐÂÚË-
ÐÂÇÕ ËÔÒÞÕÞÄÂÕß ÄÎËâÐËÇ ÆÓÖÅËØ ÄÑÎÐ ÊÂ ÔÚÈÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÑ-
ÔÕË. ¿ÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÑÔÐÑÄÂÐËÇÏ ÆÎâ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ Í ÕÂÍÑÏÖ
ÂÐÔÂÏÃÎá ÄÑÎÐ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÕÇÑ-
ÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÕÇÑÓËË
ÔÎÂÃÑÌ (ÄÑÎÐÑÄÑÌ) ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ÒÑÄÇ-
ÆÇÐËÇ ÂÐÔÂÏÃÎâ ÄÑÎÐ ÐÂ âÊÞÍÇ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÅÑ ÔÑÃÑÌ ÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍËÌ ÒÓÇÆÇÎ ÚËÔÇÎ ÊÂÒÑÎÐÇÐËâ. ¯Â àÕÑÏ ÒÖÕË ÖÆÂÈÕÔâ
ÒÓÑÆÄËÐÖÕßÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÂÎÇÍÑ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÐÂÌÕË
ÔÒÇÍÕÓÞ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÍÂÍ ÕÑÚÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÍËÐÇÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÒÑÎÖÚËÄÛËÇ ÐÂÊÄÂÐËâ ÔÒÇÍÕÓÑÄ ¬ÑÎÏÑ-
ÅÑÓÑÄÂ ë ©ÂØÂÓÑÄÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [4]).

¿ÕË ÓÇÛÇÐËâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ ÒÑÕÑÍÑÏ
àÐÇÓÅËË, ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ Ë Õ.Æ. ³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÆÂÐÐÞÇ
ÓÇÛÇÐËâ ÐÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÍÂÍ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍË ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÇ ì ÑÐË, ÍÂÍ Ë ÔÒÇÍÕÓ ¬ÑÎÏÑÅÑÓÑÄÂ ë
°ÃÖØÑÄÂ ÆÎâ ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑ-
ÔÕË, ÓÇÂÎËÊÖáÕÔâ Ä ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ì ÒÓÑÏÇÉÖ-
ÕÑÚÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÏÇÉÆÖ ÐÂÍÂÚÍÑÌ Ë ÊÂÕÖØÂÐËÇÏìË ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÒÑÕÑÍÂ ÕÑÅÑ ËÎË ËÐÑÅÑ
ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÆÄËÉÇÐËâ. ³ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ (Õ.Ç. Ô
ÖÔËÎÇÐËÇÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË) ÅÎÂÄÐÖáÓÑÎß ÐÂÚËÐÂáÕ ËÅÓÂÕß
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ä ÄËÆÇ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, ÃÓËÊÇÓÑÄ, ÄËØ-
ÓÇÌ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÍÑÏÒÇÐÔËÓÖÇÕÔâ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÞÏË à××ÇÍÕÂÏË. ´ÂÍËÇ ÑÃÝÇÍÕÞ ËÐÑÅÆÂ ÑÍÂÊÞÄÂáÕ-
Ôâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË, ÚÂÜÇ ÆÎâ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÕËÒÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ ë ÆÇ £ÓËÊÂ ËÎË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (¯µº). ±ÓË àÕÑÏ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß Ä ËÐ-
ÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØÏÑÆÇÎâØ, ÒÑÎÖÚËÄÛÂâ ÐÂÊÄÂÐËÇ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇ-
ÏÑÌ [5], ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÓâÆÑÏ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
[6, 7], Â ÕÂÍÉÇ ÐÇÆÂÄÐËÇ ÓÂÃÑÕÞ [8 ë 12]). £ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÕËÒËÚÐÞÏ ÔÙÇÐÂÓËÇÏ ËØ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÓÂÊÄËÕËâ âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÎÎÂÒÔ ì ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÊÂ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ (ÔÏ. ÑÃÊÑÓ [13] Ë ÙËÕËÓÑ-
ÄÂÐÐÖá ÕÂÏ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÖ). ¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÒÓËÏÇÓÞ ÍÑÎ-
ÎÂÒÔÂ ì ÔÂÏÑ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÂ ÔÄÇÕÂ Ä ÔÓÇÆÂØ Ô ÍÇÓÓÑÄÔÍÑÌ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá Ë ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ ÄÑÎÐ ÊÄÖÍÑÄÑÅÑ ÕËÒÂ.

¦ÔÎË ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ¿ÌÎÇÓÂ, ÕÑ ÑÐÂ Ô ØÑ-
ÓÑÛÇÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß ÒÓË ÃÑÎß-
ÛËØ ÚËÔÎÂØ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ, Re4 1, Ä ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÏ ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÇ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄì ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÏÇÉÆÖ ÆÎËÐ-
ÐÑÄÑÎÐÑÄÑÌ ÐÂÍÂÚÍÑÌ Ë ÄâÊÍËÏ ÊÂÕÖØÂÐËÇÏ. £ÂÉÐÑ, ÚÕÑ
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÂ ¿ÌÎÇÓÂ ÐË Ä ÍÂÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÐÇ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ËÊÖÚÇÐÂ ÒÇÓÕÖÓÃÂÕËÄÐÑ. ¦È ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ, ÔÑÄÒÂ-
ÆÂáÜËÌ Ô ÒÑÎÐÑÌ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ ÉËÆÍÑÔÕË,
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [14]). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÂ ¿ÌÎÇÓÂ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÔËÎßÐÞÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ. ±ÑàÕÑÏÖ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÆÎâ
ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÍÑÅÇÓÇÐÕ-
ÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÆÑÎÉÐÞ ËÅÓÂÕß ÃÑÎÇÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÖá, Â
ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÖá, ÓÑÎß, ÚÇÏ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÕÖÓ-
ÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË. ¯ÂÆÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ Ë ØÂÑÕËÚÇÔÍËØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ
ÇÔÕß ÑÆÐÂ ËÊ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞØ, ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÆÑ ÍÑÐÙÂ ÐÇ ÓÇ-
ÛÈÐÐÞØ ÒÓÑÃÎÇÏ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË.

ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÕÇÑÓËâ ¬ÑÎÏÑÅÑÓÑÄÂ ë°ÃÖØÑÄÂ [2, 3]
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÂÊÄËÕÖá ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ÕÖÓÃÖÎÇÐÕ-
ÐÑÔÕß Ä ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ. ²ÂÊÏÇÓ
àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ì ÑÕÐÑÛÇÐËÇ àÐÇÓÅÑÔÑÆÇÓÉÂÜÇÅÑ ÏÂÔÛÕÂ-
ÃÂ L Í ÄâÊÍÑÏÖ `vis ì ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ Re3=4

(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [15]). £ ÑÔÐÑÄÇ ÕÇÑÓËË ¬ÑÎÏÑÅÑÓÑÄÂ ë
°ÃÖØÑÄÂ ÎÇÉÂÕ ÆÄÂ ÄÂÉÐÞØ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ:

ì ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß Ä ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÂ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÂ;

ì ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË
âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÞÏ.

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÏÂÔÛÕÂÃÂÏË ÑÆÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÓÇ-
ÄÑÔØÑÆËÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË Ô ÔËÎßÐÑ
ÓÂÊÎËÚÂáÜËÏËÔâ ÏÂÔÛÕÂÃÂÏË. £ ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÑÕÑ-
ÍÑÏ (ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ) àÐÇÓÅËË e ËÊ ÑÃÎÂÔÕË ÐÂÍÂÚÍË Ä ÑÃÎÂÔÕß
ÊÂÕÖØÂÐËâ (ÒÑ ÔÖÕË, ÑÔÐÑÄÂÐÑ ÐÂ ÔÄÑÌÔÕÄÇ ÎÑÍÂÎßÐÑÔÕË).
±ÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÒÇÍÕÓÂ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ì ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ
ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ì ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑ ì ÑÐÑ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ e. ±Ñ àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ Ô
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ CK (ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ¬ÑÎÏÑÅÑÓÑÄÂ)
ÔÒÇÍÕÓ E �k� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐ ËÔØÑÆâ ËÊ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË. ±Ñ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÔÒÇÍÕÓ E �k� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË Ä ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÒÑ-
ÏÐÑÉÇÐÐÖá ÐÂ 4pk 2:

E �k� � 4pk 2 rc 2

k 3
F

�
e

rc 2kc

�
;

ÅÆÇ r ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß (Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÒÑÎÂÅÂÇÏÂâ ÓÂÄÐÑÌ
ÇÆËÐËÙÇ), c ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ (ÄÄÇÆÇÐÂ ËÊ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ
ÖÆÑÃÔÕÄÂ), F ì ×ÖÐÍÙËâ ÑÕ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
e=�rc 2kc�. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÔÒÇÍÕÓ E �k� ÐÇ ÆÑÎÉÇÐ ÊÂÄËÔÇÕß
ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ, ÑÕÔáÆÂ F �x� � Cx 2=3. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÏÖ ÔÒÇÍÕÓÖ

E �k� � CKe 2=3kÿ5=3 ; CK � 4pC :

¥ÂÐÐÞÌ ÄÞÄÑÆ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËÌ ².©. ³ÂÅÆÇÇÄÖ, ÑÔÐÑÄÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâØ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË. ªÊ àÕËØ ÉÇ
ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÄÓÇÏâ ÒÇÓÇÍÂÚÍË àÐÇÓÅËË ËÊ
àÐÇÓÅÑÔÑÆÇÓÉÂÜËØ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ L Ä ÑÃÎÂÔÕß ÆËÔÔËÒÂÙËË
ÍÑÐÇÚÐÑ Ë ÑÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ L Ë e: T � L 2=3eÿ1=3.
¶ÎÖÍÕÖÂÙËË ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË x � H� v ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÂ ` ÆÂáÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâÏË:

hdvi � e 1=3` 1=3; hdoi � e 1=3`ÿ2=3 :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ o ÏÞ ËÏÇÇÏ ÑÔÑÃÇÐ-
ÐÑÔÕß ÒÓË `! 0. £ÏÇÔÕÇ Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÒÇÓÇÍÂÚÍË
àÐÇÓÅËË ÐÂ ÏÂÎÞÇ ÏÂÔÛÕÂÃÞ T àÕÑ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕß ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÍÑÎÎÂÒÔÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ Ä ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÏ
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÊÖÚÇÐ Ä ÓÂÏÍÂØ ÅËÆ-
ÓÑÆËÐÂÏËÍË ¿ÌÎÇÓÂ. ªÏÇÐÐÑ àÕË ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ âÄÎâÎËÔß
ÅÎÂÄÐÞÏË, ÍÑÅÆÂ ÏÞ ÐÂÚËÐÂÎË ÐÂÛË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ, Ä
ÍÑÕÑÓÞØ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÒÑÎÇÊÐÞÏ ÑÍÂÊÂÎÔâ ÒÓâÏÑÌ ÚËÔÎÇÐ-
ÐÞÌ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ, ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ËÊÏÇÐËÄÛËÌ ÐÂÛÇ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ñ ÏÇØÂÐËÊÏÂØ ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË.

¬ÂÍ ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎÑ ÑÕÏÇÚÇÐÑ £.ª. ¡ÓÐÑÎßÆÑÏ [16],
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÖ ¿ÌÎÇÓÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ÕÇÑÓËá. µÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ ÆÎâ ËÆÇÂÎßÐÞØ
ÉËÆÍÑÔÕÇÌ ËÏÇáÕ ÓâÆ ÑÃÜËØ ÚÇÓÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ¿ÌÎÇÓÂ
ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÄÓÂÜÇÐËâ ÕÄÈÓÆÑÅÑ ÕÇÎÂ. ¦ÔÎË ÆÄËÉÇÐËÇ
ÕÄÈÓÆÑÅÑ ÕÇÎÂ Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÊÂÆÂÈÕÔâ ÅÓÖÒ-
ÒÑÌ SO�3�, ÕÑ ÆËÐÂÏËÍÂ ÕÇÚÇÐËâ ËÆÇÂÎßÐÑÌ (ÐÇÔÉËÏÂÇ-
ÏÑÌ) ÉËÆÍÑÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÑÌ ÅÓÖÒ-
ÒÑÌ ì ÅÓÖÒÒÑÌ ÆË××ÇÑÏÑÓ×ËÊÏÑÄ, ÔÑØÓÂÐâáÜËØ ÑÃÝÈÏ
(ËÎË ÒÎÑÜÂÆß Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ). £ ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÞ Ä ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐÑÄÑÏ ÄËÆÇ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÔÍÑÃÑÍ ±ÖÂÔÔÑÐÂ. ³ÍÑÃÍË ±ÖÂÔ-
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ÔÑÐÂ ÆÎâ ÑÃÇËØ ÔËÔÕÇÏ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
ÂÎÅÇÃÓÞ ­Ë: Ä ÔÎÖÚÂÇ ÕÄÈÓÆÑÅÑ ÕÇÎÂ àÕÑ so�3�, Â ÆÎâ ÉËÆ-
ÍÑÔÕÇÌ ËÏÇÇÏ ÂÎÅÇÃÓÖ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [14]). °ÆÐÂÍÑ Ä ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÔÍÑÃÍË
±ÖÂÔÔÑÐÂ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏË. £ÞÓÑÉÆÇÐËÇ
ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÕÄÈÓÆÑÅÑ ÕÇÎÂ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ ì ÑÐÑ ÔÄâ-
ÊÂÐÑ Ô ÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÏÑÏÇÐÕÂ ËÏÒÖÎßÔÂ (ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâáÜÇÅÑ ÔÑÃÑÌ ÍÂÊËÏËÓ). ¥Îâ ÉËÆÍÑÔÕÇÌ ×ÂÍÕ ÄÞ-
ÓÑÉÆÇÐËâ ÔÍÑÃÍË (ÐÇÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÌ) ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÄÒÇÓÄÞÇ
ÃÞÎ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐ ¬ÖÊÐÇÙÑÄÞÏ Ë ®ËØÂÌÎÑÄÞÏ [17]: ÒÓÑ-
ÔÕÇÌÛËÏ ÍÂÊËÏËÓÑÏ, ÐÂÌÆÇÐÐÞÏ Ä [17], ÑÍÂÊÂÎÂÔß ÔÒË-
ÓÂÎßÐÑÔÕß

�
vxdr. ¿ÕÑÕ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ËÏÇÇÕ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ

ÊÐÂÚÇÐËÇ [18, 19]: Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ
ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕß ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ·ÑÒ×ÂìÚËÔÎÑÏ
ÊÂÙÇÒÎÇÐËÌ ÆÄÖØ ÎáÃÞØ ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ.

·ÑÕÇÎÑÔß ÃÞ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß ÇÜÈ ÓÂÊ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿Ì-
ÎÇÓÂ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË,
ÃÖÆÖÚË ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÞÏË [14, 16, 17, 20], âÄÎâáÕÔâ ÚËÔÕÑ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË ì Ä ÐËØ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ÍÂÍÂâ-ÎËÃÑ ÎËÐÇÌÐÂâ
ÚÂÔÕß, Õ.Ç. ÔÂÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÔËÔÕÇÏÂÏ Ô
ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÔËÎßÐÞÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ. ±Ñ-
àÕÑÏÖ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÆÎâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓ-
ÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÚËÔÎÂØ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ, Ä ËÐÇÓ-
ÙËÑÐÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ ØÑÓÑÛÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÑÌ ¿ÌÎÇÓÂ, ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ËÅÓÂ-
áÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÖá, Â ÄÑÊÏÑÉÐÑ, Ë ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÖá ÓÑÎß.
±ÓË àÕÑÏ ÑÆÐËÏ ËÊ ÄÂÓËÂÐÕÑÄ àÄÑÎáÙËË ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ
ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÍÑÎÎÂÒÔ ì ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÑÔÑ-
ÃÇÐÐÑÔÕË ÊÂ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ.

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÂÍÉÇ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ
ÒÓË ÎáÃÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÑÃÎÂÆÂáÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÑÎßÛËÏ
ÚËÔÎÑÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ. ¿ÕÑ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÞ¬ÑÛË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞ
ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ, ÒÇÓÇÐÑÔËÏÞÇ
ÄÏÇÔÕÇ Ô ÉËÆÍÑÔÕßá. ³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ àÕËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÎÑÍÂÎßÐÖá ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÖ ÕÇÑÓÇÏÞ
¬ÇÎßÄËÐÂ Ñ ÔÑØÓÂÐÇÐËË ÙËÓÍÖÎâÙËË, ÆÑÍÂÊÂÐÐÖá ¬ÇÎß-
ÄËÐÑÏ ÕÑÎßÍÑ Ä 1869 Å. °ÆÐÂÍÑ ¬ÑÛË ÐÂÛÈÎ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ
Ä 1815 Å. ÍÂÍ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÚÂÔÕËÚÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ, ÊÂÒËÔÂÐÐÞØ Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ ×ÑÓÏÇ. ´ÇÑÓÇ-
ÏÂ, ÒÑÎÖÚËÄÛÂâ ËÏâ ¬ÇÎßÄËÐÂ, Ä ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÄÒÇÓ-
ÄÞÇ ÃÞÎÂ ÆÑÍÂÊÂÐÂ ·ÂÐÍÇÎÇÏ Ä 1861 Å. ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÓÂÃÑÕ
¬ÑÛË. ¿ÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÃÞÎ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÓÂÊÝâÔÐÈÐ ÎËÛß Ä
ÍÑÐÙÇXXëÐÂÚÂÎÇ XXI ÄÄ. (ÔÏ. ÓÂÃÑÕÞ [14, 21, 22], Â ÕÂÍÉÇ
ÐÂÖÚÐÑ-ËÔÕÑÓËÚÇÔÍÑÇ àÔÔÇ [23], Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÑÕÓÂÉÇÐÂ ËÔÕÑ-
ÓËâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÄÑÒÓÑÔÂ).

¯ÂÎËÚËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ¬ÑÛË ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÔÎÑÉÐâÇÕ
ËÊÖÚÇÐËÇ ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË.
¿ÕË ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ÐÇÍÂÐÑ-
ÐËÚÇÔÍÑÌ ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ, ÄÄÇÆÈÐÐÑÌ Ä ÓÂÃÑÕÇ [17], ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä [24] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [25]),
ÍÂÊËÏËÓÞ. ´Ñ ÇÔÕß ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ¬ÑÛË ÍÂÍ ÔÄâÊË, ÊÂÆÂÄÂÇ-
ÏÞÇ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÅÓÂÐËÚË-
ÄÂáÕ ÄËØÓÇÄÞÇ ÕÇÚÇÐËâ ÉËÆÍÑÔÕË.

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÓÑÎß ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ
ÔÕÓÖÍÕÖÓ Ä ÊÂÓÑÉÆÇÐËË ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË, ÍÑÅÆÂ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÓÂÊÄËÕËÇ àÕËØ
ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ¿ÌÎÇÓÂ ÆÎâ
ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÄËØÓÇ-
ÄÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÒÑÄÞÛÇÐÐÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË Ä ÄËÆÇ ÖÕÑÐ-
ÚÂáÜËØÔâ ÃÎËÐÑÄ, Â ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ ì ÔÖÉÂá-
ÜËØÔâ ÍÄÂÊËÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ (ÐËÕÇÄËÆÐÞØ) ÔÕÓÖÍÕÖÓ Ä ÄËÆÇ
ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË. ¬ÎáÚÇÄÖá ÓÑÎß Ä ÐÂÛËØ

ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ ËÅÓÂÇÕ ÄÒÇÓÄÞÇ ÄÄÇÆÈÐÐÑÇ Ä 1998 Å. Ä ÓÂÃÑ-
ÕÇ¬ÖÊÐÇÙÑÄÂ Ë ²ÖÃÂÐÂ [24] ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ (±£­), ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÒÑÔÓÇÆÔÕ-
ÄÑÏ ÚÂÔÕËÚÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ ÑÕÐÑ-
ÔËÕÇÎßÐÑ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ¬ÑÛË. ³ ÒÑÏÑÜßá
±£­ ÏÞ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÏ, ÚÕÑ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓ ÃÎËÐÐÑÅÑ Ë ÐËÕÇÄËÆÐÑÅÑ ÕËÒÑÄ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÔÉËÏÂÇ-
ÏÑÔÕßá ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÞØ ÒÑÎÇÌ: ÒÑÎâ ÐÇ-
ÒÓÇÓÞÄÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ ÆÎâ ÕÓÈØÏÇÓ-
ÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË Ë ÒÑÎâ ÎËÐËÌ ÓÑÕÑÓÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË
(ÂÐÅÎ. ì di-vorticity) Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ
ÔÉËÏÂÇÏÑÔÕË ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÃÑÎßÛËÇ ÅÓÂÆËÇÐÕÞ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ, ÚÕÑ Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÄÎËâÐËÇ ÐÂ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ
ÔÒÇÍÕÓÑÄ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË.

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ Ä ÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ì ÅÂÊÑ-
ÆËÐÂÏËÍÇ ì ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÊÂ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ
(ÍÑÎÎÂÒÔ) ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇÏ ì âÄÎÇÐËÇÏ,
ÑÕÍÓÞÕÞÏ Ä ÅÂÊÑÆËÐÂÏËÍÇ ÊÐÂÏÇÐËÕÞÏ ²ËÏÂÐÑÏ (ÔÏ.
[15]). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÂ "ÉËÆÍÂâ" ÚÂÔÕËÙÂ ÆÑÅÑÐâÇÕ ÆÓÖ-
ÅÖá ÚÂÔÕËÙÖ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞØ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÄ ÆÎâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÅÂÊÂì ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË Ë ÔÍÑÓÑÔÕË ì ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÅÓÂÆËÇÐÕÐÂâ ÍÂÕÂ-
ÔÕÓÑ×Â (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [26]). ¤ÎÂÄÐÂâ ÒÓËÚËÐÂ ÑÒÓÑÍËÆÞ-
ÄÂÐËâ ÔÄâÊÂÐÂ ÔÑ ÔÉËÏÂÇÏÑÔÕßá ÅÂÊÂ. ³ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ àÕÑÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ×ÑÓÏËÓÑ-
ÄÂÐËÇ ÔÍÎÂÆÍË, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐÑ ÐÂ âÊÞÍÇ
ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÌ, Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÒÇÓÇØÑÆÖ ÑÕ
àÌÎÇÓÑÄÂ ÑÒËÔÂÐËâ Í ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÖ. °ÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
Ä ÕÑÚÍÇ ÑÃÓÂÜÇÐËâ Ä ÐÖÎß âÍÑÃËÂÐÂ ÆÂÐÐÑÅÑ ÑÕÑÃÓÂÉÇ-
ÐËâ. £ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ì ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ
¿ÌÎÇÓÂ, ÍÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ÐÇÕ ÒÓËÚËÐÞ ÆÎâ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ âÍÑÃËÂÐ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÑÕ àÌÎÇÓÑÄÂ ÑÒËÔÂ-
ÐËâ Í ÎÂÅÓÂÉÇÄÖ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÔÕË ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐ-
ÐÑ ÓÂÄÇÐ ÇÆËÐËÙÇ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ Ä ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÅËÆÓÑÆË-
ÐÂÏËÍÇ ÇÔÕß ÔÉËÏÂÇÏÞÇ ÑÃÝÇÍÕÞ ì àÕÑ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÇ ÄËØÓÇÄÞÇ ÎËÐËË, ÚÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÒÓÑÔÕÑÅÑ
ÐÂÃÎáÆÇÐËâ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË x �
� H� v ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË, ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ
ÒÓËÏÇÐÇÐËÇÏ Í ÐËÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÓÑÕÑÓÂ:

qx
qt
� rot �v� x �; div v � 0 : �1�

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, Ä ÔËÎÖ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËâ ÕÑÎßÍÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÐÑÓÏÂÎßÐÂâ Í
ÄËØÓÇÄÑÌ ÎËÐËË, vn ÏÑÉÇÕ ËÊÏÇÐËÕßx . ±ÓË àÕÑÏ Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ div vn 6� 0, ÚÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓËÚËÐÑÌ ÔÉËÏÂÇÏÑÔÕË
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ [21, 24].
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÔÕß ÉËÆÍÑÔÕË,
Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ¿ÌÎÇÓÂ ÇÔÕß ÔÉËÏÂÇÏÞÌ ÑÃÝÇÍÕ ì
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÇ ÄËØÓÇÄÞÇ ÎËÐËË. ¬ÑÏÒÑÐÇÐ-
ÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÂâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, vt Ä ÔËÎÖ (1) ÐÇ
ÏÇÐâÇÕ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÔÕß ÆÎâ
ÒÑÎÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË, div v � 0.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1) ÚÂÔÕÑ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇÏ ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÑÔÕË. ¯Â ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÑÔÕß ì
àÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1), ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÄÔâÍÂâ ÉËÆÍÂâ ÚÂÔÕËÙÂ ÒÓËÍÎÇÇÐÂ Í ÔÄÑÇÌ ÄËØÓÇÄÑÌ ÎË-
ÐËË, ÆÄËÅÂâÔß ÄÏÇÔÕÇ Ô ÐÇÌ. µ ÚÂÔÕËÙÞ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ËÏÇÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÂ "ÔÄÑÃÑÆÂ" ì ÆÄËÉÇÐËÇ ÄÆÑÎß ÄËØ-
ÓÇÄÑÌ ÎËÐËË, ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÇ ÏÇÐâÇÕ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, ÚÕÑ ÑÚÇ-
ÄËÆÐÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1). ±ÑàÕÑÏÖ vn ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÂÏoÂ Ì
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ÄËØÓÇÄÑÌ ÎËÐËË. ¿ÕÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÒÓÑÔÕÑÇ ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÑÃÝâÔÐÇÐËÇ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÎáÃÞÇ ÆÇ×ÑÓÏÂ-
ÙËË ÄÆÑÎß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÎËÐËË ÐÇ ËÊÏÇÐâáÕ ÔÂÏoÂ Ì ÎË-
ÐËË ì ÕÑÎßÍÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÇÈ
ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËá. ±ÑàÕÑÏÖ ÆÄËÉÇÐËÇ ÄËØÓÇÄÑÌ ÎËÐËË ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ ÔÍÑÓÑÔÕßá vn; ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÄËØÓÇÄÑÌ ÎËÐËË ÐÂ-
ØÑÆËÕÔâ ËÊ ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ "ÐÑÄÞØ" ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËÌ:

dr

dt
� vn�r; t� pri rjt�0 � a : �2�

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2) ÊÂÆÂÈÕ ÔÉËÏÂÇÏÑÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ
r � r�a; t�. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ ­ËÖÄËÎÎâ, ÒÓËÏÇÐÈÐÐÑÌ Í àÕÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá,

dJ

dt
� div vn J ; �3�

ÅÆÇ J � det qxi=qaj ì âÍÑÃËÂÐ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ. £ ÔËÎÖ ÕÑÅÑ
ÚÕÑ div vn 6� 0, ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ J ÐÇ ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ ÐËÍÂÍËØ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ. ÁÍÑÃËÂÐ ÏÑÉÇÕ ÒÓËÐË-
ÏÂÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÐÖÎÇÄÞÇ, ÊÐÂÚÇÐËâ.
£ÂÉÐÑ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1) Ä ÕÇÓÏËÐÂØ àÕÑÅÑ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ
ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ:

x�r; t� �
ÿ
x0�a�Ha

�
r

J
; �4�

ÅÆÇ x0�a�ì ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÑÇ
ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¬ÑÛË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [14, 27]).
µÓÂÄÐÇÐËâ (2) ë (4) ÄÏÇÔÕÇ Ô ÖÔÎÑÄËÇÏ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÔÕË
div v � 0 ÑÃÓÂÊÖáÕ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ
ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ (±£­), ÄÒÇÓÄÞÇ ÄÄÇÆÈÐÐÑÅÑ ¬ÖÊÐÇÙÑ-
ÄÞÏ Ë ²ÖÃÂÐÑÏ [24] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [21, 28]).

±ÑÊÆÐÇÇ ÔÕÂÎÑ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÔÉËÏÂÇÏÞØ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÆÎâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÒÓËÔÖÜÇ ÄÔÇÏ
ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÞÏ ÒÑÎâÏ. ±ÓËÚÈÏ àÕÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄÑ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÑÅÑ Ä ÉËÆÍÑÔÕß ÒÑÎâ
B, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ ÉÇ
ÄËÆÇ, ÚÕÑ Ë (1):

qB
qt
� rot �v� B�; div v � 0 : �5�

£ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ (®¤¥) B ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ (ÒÓË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÞØ ÚËÔÎÂØ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ). ®ÇÐÇÇ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÓÑÕÑÓ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑ-
ÔÕË (di-vorticity), Bx � qyo, By � ÿqxo, ÕÂÍÉÇ ÒÑÆÚË-
ÐâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËá (5) [29] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [30, 31]).

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß Ä (4) ÔÑÆÇÓÉËÕ J Ä ÊÐÂÏÇÐÂ-
ÕÇÎÇ, ÍÑÕÑÓÞÌÏÑÉÇÕ ÒÓËÐËÏÂÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ,
ÄÇÓÑâÕÐÞÌ ÔÙÇÐÂÓËÌ ÍÑÎÎÂÒÔÂ ÏÑÉÇÕ ÄÑÊÐËÍÐÖÕß ÊÂ ÔÚÈÕ
ÑÃÓÂÜÇÐËâ âÍÑÃËÂÐÂ J Ä ÐÖÎß, ÚÕÑ Ä ÔËÕÖÂÙËË ÑÃÜÇÅÑ ÒÑ-
ÎÑÉÇÐËâ ÆÑÎÉÐÑ ÄÐÂÚÂÎÇ ÒÓÑËÊÑÌÕË Ä ÑÆÐÑÌ ÑÕÆÇÎßÐÑÌ
ÕÑÚÍÇ. ´ÂÍÑÌ ÔÙÇÐÂÓËÌ ÑÍÂÊÂÎÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÆÎâ ÕÓÈØ-
ÏÇÓÐÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË [24, 25]. ´ÓÈØÏÇÓ-
ÐÂâ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÂâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÂ
ËÊ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ¿ÌÎÇÓÂ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÎÑ-
ÍÂÎßÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË. µÓÂÄÐÇÐËâ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇ-
ÏÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÆÑÒÖÔÍÂáÕ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ Í ÐËÏ ±£­.
£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÍÂÉÆÂâ ÄËØÓÇÄÂâ ÐËÕß
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÂÄÕÑÐÑÏÐÞÌ ÑÃÝÇÍÕ, ÐÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄÖáÜËÌ ÔÑ ÄÔÇÏË ÆÓÖÅËÏË, ÐÑ ÔÑ ÔÄÑÇÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
ÆËÐÂÏËÍÑÌ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ËÐÕÇÅÓË-
ÓÖÇÏÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ­ÂÐÆÂÖ ë­Ë×ÛËÙÂ, ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑ-

àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÅÑ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏÖ¯µº [32, 33]. ÁÄÎââÔß ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÑÌ, ÍÂÉÆÂâ ÄËØÓÇÄÂâ ÎËÐËâ ÏÑÉÇÕ ÆÑÅÑÐâÕß ÆÓÖÅÖá
ÎËÐËá, Õ.Ç. ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ.
¬ÂÍ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÕÑÚÍÇ ÊÂ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÑÃÓÂÜÇÐËÇ âÍÑÃËÂÐÂ ±£­ Ä ÐÖÎß, ÚÕÑ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÆÎâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË.
°ÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ ËÐÕÇÅÓË-
ÓÖÇÏÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÔÉËÏÂÇ-
ÏÑÔÕË ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÔÕß
ÔÂÏÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ [25].

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÄÑÒÓÑÔ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÑÎ-
ÎÂÒÔÂ ÆÎâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ¿ÌÎÇÓÂ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÆËÔÍÖÔÔËÑÐ-
ÐÞÏ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÃÑÎßÛÑÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ÚËÔÎÇÐÐÞØ Ë
ÕÑÚÐÞØ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ (ÔÏ. ÑÃÊÑÓÞ [34, 35] Ë
ÙËÕËÓÖÇÏÖá ÕÂÏ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÖ). °Õ ÓÇÛÇÐËâ ÒÓÑÃÎÇÏÞ:
ÇÔÕß ÍÑÎÎÂÒÔ ËÎË ÇÅÑ ÐÇÕ ì ÊÂÄËÔËÕ ÐÂÛÇ ÒÑÐËÏÂÐËÇ
ÒÓËÓÑÆÞ ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË.

°ÔÐÑÄÐÑÌ ÄÞÄÑÆ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ËÔØÑÆâ ËÊ
ÔÍÂÊÂÐÐÑÅÑ, ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ¿ÌÎÇÓÂ
ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÔÉËÏÂÇÏÞÇ ÑÃÝÇÍ-
ÕÞ ì àÕÑ ÒÑÎÇ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÆÎâ ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ Ë
ÒÑÎÇ ÓÑÕÑÓÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ì (di-vorticity) ì Ä ÆÄÖÏÇÓ-
ÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË. ªÐÕÖËÕËÄÐÑ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÔÉËÏÂÇÏÑÔÕß ÐÇ-
ÒÓÇÓÞÄÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ ÆÑÎÉÐÂ ÑÃÇÔ-
ÒÇÚËÄÂÕß ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÕËÒÂ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ Ä ÅÂÊÑÄÑÌ ÆËÐÂÏËÍÇ ÄÐÂÚÂÎÇ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ
ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ Ä ÑÆÐÑÌ ÑÕÆÇÎßÐÑÌ ÕÑÚÍÇ, Â ÊÂÕÇÏ ÑÃ-
ÎÂÔÕß ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÓÂÔÛËÓâÇÕÔâ, ÒÓËÄÑÆâ Í ×ÑÓÏËÓÑ-
ÄÂÐËá ÍÂÖÔÕËÍË. ªÏÇÐÐÑ ÕÂÍËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ì ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ
ÃÎËÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ ì ÐÂÃÎáÆÂáÕÔâ Ä ÐÂÛËØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔ-
ÒÇÓËÏÇÐÕÂØ [36 ë 38]. £ÒÇÓÄÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÕÂÍÑÅÑ ÕËÒÂ
ÃÞÎË ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÞ Ä ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ M. ¢ÓÂÛÇ
Ô ÔÑÂÄÕÑÓÂÏË (M. Brachet et Âl.) [39] (1992 Å.). £ÒÑÔÎÇÆ-
ÔÕÄËË Ä ÓÂÃÑÕÂØ [36 ë 38] ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ×ÑÓÏËÓÑÄÂ-
ÐËÇ ÃÎËÐÑÑÃÓÂÊÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÒÓÑÙÇÔÔÖ ÑÒÓÑ-
ÍËÆÞÄÂÐËâ Ä ÅÂÊÑÄÑÌ ÆËÐÂÏËÍÇ, Õ.Ç. ÅÓÂÆËÇÐÕÐÑÌ ÍÂÕÂ-
ÔÕÓÑ×Ç. ±ÑâÄÎÇÐËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÐÇ ÊÂ ÍÑÐÇÚ-
ÐÑÇ, Â ÊÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ ì Ô àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÓÑÔÕÑÏ.

±ÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÐËÏÂÐËâ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÒÓËÓÑÆÞ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ ËÏÇÇÕ
ÄÄÇÆÈÐÐÑÇ ¬ÖÊÐÇÙÑÄÞÏ Ë ²ÖÃÂÐÑÏ [24] ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ, ÖÚËÕÞÄÂáÜÇÇ ÍÂÍ ÐÂÎËÚËÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ-
ÅÑ ÚËÔÎÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ¬ÑÛË, ÕÂÍ Ë ÔÉËÏÂÇÏÑÔÕß ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ
ÔÕÂÕßÇ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÖÆÇÎÇÐÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ ÚËÔÎÇÐ-
ÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ, ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖá-
ÜËÏ ÔÉËÏÂÇÏÑÔÕß ÍÂÍ ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÃÎËÐÐÑÅÑ
ÕËÒÂ [36], ÕÂÍ Ë ÔÖÉÂáÜËØÔâ ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË
ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ, Ë ËØ ÓÑÎË Ä ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË
ÔÒÇÍÕÓÑÄ ÓÂÊÄËÕÑÌ (Re4 1) ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ [40].®Þ ÖÄÇÓÇÐÞ, ÚÕÑ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÔÉËÏÂá-
ÜËØÔâ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÕÂÍÑÅÑ ÕËÒÂ âÄÎâÇÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÄÔÇØ
ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÞØ Ä ÉËÆÍÑÔÕß ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË
ÒÓËÔÖÜËÏ ËÆÇÂÎßÐÑÌÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ. £ ÓÂÃÑ-
ÕÂØ [36, 37] ÒÑ ËÊÖÚÇÐËá ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÒÑÄÞÛÇÐÐÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐ-
ÐÑÔÕË ÃÎËÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÚËÔÎÇÐÐÑ
ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ, ÚÕÑ ËØ àÄÑÎáÙËâ ËÏÇÇÕ ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÞÌ ØÂ-
ÓÂÍÕÇÓ Ë Ô ÄÞÔÑÍÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ÕÑÚÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿Ì-
ÎÇÓÂ [38]. ³ÍÇÌÎËÐÅ ÏÇÉÆÖ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐ-
ÐÑÔÕßá ÃÎËÐÂ Ë ÇÅÑ ÕÑÎÜËÐÑÌ `,
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ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎ ÐÂÌÆÇÐ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÒÓâÏÑÅÑ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ Ä [36], Â
ÊÂÕÇÏ ÒÓÑÄÇÓÇÐ ÆÎâ ÃÑÎÇÇ ÚÇÏ 30 ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ [37].
¿ÕÑ ÆÂÎÑ ÑÔÐÑÄÂÐËÇ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß ÑÃ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕË ÆÂÐ-
ÐÑÅÑ ÔÍÇÌÎËÐÅÂ ÍÂÍ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ.
£ ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ ÃÞÎÑ ÄÞâÔÐÇÐÑ, ÚÕÑ ÄÑÊÓÂ-
ÔÕÂÐËÇ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË Ë ÔÖÉÇÐËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÃÎËÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ
ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ, ÃÇÊ ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ
ÕÇÐÆÇÐÙËË Í ÄÊÓÞÄÐÑÏÖ ÒÑÄÇÆÇÐËá. ®Þ ÒÓËÄÇÆÈÏ ÍÂÍ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ, ÕÂÍ Ë ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÂÓÅÖÏÇÐÕÞ Ä ÒÑÎßÊÖ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÔÍÇÌÎËÐÅÂ. £ ÑÔÐÑÄÇ ÐÂÛÇÅÑ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐËâ ÎÇÉËÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ [24] Ë
ÇÅÑ ÂÐÂÎÑÅË [40, 41]. ¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ
ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÔÎÇÆÑÄÂÕß
×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÇ ±£­, ÆÂÐÐÑÌ Ä [21, 42]. ®Þ ÑÃÔÖÆËÏ ÅÂ-
ÏËÎßÕÑÐÑÄÖ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ,
ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒËÓÂÇÕÔâ ÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ
ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ¬ÑÛË Ë ÔÉËÏÂÇ-
ÏÑÔÕË ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ±£­. £ÂÉÐÑ, ÚÕÑ ÄÄÇÆÇÐËÇ ËÐÄÂÓËÂÐ-
ÕÑÄ ¬ÑÛË Ä ±£­ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÓÇÛËÕß ÊÂÆÂÚÖ ÑÃ ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËË ÄÔÇØ ÍÂÊËÏËÓÑÄ ÆÎâ ÐÇÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÔÍÑÃÍË±ÖÂÔÔÑÐÂ
[17].

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (4), âÄÎâáÜÇÇÔâ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞÏ Ä ±£­,
ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÊÂ
ÔÚÈÕ ÖÏÇÐßÛÇÐËâ âÍÑÃËÂÐÂ J, Õ.Ç. ÔÄâÊÂÐÑ ÔÑ ÔÉËÏÂÇ-
ÏÑÔÕßá ÒÑÎâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË. ´ÂÍÂâ ÔËÕÖÂÙËâ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕ-
ÐÑ, ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎÂ ÑÔÑÊÐÂÐÂ ÆÎâ ÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍË ÇÜÈ ²ËÏÂÐÑÏ ÒÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ Ä
ÄËÆÇ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÑÎÐÞ ²ËÏÂÐÂ, ÆÇÏÑÐÔÕÓË-
ÓÖáÜÇÌ âÄÎÇÐËÇ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ, ÍÑÅÆÂ ÑÆÐÂ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÂ
ÚÂÔÕËÙÂ ÆÑÅÑÐâÇÕ ÆÓÖÅÖá. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä ÒÓÑ×ËÎÇ ÓÇ-
ÛÇÐËâ ÊÂ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÇ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞÇ (ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÅÓÂÆËÇÐÕÐÂâ ÍÂÕÂ-
ÔÕÓÑ×Â [26]). ¹ÕÑÃÞ ÑÒËÔÂÕß àÕÑ âÄÎÇÐËÇ Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ, ÐÂÆÑ ÒÇÓÇÌÕË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÅÂÊÑÄÑÌ ÆËÐÂÏËÍË ÑÕ
àÌÎÇÓÑÄÂ ÑÒËÔÂÐËâ Í ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÖ. °ÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ ÄÒÇÓ-
ÄÞÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÕÑÚÍÇ ÑÃÓÂÜÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ âÍÑ-
ÃËÂÐÂ Ä ÐÖÎß. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Í ÕÑÚÍÇ
ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÆËÔÔËÒÂÙËá ÄÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇ ÄâÊÍÑÔÕË, ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË Ë Õ.Æ. °ÆÐÂÍÑ ÄÆÂÎË ÑÕ
àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÙÇÔÔ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÃÖÆÇÕ ÒÓÑÆÑÎÉÂÕßÔâ,
ÚÕÑ Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËá ÍÂÖÔÕËÍ ì ÍÄÂÊËÆÄÖÏÇÓ-
ÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÃÎËÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [43, 44]).

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÃÖÆÖÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ, ÒÑ ÔÖÕË, ÆÄÂ
ÄÑÒÓÑÔÂ: ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ±£­ ÆÎâ ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ, ÚÕÑ ÔÍÇÌÎËÐÅ (6) ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß ÍÂÍ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ.
±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÇÚß ËÆÈÕ ÑÃ ÑÒÓÑÍË-
ÆÞÄÂÐËË ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÒÑÎâì ÊÂÄËØÓÇÐ-
ÐÑÔÕË, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ Ä ÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÅÂÊÑÆËÐÂÏËÍÇ ÒÑÆ
ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇÏ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕÔâ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÅÓÂ-
ÆËÇÐÕÐÑÌ ÍÂÕÂÔÕÓÑ×Þ ÆÎâ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ ì ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË. £ ÓÂÊÆÇÎÂØ 2 ë 4 ÏÞ ÑÃÔÖÆËÏ ÕÂÍÉÇ, ÍÂÍ ÒÑâÄÎÇÐËÇ
ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÃÎËÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞÇ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÔÕËÍË ÒÓË ÊÂÓÑÉÆÇÐËË ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË
ÐÂ ÇÈ ÔÒÇÍÕÓ. ¢ÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÔËÎßÐÖá
ÂÐËÊÑÕÓÑÒËá ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË, ÇÈ ÔÒÇÍÕÓ Ä ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÏ
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÃÎËÊÑÍ Í ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÏÖ. ¡ÐËÊÑÕÓÑÒËâ ÔÖ-
ÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÔÕÂÓÛËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÔÍÑ-
ÓÑÔÕË. ±ÓË àÕÑÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÕÓÇÕßÇ-
ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ËÏÇáÕ ÕÖ ÉÇ ÔÕÇÒÇÐÐ�uá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ
R � jr1 ÿ r2j [40], ÚÕÑ Ë Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË [2]
(ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [15]).

£ÕÑÓÑÌ ÄÑÒÓÑÔ, ÍÑÕÑÓÞÌÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ, ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í
×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËá ÔÒÇÍÕÓÂ ¬ÓÇÌÚÐÂÐÂ ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÅËÆ-
ÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕËì ÔÒÇÍÕÓÂ ÆÎâ ÒÓâÏÑÅÑ
ÍÂÔÍÂÆÂ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ ÒÑÕÑÍÑÏ àÐÔÕÓÑ×ËË Ä ÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎ-
ÐÑÄÖá ÑÃÎÂÔÕß ì Ë ÓÑÎË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ
ÒÑÎâ di-vorticity Ä àÕÑÏ ÒÓÑÙÇÔÔÇ.

±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÒÇÓÇÌÕË Í ËÊÎÑÉÇÐËá ÑÔÐÑÄÐÞØ ÒÑÎÑÉÇ-
ÐËÌ ÑÃÊÑÓÂ, ÐÂÆÑ ÔÍÂÊÂÕß ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÎÑÄ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕ-
ÓËË ÍÂÍ ÒÓË ÒÓâÏÑÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ,
ÕÂÍ Ë Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ. ¹ËÔÎÇÐÐÂâ ÔØÇÏÂ
Ë ÄÔÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ ÆÇÕÂÎË ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [36 ë 38].

¤ÎÂÄÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ Ä ÚËÔÎÇÐÐÑÏ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËË
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ±£­ âÄÎâÎÑÔß ÐÂØÑÉÆÇÐËÇ ÐÇ ÒÓâÏÑÅÑ ÑÕÑÃ-
ÓÂÉÇÐËâ r � r�a; t�, Â ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ a � a�r; t�,
ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ±£­ Ä àÌÎÇÓÑÄÞØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ r Ë t. °ÔÑÃÇÐÐÑ à××ÇÍÕËÄÐÞÏ àÕÑ ÑÍÂÊÂÎÑÔß
ÒÓË ÑÃÓÂÜÇÐËË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÓÑÕÑÓÂ. ±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÏÞ
ÄÔáÆÖ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ
ÒÑ ÄÔÇÏ ÕÓÈÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ.

¥Îâ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÓÂÔÚÈÕÑÄ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÒÓËÏÇÓÐÑ
ÕÇ ÉÇ ÔÂÏÞÇ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÂÎÅÑÓËÕÏÞ Ë ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÅÓÂ-
ÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÆÎâ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔ-
ÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [31, 45 ë 47].

°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÑÃÔÖÉÆÂáÕ-
Ôâ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÂÄÕÑÓÂÏË ÊÂ ÒÑ-
ÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ; ÑÃÊÑÓ ÐÂÒËÔÂÐ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÒÓÑÚËÕÂÐÐÞØ
¦.¡. ¬ÖÊÐÇÙÑÄÞÏ ÎÇÍÙËÌ ÐÂ ¯ËÉÇÅÑÓÑÆÔÍËØ ÐÂÖÚÐÞØ
ÛÍÑÎÂØ "¯ÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÄÑÎÐÞ" Ä 2016 Ë 2018 ÅÅ. [48, 49].

2. ªÐÄÂÓËÂÐÕÞ ¬ÑÛË
Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ

¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÃÊÑÓÞ [14, 20]), ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¿ÌÎÇÓÂ ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË

qv
qt
� �vH�v � ÿHp; div v � 0 ; �7�

ÍÂÍ ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ, ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ
ÑÃÎÂÆÂáÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÑÎßÛËÏ ÚËÔÎÑÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄË-
ÉÇÐËâ ì ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ¬ÑÛË. ¯ÂËÃÑÎÇÇ
ÒÓÑÔÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¬ÑÛË ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖ-
ÚËÕß ËÔØÑÆâ ËÊ ÕÇÑÓÇÏÞ ¬ÇÎßÄËÐÂ Ñ ÔÑØÓÂÐÇÐËË ÙËÓÍÖÎâ-
ÙËË ÔÍÑÓÑÔÕË,

G �
�
v dl ; �8�

ÅÆÇ ÍÑÐÕÖÓ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ C �r�t�� ÆÄËÉÇÕÔâ ÄÏÇÔÕÇ Ô
ÉËÆÍÑÔÕßá. ¦ÔÎË Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (8) ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ àÌÎÇÓÑÄÞØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ r Í ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞÏ a, ÕÑ ÑÐÑ ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

G �
�

_xi
qxi
qak

dak ;

ÅÆÇ ÍÑÐÕÖÓ C �a� ÖÉÇ ÃÖÆÇÕ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÞÏ.
£ÄËÆÖ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÔÕË ÍÑÐÕÖÓÂ C �a� Ë ÃÎÂÅÑÆÂÓâ

×ÑÓÏÖÎÇ ³ÕÑÍÔÂ ÑÕÔáÆÂ ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÄÇÎË-
ÚËÐÂ

I � rota

�
_xi
qxi
qa

�
�9�

ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ a. ¿ÕÑ Ë ÇÔÕß ÎÂÅÓÂÐÉÇÄ ËÐ-
ÄÂÓËÂÐÕ ¬ÑÛË.
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³ÑØÓÂÐÇÐËÇ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ, ÍÂÍ ÄÒÇÓÄÞÇ
ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ³ÂÎÏÑÐÑÏ [50], ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÌ
ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ ì ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÒÇÓÇÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÏÂÓÍÇÓÑÄ (relabeling sym-
metry), ÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ ÆÇÌÔÕÄËÇ. ¦ÔÎË ÎÂ-
ÅÓÂÐÉÇÄÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ a Ä (9) ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË
ÒÑÎÑÉÇÐËâÏË ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ, ÕÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕ I ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕßá x0�a�. ³ÑØÓÂÐÇÐËÇ ÎÂÅÓÂÐÉÇ-
ÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÑÔÕË
ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ Ä ÉËÆÍÑÔÕß. CÑÅÎÂÔÐÑ àÕÑÏÖ ÔÄÑÌÔÕÄÖ,
ÉËÆÍËÇ (ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞ) ÚÂÔÕËÙÞ ÐÇ ÏÑÅÖÕ ÒÑÍËÐÖÕß ÔÑÃÔÕ-
ÄÇÐÐÖá ÄËØÓÇÄÖá ÎËÐËá, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÐË ÐÂØÑÆËÎËÔß Ä
ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ. ¥Îâ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÚÂÔÕËÙ ÑÔÕÂÈÕÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÂ ÐÇÊÂÏÑÓÑÉÇÐÐÂâ ÔÕÇÒÇÐß ÔÄÑÃÑÆÞ ì ÆÄËÉÇ-
ÐËÇ ÄÆÑÎß ÄËØÓÇÄÑÌ ÎËÐËË, ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÔËÎÖ (1) ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕ
ÊÐÂÚÇÐËâo. ³ àÕÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÄËØÓÇÄÂâ ÎËÐËâ âÄÎâÇÕÔâ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÇ-
ÓÇÌÕË Í ÕÂÍÑÏÖ ÑÒËÔÂÐËá, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÆÂÐÐÂâ ËÐÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÑÔÕß ÄËÆÐÂ Ô ÔÂÏÑÅÑ ÐÂÚÂÎÂ. ´ÂÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ Ë ÇÔÕß ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ [24, 26]. ¥Îâ ÇÅÑ ÒÑÎÖÚÇÐËâ
ÓÂÊÎÑÉËÏ ÔÍÑÓÑÔÕß v ÐÂ ÆÄÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ, vn Ë vt, ÐÑÓ-
ÏÂÎßÐÖá Ë ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÖá ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÄÇÍÕÑÓÖ x .

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÆÎâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË vn, ÍÑ-
ÕÑÓÑÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7), ËÏÇÇÕ
ÄËÆ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ Ä àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ
ÒÑÎÇ:

qvn
qt
� �vnH�vn � E� vn �H ; �10�

ÅÆÇ à××ÇÍÕËÄÐÞÇ ÒÑÎâ ì àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ì
ÆÂáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË:

E � ÿH
�
p� v

2
t

2

�
ÿ qvt

qt
; �11�

H � rot vt : �12�
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÄÇÆÈÐÐÞÇ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ Ë
ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎâ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÔÍÂÎâÓÐÞÌ �j� Ë
ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ �A� ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË-
ÐâÕÞÏ Ä àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ:

j � p� v 2t
2
; A � vt ; �13�

ÕÂÍ ÚÕÑ ÆÄÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ,

divH � 0 ;
qH
qt
� ÿrotE ;

ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕÔâ. ±ÓË àÕÑÏ ÐÂ ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ A ÐÂÎÑÉÇÐÂ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ

divA � ÿdiv vn ;
ÍÑÕÑÓÂâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÖÔÎÑÄËá div v � 0.

¢ÂÊÑÄÞÏ ÊÆÇÔß âÄÎâÇÕÔâ ÔÂÏÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ
(10) ÆÎâ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÑÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÆÎâ ÐÇÓÇÎâÕË-
ÄËÔÕÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÊÂÓâÆÑÏ Ë ÏÂÔÔÑÌ, ÓÂÄÐÞÏË ÇÆËÐËÙÇ,
ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ ÒÓË àÕÑÏ ÕÂÍÉÇ ÓÂÄÐÂ ÇÆËÐËÙÇ.

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ (10) ÊÂÒËÔÂÐÑ Ä àÌÎÇÓÑÄÑÏ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËË. ¹ÕÑÃÞ ÒÇÓÇÌÕË Í ÇÅÑ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ ×ÑÓÏÖÎË-
ÓÑÄÍÇ, ÐÂÆÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ "ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ",
ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÍÑÓÑÔÕßá vn:

dr

dt
� vn�r; t� ; �14�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË

rjt�0 � a :

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (14) ÊÂÆÂÈÕ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ

r � r�a; t� ; �15�
ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÇ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ àÌÎÇÓÑÄÂ ÑÒËÔÂÐËâ Í ÐÑÄÑÏÖ
ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÖ.

µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ:

_P � ÿ qh
qr
; _r � qh

qP
; �16�

ÅÆÇ ÕÑÚÍÂ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓË
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË a, P � vn � A � v ì ÑÃÑÃÜÈÐ-
ÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ, Â ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÚÂÔÕËÙÞ h, âÄÎââÔß ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ ËÏÒÖÎßÔÂ P Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ r, ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÔÕÂÐÆÂÓÕ-
ÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

h � 1

2
�Pÿ A�2 � j � p� v 2

2
:

±ÇÓÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ (16) ì àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ (10), ÊÂÒËÔÂÐÐÑÇ Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ a, t, Â ÄÕÑÓÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô (14). ¥Îâ "ÐÑÄÑÌ" ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË (10) ËÎË ÇÈ
ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑÌ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍË (16) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÕÇÑÓÇÏÂ
¬ÇÎßÄËÐÂ (ÑÐÂ ÉÇ ÕÇÑÓÇÏÂ ­ËÖÄËÎÎâ):

G �
�
P dr ; �17�

ÅÆÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÄÇÆÈÕÔâ ÒÑ ÊÂÏÍÐÖÕÑÏÖ, ÆÄËÉÖÜÇ-
ÏÖÔâ ÄÏÇÔÕÇ Ô "ÉËÆÍÑÔÕßá" ÍÑÐÕÖÓÖ. °ÕÔáÆÂ ÕÑÚÐÑ ÕÂÍ
ÉÇ, ÍÂÍ àÕÑ ÃÞÎÑ ÔÆÇÎÂÐÑ ÄÞÛÇ ÒÓË ÄÞÄÑÆÇ (9), ÒÑÎÖÚËÏ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ "ÐÑÄÑÅÑ" ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¬ÑÛË:

I � rota

�
Pi

qxi
qa

�
: �18�

°ÕÎËÚËÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÑÕ ÑÓËÅËÐÂÎßÐÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ¬ÑÛË
(9) ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ÆÄËÉÇÐËâ (14) ÔÍÑÓÑÔÕß
v ÊÂÏÇÐÇÐÂ ÇÈ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÌ vn. ¬ÂÍ ÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇ, "ÐÑÄÂâ" ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÂ âÄÎâÇÕÔâ ÔÉËÏÂÇÏÑÌ:
div vn 6� 0. ±ÑàÕÑÏÖ ÐÂ âÍÑÃËÂÐ J ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (15) ÐÇ
ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ ÐËÍÂÍËØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ.

ªÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (18) ÏÑÉÐÑ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÆÎâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË x :

x�r; t� �
ÿ
x0�a�Ha

�
r�a; t�

J
; �19�

ÅÆÇ Jì âÍÑÃËÂÐ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (15),

J � q�x1; x2; x3�
q�a1; a2; a3� :

©ÆÇÔß ÏÞ ÖÚÎË, ÚÕÑ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ P ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ
ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá v, ÄÍÎáÚÂâ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t � 0: P0�a� �
� v0�a�. £ÇÍÕÑÓ x0�a� Ä àÕÑÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËË ì ÐÑÄÞÌ
ËÐÄÂÓËÂÐÕ ¬ÑÛË (ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÌ Ô ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐ-
ÐÑÔÕßá), ËÏÇáÜËÌ ÐÖÎÇÄÖá ÆËÄÇÓÅÇÐÙËá, diva x0�a��0.
¬ÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÓÂÐÇÇ, ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (19) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(1), ÑÐÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô (4). ªÊ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ ÄÞÄÑÆÂ
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ âÔÐÞÏ ÔÏÞÔÎ ÄÇÍÕÑÓÂ x0�a�, ÔÕÑâÜÇÅÑ Ä (4),
ÍÂÍ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¬ÑÛË.

£ÄÇÆÇÐËÇ ±£­ (4) ÓÇÛÂÇÕ ÕÂÍÉÇ ÇÜÈ ÑÆÐÖ ÄÂÉÐÖá
ÊÂÆÂÚÖì ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÔÇØ ÍÂÊËÏËÓÑÄ ÆÎâ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÂ
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ÑÒËÔÂÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË (1) ÒÖÕÈÏ
ÄÄÇÆÇÐËâ ÒÖÂÔÔÑÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ. ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä [17],
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä ÅÂÏËÎßÕÑÐÑ-
ÄÑÏ ÄËÆÇ Ô ÒÑÏÑÜßá ÐÇÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ:

qx
qt
� rot

�
rot

dH
dx
� x

�
� fx ;Hg ; �20�

ÅÆÇ ÔÍÑÃÍÂ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÆÂÈÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ:

fF;G g �
� �

x

�
rot

dF
dx
� rot

dG
dx

��
dr : �21�

©ÆÇÔß ÄÇÍÕÑÓ rot �dH=dx� ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË. £ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ H
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÑÎÐÑÌ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ:

H � 1

2

�
v 2 dr :

¥Îâ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË H �
� � jx j dr [24, 25].

¬ÂÍ ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä [17], ÔÍÑÃÍÂ ±ÖÂÔÔÑÐÂ
(21) ÑÍÂÊÂÎÂÔß ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÌ. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÇÈ ÍÂÊËÏËÓÑÏ
ÑÍÂÊÂÎÂÔß ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕß

�
vx dr. ¿ÕÑÕ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ËÏÇÇÕ

ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ [18, 19]: Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕß ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÑÏ ·ÑÒ×Â ì ÚËÔÎÑÏ ÊÂÙÇÒÎÇÐËÌ ÆÄÖØ ÎáÃÞØ ÄËØ-
ÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ.

¬ÂÊËÏËÓÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÔÄâÊË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÊÂÆÂ-
ÐÞ Ä ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ x . ¯Â-
ÎËÚËÇ ÍÂÊËÏËÓÑÄ ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÃÓÂÕËÕß Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (20)
ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍËÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ, ÊÂÆÂáÜËÌ ÔÍÑÃÍÖ ±ÖÂÔÔÑÐÂ.
¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ×ËÍÔÂÙËâ ÄÔÇØ ÍÂÊËÏËÓÑÄ ÊÂÆÂÈÕ ÔËÏÒÎÇÍ-
ÕËÚÇÔÍËÌ ÎËÔÕ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÃÜÇÌ ÕÇÑÓËË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÑÃÊÑÓ [14]), ÄÄÇÆÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÐÂ àÕÑÏ ÎËÔÕÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÒÑÎÐÑÄÇÔÐÖá ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÖ ÆËÐÂÏËÍÖ, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÊÂÒËÔÂÕß ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÓËÐÙËÒ. ¬ÂÍ ÒÑÍÂ-
ÊÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [24, 51], ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÄËØÓÇÄÞØ
ÎËÐËÌ, Õ.Ç. Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ, ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÒÑÎÖÚÇÐÞ ËÔØÑÆâ ËÊ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ. ±ÓË àÕÑÏ
ÖÆÂÈÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÄÔÇ ÍÂÊËÏËÓÞ ÆÎâ ÔÍÑÃÍË
(21) ì ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ¬ÑÛË. ±ÑÔÎÇÆÐËÌ ×ÂÍÕ ÃÞÎ ÖÔÕÂÐÑÄ-
ÎÇÐ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇÏ ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ (21), ÄÞÓÂÉÇÐÐÑÌ Ä
ÕÇÓÏËÐÂØ r�a� Ë ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¬ÑÛË x0�a� Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐËÇÏ ±£­ (4) Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÊÂÏÇÐÞ. £Þ-
ÚËÔÎÇÐËâ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ ÔÍÑÃÍÂ ÐÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÄÂÓËÂÙËÑÐ-
ÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ x0�a�, Õ.Ç. x0�a� ÔÎÖÉÂÕ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÍÂ-
ÊËÏËÓÑÄ ÆÎâ ÔÍÑÃÍË (21).

³ÎÇÆÖÇÕ ÕÂÍÉÇ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ (14)
ÄÏÇÔÕÇ Ô ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (19) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕ ÚÂÔÕËÚÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ (7).
¿ÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÓÂÊÓÇÛÇÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ
¬ÑÛË ì ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÚËÔÎÂ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ, ÚÕÑ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÄÂÉÐÑ ÒÓË ÚËÔÎÇÐÐÑÏ ËÐÕÇÅÓË-
ÓÑÄÂÐËË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [38]). ¥Îâ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÞ ¬ÑÛË ÔÑØÓÂÐâáÕÔâ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ
ÍÂÍ ÒÓË ÒÓâÏÑÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ ÐÇ-
ÑÃØÑÆËÏÑ ÔÎÇÆËÕß, Ä ÍÂÍÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ¬ÑÛË
âÄÎâáÕÔâ ÔÑØÓÂÐâáÜËÏËÔâ ÄÇÎËÚËÐÂÏË. ±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ,
ÆÂÐÐÞÌ ×ÂÍÕ ì ÑÆÐÑ ËÊ ÅÎÂÄÐÞØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÜËØ ÕÑÚÐÑÔÕß ÆËÔÍÓÇÕÐÞØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÔØÇÏ ÒÓË ÐÇ-
ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ.

¥ÓÖÅËÏ ÄÂÉÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ±£­ âÄÎâÇÕÔâ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ
ÍÂÍËØ-ÎËÃÑ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ âÍÑÃËÂÐÂ J, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ËÏÇáÕ ÏÇÔÕÑ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ àÌÎÇÓÑÄÂ
ÑÒËÔÂÐËâ Í ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÖ, ÍÑÅÆÂ âÍÑÃËÂÐ ÓÂÄÇÐ ÇÆËÐËÙÇ.
±ÓË àÕÑÏ 1=J ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÒÎÑÕÐÑÔÕË n ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ.
¿ÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ Ä ÔËÎÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (14) ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ r Ë t
ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË:

qn
qt
� divr�nvn� � 0 : �22�

£ ÖÓÂÄÐÇÐËË (22) divr vn 6� 0, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÎÐÂâ
ÔÍÑÓÑÔÕß v ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÄÖá ÆËÄÇÓÅÇÐÙËá.

3. ³ÉËÏÂÇÏÑÔÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÄËØÓÇÄÞØ
ÎËÐËÌ Ë ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÌ ÊÂÍÑÐ 2=3

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ±£­ Ë ÇÅÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË, ÑÔÐÑÄÞÄÂâÔß ÐÂ ÕÑÚÐÑÏ ÓÇÛÇÐËË ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ [38]. ¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ, ÍÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÓÂÐÇÇ,
ØÑÓÑÛÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎË-
ÓÑÄÂÐËâ ÄËØÓÇÄÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÃÎËÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ.

±ÖÔÕß omax ì ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇ ÏÑÆÖÎâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ
ÄÓÇÏÇÐË t. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ÕÑÚÍÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ x � xmax�t�
Ho�0. ±ÓÇÆÔÕÂÄÎââ x � os, ÅÆÇ s ì ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ
(s2�1), ËÊ (1) ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ omax:

oÿ1max

domax

dt
� ti

qvj
qxi

tj : �23�

©ÆÇÔß ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ qvj=qxi ÃÇÓÈÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇ x � xmax�t�. £
ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÒÑÎÇ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ àÕÑÌ ÕÑÚÍË, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ, ÔÕÑâÜÇÇ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË
(23), ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ ÍÂÍ

ti
qvj
qxi

tj � div vt : �24�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3). £ àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ d=dt ÃÇÓÈÕÔâ ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË a.
±ÑàÕÑÏÖ Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ r Ë t (Õ.Ç. àÌÎÇÓÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ)
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3) ÒÓËÑÃÓÇÕÈÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

qJ
qt
� �vnH� J � div vn J � ÿdiv vt J :

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ÕÑÚÍÇ ÏËÐËÏÖÏÂ âÍÑÃËÂÐÂ
x � xmin�t�

dJmin

dt
� div vn Jmin : �25�

¦ÔÎË ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ ÕÑÚÍÂ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑ-
ÔÕË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÕÑÚÍÑÌ ÏËÐËÏÖÏÂ âÍÑÃËÂÐÂ, xmax�t� �
� xmin�t�, ÕÑ ÕÑÅÆÂ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (23) ë (25) ÏÞ ÒÓËØÑ-
ÆËÏ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá

omax Jmin � const : �26�

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 1 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ±£­ [52] ÆÎâ ËÊÑÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË
jx j� 0;8omax Ë âÍÑÃËÂÐÂ J � 1;25 Jmin ÒÓË t � 7;5, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ. ´ÂÍÑÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËÇ ÔÄËÆÇ-
ÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ jx j Ë J ÄÃÎËÊË ÔÄÑËØ àÍÔÕÓÇÏÂÎß-
ÐÞØ ÕÑÚÇÍ (ÏÂÍÔËÏÖÏÂ Ë ÏËÐËÏÖÏÂ) ËÏÇáÕ ÑÆÐÖ Ë ÕÖ ÉÇ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ì ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ
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ÑÆÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ±ÓË àÕÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ
ÕÑÚÍÑÌ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË Ë ÕÑÚÍÑÌ ÏËÐËÏÖÏÂ
âÍÑÃËÂÐÂ Ä ÚËÔÎÇÐÐÑÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ ÃÞÎÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÕÑÎ-
ÜËÐÞ ÃÎËÐÂ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 2 ÒÑÍÂÊÂÐÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË omax

Ë Jmin ÆÎâ ÄÔÇØ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ ÃÎËÐÑÄ. ¹ËÔÎÇÐÐÞÌ àÍÔ-
ÒÇÓËÏÇÐÕ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ ÃÎËÐÑÄ
Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÏÇÐßÛÇÐËÇ ÏËÐË-
ÏÂÎßÐÑÅÑ âÍÑÃËÂÐÂ, ÕÂÍ ÚÕÑ ËØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ omaxJmin �
� const.

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (26), ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ
ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß Ä ÃÎËÐÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÊÂ ÔÚÈÕ ÖÏÇÐßÛÇÐËâ
âÍÑÃËÂÐÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÚËÔÎËÕÇÎß ÔÎÂÃÑ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ì ÑÔÑ-
ÃÇÐÐÑ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ, ÍÑÅÆÂ ÑÕÚÈÕÎËÄÑ ÐÂÃÎáÆÂ-
ÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ. °ÃÝâÔÐÇÐËÇ ÒÑÔÎÇÆ-
ÐÇÅÑ ÔÄâÊÂÐÑ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐËÉÇ, ÔÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÕÑÚÐÑÅÑ
ÓÇÛÇÐËâ [38] ÕÓÈØÏÇÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ, ÍÑÕÑÓÑÇ Ô
ØÑÓÑÛÇÌ ÕÑÚÐÑÔÕßáÏÑÆÇÎËÓÖÇÕ àÄÑÎáÙËá ÃÎËÐÂ ÐÂ àÍÔ-
ÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÔÕÂÆËË ÇÅÑ ÓÑÔÕÂ.

´ÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ x � x1n1�
� x2n2 � x3n3 ÆÎâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ
x1 Ë ËÏÇáÜÇÌ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÖ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÖá

ÑÔË n2, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

v�x; t� � ÿomax�t� `1�t� f
�

x1
`1�t�

�
n3 �

ÿb1x1
b2x2
b3x3

0@ 1A ; �27�

x�x; t� � omax�t� f 0
�

x1
`1�t�

�
n2 ; �28�

ÅÆÇ b1, b2 Ë b3 ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ
ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÿb1 � b2 � b3 � 0. ©ÆÇÔß
omax�t� � w0 exp �b2t� Ë `1�t� � h0 exp �ÿb1t� ì ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË Ë ÕÑÎÜËÐÞ
ÃÎËÐÂ, w0 Ë h0 ì ÐÂÚÂÎßÐÞÇ (ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÇ) ÊÐÂÚÇÐËâ,
f �x�ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ Ô jmax f 0�x�j � 1.

³ÍÑÓÑÔÕß Ä àÕÑÏ ÓÇÛÇÐËË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÖÒÇÓ-
ÒÑÊËÙËá ÔÆÄËÅÑÄÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ Ë ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÕâÅËÄÂáÜÇÅÑ ÕÇÚÇÐËâ �ÿb1x1; b2x2; b3x3�.

¥Îâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÎÇÅÍÑ ÔÕÓÑËÕÔâ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ:

x1 � a1 exp �ÿb1t�; x2 � a2;

x3 � a3 exp �b3t� ÿ w0h0 f

�
a1
h0

�
sinh �b3t�

b3
; �29�

Ô ÏÂÕÓËÙÇÌ ÁÍÑÃË ÄËÆÂ

Ĵ �a; t� �
exp �ÿb1t� 0 0

0 1 0

ÿw0 f
0 a1
h0

� �
sinh �b3t�

b3
0 exp �b3t�

0BB@
1CCA ;

J �a; t� � det Ĵ � exp
��b3 ÿ b1�t

� � exp �ÿb2t� : �30�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß
ÑÃÓÂÕÐÑ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ âÍÑÃËÂÐÖ: omax � Jÿ1, Ä ÒÑÎ-
ÐÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÐÂÛËÏ ÒÓÇÆÞÆÖÜËÏ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇÏ.
±ÓÂÄÆÂ, ÆÎâ àÕÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ âÍÑÃËÂÐ J ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ¬ÑÑÓÆËÐÂÕÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä
ÚËÔÎÇÐÐÑÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÔÕË ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÞ (ÔÏ. ÓËÔ. 1). ±ÓË ÆÄËÉÇÐËË ÄÆÑÎß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÃÎËÐÂ ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÎÑÍÂÎßÐÑ (ÄÒÎÑÕß
ÆÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ ÒÑÓâÆÍÂ ÆÇÔâÕË ÕÑÎÜËÐ) ØÑÓÑÛÑ ÔÑÅÎÂ-
ÔÖÇÕÔâ Ô ÕÑÚÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ (27), (28). ¥ÓÖÅËÏ ÄÂÉÐÞÏ ÑÃ-
ÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑÏ ±£­ ÆÎâ (27), (28) âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ ÑÆÐÑ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ì ÒÇÓÄÑÇ ì ÏÂÕÓËÙÞ ÁÍÑÃË
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ, ÄÕÑÓÑÇ ÑÔÕÂÈÕ-

0,2

0,1

0

0

2 1 0

ÿ0,1

ÿ2

ÿ1
~x2

~x3

~x1

²ËÔ. 1. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) ªÊÑÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË jx j �
� 0;8omax (ÍÓÂÔÐÞÌ ÙÄÇÕ) Ë âÍÑÃËÂÐÂ J � 1;25 Jmin (ÔËÐËÌ ÙÄÇÕ) ÒÓË
t � 7;5; ÔËÏÖÎâÙËâ ±£­ [52].

101

o
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a
x

100

0 2 4 6 t

Â

J
m
in

100

10ÿ1
0 2 4 6 t

Ã

²ËÔ. 2. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) (a) ¿ÄÑÎáÙËâ ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË (ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÂâ ÛÍÂÎÂ). ©ÇÎÈÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÅÎÑÃÂÎßÐÑÏÖ ÏÂÍÔËÏÖÏÖ, ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓÂÔÐÂâ ÎËÐËâ ì ÑÅËÃÂáÜÇÌ / exp �t=To� Ô To � 2. (Ã) ¿ÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÃÞÄÂÐËÇ Jmin ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË
ÄÓÇÏÇÐË (ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÂâ ÛÍÂÎÂ) ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÃÎËÐÑÄ, ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓÂÔÐÂâ ÎËÐËâ ì ÑÅËÃÂáÜÂâ.
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Ôâ ÐÇËÊÏÇÐÐÑ ÓÂÄÐÞÏ ÇÆËÐËÙÇ, Â ÕÓÇÕßÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÖÃÞÄÂÇÕ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ âÍÑÃËÂÐ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ, ÑÃÓÂÕÐÑ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑomax. ±ÓËÚÈÏ ÊÂÄËØ-
ÓÇÐÐÑÔÕß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÄÆÑÎß ÄÕÑÓÑÌ ÑÔË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÌ ÄÕÑÓÑÏÖ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá. ¿ÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ, ÍÂÍ
ÏÞ ÄËÆËÏ Ä ÚËÔÎÇÐÐÑÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ, ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ä
ÒÑÎÐÑÌ ÏÇÓÇ, Ë ÑÐÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÚËÔÎËÕÇÎß Ä
ÄÞÓÂÉÇÐËË (4), ÍÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÓÂÐÇÇ, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ (3)
ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ Ä ÕÑÚÍÇ ÏÂÍÔË-
ÏÖÏÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, ÐÑ ÏÑÉÇÕ ËÊÏÇÐâÕßÔâ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËá, ÚÕÑ Ë ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ Ä ÚËÔÎÇÐÐÑÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ.

3.1. ³ËÐÅÖÎâÓÐÞÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ
®ÂÕÓËÙÂ ÁÍÑÃË ÆÎâ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÑÆËÐ
ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ì J31, ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜËÌ ÔÑ ÄÓÇÏÇ-
ÐÇÏ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ, � exp �b3t�. ¯ÂÎËÚËÇ àÕÑÅÑ àÎÇ-
ÏÇÐÕÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÔÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÍÂÍ ÏÞ
ÖÄËÆËÏ ÆÂÎÇÇ, ÐÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, Â ÕÂÍÉÇ
ÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË âÍÑÃËÂÐÂ ÑÕ ÕÑÎÜËÐÞ ÃÎËÐÂ, ÚÕÑ ÐÂÃÎá-
ÆÂÇÕÔâ Ä ÚËÔÎÇÐÐÑÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ. £ÕÑÓÑÇ ÑÚÇÐß ÄÂÉÐÑÇ
ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ, ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÑÕÔáÆÂ, ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÏÂÕÓËÙÞ ÁÍÑÃË ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ
ÔÑÃÑÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞÇ ÓÂÔÕâÉÇÐËâ ÄÄËÆÖ ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑ-
ÔÕË ÔÂÏÑÌ ÏÂÕÓËÙÞ. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÓÂÄËÎßÐÑ ÄÄÇÔÕË
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞÇ ÓÂÔÕâÉÇÐËâ, ÐÂÆÑ ÑÃÓÂÕËÕßÔâ Í ÊÂÆÂÚÇ ÐÂ
ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ ÏÂÕÓËÙÞ
Ĵ � �qxi=qaj� Ä ÕÑÚÍÇ Jmin. ¿ÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÐÂØÑÉÆÇ-
ÐËá ÆÄÖØ ÏÂÕÓËÙ ÒÑÄÑÓÑÕÂ, U Ë V, Ë ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ
ÏÂÕÓËÙÞ S � diag fs1; s2; s3g, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÌ ÐÇÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ 0 < s1 < s2 < s3, ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÔËÐÅÖ-
ÎâÓÐÞÏË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË. ±ÓË àÕÑÏ ÏÂÕÓËÙÂ
ÁÍÑÃË ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÂ Ä ÄËÆÇ Ĵ � USVT, ÅÆÇ T ÑÊÐÂÚÂÇÕ
ÕÓÂÐÔÒÑÐËÓÑÄÂÐËÇ. ®ÂÕÓËÙÞ ÄÓÂÜÇÐËâ U Ë V ÔÕÓÑâÕÔâ
ËÊ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÊÂÆÂÚË ÐÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÆÎâ ÆÄÖØ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÏÂÕÓËÙ, ĴĴ T Ë Ĵ TĴ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ (ÔÑÄÒÂ-
ÆÂáÜËÇ) ì ÍÄÂÆÓÂÕÞ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ si. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ G �a� � Ĵ TĴìÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ Ä
a-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ,

G
�a�
ab �

�
qxi
qaa

qxi
qab

�
; dx 2 � G

�a�
ab daa dab ; �31�

Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ G �x� � �ĴĴ T �ÿ1 ì ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ Ä
x-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ,

G
�x�
i j �

�
qaa
qxi

qaa
qxj

�
; da 2 � G

�x�
i j dxi dxj : �32�

¥Îâ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÏÂÕÓËÙÂ ÁÍÑÃË ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ:

s 2
1 � gÿ

�����������������������������������
g 2 ÿ exp �ÿ2b2t�

q
; s 2

2 � 1;

s 2
3 � g�

�����������������������������������
g 2 ÿ exp �ÿ2b2t�

q
; �33�

ÅÆÇ

g � 1

2

�
exp �ÿ2b1t� � exp �2b3t��

�
�
w0 f

0
�
a1
h0

�
sinh �b3t�

b3

�2�
: �34�

±ÓË t!1
s1 / exp �ÿb1t�; s2 � 1; s3 / exp �b3t� ; �35�

ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÃÎËÊË ÏËÐËÏÖÏÂ âÍÑÃËÂÐÂ ÄÆÑÎß

ÒÇÓÄÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ËÏÇÇÕÔâ ÔËÎßÐÑÇ ÔÉÂÕËÇ: s1 /
/ exp �ÿb1t� / `1, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÔÇ ÎÂÅÓÂÐÉÇ-
ÄÞ ÏÂÓÍÇÓÞ ÒÓË t!1 ÆÑÎÉÐÞ ÔØÎÑÒÐÖÕßÔâ Ä ÕÑÚÍÖ; Ä
ÕÓÇÕßÇÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÔËÎßÐÑÇ ÓÂÔÕâÉÇÐËÇ
s3 / exp �b3t� / oÿ1max `

ÿ1
1 ; Ä ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇ-

ÐËË s2 ÃÎËÊÍÑ Í ÇÆËÐËÙÇ Ë ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÐÇ-
ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ.

£ àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÆÎâ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÏÂÕÓËÙÞ ÒÑÄÑ-
ÓÑÕÂ U�fn �x�1 ; n

�x�
2 ; n

�x�
3 g Ë V�fn �a�1 ; n

�a�
2 ; n

�a�
3 g Ä x- Ë a-ÒÓÑ-

ÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ ËÏÇáÕ ÄËÆ

U ' 1; V '

1��������������
1� q 2

p 0
q��������������

1� q 2
p

0 1 0ÿq��������������
1� q 2

p 0 1��������������
1� q 2

p

0BBBB@
1CCCCA ;

ÅÆÇ

q � ÿ w0

2b3
f 0
�
a1
h0

�
: �36�

±ÓË ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÚËÔÎÇÐÐÞÌ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ, ÏÂÕÓËÙÂ U ÃÎËÊÍÂ Í ÇÆËÐËÚÐÑÌ, Â ÏÂÕÓËÙÂ
V ì Í ÂÐÕËÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ Ô àÎÇÏÇÐÕÂÏË V13 � V22 �
� ÿV31 � 1. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, q Ä (30) ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß
ÃÑÎßÛÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ.

3.2. ³ÍÇÌÎËÐÅ 2=3
°ÃÓÂÕËÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÄÑÒÓÑÔÖ Ñ ÕÑÏ, ÑÕÍÖÆÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÔÍÇÌÎËÐÅ (6) ÏÇÉÆÖ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕßá Ë
ÕÑÎÜËÐÑÌ ÃÎËÐÂ. ³ÆÇÎÂÇÏ ÑÆÐÑ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ. ¬ÂÍ ÑÕÏÇÚÂ-
ÎÑÔß, ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ØÑÓÑÛÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÕÔâ
ÕÑÚÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ. ±ÑàÕÑÏÖ ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÔÍÇÌÎËÐÅÂ
(6) ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÐÖÎÇÄÑÇ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ. ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ àÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ
ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ Í àÌÎÇÓÑÄÞÏ Ä (4), Â ËÏÇÐÐÑ
âÍÑÃËÂÐÂ.

´ÑÎÜËÐÖ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ËÔØÑÆâ ËÊ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
o Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË omax:

joj � omax ÿ 1

2
G �o�i j ~xi~xj ; �37�

ÅÆÇ ~x � xÿ xmax. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ l �o�n

ÏÂÕÓËÙÞ ÄÕÑÓÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØG �o�i j � ÿqiqjjoj, ÄÞÚËÔÎÇÐ-
ÐÞØ Ä ÎÑÍÂÎßÐÑÏ ÏÂÍÔËÏÖÏÇ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, ÃÖÆÖÕ
ÑÒÓÇÆÇÎâÕß ÓÂÊÏÇÓÞ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ä ÕÓÈØ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞØ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ: `n � �2omax=l

�o�
n �1=2. ®ÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÔÑÃ-

ÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ l�o�1 ÊÂÆÂÈÕ ÕÑÎÜËÐÖ ÃÎËÐÂ, Â ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ àÕÑÏÖ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÊÐÂ-
ÚÇÐËá, ì ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÐÑÓÏÂÎË Í ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÕËÒÂ ÃÎËÐÂ.
£ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÑÔâØ G �o�i j ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (37) ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä
ÄËÆÇ

joj � omax

�
1ÿ

X
n�1; 2; 3

~x 2
n

` 2n

�
:

±ÓË àÕÑÏ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÐÂÛÇÏÖ ÚËÔÎÇÐÐÑÏÖ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËá
[37, 38], ÕÑÎßÍÑ ÒÇÓÄÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ ÃÎËÐÂ ì ÇÅÑ
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ÕÑÎÜËÐÂ ì ÖÃÞÄÂÇÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ, Â ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÆÄÂ
ÓÂÊÏÇÓÂ ËÊÏÇÐâáÕÔâ ÔÎÂÃÑ Ë ÑÔÕÂáÕÔâ ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ
ÒÑÓâÆÍÂ ÇÆËÐËÙÞ,

`1 / exp �ÿb1t�; `2 / 1; `3 / 1 : �38�

¤ÇÑÏÇÕÓËâ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÐËÉÇÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ âÍÑÃËÂÐÂ
ÄÃÎËÊË ÏËÐËÏÖÏÂ Jmin ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐÂ ÕÂÍËÏ ÉÇ
ÑÃÓÂÊÑÏ:

J � Jmin ÿ 1

2
G �J �i j ~xi~xj ; �39�

ÅÆÇ ~x � xÿ xmin Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ l �J �n ÏÂÕÓËÙÞ
ÄÕÑÓÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ G J

i j � qiqjJ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÇ Ä ÎÑÍÂÎß-
ÐÑÏ ÏËÐËÏÖÏÇ âÍÑÃËÂÐÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÓÂÊÏÇÓÞ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÞ, ln � �2Jmin=l

�J �
n �1=2. °ÃÎÂÔÕË ÄÞÔÑÍÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑ-

ÔÕË Ë ÒÑÐËÉÇÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ âÍÑÃËÂÐÂ Ä ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÌ
ÔÕÇÒÇÐË ÒÇÓÇÔÇÍÂáÕÔâ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ (ÔÏ. ÓËÔ. 1), Ë ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÞ ÄÕÑÓÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ln ÄÇÆÖÕ ÔÇÃâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË
ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÞ ÒÇÓÄÑÌ [52]:

l1 / exp �ÿb1t�; l2 / 1; l3 / 1 : �40�

±ÓË àÕÑÏ ÏÂÍÔËÏÖÏ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË Ë ÏËÐËÏÖÏ âÍÑÃËÂÐÂ
ÄÇÆÖÕ ÔÇÃâ ÍÂÍ omax / Jÿ1min / exp �b2t�, Â b2=b1 � 2=3, Õ.Ç.
ÄËØÓÇÄÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ àÄÑÎáÙËÑÐËÓÖÇÕ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÊÂÍÑÐÖ 2=3
(ÔÏ. (6)).

£ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ~a (ÄÔáÆÖ ÆÂÎÇÇ ÏÞ ÑÒÖ-
ÔÍÂÇÏ ÊÐÂÍ ÕËÎßÆÂ) ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ âÍÑÃËÂÐÂ ÄÃÎËÊË ÏËÐË-
ÏÖÏÂ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ

J � Jmin � 1

2
G �a�i j aiaj ; �41�

ÅÆÇ G �a�i j � q 2J=qaiqaj ì ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÂâ ÏÂÕ-
ÓËÙÂ.®ÂÕÓËÙÞG �a�i j ËG �J �i j (ÆÂÎÇÇ ÆÎâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÒÑÔÎÇÆÐáá
ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÏ ÍÂÍ G �x�i j ) ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓÂÄËÎÖ ÙÇÒË,

G �a� � ĴTG �x�Ĵ � VgVT ; �42�
ÅÆÇ ÏÞ ÄÞÆÇÎËÎË ÏÂÕÓËÙÖ

g � SUTG �x�US :

£ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÑÔâØ G �x� ÏÂÕÓËÙÂ g ÃÎËÊÍÂ Í ÆËÂÅÑ-
ÐÂÎßÐÑÌ, ÕÂÍ ÍÂÍ U ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÇÆËÐËÙÇ, G �x� �
� diag fl �J �1 ; l �J �2 ; l �J �3 g, Ë g ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇÏ
ÕÓÈØ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ Ë ÆÄÖØ ÒÑÚÕË ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÏÂÕÓËÙ.
°ÕÔáÆÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ l �J �n � 2Jmin=l

2
n , ÆÎâ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ àÎÇ-

ÏÇÐÕÑÄ g ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑ ËÏÇÇÏ:

gii � s 2
i l
�J �
i � 2Jmin

s 2
i

l 2i
:

µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ s1/ l1/exp �ÿb1t�, s2/ l2/1, s3/exp �b3t�
Ë l3 / 1, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

g11 / Jmin; g22 / Jmin; g33 / Jmins 2
3 :

³ÑÅÎÂÔÐÑ àÕÑÌ ÑÙÇÐÍÇ, ÒÇÓÄÞÇ ÆÄÂ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ àÎÇ-
ÏÇÐÕÂ ÆÑÎÉÐÞ ÖÃÞÄÂÕß ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÍÂÍ Jmin. ¹ËÔÎÇÐÐÞÌ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ ÖÃÞÄÂÐËÇ g11
Ë g22, ØÑÕâ ÑÐË Ë ÐÇ ÔÎÇÆÖáÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË ÕÑÚÐÑ, ÚÕÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÐÇÃÑÎßÛËÏ ÑÕÎË-
ÚËÇÏ ÏÂÕÓËÙÞ U ÑÕ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÞ ÐÂÃÎá-
ÆÂÇÏ Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ. ¯ÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ g
ÕÂÍÉÇ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÏÂÎÞÏË, Ë ÕÑÎßÍÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ g33
ÑÔÕÂÈÕÔâ ÒÑÓâÆÍÂ ÇÆËÐËÙÞ, ÔÎÂÃÑ ËÊÏÇÐââÔß ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ.

µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÕÓÇÕßÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ
ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÏÂÍÔËÏÖÏ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË Ë ÕÑÎÜËÐÖ
ÃÎËÐÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÍÂÍ s3 / oÿ1max `

ÿ1
1 , Ë Jmin / oÿ1max,

ÐÂØÑÆËÏ

g33 / oÿ3max `
ÿ2
1 ;

ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá (6), ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÏÖ Ä
ÚËÔÎÇÐÐÑÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ (ÔÏ. ÓËÔ. 3):

omax / gÿ1=333 `
ÿ2=3
1 : �43�

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÇÔÎË Í ÏÂÕÓËÙÇ g
ÒÓËÏÇÐËÕß ÒÑÄÑÓÑÕ V, ÕÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÔÂÏÞÏ ÃÑÎßÛËÏ
àÎÇÏÇÐÕÑÏ ÑÍÂÉÇÕÔâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ �1; 1�, ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓÂÍÕË-
ÚÇÔÍË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô g33. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, âÍÑÃËÂÐ Ë ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ x1, Â ÄÎËâÐËÇ ÆÓÖÅËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÎÂÃÞÏ. ¿ÕÑ ÇÜÈ ÓÂÊ ÒÑÆÚÈÓÍËÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÂÐ-
ÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ì ÍÄÂÊËÑÆÐÑÏÇÓÐÂâ, ÑÆÐÂÍÑ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇ-
ÐËÇ ÔÍÇÌÎËÐÅÂ (6) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÖÅÖÃÑ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÇ
âÄÎÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÄÑËÏ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇÏ ÑÃâÊÂÐÑ ÔÉË-
ÏÂÇÏÑÔÕË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ.

4. ³ÕÂÕËÔÕËÍÂ ÊÂÓÑÉÆÂáÜÇÌÔâ
ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÑÃÔÖÆËÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÊÂÓÑÉÆÂáÜÇÌÔâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË, ÑÅÓÂÐËÚËÄÛËÔß ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ ÓÇÉËÏÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÚËÔÎÑ ÒÑâÄÎâáÜËØÔâ
ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÃÎËÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÇÎËÍÑ Ë Í ÐËÏ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓËÏÇÐÈÐ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ. ³ ÔÂÏÑÅÑ
ÐÂÚÂÎÂ âÔÐÑ, ÚÕÑ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß ÔËÎßÐÑ
ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÂ. ¬ÂÉÆÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÃÎËÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ ÒÑÓÑÉ-
ÆÂÇÕ Ä k-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔËÎßÐÑ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÆÉÇÕÑÄÑÅÑ ÕËÒÂ, ÄÞÕâÐÖÕÞÇ Ä ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÏ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË Í ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÃÎËÐÂ Ô ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÕÑÎÜË-
ÐÑÌ � `ÿ1? 5 `ÿ11 . ªÏÇÐÐÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÆÉÇÕÂ-
ÏË (×ÂÍÕËÚÇÔÍË ÏÇÉÆÖ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂÏË ÃÎËÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ), ÍÂÍ
ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÆÂÎÇÇ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓ-
ÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË.

10ÿ2 10ÿ1 100

101

100

`1

omax

²ËÔ. 3.®ÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß omax ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ `1 Ä ÎÑÅÂÓË×-
ÏËÚÇÔÍÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ. ¬ÓÖÉÑÍ ÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË Ä ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË ÔÚÈÕÂ t � 7;5,
ÛÕÓËØÑÄÂâ ÎËÐËâ ì ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÏÖ ÊÂÍÑÐÖ omax / `ÿ2=31 .
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£ ÐÂÛËØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ ÏÞ ÐÂÃÎáÆÂÇÏ
×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÃÎËÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ ÆÎâ ÄÔÇØ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÇÏÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (ÃÑÎÇÇ 30) [36 ë 38]. £Ñ
ÄÓÇÏâ àÄÑÎáÙËË ÄÔÇØ ÕÂÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ Ô ÄÞÔÑÍÑÌ ÊÂÄËØ-
ÓÇÐÐÑÔÕßá Ä ÕÑÌ ËÎË ËÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËÇ ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ omax�t� � `ÿ2=3�t�. £ ÒÇÓ-
ÄÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÐÂ àÕÖ ÕÇÏÖ [36] ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÃÎËÐÞ Ä
x-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÑÓÑÉÆÂáÕ ÔËÎßÐÑ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÞÇ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ä k-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ä ÄËÆÇ ÆÉÇÕÑÄ, ÄÞÕâÐÖÕÞØ
Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞØ ÃÎËÐÂÏ (ÓËÔ. 4). ±Ñ-
ÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË àÄÑÎáÙËË ÃÎËÐÑÄ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ `1=`?, ÅÆÇ `?ì
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÒÓÑÆÑÎßÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ ÃÎËÐÂ, ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËâ ÆÉÇÕÑÄ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÄÑÊÓÂÔ-
ÕÂÇÕ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÅÐÑÄÇÐÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔËÎßÐÑ ËÊÓÇÊÂÐÐÞÏ Ë ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ. ±ÓË
àÕÑÏ ÚËÔÎÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÃÎËÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ Ë ÔÑ-
ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÚËÔÎÑ ÆÉÇÕÑÄ. ¬ÂÉÆÞÌ ËÊ ÆÉÇ-
ÕÑÄ ËÏÇÇÕ ÔÄÑÈ ÖÅÎÑÄÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÓâÆÍÂ �k`?�ÿ1.
¥ÉÇÕÞ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ËØ ÚËÔÎÂ ÐÂÚËÐÂáÕ ÒÇÓÇÍÓÞÄÂÕßÔâ
Ä k-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ¬ÑÅÆÂ ÕÂÍËØ ÒÇÓÇÍÓÞÕËÌ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÐÑÅÑ, Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ×ÑÓÏË-
ÓÑÄÂÐËÇ ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ E �k� � kÿ5=3. °ÕÏÇ-
ÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ IC1 ËÊ [37], ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂ-
ÜËØ ÐËÍÂÍÑÌ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË, ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ
ÒÑ ÖÅÎÖ ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ ÐÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ (ÓËÔ. 5Â).
¯ÂÚÂÎßÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ IC2 Ë IC3 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÔÖÒÇÓ-
ÒÑÊËÙËá ÔÆÄËÅÑÄÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ (ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ
¡ÓÐÑÎßÆÂ ë¢ÇÎßÕÓÂÏË ë¹ËÎÆÓÇÔÔÂ) Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÅÂÖÔ-
ÔÑÄÂ ÛÖÏÂ. ¡ÐËÊÑÕÓÑÒËâ, ÒÑÓÑÉÆÂÇÏÂâ ÔÆÄËÅÑÄÞÏ ÕÇÚÇ-
ÐËÇÏ, ÑÃÖÔÎÑÄÎËÄÂÇÕ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÆÉÇÕÑÄ Ô ÔËÎßÐÞÏ ÖÅÎÑ-

ÄÞÏ ÒÇÓÇÍÓÞÕËÇÏ, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÚÇÏÖ ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÍÑÎÏÑ-
ÅÑÓÑÄÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ (ÓËÔ. 5Ã, Ä). ³ÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ
ÐÇ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞÌ ÒÑ ÖÅÎÖ ÔÒÇÍÕÓ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔËÎßÐÑ
ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÐÂÎËÚËÇ
ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÔÒÇÍÕÓÂ, ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß Ä
ÖÔÎÑÄÐÑ ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÆÂÎÇÍÂ ÑÕ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ Ë
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ, ÆÎâ ÄÓÇÏÈÐ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ.

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË
ÑÆÐËÏ ËÊ ÕÑÚÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÕÇÑÓËË ¬ÑÎÏÑÅÑÓÑÄÂ âÄ-
ÎâÇÕÔâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ ÊÂÍÑÐ 4=5 [2, 15, 53]. £ ËÐÇÓÙËÑÐ-
ÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ r àÕÑÕ ÊÂÍÑÐ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ

hdv 3k i � ÿ
4

5
e r ; �44�

ÅÆÇ dvkìÒÓÑÆÑÎßÐÑÇ ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË (ÒÓÑÇÍÙËâ ÐÂ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÂ r � r1 ÿ r2), h i ÑÊÐÂÚÂáÕ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ
ÒÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÂÐÔÂÏÃÎá. °ÕÔáÆÂ ËÔØÑÆâ ËÊ ÔÑÑÃ-
ÓÂÉÇÐËÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕÇÌ ÔÎÇÆÖáÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, hdv 2i / e 2=3r 2=3, Ë ÔÂÏ
ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ: Ek / e 2=3kÿ5=3. ±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ
ÍÎáÚÇÄÞÏ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ Ñ
ÎÑÍÂÎßÐÑÔÕË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÐÂ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ
ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ. ´ÑÅÆÂ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÚËÔÎÂØ
²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ, Re4 1, ÆËÐÂÏËÍÖ ÐÂ àÕËØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ
ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË¿ÌÎÇÓÂ, Â ÒÑâÄÎÇÐËâ ÍÑÎ-
ÏÑÅÑÓÑÄÔÍËØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß ÆÑ ÄÑÊÃÖÉÆÇ-
ÐËâ ÄâÊÍËØ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ, Ñ ÚÈÏ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖáÕ ÏÐÑÅËÇ
ÚËÔÎÇÐÐÞÇ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÞ [54 ë 57].

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÐÂÛËØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ [36,
37] ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ÔÒÇÍÕÓ àÐÇÓÅËË ÔÑ ÔÍÇÌÎËÐÅÑÏ, ÃÎËÊÍËÌ Í
ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÏÖ, ÐÂÃÎáÆÂÎÔâ Ä ÒÑÎÐÑÔÕßá ÐÇÄâÊÍÑÏ
ÒÑÕÑÍÇ, ÆËÐÂÏËÍÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÅÎÂÄÐÞÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ ÃÎËÐÑÑÃÓÂÊÐÞÏË ÔÕÓÖÍÕÖÓÂÏË ÄÞÔÑÍÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑ-
ÔÕË [38, 52, 58]. ¥ÉÇÕÞ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ ÚÕÑ ÑÐË ÊÂÐËÏÂáÕ
ÐÇÃÑÎßÛÖá ÆÑÎá ÄÔÇÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ,
ÄÐÑÔâÕ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÔÒÇÍÕÓ ÊÂÓÑÉÆÂáÜÇÌÔâ ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÑÔÕË, ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÅÑ ËÐ-
ÕÇÓÄÂÎÂ Ek / kÿa Ô ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ ÔÕÇÒÇÐË a, ÃÎËÊÍËÏ Í 5=3,
Ë ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËá ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÌ ÑÃÎÂ-
ÔÕË ÐÂ ÏÇÐßÛËÇ ÏÂÔÛÕÂÃÞ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ÔÍÇÌ-
ÎËÐÅ ÑØÄÂÕÞÄÂÇÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎßÛËÌ ËÐÕÇÓÄÂÎ ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÑÄ, ÇÔÎË ÆÉÇÕÞ ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÄÃÎËÊË ÑÆÐÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâ, ÖÄÇÎËÚËÄÂâ ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËá ÒÑÕÑÍÂ.

£ ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ [40] ÕÂÍÉÇ ÃÞÎÑ ËÊÖÚÇÐÑ
ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ (ÏÑÏÇÐ-
ÕÑÄ) ÔÍÑÓÑÔÕË Ä ÓÇÉËÏÇ ÊÂÓÑÉÆÂáÜÇÌÔâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË.
£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÄÞâÔÐÇÐÑ, ÍÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÔÕÇ-
ÒÇÐÐÑÌ ÔÍÇÌÎËÐÅ �M �n�

k �r��1=n / r xn Ë �M �n�
? �r��1=n / r zn ÆÎâ

ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ Ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ Ä ÕÑÏ ÉÇ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
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²ËÔ. 4. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) ªÊÑÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÏÑÆÖÎâ ×ÖÓßÇ-ÂÏÒÎËÕÖÆ
ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË (ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÐÂ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ) j~o�k�j �
� 0;2 Ä k-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÓË tm1. ³ÒÎÑÛÐÞÇ ÎËÐËË ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ ÏÂÍ-
ÔËÏÂÎßÐÞÇ k-ÄÇÍÕÑÓÞ (ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÐÂ `ÿ11 ÆÎâ ÄÔÇØ ÆÉÇÕÑÄ) [36].
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²ËÔ. 5. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) ³ÒÇÍÕÓ àÐÇÓÅËË Ek�t� Ä ÓÂÊÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÓÇÏÇÐË ÆÎâ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ [37] (a) IC1 (ÕËÒ I), (Ã) IC2 (ÕËÒ II) Ë
(Ä) IC3 (ÕËÒ III) [37].
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ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ, ÚÕÑ Ë ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÂ àÐÇÓÅËË Ek. ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÎ
ÚËÔÎÇÐÐÞÌ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ, ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË ÔÕÇÒÇÐË xn Ë zn ÆÇ-
ÏÑÐÔÕÓËÓÖáÕ ÕÇ ÉÇ ÍÎáÚÇÄÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ, ÚÕÑ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÓÂÊÄËÕÑÌ (ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ) ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË: ÑÐË ÖÏÇÐß-
ÛÂáÕÔâ Ô ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ ÒÑÓâÆÍÂ ÏÑÏÇÐÕÂ n, ÚÕÑ ÖÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕ ÐÂ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß Ë ÂÐÑÏÂÎßÐÞÌ ÔÍÇÌÎËÐÅ. ±ÓË
àÕÑÏ ÒÓÑÆÑÎßÐÞÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ÃoÂ ÎßÛËÏË, ÚÇÏ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÔÕÓÖÍÕÖÓ-
ÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ
ÒÓËÏÇÓÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ x3 ' a=5.

¹ËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ
ÔËÎßÐÖá ÂÐËÊÑÕÓÑÒËá ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ Ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÔÕÇ-
ÒÇÐÐ�aâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ r ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÆÎâ ÄÔÇØ ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËÌ r=r Ô ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ ÔÕÇÒÇÐË, ÃÎËÊÍËÏ Í ÇÆËÐËÙÇ, ÍÂÍ Ä
ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÏ ÊÂÍÑÐÇ 4=5 (44). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÑÅÆÂ
ÔÕÇÒÇÐß ÔÒÇÍÕÓÂ àÐÇÓÅËË ÃÎËÊÍÂ Í ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÌ, ÒÓÑ-
ÆÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËâ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÃÎËÊÍËÌ Í ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÔÍÇÌÎËÐÅ, ÔÑ-
ÄÏÇÔÕËÏÞÌ Ô ÊÂÍÑÐÑÏ (44). ±ÓË àÕÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÊÂ-
ÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÔËÎßÐÑ ÐÇÓàÎÇÇÄÔÍÑÌ ×ÑÓ-
ÏÑÌ ÊÂ ÔÚÈÕ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕË, Â ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ØÄÑÔÕ àÕÑÅÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÖá ÅÇÑÏÇÕÓËá
ÃÎËÐÑÑÃÓÂÊÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÄÞÔÑÍÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË.

4.1. ¹ËÔÎÇÐÐÂâ ÔØÇÏÂ ÆÎâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË
±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÑÄ ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÞØ ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ
(1) (Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË), ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÍÂÊÂÕß ÐÇÔÍÑÎß-
ÍÑ ÔÎÑÄ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÚËÔÎÇÐÐÑÌ ÔØÇÏÞ, ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÌ Ä
ÓÂÃÑÕÂØ [36 ë 38].

¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ (1) ÒÓÑ-
ÄÑÆËÎÑÔß Ä ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÏ âÜËÍÇ r � �x; y; z� 2 �ÿp; p�3 Ô
ÒÑÏÑÜßá ÒÔÇÄÆÑÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ²ÖÐÅÇ ë¬ÖÕÕÞ
ÚÇÕÄÈÓÕÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÕÑÚÐÑÔÕË. ¥Îâ ÄÔÇØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑ-
ÄËÌ ÕÇÚÇÐËÇ ÄÞÃËÓÂÎÑÔß Ä ÄËÆÇ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËË ÔÆÄËÅÑÄÑÅÑ
ÒÑÕÑÍÂ:

osh�r� � �sin z; cos z; 0�;
��osh�r�

�� � 1 ; �45�
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÅÑ ÔÑÃÑÌ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ, Ë ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ.
°ÃÓÂÕÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÓÑÕÑÓÂ Ë ÄÔÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞÇ ÄÞÚËÔÎâÎËÔß Ä ×ÖÓßÇ-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ªÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÎÂÔß ÂÆÂÒÕËÄÐÂâ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÂâ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÂâ ÔÇÕÍÂ,
ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÂâ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ. ¡ÆÂÒÕÂÙËâ ÔÇÕÍË
ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÎÂÔß ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÒÑ ÍÂÉÆÑÌ ËÊ ÕÓÈØ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÂÐÂÎËÊÂ ×ÖÓßÇ-ÔÒÇÍÕÓÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË.ºÂÅ
ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÄÞÃËÓÂÎÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÓËÕÇÓËâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕË ¬ÖÓÂÐÕÂ ë¶ÓËÆÓËØÔÂ ë­ÇÄË Ô ÚËÔÎÑÏ ¬ÖÓÂÐÕÂ 0;5.
¯ÂÚÂÎßÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ ÓÇÛÈÕÍË 1283 Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ
ÂÆÂÒÕÂÙËË ÖÄÇÎËÚËÄÂÎÔâ ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ, ÒÑÍÂ ÑÃÜÇÇ ÚËÔÎÑ
ÖÊÎÑÄ ÐÇ ÆÑÔÕËÅÂÎÑ 20483 (10243 ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÚËÔÎÇÐ-
ÐÞØ ÓÂÔÚÈÕÑÄ). ¡ÆÂÒÕÂÙËâ ÓÇÛÈÕÍË ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÎÂÔß ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ³ ÒÑÏÑÜßá ÕÓÈØ ×ÖÐÍÙËÌ:

Sj�k� �
� ��o�p���2dÿjpjj ÿ k

�
d3p; j � x; y; z ;

ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÔÒÇÍÕÓ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, ÒÓÑ-
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐÐÞÌ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÍÂÉ-
ÆÑÌ ËÊ ÕÓÈØ ÑÔÇÌ, ÑÕÔÎÇÉËÄÂÎÂÔß ÕÑÚÍÂ ÒÇÓÇÎÑÏÂ ÏÇÉÆÖ
àÐÇÓÅÑÔÑÆÇÓÉÂÜÇÌ ÑÃÎÂÔÕßá Ë ÑÃÎÂÔÕßá ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ
ÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÛÖÏÂ ÒÑ ÍÂÉÆÑÏÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá.
¬ÂÍ ÕÑÎßÍÑ ÒÑ ÍÂÍÑÏÖ-ÎËÃÑ ËÊ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ j ÕÑÚÍÂ

ÒÇÓÇÎÑÏÂ ÒÓËÃÎËÉÂÎÂÔß Í 2K
� j �
max=3, ÓÇÛÈÕÍÂ Ä àÕÑÏ

ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÖÒÎÑÕÐâÎÂÔß. ©ÆÇÔß K
� j �
max � Nj=2 ì ÏÂÍÔË-

ÏÂÎßÐÞÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÚËÔÎÂ, Nj ì ÓÂÊÏÇÓÞ ÓÇÛÈÕÍË ÒÑ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ j, Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕ 2=3 ÖÚËÕÞÄÂÇÕ à××ÇÍÕ
ÂÎËÂÊËÐÅÂ. ±ÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË Í ÆÓÖÅÑÌ ÄÞÒÑÎ-
ÐâÎÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÖÓßÇ-ËÐÕÇÓÒÑÎâÙËË. ±ÑÔÎÇ ÆÑÔÕËÉÇ-
ÐËâ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÖÊÎÑÄ ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂ-
ÐËÇ ÒÓÑÆÑÎÉÂÎÑÔß ÖÉÇ ÐÂ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍÇ, Õ.Ç.
ÃÇÊ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÇÈ ËÊÏÇÐÇÐËâ. ±ÑÎÐÂâ ÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÔÚÈÕÂ
ÒÓÑËÊÄÑÆËÎÂÔß, ÇÔÎË ÒÑ ÍÂÍÑÏÖ-ÎËÃÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá
×ÖÓßÇ-ÔÒÇÍÕÓ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÒÓË 2K

� j �
max=3 ÒÓÇÄÞÛÂÎ

10ÿ13 ÑÕ ÔÄÑÇÅÑ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ, Sj�2K � j �max=3�5
5 10ÿ13 maxk �Sj�k�� (ÔÏ. ÆÇÕÂÎË Ä [36, 37]).

¢ÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÂâ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ ÑÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËË ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ ÒÓËÄÇ-
ÆÇÐÂ Ä ÔÕÂÕßâØ [36, 37, 52], ÅÆÇ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÕÑÚÐÑÔÕß ÐÂ
ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ï ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ Ä ±£­ ÑÚÇÐß ÄÞ-
ÔÑÍÂ ì ÑÐÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÑÚÐÑ ÕÂÍÑÇ ÉÇ ÒÑÎÇ ÊÂ-
ÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, ÍÂÍ Ë ÒÓË ÒÓâÏÑÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËË.

£ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ ÐÂÃÎáÆÂÎÑÔß
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÇ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÅÑ ÔÍÇÌÎËÐÅÂ Ä
ÔÒÇÍÕÓÇ àÐÇÓÅËË Ek / kÿa ÐÂ ÏÂÎÞØ Ë ÔÓÇÆÐËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ
ÚËÔÎÂØ ÐÂÚËÐÂâ Ô k5 2. ±ÇÓÄÂâ ÅÂÓÏÑÐËÍÂ k � 1, Ä ÍÑ-
ÕÑÓÑÌ ÔÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÐÞ ÐÂÚÂÎßÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ, ÔÑÆÇÓÉËÕ
ÃoÂ ÎßÛÖá ÚÂÔÕß ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËË (ÆÑ 97% Ä ÍÑÐÇÚÐÑÇ
ÄÓÇÏâ) Ë ÐÇ ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ àÕÑÏÖ ËÐÕÇÓÄÂÎÖ. ¹ÕÑÃÞ ËÔ-
ÍÎáÚËÕß ÇÈ ÄÎËâÐËÇ ÐÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÔÍÑÓÑÔÕË,
ÄÞÚËÔÎâÎËÔß ÏÑÏÇÐÕÞ ÆÎâ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
~v, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ËÊ ËÔØÑÆÐÑÌ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÖÆÂÎÇÐËâ ÆÇÄâÕË
ÅÂÓÏÑÐËÍ k � �kx; ky; kz� Ô kx; y; z � ÿ1; 0; 1.

£ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÆÎâ ÊÂÓÑÉÆÂáÜÇÌÔâ ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÑÔÕË (ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ) ÕÓÇÃÖÇÕ ÅÑÓÂÊÆÑ ÃoÂ ÎßÛËØ
ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÞØ ÓÇÔÖÓÔÑÄ, ÚÇÏ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÆÎâ
ÓÂÊÄËÕÑÌ (ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ) ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐËÇÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [59]). ²ÂÔÚÈÕ
ÄÞÒÑÎÐâÎÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÆÎâ ÊÂÆÂÐ-
ÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ r ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ÕÑ-
ÚÇÍ r, ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÐÂ Ô×ÇÓÇ jrj � r. ©ÂÕÇÏ
ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ r ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË d~v �
� ~v �x� r; t� ÿ ~v�x; t� Ä ÍÂÉÆÑÏ ÖÊÎÇ ÓÇÛÈÕÍË x Ô ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÐËÇÏ ËÐÕÇÓÒÑÎâÙËË ÒÑ ÃÎËÉÂÌÛËÏ ÔÑÔÇÆâÏ ÆÎâ
"ÔÆÄËÐÖÕÑÌ" ÔÍÑÓÑÔÕË ~v�x� r; t�. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÒÓÑÆÑÎßÐÞÌ Ë
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕÞ ÒÑÓâÆÍÂ n ÄÞÚËÔÎâáÕÔâ ÍÂÍ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÔÖÏÏÞ ÒÑ ÄÔÇÏ ÕÑÚÍÂÏ ÐÂ
Ô×ÇÓÇ r Ë ÄÔÇÏ ÖÊÎÂÏ x:

M
�n�
k �r� �

1

4pr 2

�
jrj�r

d3r

�
d3x

�2p�3 �d
~vmr�n ; �46�

M
�n�
? �r� �

1

4pr 2

�
jrj�r

d3r

�
d3x

�2p�3
��d~v�mr

��n ; �47�

ÅÆÇ mr � r=rì ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ.

4.2. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ
±ÓËÄÇÆÈÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÆÎâ
ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÆÂÐÐÞØ I1 ËÊ [36] ÐÂ ÓÇÛÈÕÍÇ Ô ÑÃÜËÏ ÚËÔÎÑÏ
ÖÊÎÑÄ 20483. ±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÆÎâ àÕËØ ÆÂÐÐÞØ ×ËÐÂÎß-
ÐÂâ ÓÂÔÚÈÕÐÂâ ÔÇÕÍÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÎÂ ÔÑÃÑÌ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÞÌ
ÒÂÓÂÎÎÇÎÇÒËÒÇÆ 972� 2048� 4096 ÆÎâ ÄÓÇÏÇÐË tf � 7;75.
®ÂÍÔËÏÖÏ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË omax, ÓÂÄÐÞÌ 1;5 Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ, ÒÓË tf ÆÑÔÕËÅÂÎ ÄÇÎËÚËÐÞ 18;4. £ÓÇÏâ ÑÔÕÂÐÑÄÍË
ÔÚÈÕÂ tf ÑÒÓÇÆÇÎâÎÑÔß ËÊ ÖÔÎÑÄËâ, ÚÕÑÃÞ ÓÂÊÓÇÛÇÐËÇ
ÐÂËÃÑÎÇÇ ÕÑÐÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÄÞÔÑÍÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÐÇ ÒÓÇ-
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ÄÞÛÂÎÑ 10 ÖÊÎÑÄ ÓÇÛÈÕÍË ÐÂ ÖÓÑÄÐÇ ÒÑÎÑÄËÐÞ ÏÂÍÔË-
ÏÖÏÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË.

¿ÄÑÎáÙËâ ÔÒÇÍÕÓÂ àÐÇÓÅËË ÆÎâ àÕÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ
ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 6. ¯Â ÃÑÎßÛËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚËÔÎÂØ k ÔÒÇÍÕÓ
ÖÃÞÄÂÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÄÔÕÂÄÍÇ ÓË-
ÔÖÐÍÂ. ¯Â ÏÂÎÞØ Ë ÔÓÇÆÐËØ k ÑÕÚÈÕÎËÄÑ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÒÑ-
ÔÕÇÒÇÐÐÑÇ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ÔÑ ÔÍÇÌ-
ÎËÐÅÑÏ, ÃÎËÊÍËÏ Í ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÏÖ Ek / kÿ5=3. ³ÕÇÒÇÐ-
ÐÑÌ ËÐÕÇÓÄÂÎ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ "ÊÂÏÑÓÑÉÇÐÐÞÏ" ÔÒÇÍÕ-
ÓÑÏ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚËÔÎÂØ ÔÒÇÍÕÓ ÔËÎß-
ÐÑ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ. ¬ ÍÑÐÙÖ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ àÕÑÕ ËÐÕÇÓÄÂÎ
ÔÑÔÕÂÄËÎ ÐÇÏÐÑÅÑ ÃÑÎÇÇ ÑÆÐÑÌ ÆÇÍÂÆÞ: 29k930. ¯ÇÑÃ-
ØÑÆËÏÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÆÂÐÐÞÌ ËÐÕÇÓÄÂÎ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÕÑÎßÍÑ
ÏÂÎÖá ÆÑÎá àÐÇÓÅËË: ÆÂÉÇ Ä ×ËÐÂÎßÐÑÇ ÄÓÇÏâ 97,2%

àÐÇÓÅËË ÄÔÈ ÇÜÈ ÔÑÆÇÓÉÂÕÔâ Ä ÒÇÓÄÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍÇ k � 1,
ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÚËÔÎÂ 24 k4 30 Ë k > 30 ÒÑÎÖÚÂáÕ
ÕÑÎßÍÑ 2,8% Ë ÏÇÐÇÇ ÚÇÏ 0,1% àÐÇÓÅËË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

¿ÄÑÎáÙËâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ
ÓËÔ. 7Â (ÐÂ ÓËÔ. 7Ã ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÏÑÏÇÐÕÞ Ä ×ËÐÂÎßÐÑÇ ÄÓÇÏâ
Ô ÃoÂ ÎßÛËÏÏÂÔÛÕÂÃÑÏ). ³ÕÇÒÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÓÄÂÎ ÔÑ ÔÍÇÌÎËÐ-
ÅÑÏ, ÃÎËÊÍËÏ Í ÎËÐÇÌÐÑÏÖ M �3� / r, ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÔÑ
ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÑ ÍÂÍ ÆÎâ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ, ÕÂÍ Ë ÆÎâ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÐÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÏÂÔÛÕÂ-
ÃÂØ, ÓÂÔÛËÓââÔß ÆÑ 0;29r91 Ä ×ËÐÂÎßÐÑÇ ÄÓÇÏâ. ¿ÕËÏ
ÏÂÔÛÕÂÃÂÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÚËÔÎÂ 69k930,
ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËÇ ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÏÖ ËÐÕÇÓÄÂÎÖ Ä ÔÒÇÍÕÓÇ àÐÇÓ-
ÅËË ÐÂ ÓËÔ. 6.

±ÑÍÂÊÂÕÇÎË ÔÕÇÒÇÐË xn Ë zn ÆÎâ ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ Ë ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÞØÏÑÏÇÐÕÑÄ �M �n�

k �1=n / r xn Ë �M �n�
? �1=n / r zn ÖÏÇÐßÛÂáÕ-

Ôâ Ô ÒÑÓâÆÍÑÏ ÏÑÏÇÐÕÂ n, ÖÍÂÊÞÄÂâ ÐÂ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß Ë
ÂÐÑÏÂÎßÐÞÌ ÔÍÇÌÎËÐÅ (ÓËÔ. 7Ã). ±ÇÓÄÞÇ ÚÇÕÞÓÇ ÒÓÑÆÑÎß-
ÐÞØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ËÏÇáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ: x1 � 0;60�
� 0;06, x2�0;48� 0;04, x3�0;39� 0;03 Ë x4�0;32� 0;03.
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË: z1 � 0;55�
� 0;07, z2�0;42� 0;06, z3�0;33� 0;05, z4�0;26� 0;04 ì
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÏÇÐßÛÇ, xn0zn, ÐÑ ÑÔÕÂáÕÔâ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÔÕÂÐ-
ÆÂÓÕÐÞØ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÌ. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÆÎâ
ÓÂÊÄËÕÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ ÕÂÍÉÇ
ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÏÇÐßÛËÏË, ÚÇÏ ÒÓÑÆÑÎßÐÞÇ
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [60, 61]).

¯Â ÑÔÐÑÄÂÐËË ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑ ÐÂ-
ÒÓÂÄÎÇÐËâÏ ÏÑÉÐÑ ÔÖÆËÕß ÑÃ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÕÓÇÕßÇÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ,

M
�3�
k;m�r� �

�
d3x

�2p�3 �d
~vm�3 ; �48�

Ek / kÿ5=3
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k

t � 3
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t � 6

t � 7

t � 7,75

²ËÔ. 6. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) ³ÒÇÍÕÓ àÐÇÓÅËË Ek Ä ÆÄÑÌÐÑÏ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ. ¯Â ÄÔÕÂÄÍÇ ÒÑÍÂÊÂÐ ÔÒÇÍÕÓ Ä ÑÆËÐÂÓÐÑÏ ÎÑÅÂÓË×ÏË-
ÚÇÔÍÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ [40].
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²ËÔ. 7. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) (a) ±ÓÑÆÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ M
�3�
k . ¹ÈÓÐÂâ ÛÕÓËØÑÄÂâ ÎËÐËâ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÔÍÇÌÎËÐÅ M �3� / r.

(Ã) ±ÓÑÆÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ �M �n�
k �1=n ÒÑÓâÆÍÑÄ n � 1ÿ4 Ä ×ËÐÂÎßÐÑÇ ÄÓÇÏâ tf � 7;75. ¹ÈÓÐÂâ ÛÕÓËØÑÄÂâ ÎËÐËâ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÔÍÇÌÎËÐÅ

�M �n��1=n / r 1=3 ÆÎâ ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ, Â ÍÓÂÔÐÂâ ÛÕÓËØÑÄÂâ ÎËÐËâ ì ÔÍÇÌÎËÐÅ �M �n��1=n / r ÐÂ ÏÇÐßÛËØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ. ¯Â ÄÔÕÂÄÍÂØ ÓËÔ. a
Ë Ã ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ. (Ä) ¬ÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÒÓÑÆÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ M

�3�
k;m=M

�3�
k ÆÎâ 114

ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ m, ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÒÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ, Ä ×ËÐÂÎßÐÑÇ ÄÓÇÏâ. ºÕÓËØÑÄÑÌ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ ÎËÐËÇÌ ÒÑÍÂÊÂÐ
ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÓÄÂÎ ÆÎâM �3�

k ÐÂ ÓËÔ. Ã [40].
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ÅÆÇ r � m r, Â m ì ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ, ÊÂÆÂáÜËÌ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËÇ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 7Ä ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÒÑ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá M

�3�
k;m ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÅÑ ÒÑ ÖÅÎÂÏ

ÏÑÏÇÐÕÂ M
�3�
k ÆÎâ 114 ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ, ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÓÂÔÒÓÇ-

ÆÇÎÈÐÐÞØ ÒÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ. ¯Â ÏÂÔÛÕÂÃÂØ
ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÏÑÏÇÐÕÑÄ M

�3�
k;m ÔÑ

ÔÏÇÐÑÌ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÑÆÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ËØ ÄÇÎË-
ÚËÐÞ. ±ÓË àÕÑÏ ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÏÑÏÇÐÕÞ
M
�3�
k;m ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÃÞÔÕÓÇÇ (ÏÇÆÎÇÐÐÇÇ) Ô ÖÄÇ-

ÎËÚÇÐËÇÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ r ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞÏ ÒÑ
ÖÅÎÂÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ M

�3�
k . °ÕÏÇÕËÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÃÑÎß-

ÛËÐÔÕÄÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÏÑÏÇÐÕÞ M
�3�
k;m ËÊÏÇÐâáÕÔâ Ô ÓÂÔ-

ÔÕÑâÐËÇÏ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë M
�3�
k . ±ÑÆÑÃÐÑÇ

ÒÑÄÇÆÇÐËÇ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5, ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎÑ ÑÃ-
ÐÂÓÖÉÇÐÑ ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕ-
ÐÑÔÕË Ä ÓÇÉËÏÇ ÒÓâÏÑÅÑ ÍÂÔÍÂÆÂ [45], ÍÑÅÆÂ ÔÒÇÍÕÓ
¬ÓÇÌÚÐÂÐÂ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÍÄÂÊË-
ÛÑÍÑÄ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË [31, 47], ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞØ ÃÎËÐÑÑÃÓÂÊ-
ÐÞÏ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂÏ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ.

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÃÑÎÇÇ ÆÇÕÂÎßÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÔÄâÊß
ÏÇÉÆÖ ÔÒÇÍÕÓÑÏ àÐÇÓÅËË Ë ÏÑÏÇÐÕÂÏË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË,
ÃÞÎÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑ 30 ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÂÔÚÈÕÑÄ
ÐÂ ÓÇÛÈÕÍÂØ Ô ÑÃÜËÏ ÚËÔÎÑÏ ÖÊÎÑÄ 10243 ÆÎâ 30 ÐÂ-
ÚÂÎßÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ, ÄÊâÕÞØ ÍÂÍ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËâ ÔÆÄËÅÑÄÑÅÑ
ÒÑÕÑÍÂ (45) Ë ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ

op�r� �
X
h

�
Ah cos �h r� � Bh sin �h r�

�
: �49�

©ÆÇÔß h � �hx; hy; hz� ì ÄÇÍÕÑÓ Ô ÙÇÎÞÏË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË
jhjj4 2, j � x; y; z, Â ÄÇÍÕÑÓÞ Ah Ë Bh ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞØ
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÔÓÇÆÐËÏ Ë ÔÕÂÐ-
ÆÂÓÕÐÞÏ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇÏ s 2

h � exp �ÿjhj2� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ
ÖÔÎÑÄËâÏ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕË hAh � hBh � 0, ÐÇÑÃØÑÆË-
ÏÞÏ ÆÎâ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ. ¯ÂÚÂÎßÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÄÞÃË-
ÓÂáÕÔâ ÍÂÍ ÔÏÇÔß ÕÇÚÇÐËÌ (45) Ë (49):

o0�r� � �1ÿ p�osh�r� � pRop�r� ; �50�

ÅÆÇ p ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÔÏÇÛËÄÂÐËâ, R � ���������������
4p3=Ep

p
ì

ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍË. ©ÆÇÔß 4p3 Ë Ep ì àÐÇÓÅËË
ÔÆÄËÅÑÄÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ (45) Ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ (49) Ä âÜËÍÇ ËÐ-
ÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ �ÿp; p�3, ÕÂÍ ÚÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ R ÒÇÓÇÐÑÓ-
ÏËÓÖÇÕ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ Í ÕÑÌ ÉÇ àÐÇÓÅËË, ÚÕÑ Ë Ö ÔÆÄËÅÑÄÑÅÑ
ÒÑÕÑÍÂ. ¢ÞÎË ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ ÕÓË ÅÓÖÒÒÞ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ: Ô
p � 1 (ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÕÇÚÇÐËâ), p � 0;1 Ë
p � 0;02 ì ÆÎâ 10 ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÐÂÚÂÎßÐÞØ
ÕÇÚÇÐËÌ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ÅÓÖÒÒÞ.

¥Îâ ÒÇÓÄÑÌ ÅÓÖÒÒÞ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏË ÒÑÕÑÍÂÏË ÐË ÑÆÐÂ ËÊ ÆÇÔâÕË ÔËÏÖÎâÙËÌ
ÐÇ ÒÑÍÂÊÂÎÂ ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÂ àÐÇÓÅËË
ËÎË ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÔÍÑÓÑÔÕË. ¥Îâ ÄÕÑÓÑÌ ÅÓÖÒÒÞ (p � 0;1)
ÄÔÇ ÆÇÔâÕß ÔËÏÖÎâÙËÌ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÕ ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎ ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÂ àÐÇÓÅËË, Ë Ä ÛÇÔÕË ËÊ ÆÇÔâÕË ÔËÏÖÎâÙËÌ
ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÔÍÑÓÑÔÕË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÓÄÂÎ;
ËÐÕÇÓÄÂÎÞ ÆÑÔÕËÅÂáÕ 29k920 ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÂ Ë 0;39r90;8
ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ. ´ÓÇÕßâ ÅÓÖÒÒÂ, Ô p � 0;02, ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ
ÔÕÇÒÇÐÐ�yÇ ËÐÕÇÓÄÂÎÞ ÍÂÍ ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÂ, ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÏÑÏÇÐ-
ÕÑÄ ÆÎâ ÄÔÇØ ÆÇÔâÕË ÔËÏÖÎâÙËÌ; ËÐÕÇÓÄÂÎÞ ÆÑÔÕËÅÂáÕ
29k940 Ë 0;159r90;8 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¥Îâ ÄÔÇØ ÔËÏÖ-
ÎâÙËÌ ÐËÉÐââ ÅÓÂÐËÙÂ rl ÔÕÇÒÇÐÐoÂ Ì ÑÃÎÂÔÕË rl9r9rh ÆÎâ
ÏÑÏÇÐÕÑÄ (ÇÔÎË àÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ) ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÄÇÓØ-
ÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÇÌ kh ÔÕÇÒÇÐÐoÂ Ì ÑÃÎÂÔÕË kl9k9kh ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÂ
ÍÂÍ rl � 2p=kh. £ÇÓØÐââ ÅÓÂÐËÙÂ rh ÒÓËÏÇÓÐÑ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÄÑÎÐÑÄÑÏÖ ÚËÔÎÖ 2p=rh ' 6.

¥Îâ ÕÓÇÕßÇÌ ÅÓÖÒÒÞ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ
ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ÔÍÇÌÎËÐÅ Ek / kÿa ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÂ àÐÇÓÅËË Ô
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ a ÏÇÉÆÖ 0;9 Ë 1;8; ÆÎâ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÂ ÔËÏÖÎâ-
ÙËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß a ÃÎËÊÑÍ Í 1;6. ±ÑÍÂÊÂÕÇÎË x3 Ë z3,
ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ÔÍÇÌÎËÐÅ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÔÍÑÓÑÔÕË
�M �3�
k �r��1=3 / r x3 Ë �M �3�

? �r��1=3 / r z3 , ÒÓËÐËÏÂáÕ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ 0;24x3 4 0;45 Ë 0;134z3 4 0;35. ±ÓÑÆÑÎßÐÞÇ ÒÑÍÂ-
ÊÂÕÇÎË ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÃoÂ ÎßÛËÏË, ÚÇÏ ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÞÇ, x30z3, Ë ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ËÊ ÆÇÔâÕË ÏÑÆÇÎÇÌ ÆÇÏÑÐ-
ÔÕÓËÓÖÇÕ x3 ÄÃÎËÊË 0;35 Ë z3 ÄÃÎËÊË 0;25. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ
ÓËÔ. 8, ÔËÏÖÎâÙËË, ËÏÇáÜËÇ ÃÑÎßÛËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß a,
ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ ÃoÂ ÎßÛËÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË x3 Ë z3, Ë ÐÂÑÃÑÓÑÕ, Ô
ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÆÎâ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ ÒÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎâ

x3 '
a
5
: �51�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÕÂÍÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖ-
ÚÇÐÑ ËÊ ×ÖÓßÇ-ÂÐÂÎËÊÂ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ
ÔÍÑÓÑÔÕË, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ dv / r z Ä ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ËÏÇÇÕ ÔÍÇÌÎËÐÅ dvk / kÿzÿ1 Ä ×ÖÓßÇ-ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ, ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÒÇÍÕÓÖ àÐÇÓÅËË Ek / kÿ2zÿ1. ³ÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËâ z � a=5 Ë z � �aÿ 1�=2 ÒÇÓÇÔÇÍÂáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ Ä
ÑÆÐÑÌ ÕÑÚÍÇ: a � 5=3, z � 1=3.

°ÆÐÑÌ ËÊ ÅÎÂÄÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÖÍÂÊÞÄÂáÜËØ ÐÂ ÒÇÓÇ-
ÏÇÉÂÇÏÑÔÕß, âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ P�o� ÂÃÔÑÎáÕÐÑÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË. ¿ÄÑÎáÙËâ àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÆÎâ
ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÆÂÐÐÞØ I1 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 9. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÔÑ ÄÓÇ-
ÏÇÐÇÏ ËÏÇÇÕ ÔËÎßÐÑ ÐÇÓàÎÇÇÄÔÍÖá ×ÑÓÏÖ Ô ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇ-
ÏÞÏ ÕâÉÈÎÞÏ ØÄÑÔÕÑÏ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËÏÔâ ÐÂ ÃÑÎß-
ÛËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË. ©ÐÂÚÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÎÑÍÂÎß-
ÐÑÅÑ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË (ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 9 ÒÖÐÍ-
ÕËÓÐÑÌ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÎËÐËÇÌ) ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ
ÏÇÐßÛÇ ÒÇÓÄÑÅÑ, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÊÖÚËÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÄÐÖÕÓË ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÃÎËÐÑÑÃÓÂÊÐÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÅÎÑÃÂÎßÐÑÏÖ ÏÂÍÔËÏÖÏÖ ÊÂ-
ÄËØÓÇÐÐÑÔÕË. £ ÎÑÍÂÎßÐÑÏ ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÃÂÊËÔÇ
x � xm � a1w1 � a2w2 � a3w3 ÃÎËÐÂ ÏÑÆÖÎß ÊÂÄËØÓÇÐÐÑ-
ÔÕË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐ Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÅÑ

0,5

x3, z3

0,4

0,3

0,2

0,1

0 0,5 1,0 1,5 2,0
a

²ËÔ. 8. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) ±ÑÍÂÊÂÕÇÎË x3 (ÔËÐËÌ) Ë z3 (ÍÓÂÔÐÞÌ) ÆÎâ
ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÅÑ ÔÍÇÌÎËÐÅÂ ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ Ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÕÓÇÕßÇÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ a ÔÍÇÌÎËÐÅÂ ÔÒÇÍÕÓÂ àÐÇÓÅËË;
10 ÔËÏÖÎâÙËÌ ËÊ ÕÓÇÕßÇÌ ÅÓÖÒÒÞ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ Ô p � 0;02. ¤ÑÓËÊÑÐ-
ÕÂÎßÐÞÏË Ë ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞÏË ÑÕÓÇÊÍÂÏË ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÑÕ-
ÍÎÑÐÇÐËâ, ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÚÈÓÐÂâ ÎËÐËâ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ x3 �
� z3 � a=5 [40].
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ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ [36],

jo�x�j
omax

� 1ÿ
X3
j�1

�
aj
`j

�2

� o
ÿjxÿ xmj2

�
; �52�

ÅÆÇ xm ì ÒÑÊËÙËâ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ, `j �
� �2omax=jljj�1=2 ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÞ ÃÎËÐÂ,
`15 `2 9 `3, Â l1 < l2 < l3 < 0 Ë wj âÄÎâáÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÇÆËÐËÚÐÞÏË ÄÇÍÕÑ-
ÓÂÏË ÏÂÕÓËÙÞ (ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ) q 2joj=qxi qxj, ÄÞÚËÔÎÇÐ-
ÐÑÌ Ä xm. ªÔÒÑÎßÊÖâ àÕÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

P � f � /
���� dVd f

���� / �`1`2`3��1ÿ f �1=2 ; f � o
omax

;

ÅÆÇV � �4p=3�`1`2`3�1ÿ f �3=2 ìÑÃÝÈÏ àÎÎËÒÔÑËÆÂ (52). £
[36] ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÕÑÎßÍÑ ÕÑÎÜËÐÂ ÃÎËÐÂ `1 ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÆÄÂ ÆÓÖÅËØ ÓÂÊÏÇÓÂ,
`2; `3, ÑÔÕÂáÕÔâ ÒÑÓâÆÍÂ ÇÆËÐËÙÞ. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÔÍÎá-
ÚËÕß `2; `3 ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÄÞÛÇ, ÚÕÑ ÆÂÈÕ

P �o� /
�

`1
omax

��
1ÿ o

omax

�b

; b � 1

2
: �53�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÔËÏÖÎâÙËÌ
ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ØÑÓÑÛÇÏ ÔÑÅÎÂÔËË ÔÑ ÔÍÇÌÎËÐÅÑÏ (53).

5. ¥ÄÖÏÇÓÐÂâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß:
ÑÕ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ Í ÔÒÇÍÕÓÖ ¬ÓÇÌÚÐÂÐÂ

£ 1967 ÅÑÆÖ ¬ÓÇÌÚÐÂÐ [62] ÒÑÍÂÊÂÎ, ÚÕÑ Ä ÓÂÊÄËÕÑÌ ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÏÑÅÖÕ ÔÖ-
ÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÆÄÂ ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍËØ ÔÒÇÍÕÓÂ, ÒÑÓÑÉÆÂÇÏÞØ
ÆÄÖÏâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂÏË ÆÄËÉÇÐËâ: àÐÇÓÅËÇÌ E � �1=2� � �v�2 dr
Ë àÐÔÕÓÑ×ËÇÌ �1=2� � o 2 dr. ±ÇÓÄÞÌ ÔÒÇÍÕÓ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏÖ ÒÑÕÑÍÖ àÐÇÓÅËË E, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÏÖ Ä ÑÃ-
ÎÂÔÕß ÏÂÎÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚËÔÇÎ (ÑÃÓÂÕÐÞÌ ÍÂÔÍÂÆ); àÕÑÕ
ÔÒÇÍÕÓ ËÏÇÇÕ ÕÖ ÉÇ ÔÂÏÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ k, ÚÕÑ Ë ÍÑÎ-
ÏÑÅÑÓÑÄÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ [2] ÆÎâ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË. £ÕÑÓÑÌ ÔÒÇÍÕÓ ì ÔÒÇÍÕÓ ¬ÓÇÌÚ-
ÐÂÐÂ [62]

E �k� � Z 2=3kÿ3 �54�

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏÖ ÒÑÕÑÍÖ àÐÔÕÓÑ×ËË Z Ä ÑÃ-
ÎÂÔÕß ÏÂÎÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ (ÒÓâÏÑÌ ÍÂÔÍÂÆ). ³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂ-
ÐËÇ àÕËØ ÆÄÖØ ÔÒÇÍÕÓÑÄ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐÑ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÚËÔÎÇÐ-
ÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ, ÏÑÆÇÎËÓÖáÜËØ ÆÄÖÏÇÓÐÖá ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÑÔÕß ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÚËÔÎÂØ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÑÃÊÑÓ [63] Ë ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ÕÂÏ ÔÔÞÎÍË).

£ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ ÒÑÔÎÇ ÓÂÃÑÕÞ [62] Ä ÒÇÓÄÞØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ [64] ÐÂÃÎáÆÂÎÑÔß ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÓÇÊÍËØ ÅÓÂ-
ÆËÇÐÕÑÄ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ×ÑÓÏËÓÑÄÂ-
ÐËá ÔÍÂÚÍÑÄ (ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ) ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË Ô ÕÑÎÜËÐÂÏË,
ÏÂÎÞÏË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ËØ ÆÎËÐÑÌ. °ÔÐÑÄÞÄÂâÔß ÐÂ
ÕÂÍËØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÐÂÃÎáÆÇÐËâØ, ³Â××ÏÂÐ [65] ÒÓÇÆÎÑ-
ÉËÎ ÆÓÖÅÑÌ ÔÒÇÍÕÓ: E �k� � kÿ4, ÅÎÂÄÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÍÑÕÑ-
ÓÞÌ ÄÐÑÔâÕ ËÊÑÕÓÑÒÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÇ ÍÄÂÊËÛÑÍË (Ä
àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÔÒÇÍÕÓ ³Â××ÏÂÐÂ ÂÐÂÎÑÅËÚÇÐ ÔÒÇÍÕÓÖ
¬ÂÆÑÏÙÇÄÂ ë±ÇÕÄËÂÛÄËÎË [66] ÆÎâ ÊÄÖÍÑÄÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕ-
ÐÑÔÕË). ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊÂ ÑÕ
ÔÍÂÚÍÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ok / kÿ1 ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÔÒÇÍÕÓÖ ÍÓÇÌÚÐÂÐÑÄÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ E �k� � kÿ3. °ÆÐÂÍÑ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÇ ÔÍÂÚÍÑÏ, ÔËÎßÐÑ ÂÐËÊÑÕÓÑÒ-
ÐÑ ì ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÆÉÇÕÂ Ô ÏÂÎÞÏ ÖÅÎÑÄÞÏ ÓÂÔÕÄÑÓÑÏ ÒÑ-
ÓâÆÍÂ �kL�ÿ1, ÅÆÇ L ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÆÎËÐÂ ÍÄÂÊËÛÑÍÂ.
±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ËÊÑÕÓÑÒÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÔÍÂÚ-
ÍÑÄ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ÒÓËÌÕË Í ÔÒÇÍÕÓÖ ³Â××-
ÏÂÐÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÒÇÍÕÓÞ Ô ÍÓÇÌÚÐÂÐÑÄÔÍËÏ ÒÑÄÇ-
ÆÇÐËÇÏ, ÒÑÓÑÉÆÂÇÏÞÇ ÍÄÂÊËÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕâÏË, ÑÃâÊÂÐÞ
ÃÞÕß ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÞÏË. ªÏÇÐÐÑ ÑÃ àÕÑÏ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖáÕ
ÍÂÍ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÂÓÅÖÏÇÐÕÞ, ÕÂÍ Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐ-
ÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÄÞÓÑÉÆÂáÜÇÌÔâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË [31, 47, 67], ÍÑÅÆÂ Ä ÔÒÇÍÕÓÂØ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕ-
ÐÑÔÕË ÂÐËÊÑÕÓÑÒËâ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÒÓËÔÖÕÔÕÄËÇÏ ÆÉÇÕÑÄ. £
ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÓÂÃÑÕÂØ ÃÞÎ ÄÞâÄÎÇÐ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÏÇØÂÐËÊÏ
×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÕÇÐÆÇÐÙËË Í ÑÒÓÑ-
ÍËÆÞÄÂÐËá (ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÕÂÍÑÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÐÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÊÂ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË ÔÑ ÔÕÓÑÅËÏË ÕÇÑÓÇ-
ÏÂÏË [68 ë 70]). ¥ÂÐÐÞÌ ÏÇØÂÐËÊÏ, ÍÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÄÑ
ÄÄÇÆÇÐËË, ÔÄâÊÂÐ ÔÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÑÔÕË Ä ÉËÆ-
ÍÑÔÕß ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÓÑÕÑÓÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË B � rotx ,
ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÓÂÊËÕß B Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÏ
±£­ (4):

B �x; t� �
ÿ
B0�a�Ha

�
r �a; t�

J
;

ÅÆÇ B0�a� ì ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑÎâ B, J ì âÍÑÃËÂÐ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ r � r�a; t�, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ËÏÇÇÕ
ÕÑÕ ÉÇ ÄËÆ, ÚÕÑ Ë (2), vn Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ì ÐÑÓÏÂÎßÐÂâ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÑÎá B. ¬ÂÍ Ë Ä ÒÓÇÆÞÆÖ-
ÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ Ä ±£­ (4),
âÍÑÃËÂÐ J ÏÑÉÇÕ ÒÓËÐËÏÂÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ.

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ
ÇÔÕß ÕÑÎßÍÑ ÕÇÐÆÇÐÙËâ Í ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá ÓÇÊÍËØ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÄ
ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË Ä ÄËÆÇ ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ, ÚÕÑ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐÑ Ä
ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ ÆÎâ ÄÞÓÑÉÆÂáÜÇÌÔâ (ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÌ) ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË [31, 47, 71]. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÄÑÊÓÂÔÕÂ-
ÐËÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÄÇÎËÚËÐÞ B Ä àÕËØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ ÔÑÔÕÂÄ-
ÎâÎÑ 2 ë 2,5 ÒÑÓâÆÍÂ (ÓËÔ. 10), Â ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ jBj ÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÎÑÔß Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÎËÐËÌ
(ÒÑÎÑÉÇÐËÌ ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ), ÏÇÉÆÖ ÍÑÕÑÓÞÏË ÄÇÎËÚËÐÞ jBj
ÃÞÎË ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÏÇÐßÛÇ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓËÔ. 11 Ä ÓÂÊ-
ÆÇÎÇ 5.2).

¯Â ÔÕÂÆËË ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ, ÍÂÍ ÃÞÎÑ ÄÞ-
âÔÐÇÐÑ Ä ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ [72] Ô ÄÞÔÑÍËÏ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏÓÂÊÓÇÛÇÐËÇÏ, ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÓÑ-
ÕÑÓÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË Bmax àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÄÑ
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²ËÔ. 9. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÆÎâ ÔËÏÖÎâ-
ÙËË I1. ¯Â ÄÔÕÂÄÍÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Ä
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ �1ÿ o=omax�. £ÇÓÕËÍÂÎßÐÂâ ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÎËÐËâ ÒÑ-
ÍÂÊÞÄÂÇÕ ÄÕÑÓÑÌ ÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÏÂÍÔËÏÖÏ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, Â ÛÕÓËØÑÄÂâ
ÎËÐËâ ÐÂ ÄÔÕÂÄÍÇ ì ÔÍÇÌÎËÐÅ P �o� / �1ÿ o=omax�b Ô b � 0;6 [40].
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ÄÓÇÏÇÐË, ÒÓË àÕÑÏ ÕÑÎÜËÐÂ `�t� ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË Ä
ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË Í ÄÇÍÕÑÓÖ B ÔÖÉÂÇÕÔâ ÄÑ ÄÓÇÏÇ-
ÐË (ÓËÔ. 12Â Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5.2) ÕÂÍÉÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ. £ÂÉÐÑ
ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ àÕÑÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÂÐÂÎÑÅËÚÇÐ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËá
ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ ÄËØÓÇÄÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÃÎËÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ [52].

£ ÔÒÇÍÕÓÇ àÐÇÓÅËÌ ÍÂÉÆÑÏÖ ÕÂÍÑÏÖ ÍÄÂÊËÛÑÍÖ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÑÄÂÎ ÔÄÑÌ ÆÉÇÕ [31, 47, 67]. £ÆÑÎß ÍÂÉÆÑÅÑ ÆÉÇÕÂ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÖÃÞÄÂÎÑ ÒÑ ÍÓÇÌÚÐÂÐÑÄÔÍÑÏÖ ÊÂ-
ÍÑÐÖ E � kÿ3. ±ÇÓÄÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÑÄ ÒÑ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÒÓâÏÑÅÑ ÍÂÔÍÂÆÂ,
Õ.Ç. ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÐÂÍÂÚÍË Ë ÊÂÕÖØÂÐËâ, ÃÞÎË ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐÞ Ä [45]. ¯ÂÍÂÚÍÂ, ÊÂÆÂÄÂÇÏÂâ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÑÏG�k�, ÃÞÎÂ
ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÎÞØ k Ô ÔËÎßÐÞÏ (ÔËÐ-
ÅÖÎâÓÐÞÏ ÒÓË k � 0) ÊÂÕÖØÂÐËÇÏ, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÜËÏ ÒÑ-
ÆÂÄÎÇÐËÇ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÍÂÔÍÂÆÂ. ±ÓË ÃÑÎßÛËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ
ÚËÔÎÂØ, Ä ÑÃÎÂÔÕË Ô k � k0 � �2=3�kmax, ÄÄÑÆËÎÑÔß ÊÂÕÖ-
ØÂÐËÇ ÄâÊÍÑÅÑ ÕËÒÂ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÊÄÑÎâÎÑ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ
ÓÇÛËÕß ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÂÎËÂÊËÐÅÂ. ¯Â ÏÂÎÞØ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÓÂÊÄË-
ÕËÇ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË Ä ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÑÄÂÎÑ ÍÂÓÕËÐÇ ÄÞÓÑÉÆÂáÜÇÌÔâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË Ô
×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇÏ ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÆÉÇÕÑÄ Ä
ÔÒÇÍÕÓÇ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË. £ àÕËØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ ÐÂ ÐÂ-
ÚÂÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÍÓÇÌÚÐÂÐÑÄ-
ÔÍÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÔÒÇÍÕÓÂ ÑÕ k (E � kÿ3) ÒÓË ÄÔÇØ ÖÅÎÂØ,
Â ÕÂÍÉÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
ÔÍÑÓÑÔÕË ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ S3 � hdv 3

k i ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ
ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÍÂÏË r Ô ÔËÎßÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËÇÌ, ØÂÓÂÍÕÇÓ-
ÐÑÌ ÆÎâ ÄÞÓÑÉÆÂáÜÇÌÔâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË. ±ÓË àÕÑÏ
ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞÌ ÒÑ ÖÅÎÂÏ ÔÒÇÍÕÓ E �k� � CKZ 2=3kÿ3, ÅÆÇ
CK ' 1;3 ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ¬ÓÇÌÚÐÂÐÂ, ÔÑÄÒÂÆÂÎ ÔÑ ÔÒÇÍÕ-
ÓÑÏ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ ÓÂÐÇÇ ÚËÔÎÇÐÐÑ (ÔÏ. [63]).

£ÂÉÐÑ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÆÎâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË S3

ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÖÅÎÂÏ ÆÂÄÂÎÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÔËÎßÐÑ ÑÕÎËÚÂá-
ÜËÌÔâ ÑÕ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ. ¡ÐÂÎËÊ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÔÄË-
ÆÇÕÇÎßÔÕÄÑÄÂÎ Ä ÒÑÎßÊÖ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÒÓËÚËÐÂ ÕÂÍÑÅÑ ÓÂÊÎË-
ÚËâ ÍÓÑÇÕÔâ Ä ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÞÔÑÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-
ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ï ÓÂÊÓÇÛÇÐËË (ÐÂÛË ÒÇÓÄÞÇ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÞ ÒÓÑ-
ÄÑÆËÎËÔß ÐÂ ÔÇÕÍÇ 4096� 4096 ÕÑÚÇÍ). £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÊÓÇÛÇÐËÇ ÐÂÏË ÃÞÎÑ ÖÄÇÎËÚÇÐÑ ÆÑ

16384� 16384 ÕÑÚÇÍ Ë ÒÓËÏÇÓÐÑ ÄÆÄÑÇ ÖÄÇÎËÚÇÐÑ ÄÓÇÏâ
ÔÚÈÕÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÕÂÍÑÄÞÏ Ä ÎÖÚÛËØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ
[45]. °ÔÐÑÄÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÔÑÔÕÑËÕ Ä
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÐÂ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÒÑÓâÆÍÂ 10Gÿ1max (G

ÿ1
max ìØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ

ÄÓÇÏâ ÐÂÍÂÚÍË, ÑÃÓÂÕÐÑ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÏÂÍÔËÏÂÎß-
ÐÑÏÖ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÖ) Ä ÒÓâÏÑÏ ÍÂÔÍÂÆÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÓÂÊÓÖ-
ÛÇÐËÇ ÆÉÇÕÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÔÒÇÍÕÓÑÄ Ë ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß
ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÂ àÕËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÐÇ
ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ÊÂÏÇÕÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË ÖÅÎÑÄÞØ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÒÇÍÕÓÂ àÐÇÓÅËË (ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ k). £
ÓÇÉËÏÇ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÂÏË ÐÂÌÆÇÐÂ ×ÖÐÍ-
ÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË P ÍÂÍ ÆÎâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË,
ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÏÑÆÖÎâ di-vorticity B. ³ÕÓÖÍÕÖÓÂ P �o� ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐËâÏ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÕÇÑÓËË [73].

5.1. °ÔÐÑÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë ÚËÔÎÇÐÐÂâ ÔØÇÏÂ
¬ÓÂÕÍÑ ÑÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÆÄËÉÇÐËâ Ë ÚËÔÎÇÐ-
ÐÑÌ ÔØÇÏÇ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞ-
ÏË Ä [45]. µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ (1) ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÕÇÚÇ-
ÐËÌ, ÊÂÄËÔâÜËØ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x; y Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÕÇ-
ÚÇÐËâ, ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÑÆÐÑÌ z-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ o:

qo
qt
� �vH�o � Ĝo� ĝo : �55�

£ ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄÄÇÆÇÐÞ ÆÄÂ ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐ-
ÐÞØ ÊÂ ÐÂÍÂÚÍÖ Ë ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ, ÒÑÊÄÑÎâáÜËØ
ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÕß ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÒÓâÏÑÌ
ÍÂÔÍÂÆ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÐÂ ÐÂÚÂÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÃÎÂ-
ÅÑÆÂÓâ ÒÑâÄÎÇÐËá ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË. £ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄËÇ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË, ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑÌ ÊÂ ÐÂÍÂÚÍÖ Ë ÊÂÕÖØÂ-
ÐËÇ, ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß x ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄ
ËÐÄÂÓËÂÐÕ, ÒÇÓÇÐÑÔËÏÞÌ ÉËÆÍÑÔÕßá ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá v.
ªÏÇÐÐÑ ÕÂÍÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ Ä ÓÇÉËÏÇ ÄÞÓÑÉ-
ÆÂáÜÇÌÔâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË.

¥Îâ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÒÓâÏÑÅÑ ÍÂÔÍÂÆÂ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÅËÆ-
ÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß (55) ÔÑ-
ÆÇÓÉËÕ ÆÄÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ: ÑÒÇÓÂÕÑÓ Ĝ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÐÂÍÂÚÍÖ, Â
ÕÂÍÉÇ ÆËÔÔËÒÂÙËá ÐÂ ÃÑÎßÛËØÏÂÔÛÕÂÃÂØ, ÚÕÑÃÞ ËÔÍÎá-
ÚËÕß ÑÃÓÂÕÐÞÌ ÍÂÔÍÂÆ, Â ÑÒÇÓÂÕÑÓ ĝ ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐ ÊÂ ÆËÔ-
ÔËÒÂÙËá àÐÔÕÓÑ×ËË ÒÓË ÃÑÎßÛËØ k. °ÃÂ àÕË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
ÊÂÆÂÄÂÎËÔß ÚÇÓÇÊ ËØ ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊÞ (ÔÏ. [45]):

Gk � A
�b 2 ÿ k 2��k 2 ÿ a 2�

k 2
pri 04 k4 b;

Gk � 0 pri k > b ;

gk � 0 pri k4 kc ;

gk � ÿn�kÿ kc�2 pri k > kc :

±ÓË ÚËÔÎÇÐÐÑÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (55) ÆÎâ
ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÒÓâÏÑÅÑ ÍÂÔÍÂÆÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ a Ë b ÄÞÃË-
ÓÂÎËÔß ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÃÞÔÕÓÑÅÑ ÄÞØÑÆÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÂ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ ÓÇÉËÏ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÎÞØ k. £ ÓÂÊÆÇÎÂØ 5.2 Ë
5.3 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Ô A � 0;004,
a � 3 Ë b � 6. ¥Îâ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÄâÊÍÑÅÑ ÕËÒÂ, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂá-
ÜÇÅÑ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ àÐÔÕÓÑ×ËË, ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÄâÊÍÑÔÕË
n � 1;5, kc � 0;6kmax Ô kmax � 8192, ÚÕÑ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ
ÓÇÛÂÎÑ ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÂÎËÂÊËÐÅÂ. ¯ÂÚÂÎßÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÃÞÎË
ÕÇÏË ÉÇ ÔÂÏÞÏË, ÚÕÑ Ë Ä ÓÂÃÑÕÂØ [45, 47]. ®ÂÍÔËÏÂÎßÐÞÌ
ÓÂÊÏÇÓ ÔÇÕÍË ÔÑÔÕÂÄÎâÎ 16384� 16384.

¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (55) ÍÂÍ ÆÎâ ÄÞ-
ÓÑÉÆÂáÜÇÌÔâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË, ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÒÓâÏÑÅÑ ÍÂÔ-
ÍÂÆÂ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÎÑÔß Ä ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÏ âÜËÍÇ Ô ÓÂÊÏÇÓÑÏ
L � 1 Ô ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏË ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË.
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²ËÔ. 10. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) ®ÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ jBj ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ
ÄÓÇÏÇÐË (ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÂâ ÛÍÂÎÂ, ÒÓâÏÂâ ÎËÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÓÑÔÕÖ) [47].
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5.2. ¶ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÔÍÎÂÆÑÍ
±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÕÇÒÇÓß ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂ-
ÐËâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ (ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÒÓÂÄÑÌ
ÚÂÔÕË (55)) ÆÎâ ÓÑÕÑÓÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, ËÎË di-vorticity:

Bx � qo
qy

; By � ÿ qo
qx

:

£ÇÍÕÑÓ B, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÇÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÒÑ
ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÌ Í ËÊÑÎËÐËËo �x; y� � const. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ,
ÚÕÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ jBj ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÔÍÂÚÍÂ o �x; y�
Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÏ B. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÓÑÔÕÖ di-vorticity B. ¬ÂÍ ÖÉÇ ÅÑÄÑÓËÎÑÔß ÄÞÛÇ,
ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ jBj Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ [31, 47, 71] ÔÑÔÕÂÄÎâÎÑ
2 ë 2,5 ÒÑÓâÆÍÂ. ±ÓË àÕÑÏ B ÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÎÔâ Ä ÑÍÓÇÔÕ-
ÐÑÔÕË ÎËÐËÌ, Õ.Ç. ÒÓÑËÔØÑÆËÎÑ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÍÄÂÊËÑÆÐÑ-
ÏÇÓÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ. £ÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ jBj ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÖÏÇÐßÛÇ-
ÐËÇÏ âÍÑÃËÂÐÂ J, ÚÕÑ ÑÃÖÔÎÑÄÎËÄÂÇÕ ÔÉËÏÂÇÏÑÔÕß ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÎËÐËÌ di-vorticity Ë ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÕÇÐÆÇÐÙËá Í ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËá, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚÇÅÑ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 11, ÄÊâÕÑÏ ËÊ [72], ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ jBj
ÒÓË t � 12. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÎËÔß ÆÄÂ ÐÂÃÑÓÂ ÄËØÓÇÌ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ×ÑÓÏÞ Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎß-
ÐÑÌ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕßá (ÓÂÄÐÑÌ ÒÑ ÏÑÆÖ-
Îá 1) Ë ÐÖÎÇÄÑÌ ÑÃÜÇÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕßá. ²ÂÊÏÇÓ ÍÂÉÆÑÌ
ÒÂÓÞ ÄÞÃËÓÂÎÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ Ä ÆËÂÒÂÊÑÐÇ 0,2 ë
0,6, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÄËØÓÇÌ ÕÑÉÇ ÃÞÎÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ. ¥Îâ
ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÃÑÎÇÇ ÕÑÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÑÎÇ B Ë ÇÅÑ ÅÇÑÏÇÕ-
ÓËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË (ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ, ÒÓÑ-
ÆÑÎßÐÞÇ Ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÞ ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ Ë Õ.Æ.), Ä [72]
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÑÔß ÃÑÎßÛÇÇ, ÚÇÏ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ ÓÂÃÑÕÂØ
[31, 47, 71], ÚËÔÎÑ ÄËØÓÇÌ, Â ËÏÇÐÐÑ ÄÑÔÇÏß (ÚÇÕÞÓÇ ÒÑÎÑ-

ÉËÕÇÎßÐÞØ Ë ÚÇÕÞÓÇ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ). £ÔÕÂÄÍÂ ÐÂ ÓËÔ. 11
ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÏÇÉÆÖ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞÏË ÎËÐËâÏË ÓÑÕÑÓÂ
ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÊÐÂÚÇÐËâ jBj ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÏÇÐßÛÇ ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÞØ. ¥Îâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË àÕÑÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÕÇÓ-
ÓÂÔÞ ÔÑ ÔÕÖÒÇÐßÍÂÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÄÞÔÑÕÞ. ¬ÂÉÆÂâ ËÊ
ÕÂÍËØ ÔÕÖÒÇÐÇÍ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÍÄÂÊËÖÆÂÓÐÖá ÄÑÎÐÖ
ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 12Â ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÓÑÕÑÓÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË, ÍÑÕÑÓÂâ
ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ Bmax ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ. ºË-
ÓËÐÂ ÒÑÎÑÔÞ ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ B ÒÓË àÕÑÏ ÔÖÉÂ-
ÇÕÔâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÕÂÍÉÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ (ÓËÔ. 12Ã). ¥ÄÇ
ÄÓÇÏÇÐÐ�yÇ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ ÆÂáÕ ÔÕÇÒÇÐÐ�uá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
Bmax ÑÕ ÛËÓËÐÞ ÒÑÎÑÔÞ `1: Bmax � C` a1 c ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ
a�0;16=�ÿ0;25� � ÿ0;64 � ÿ2=3,CìÍÑÐÔÕÂÐÕÂ (ÓËÔ. 13).
³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ àÕÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß Bmax ÑÕ `1 Ä ÄËÆÇ
ÊÂÍÑÐÂ 2=3 ÃÞÎÂ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐÂ ÕÂÍÉÇ ÆÎâ ÆÓÖÅËØ ÐÂÚÂÎß-
ÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÄËØÓÇÌ Ë ËØ ÓÂÊ-
ÏÇÓÞ ÃÞÎË ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË). ¿ÕÑ ÆÂÎÑ ÑÔÐÑÄÂÐËÇ ÔÚËÕÂÕß,
ÚÕÑ ÖÍÂÊÂÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÇ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËá ÔÍÎÂÆ-
ÍË.

5.3. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË
£ ÔÎÖÚÂÇ ÄÞÓÑÉÆÂáÜÇÌÔâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂ-
ÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÆÑÏËÐËÓÖáÜËÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ, ÒÓËÄÑÆâÜËÏ Í
ÔËÎßÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË ÔÒÇÍÕÓÑÄ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ËÊ-ÊÂ
ÐÂÎËÚËâ ÆÉÇÕÑÄ, ÒÑÓÑÉÆÂÇÏÞØ ÍÄÂÊËÛÑÍÂÏË [31, 47, 71].
¿ÕÑÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÂÏÞÏ ÃÞÔÕÓÞÏ ÆÎâ ÒÓâÏÑÅÑ

Bmax

Bmax

Â Ã

²ËÔ. 11. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ jBj ÒÓË t � 12 [72].
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²ËÔ. 12. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÓÑÕÑÓÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË (Â) Ë ÛËÓËÐÞ ÒÑÎÑÔÞ `1 (Ã), ÏÂÔÛÕÂÃ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍËÌ. ¬ÓÖÉÍË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ, Â ÎËÐËË ì àÍÔÒÑÐÇÐÕÂÏ [72].
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²ËÔ. 13. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÓÑÕÑÓÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÑÕ ÕÑÎÜËÐÞ
`1. ¬ÓÖÉÍÂÏË ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÍÓËÄÂâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÔÕÇÒÇÐÐoÂ Ì ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË Bmax � `ÿ2=31 [72].
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ÍÂÔÍÂÆÂ ÆÂÉÇ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÐÂÍÂÚÍË, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚÇÅÑ
ÔÒÇÍÕÓ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ àÍÔ-
ÒÇÓËÏÇÐÕÞ [46], ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË Ô ÔÂÏÑÅÑ ÐÂÚÂ-
ÎÂ ÔÕÇÒÇÐÐ�uá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ k Ô ÍÓÇÌÚ-
ÐÂÐÑÄÔÍËÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ: Ek � kÿ3 (ÔÏ. ÑÓËÅËÐÂÎßÐÖá
ÓÂÃÑÕÖ ¬ÓÇÌÚÐÂÐÂ [62]). ±ÓË àÕÑÏ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÍÄÂÊË-
ÛÑÍÑÄ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÐÑÔËÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ;
Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô àÕËÏ ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÓÑÕÑÓÂ
ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÔÖÉÂáÕÔâ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓ-
ÐÑÏ ÎËÐËâÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË. ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ
ÚËÔÎÇÐÐÞÌ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ [31, 45, 47, 71], ÆÎâ ÕËÒËÚÐÞØ
ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÓÑÕÑÓÂ ÊÂÄËØ-
ÓÇÐÐÑÔÕË ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ 2 ë 2,5 ÒÑÓâÆÍÂ, Â ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ ÓÂÊ-
ÏÇÓ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ B ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÏÇÐß-
ÛÂÇÕÔâ. °ÃÝâÔÐÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÓÑÔÕÂ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕßá ÚÂÔÕËÚÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5) Ä
ÕÇÓÏËÐÂØ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ r � r�a; t�:

B�r; t� �
ÿ
B0�a�Ha

�
r �a; t�

J
;

ÅÆÇ B0�a�ìÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑÎâ B, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÇ
ÔÑÃÑÌ ÂÐÂÎÑÅ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¬ÑÛË. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÂÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ âÄ-
ÎâÇÕÔâ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÆÎâ ±£­ [24, 51]. ¬ÎáÚÇÄÞÏ ÊÆÇÔß ÆÎâ
ÒÑÐËÏÂÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÔÉËÏÂÇÏÑÔÕß ÒÑÎâ ÓÑÕÑÓÂ ÊÂÄËØÓÇÐ-
ÐÑÔÕËì ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÑÃÓÂÜÇÐËâ J Ä ÐÖÎß. ¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ,
ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ Ä ÅÂÊÑÄÑÌ ÆËÐÂÏËÍÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÊÂ ÔÚÈÕ
ÔÉËÏÂÇÏÑÔÕË ÅÂÊÂ. ±ÓË ÒÑÆØÑÆÇ Í ÕÑÚÍÇ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÍÄÂÊËÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÍÂÖÔÕËÍ
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [43]). ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ Ë ÍÄÂÊË-
ÛÑÍË ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË.

£Ñ ÄÔÇØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ ÒÓË ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂ-
ÐËË ÍÂÍ ÄÞÓÑÉÆÂáÜÇÌÔâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË, ÕÂÍ Ë ÒÓâÏÑÅÑ
ÍÂÔÍÂÆÂ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÄÞÃË-
ÓÂÎÑÔß Ä ÄËÆÇ 10 ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ Ë 10 ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ
ÄËØÓÇÌ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ×ÑÓÏÞ Ô ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÏÑÆÖ-
Îâ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, ÓÂÄÐÞÏ ÇÆËÐËÙÇ, Ë
ÑÃÜÇÌ ÐÖÎÇÄÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕßá. ±ÑÎÑÉÇÐËâ Ë ÛËÓËÐÞ
ÄËØÓÇÌ ÃÞÎË ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË. £ ÓÇÉËÏÇ ÒÓâÏÑÅÑ ÍÂÔÍÂÆÂ ÐÂ
ÐÂÚÂÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ ÆÎâ ÄÓÇÏÈÐ ÒÑÓâÆÍÂ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ËÐÍÓÇ-
ÏÇÐÕÂ ÐÂÍÂÚÍË Gÿ1max ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß ÓÂÊÄËÄÂÇÕÔâ ÒÓËÏÇÓ-
ÐÑ ÒÑ ÕÑÏÖ ÉÇ ÔÙÇÐÂÓËá, ÚÕÑ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÄÞÓÑÉÆÂáÜÇÌÔâ
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË [47]: ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ ÍÄÂÊËÔËÐÅÖÎâÓÐÞÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÓÑÕÑÓÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÞÏ Ä k-ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÆÉÇÕÞ, ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔËÎßÐÑÌ
ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 14 ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÕËÒËÚÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ jBj,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÑ ÐÂ ÎËÐËâØ (ÒÑÎÑ-
ÉÇÐËâØ ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ). ®ÇÉÆÖ àÕËÏË ÎËÐËâÏË jBj ÊÐÂÚË-
ÕÇÎßÐÑ ÏÇÐßÛÇ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ÐÂÃÎáÆÂáÕÔâ
ÆÉÇÕÞ (Ô ÏÂÎÞÏ ËÎË ÃÑÎßÛËÏ ÒÇÓÇÍÓÞÕËâÏË), ÍÂÍ ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕ, ÔÒÇÍÕÓ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ËÏÇÇÕ ÃÑÎßÛÖá ÂÐËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÖá ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 15 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Ä k-ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ E�k�, ÐÑÓÏË-
ÓÑÄÂÐÐÑÌ ÐÂ kÿ4. ¯Â ÍÂÉÆÑÏ ÎÖÚÇ Ä ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÏ
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÇÎËÚËÐÂ E�k�k 4 Ä ÊÂÆÂÐÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË
ÒÑ k ÔËÎßÐÑ ×ÎÖÍÕÖËÓÖÇÕ, Â ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
(kÿ Dk=2; k� Dk=2) âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ
(ÔÏ. ÓËÔ. 3 Ä ÓÂÃÑÕÇ [46]).

£ÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÍÓÇÌÚÐÂÐÑÄÔÍÑÌ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÏÑÆÖÎâ k ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÐÂ ÔÂÏÑÌ ÒÇÓÄÑÌ
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²ËÔ. 15. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ E�k�, ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÐÂ kÿ4, ÒÓË t � 150, 250, 450 [46].
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ÔÕÂÆËË ÓÂÊÄËÕËâ ÒÓâÏÑÅÑ ÍÂÔÍÂÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÒÇÓÇÍÂÚÍÂ àÐ-
ÔÕÓÑ×ËË ÆÑÔÕËÅÂÇÕ "ÄâÊÍÑÌ" ÑÃÎÂÔÕË. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô
ÑÙÇÐÍÂÏË [46] ÄÓÇÏâ àÕÑÌ ÔÕÂÆËË ÒÑÓâÆÍÂ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ
ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂGÿ1max (ÆÎâ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ, ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐÐÑÅÑ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ,ìÒÑÓâÆÍÂ 50). ¯Â ÆÂÐÐÑÌ ÔÕÂÆËË
ÔÒÇÍÕÓ àÐÇÓÅËÌ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÖÅÎÂ. µÆËÄËÕÇÎß-
ÐÞÏ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÖÅÎÂÏ
ÔÒÇÍÕÓ E �k�, ËÏÇâ ÍÓÇÌÚÐÂÐÑÄÔÍËÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÍÂÍ ÑÕ k,
ÕÂÍ Ë ÑÕ ÒÑÕÑÍÂ àÐÔÕÓÑ×ËË Z, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÅÑ ÍÂÍ
�1=2� � g �k�jokj2 dk, ÆÂÈÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ¬ÓÇÌÚÐÂÐÂ
CK ' 1;3, ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÇ Ô ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ ÓÂÐÇÇ Ä ÚËÔÎÇÐÐÞØ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ (ÔÏ. [63]). ¯Â ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÔÕÂÆËË ÎËÐËË
ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÊÂÒÖÕÂÐÐÞÏË (ÕÖÓÃÖÎÇÐÕ-
ÐÞÏË) (ÓËÔ. 14Ã), ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÔÑÍÓÂÜÂÇÕÔâ
Ë, ÍÂÍ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÂÐËÊÑÕÓÑÒËâ Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ
(ÓËÔ. 15Ã). ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÐÂ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÒÑÓâÆÍÂ 10Gÿ1max ÆÉÇÕÞ
ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ËÔÚÇÊÂáÕ (ÓËÔ. 14Ä Ë 15Ä) Ë ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß Ä
ÒÓâÏÑÏ ÍÂÔÍÂÆÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÑÚÕË ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ. £ÞâÔ-
ÐâÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÐÂ ÄÔÇØ ÄÓÇÏÇÐÂØ, ÐÂÚËÐÂâ Ô ÒÑâÄÎÇÐËâ
ÆÉÇÕÑÄ Ë ÍÑÐÚÂâ ËØ ËÔÚÇÊÐÑÄÇÐËÇÏ, ÒÑÕÑÍ àÐÔÕÓÑ×ËË ÄÑ

ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÚÕË ÒÑÔÕÑâÐÇÐ (ÓËÔ. 16). ±ÓËÚÈÏ ÒÑÎÐÂâ àÐÇÓ-
ÅËâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÞÔÕÓÑ ì ÖÉÇ ÐÂ ÒÇÓÄÑÌ ÔÕÂÆËË ì ÔÕÂ-
ÐÑÄËÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ, ÚÇÅÑ ÐÇÎßÊâ ÔÍÂÊÂÕß Ñ ÒÑÎÐÑÌ àÐ-
ÔÕÓÑ×ËË. ±ÑÔÎÇÆÐââ ÒÓËÃÎËÉÂÇÕÔâ Í ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇ-
ÐËá ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÔÕÂÆËË ËÊÑÕÓÑÒËÊÂÙËË [46].

¥ÓÖÅËÏ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÑÏ ËÊÑÕÓÑÒËÊÂÙËË ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑ-
ÔÕË ÐÂ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÒÑÓâÆÍÂ 10Gÿ1max âÄÎâÇÕÔâ ÐÂÌÆÇÐÐÂâ ÐÂÏË
×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË P
(ÓËÔ. 17), ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂØ ËÏÇÇÕ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ØÄÑÔÕ Ô ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ b, ÎËÐÇÌÐÑ ÊÂÄËÔâÜËÏ
ÑÕ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË o, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐËÇÏ
ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÕÇÑÓËË [73]. ³ÑÅÎÂÔÐÑ àÕËÏ ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐËâÏ
ÖÅÑÎ ÐÂÍÎÑÐÂ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÑÓâÆÍÂ �oÿ1rms, ÅÆÇ �orms ì ÔÓÇÆ-
ÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË.
¹ËÔÎÇÐÐÞÌ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ (ÓËÔ. 17Â) ÆÂÈÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ
P � 0;0005 exp �ÿ2;3o� ÒÓË �orms � 0;43. ¦ÔÎË ÄÞÚËÔÎâÕß
ÒÑÕÑÍ àÐÔÕÓÑ×ËË ÍÂÍ ËÐÕÇÅÓÂÎ Z � �1=2� � gjokj2 dk, ÕÑ
�orms � 0;15. £ÞÚËÔÎÇÐËÇ �orms Ô ÒÑÏÑÜßá ÐÂÌÆÇÐÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÂÈÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ 0;2566. ´ÂÍËÏ ÑÃ-
ÓÂÊÑÏ, Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÄÇÎËÚËÐ ÒÑÓâÆÍÂ ÇÆËÐËÙÞ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ �orms ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÃÎËÊÍËÏË ÆÓÖÅ Í ÆÓÖÅÖ.

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ P ÆÎâ ÊÐÂ-
ÚÇÐËâ B ËÏÇÇÕ ÕÂÍÉÇ ÆÄÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË (ÓËÔ. 17Ã):
Ä ÒÇÓÄÑÌ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÃÎËÊÍÂ Í ÒÖÂÔÔÑÐÑÄÔÍÑÌ,
� B exp �ÿB 2=B 2

0 �, ÄÑ ÄÕÑÓÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂ-
ÚÇÐËâØ B, P ËÏÇÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ Ô ÃÑÎÇÇ
ÑÕÚÈÕÎËÄÑÌ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÑÕ B,
ÚÇÏ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÆÎâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË. ¥Îâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÚËÔ-
ÎÇÐÐÑÅÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ Brms ÒÑ ÐÂÍÎÑÐÖ ÓÂÄÐÑ 88 (ÔÏ. [46]).
¦ÔÎË ÄÞÚËÔÎâÕß Brms ÒÑ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ P �B�, ÕÑ
àÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÓÂÄÐÑ 84,6.

6. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

°ÔÐÑÄÐÑÌ ÄÞÄÑÆ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßË ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÍÂÍ
Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ, ÕÂÍ Ë Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÐÇÔÉË-
ÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÐÂ ÔÕÂÆËË ÊÂÓÑÉÆÇÐËâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË
ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÚËÔÎÂØ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ ÅÎÂÄÐÖá ÓÑÎß ËÅÓÂáÕ
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ ÄËØÓÇÄÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, àÄÑÎáÙËâ ÍÑÕÑÓÞØ
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÔÉËÏÂÇÏÑÔÕßá ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÒÑÎÇÌ,
ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ËØ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÔÕß. £ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
àÕÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÃÎËÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ ÔÑ ÔÍÇÌÎËÐÅÑÏ ÍÑÎÏÑÅÑ-
ÓÑÄÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ ì ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÏÇÉÆÖ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ
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²ËÔ. 16. £ÓÇÏÇÐÐ�aâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÑÕÑÍÂ àÐÔÕÓÑ×ËË Z [46].
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²ËÔ. 17. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) (Â) ¶ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÆÎâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË, (Ã) ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÆÎâ di-vorticity
ÒÓË t � 450 [46].
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ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕßá Ë ÕÑÎÜËÐÑÌ ÃÎËÐÂ omax � `ÿ2=3. ³ÉÂÕËÇ
ÒÑÆÑÃÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ËÏÇÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ Ë
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÐÑ ÍÂÍ ÒÓÑÙÇÔÔ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂ-
ÐËâ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËá ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÅÂÊÑ-
ÆËÐÂÏËÍÇ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÔÉËÏÂÇÏÑÔÕË ÅÂÊÂ.

®Þ ÒÑÍÂÊÂÎË, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÍÑÏÃËÐËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÂÐÂÎË-
ÕËÍÑ-ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË
ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ, ÚÕÑ ÔÍÇÌÎËÐÅ ÆÎâ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÃÎËÐÐÑÅÑ
ÕËÒÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÊÂ ÔÚÈÕ ÖÚÈÕÂ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÔÕË àÕËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ.
³ÍÑÓÑÔÕß ÒÓË àÕÑÏ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ ÅÈÎßÆÇÓÑÄÔÍÑÇ ÒÑÄÇ-
ÆÇÐËÇ, ÚÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÐÇÍÑÕÑÓÞÏË ÏÂÕÇÏÂÕËÍÂÏË ÆÎâ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÕÇÑÓËË ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË.

¥Îâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÄÞâÔÐÇÐÑ, ÚÕÑ ×ÑÓ-
ÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÓâÏÑÅÑ ÍÂÔÍÂÆÂ ì ÍÂÔÍÂÆÂ ¬ÓÇÌÚÐÂÐÂ Ô ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÞÏ ÒÑÕÑÍÑÏ àÐÔÕÓÑ×ËË ì ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÒÑâÄÎÇ-
ÐËÇÏ ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ËÊ-ÊÂ ÔÉËÏÂÇÏÑÔÕË ÒÑÎâ
ÓÑÕÑÓÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË. ¿ÕÑÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÂÏÞÏ
ÃÞÔÕÓÞÏ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚÇÅÑ ÔÒÇÍÕÓ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÒÓâ-
ÏÑÅÑ ÍÂÔÍÂÆÂ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË Ô ÔÂÏÑÅÑ ÐÂÚÂÎÂ
ÔÕÇÒÇÐÐ�uá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ k Ô ÍÓÇÌÚÐÂ-
ÐÑÄÔÍËÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ. ¯Ñ ÔÒÇÍÕÓ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÐÂ
ÆÂÐÐÑÏ àÕÂÒÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔËÎßÐÑ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ ÊÂ ÔÚÈÕ
ÆÉÇÕÑÄ ì ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊÑÄ ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ. ¯Â ÔÎÇÆÖáÜÇÏ,
ÃÑÎÇÇ ÏÇÆÎÇÐÐÑÏ, àÕÂÒÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÖÔÎÑÉÐÇÐËÇ (ÕÖÓ-
ÃÖÎËÊÂÙËâ) ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÎËÐËÌ ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ. ²ÂÔÔÕÑâÐËâ
ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÔÑÍÓÂÜÂáÕÔâ, Â ÔÒÇÍÕÓ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÃÑÎÇÇ
ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ. £ÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËË Ö ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÊÂÄËØÓÇÐÐÑ-
ÔÕË ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂØ o ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞÌ ØÄÑÔÕ Ô ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
àÍÔÕÓÂÒÑÎËÓÑÄÂÐ Ä ÄËÆÇ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÊÂÄËØ-
ÓÇÐÐÑÔÕË Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÏ ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐËÇÏ
ÓÂÃÑÕÞ [73] ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË.

£ ÔÕÂÕßÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÕÂÍÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÑ ÆÄÖØÕÑ-
ÚÇÚÐÞÏ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ (ÏÑÏÇÐÕÂÏ) ÔÍÑÓÑÔÕË.
¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÔËÎßÐÖá ÂÐËÊÑÕÓÑÒËá, ÒÓËÔÖÜÖá (ÐÇÔÕÂ-
ÙËÑÐÂÓÐÑÌ) ÊÂÆÂÚÇ ÐÂ ÔÕÂÆËË ÊÂÓÑÉÆÇÐËâ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË, ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ×ÑÓ-
ÏËÓÑÄÂÐËÇ ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÅÑ ÔÍÇÌÎËÐÅÂ ÍÂÍ ÆÎâ ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ,
ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ Ä ÕÑÏ ÉÇ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÏÂÔ-
ÛÕÂÃÑÄ, ÚÕÑ Ë ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÂ àÐÇÓÅËË. ±ÑÍÂÊÂÕÇÎË ÔÕÇÒÇÐË
ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÕÇÏË ÉÇ ÍÎáÚÇÄÞÏË
ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË, ÚÕÑ Ë ÆÎâ ÓÂÊÄËÕÑÌ (ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ) ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÑÔÕË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑ ÊÂÄË-
ÔâÕ ÑÕ ÒÑÓâÆÍÂ ÏÑÏÇÐÕÂ, ÖÍÂÊÞÄÂâ ÐÂ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß Ë
ÂÐÑÏÂÎßÐÞÌ ÔÍÇÌÎËÐÅ, Â ÒÓÑÆÑÎßÐÞÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË ÑÍÂÊÞ-
ÄÂáÕÔâ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÃoÂ ÎßÛËÏË, ÚÇÏ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ. ¯Â ÑÔÐÑÄÇ
ÂÐÂÎËÊÂ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÔËÏÖÎâÙËË ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÐÂÚÂÎß-
ÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÐÂÌÆÇÐÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÅÓÖÃÂâ ÑÙÇÐÍÂ ÆÎâ
x3 ' a=5, ÔÄâÊÞÄÂáÜÂâ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË ÔÍÇÌÎËÐÅÂ ÆÎâ ÒÓÑ-
ÆÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ë ÔÒÇÍÕÓÂ àÐÇÓÅËË.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÑÅÆÂ ÔÒÇÍÕÓ àÐÇÓÅËË ËÏÇÇÕ ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ
ÔÍÇÌÎËÐÅ, ÃÎËÊÍËÌ Í ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÏÖ, ÒÓÑÆÑÎßÐÞÌ ÏÑ-
ÏÇÐÕ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÃÎËÊÍËÌ Í ÎËÐÇÌÐÑÏÖ
ÔÍÇÌÎËÐÅ Ô ÓÂÔÔÕÑâÐËÇÏ, ÔÑÄÏÇÔÕËÏÞÌ Ô ÊÂÍÑÐÑÏ 4=5
¬ÑÎÏÑÅÑÓÑÄÂ (ÔÏ. (44)).

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÇÓÇÆ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇÏ ÒÑ
ÖÅÎÂÏ ÏÑÏÇÐÕÞ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÕ ÔËÎß-
ÐÑ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ, ØÑÕâ ÎËÐÇÌÐÞÌ ÔÍÇÌÎËÐÅ,
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÖÅÎÂÏ, ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÔÎÇ-
ÆËÕß ÆÎâ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÊÂ-
ÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÔËÎßÐÑ ÐÇÓàÎÇÇÄÔÍÑÌ ×ÑÓ-
ÏÑÌ, ÚÕÑ ÕÂÍÉÇ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß. ³ÕÇÒÇÐÐÑÌ
ÔÍÇÌÎËÐÅ (53) ÆÎâ ØÄÑÔÕÂ àÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÏÇÇÕ

ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß b01=2, ÚÕÑ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÖá ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËá ÃÎËÐÑÑÃÓÂÊÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË. °ÕÏÇ-
ÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÔÍÑÓÑÔÕË ÕÓÇÕßÇÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË, ÑÃÎÂÆÂâ ÃÑÎß-
ÛÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËÇÌ ËÊ-ÊÂ ÍÄÂÊËÛÑÍÑÄ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË,
ËÏÇáÕ, ÕÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ, ÕÂÍÖá ÉÇ ÔÕÇÒÇÐÐ�uá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÚÕÑ Ë Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ØÑÕÇÎÑÔß ÃÞ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÓÂÔÕÖÜËÇ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÐÂ ÔÕÂÆËË ÊÂÓÑÉÆÇÐËâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË
ÍÄÂÊËÑÆÐÑÏÇÓÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÔÄÑËÏ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇÏ ÑÃâ-
ÊÂÐÞ ÔÄÑÌÔÕÄÖ ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÒÑÎÇÌ.
¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÞØ ÒÑÎÇÌ âÄÎâÇÕÔâ
ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ Ä ®¤¥ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÑÏËÚÇÔÍÑÌ ÆËÔÔËÒÂ-
ÙËË. ªÊÄÇÔÕÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ×ËÎÂ-
ÏÇÐÕÑÄ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÆËÐÂÏÑ Ô ÊÂÆÂÐ-
ÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄâÊÍÑÔÕË,
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÌ ÄÒÇÓÄÞÇ ±ÂÓÍÇÓÑÏ [74] Ä 1963 Å. ÒÓËÏÇ-
ÐËÕÇÎßÐÑ Í ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÑÌ ÊÑÐÇ ³ÑÎÐÙÂ, ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÕÂÍÉÇ ÐÑÔËÕ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ØÂÓÂÍÕÇÓ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÍËÐÇ-
ÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÐÆÖÍÙËË ÄÑÊ-
ÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ×ËÎÂÏÇÐÕÑÄ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ Ô ÅËÒÇÓ-
ÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕË [75].

²ÂÃÑÕÂ ¥.³.¡, ¦.¡.¬. Ë ¦.£.³. ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ²ÑÔÔËÌ-
ÔÍËÏ ÐÂÖÚÐÞÏ ×ÑÐÆÑÏ (ÅÓÂÐÕ 17-01-00622). ¹ËÔÎÇÐÐÞÇ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÞ ÄÞÒÑÎÐâÎËÔß Ä ËÐ×ÑÓÏÂÙËÑÐÐÑ-ÄÞÚËÔÎË-
ÕÇÎßÐÑÏ ÙÇÐÕÓÇ ¯ÑÄÑÔËÃËÓÔÍÑÅÑ ÅÑÔÖÆÂÓÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÖÐË-
ÄÇÓÔËÕÇÕÂ Ë ÆÂÕÂ-ÙÇÐÕÓÇ ªÐÔÕËÕÖÕÂ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ
Ë ÒÓËÍÎÂÆÐÑÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÍË (IMPA, ²ËÑ-ÆÇ-¨ÂÐÇÌÓÑ).
¥.³.¡. ÃÎÂÅÑÆÂÓÇÐ ÊÂ ÒÑÆÆÇÓÉÍÖ ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÞ IMPA ÄÑ
ÄÓÇÏâ ÄËÊËÕÑÄ Ä ¢ÓÂÊËÎËá.¡ÄÕÑÓÞ ÃÎÂÅÑÆÂÓâÕ³.¯. ¤ÖÓ-
ÃÂÕÑÄÂ ÊÂ ÒÑÎÇÊÐÞÇ ÊÂÏÇÚÂÐËâ.
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Compressible vortex structures and their role in the onset of hydrodynamic turbulence
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We study the formation of quasi-two-dimensional (thin pancake) vortex structures in three-dimensional êows and of quasi-one-
dimensional structures in two-dimensional hydrodynamics. These structures are formed at large Reynolds numbers, when their
evolution is described in the leading order by the Euler equations for an ideal incompressible êuid. We show numerically and
analytically that the compression of these structures and, as a consequence, the increase in their amplitudes are due to the compressi-
bility of the frozen-in-êuid éelds: the éeld of continuously distributed vortex lines in the three-dimensional case and the éeld of vorticity
rotor lines (divorticity) for two-dimensional êows.We énd that the growth of vorticity and divorticity can be considered to be a process
of overturning the corresponding éelds. At high intensities, this process demonstrates aKolmogorov-type scaling relating themaximum
amplitude to the corresponding thicknesses-to-width ratio of the structures. The possible role of these coherent structures in the
formation of the Kolmogorov turbulent spectrum, as well as in the Kraichnan spectrum corresponding to a constant êux of enstrophy
in the case of two-dimensional turbulence, is analyzed.

Keywords: vortex lines, divorticity, overturning, turbulence, frozen-in-fluid fields
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