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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÂâ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÊÂÏÇÕÍÇ ÊÂÆÂÚÂ ÒÑâÄËÎÂÔß Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÑÃÑÃÜÇÐËâ ÑÒÞÕÂ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÐÑ-ÙËÍÎÑÕÓÑÐÐÑÅÑ (¿¸) ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÅÑ ÐÂÅÓÇÄÂ ÄÞÔÑ-
ÍÑÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ Ä ÃÑÎßÛËØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÎÑÄÖÛ-
ÍÂØ, ÒÓËÏÇÐâÇÏÞØ Ä ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ ÒÑ ÑÔÄÑÇÐËá àÐÇÓÅËË
ÖÒÓÂÄÎâÇÏÑÅÑ ÕÇÓÏÑâÆÇÓÐÑÅÑ ÔËÐÕÇÊÂ. ·ÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÓÂÊ-
ÏÇÓÞ ÕÂÍËØ ÖÔÕÂÐÑÄÑÍ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÏÇÕÓÑÄ ËÎË
ÆÇÔâÕÍÑÄ ÏÇÕÓÑÄ. ±ÎÂÊÏÂ ÐÂÅÓÇÄÂÇÕÔâ ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ Ô
ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÏËÎÎËÏÇÕÓÑÄ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÄÑ-
ÆËÕÔâ Ä ÖÔÕÂÐÑÄÍÖ Ä ÄËÆÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÛËÓÑÍËØ (ÒÂÓ-
ÂÍÔËÂÎßÐÞØ) ÍÄÂÊËÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ, ÃÇÔÒÓÇ-
ÒâÕÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ Ä ÔÎÂÃÑÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
ÒÎÂÊÏÇ ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÑÃÎÂÔÕË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑ-ÙËÍÎÑÕÓÑÐÐÑÅÑ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ (¿¸²) Ë ÒÑÎÐÑÔÕßá ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØÔâ Ä ÎËÐÇÌ-
ÐÑÏ ÓÇÉËÏÇ.

´ËÒËÚÐÂâ ÔØÇÏÂ ÔÄÇÓØÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÅÑ (³£¹) ÐÂ-
ÅÓÇÄÂ ÒÎÂÊÏÞ Ä ÕÑÍÂÏÂÍÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 1Â. °ÃÎÂÔÕß
ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ËÊÎÖÚÇÐËâ "ÓÂÊÏÂÊÂÐÂ" ÄÆÑÎß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÏÑÆÖÎâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ B, ÇÈ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ
ÕÑÎÜËÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ë ÐÇÑÆ-
ÐÑÓÑÆÐÑÔÕßáB. °ÃÞÚÐÑ àÕÂ ÕÑÎÜËÐÂÏÂÎÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá
Ô ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ ÓÂÊÏÇÓÑÏ ÒÖÚÍÂ Ë ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕßá ÒÎÂÊ-
ÏÞ, ÐÑ ÄÇÎËÍÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÅÓÇáÜÇÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ. ±ÓâÏÑÌ ÓÂÔÚÈÕ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÊÂÆÂÚ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ
ÐÂ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÏ ÓÇÛÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ô
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÌ ÆÎâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ ÆÇÕÂÎË-
ÊÂÙËÇÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË Ë ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÕÍÎËÍÂ ÔÓÇÆÞ,
ÕÓÇÃÖÇÕ ÐÇÑÒÓÂÄÆÂÐÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÞØ ÓÇÔÖÓ-
ÔÑÄ, Ä ÔÄâÊË Ô ÚÇÏ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÑÐ ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÕÑÎßÍÑ
ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÍÑÏÒÂÍÕÐÞØ ÖÔÕÂÐÑÄÑÍ [1 ë 6]. ¿ÕÑ ÑÃ-
ÖÔÎÑÄËÎÑ ÓÂÊÄËÕËÇ Ë ÛËÓÑÍÑÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÏÇÕÑÆÑÄ, ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÅÇÑÏÇÕÓÑÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËâ (ray-tracing) [7 ë 11] Ë ÇÅÑ ÑÃÑÃÜÇÐËâ ÆÎâ
ÍÄÂÊËÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÒÖÚÍÑÄ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ Ä ÒÎÂÊÏÇ
Ô ÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÞ (ÃÇÊÂÃÇÓÓÂÙËÑÐ-
ÐÂâ ÍÄÂÊËÑÒÕËÍÂ, beam-tracing) [12 ë 14]. ¹ËÔÎÇÐÐÞÇ ÍÑÆÞ,
ÓÇÂÎËÊÖáÜËÇ ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ, ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ØÑÓÑÛÑ
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ÑÒËÔÞÄÂáÕ Ë ÒÓÇÆÔÍÂÊÞÄÂáÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÂ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ ÒÑ ¿¸-ÐÂÅÓÇÄÖ ÒÎÂÊÏÞ, ÚÕÑ ÒÓËÏÇÐâáÕÔâ
ÍÂÍ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕÞ, ÐÇ ÕÓÇÃÖáÜËÇ ÆÑÒÑÎÐË-
ÕÇÎßÐÑÌ ÄÇÓË×ËÍÂÙËË [13 ë 23] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÑÃÊÑÓ [24]).
¢ÑÎÇÇ ÕÑÐÍÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÒÓËÄÎÇÍÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ Ä ÔÒÇ-
ÙËÂÎßÐÞØ ÊÂÆÂÚÂØ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ [25 ë 28] Ë ÐÇ-
ÎËÐÇÌÐÞÏ [29] ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÄÑÎÐ, ÄÑ ÄÔÇØ ÑÔÕÂÎßÐÞØ
ÔÎÖÚÂâØ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÑÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓÑÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ
ÒÂÓÂÆËÅÏÞ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÄÑÔÒÓËÐËÏÂÇÕÔâ ÔÒÇÙËÂÎËÔÕÂ-
ÏË ÍÂÍ ÏÂÎÑÇ ÖÕÑÚÐÇÐËÇ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ Ë ÒÓÑÔÕÑÌ
×ËÊËÍË. ®ÇÉÆÖ ÕÇÏ Ä ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ ÄÔÈ
ÚÂÜÇ ÐÂÚËÐÂáÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÔØÇÏÞ ¿¸-ÐÂÅÓÇÄÂ, Ä ÍÑ-
ÕÑÓÞØ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÑÒÕËÍÂ Ë ÃÇÊÂÃÇÓÓÂÙËÑÐÐÂâ ÍÄÂ-
ÊËÑÒÕËÍÂ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÞ. ±ÓËÚËÐÑÌ àÕÑÅÑ âÄÎâÇÕÔâ ÎËÃÑ
×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÍÂÖÔÕËÍ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÅÎÑÜÇ-
ÐËâ, ÎËÃÑ ÔËÎßÐÂâ ÄÂÓËÂÙËâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÑÕÍÎËÍÂ ÔÓÇÆÞ [30 ë 32].

£ÂÉÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÒÓËÄÇÆÈÐ ÐÂ
ÓËÔ. 1Ã, ÅÆÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÔØÇÏÂ ÄÇÓÕË-
ÍÂÎßÐÑÅÑ ÄÄÑÆÂ (top launch), Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ³£¹-ÒÖÚÑÍ ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÄÆÑÎß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ, Â ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÊÍÂâ ÑÃÎÂÔÕß ÔËÎßÐÑÅÑ ÒÑÅÎÑ-
ÜÇÐËâ ÓÂÔÔÇÍÂÇÕ ÒÖÚÑÍ ÐÂ ÆÄÇ ÒÑÎÑÄËÐÞ Ä ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ´ÂÍÂâ ÔØÇÏÂ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÍÂÍ Ä ÕÑÓÑËÆÂÎßÐÞØ
[33 ë 36], ÕÂÍ Ë Ä ÑÕÍÓÞÕÞØ [37, 38] ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÎÑÄÖÛÍÂØ. £
ÓÂÏÍÂØ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÎÖÚÇÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍË
ÒÖÚÑÍ ÊÂÆÂÈÕÔâ ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÐÂÃÑÓÑÏ ÎÖÚÇÌ, Â ÆÑÎâ ÒÑÅÎÑ-
ÜÈÐÐÑÌ ÏÑÜÐÑÔÕË Ä ÒÖÚÍÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑÏ
ÎÖÚÇÌ, ÒÑÒÂÆÂáÜËØ Ä ÑÃÎÂÔÕß ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ [33]. ÁÔÐÑ,
ÚÕÑ ÆÎâ ÖÊÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ×ÂÍÕ "ÒÑÒÂÆÂÐËâ"
ÎÖÚÂ, Õ.Ç. ÛËÓÑÍÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô ÎÑÍÂÎßÐÑ ÒÎÑÔÍËÏ ×ÂÊÑÄÞÏ
×ÓÑÐÕÑÏ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÇ
âÄÎÇÐËÇ. £ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÃÇÊÂÃÇÓÓÂÙËÑÐÐÑÌ ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË
ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÑÃÞÚÐÑ ÓÂÔÔÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÎËÛß ÐÂ ÙÇÐÕ-
ÓÂÎßÐÑÏ ÎÖÚÇ [13]. £ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕß ÕÂÍÑ-
ÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÔËÎßÐÑ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÇ ÒÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÃÞÔÕÓÑ
ÓÂÊÓÖÛÂÇÕ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÒÖÚÍÂ. °ÃÑÃÜÈÐ-
ÐÑÇ ÍÄÂÊËÑÒÕËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ, ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÖÚËÕÞ-
ÄÂáÜÇÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÖá ÆËÔÔËÒÂÙËá Ë ÆË×ÓÂÍÙËá Ä ÓÇ-
ÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÔÓÇÆÂØ Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ, ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÖÇÕ Ë âÄÎâÇÕÔâ ÄÒÑÎÐÇ ÓÂÊÄËÕÞÏ [39 ë 43], ÕÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ
ËÏÇÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÓÂÃÑÕ (ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÖÍÂÊÞ-
ÄÂÕß ËØ âÄÐÑ), Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÆÎâ ÓÂÔÚÈÕÂ à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕË
¿¸²-ÐÂÅÓÇÄÂ Ô ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞÏ ÄÄÑÆÑÏ ÒÓËÏÇÐâáÕÔâ ÏÇ-
ÕÑÆÞ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍË Ë ÃÇÊÂÃÇÓÓÂÙËÑÐÐÑÌ ÍÄÂ-
ÊËÑÒÕËÍË.

ªÔØÑÆÐÑÌ ÙÇÎßá ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßË ÃÞÎÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß
ÒÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÒÓËÏÇÓ, ÐÂÅÎâÆÐÑ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÜËÌ ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐÐÑÔÕß ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË Ô
ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ, ÑÃÑÔÕÓÈÐÐÞÏ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ ÔÇÚÇ-
ÐËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÑÊÐËÍÎÂ ÐÑÄÂâ, ÍÂÍ
ÐÂÏ ÍÂÉÇÕÔâ, àÕÂÎÑÐÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ô ÆÑÄÑÎßÐÑ ÐÇÑÉËÆÂÐÐÑÌ
×ËÊËÍÑÌ, ÍÑÕÑÓÂâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÐÕÇÓÇÔÐÂ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÔÒÇ-
ÙËÂÎËÔÕÂÏ Ä ÑÃÎÂÔÕË ³£¹-ÐÂÅÓÇÄÂ ÒÎÂÊÏÞ, ÐÑ Ë ÃÑÎÇÇ
ÛËÓÑÍÑÏÖ ÍÓÖÅÖ ÚËÕÂÕÇÎÇÌ, ÕÂÍ ËÎË ËÐÂÚÇ ËÐÕÇÓÇÔÖá-
ÜËØÔâ ÄÑÎÐÑÄÞÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË Ä ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÎËÐÇÌ-
ÐÞØ ÔÓÇÆÂØ.

³ÕÓÖÍÕÖÓÂ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßË ÔÎÇÆÖáÜÂâ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 2
×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÕÔâ ÃÂÊÑÄÂâ ÏÑÆÇÎß ì ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ­ÇÑÐÕÑÄËÚÂ ë¶ÑÍÂ [44], ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÆË×ÓÂÍÙËá
ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ô ÒÑ-
ÅÎÑÜÂáÜÇÌ (ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍÑÌ) ÒÎÑÔÍÑÔÕßá. £ ÓÂÊÆÇ-
ÎÂØ 3 Ë 4, ÐÑÔâÜËØ Ä ÙÇÎÑÏ ÕÇØÐËÚÇÔÍËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ, ÐÂ-

ØÑÆâÕÔâ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚË Ë ÇÅÑ ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÍË ÐÂ ÏÂÎÞØ Ë ÃÑÎßÛËØ ÕÓÂÔÔÂØ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ. £
ÓÂÊÆÇÎÇ 5, ÑÔÐÑÄÐÑÏ, ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐÐÂâ ÕÇØÐËÍÂ ÒÓËÏÇÐâ-
ÇÕÔâ ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÆËÔÔËÒÂÙËË ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ, ÒÓÑ-
ÄÑÆËÕÔâ ÔÓÂÄÐÇÐËÇ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÖÒÑ-
ÏâÐÖÕÞØ ÄÞÛÇ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÞØ ÒÑÆØÑÆÑÄ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 6
ÍÓÂÕÍÑ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÐÂÛËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÆÎâ
ÔÎÖÚÂâ ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ô ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÂÒÇÓÕÖÓÑÌ, ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐÐÑÌ Ä ÆÄÖØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ, Ë ÔÓÇÆ Ô ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ Ë
ÅËÓÑÕÓÑÒÐÞÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÑÕÍÎËÍÑÏ. £ ÊÂÍÎáÚÇ-
ÐËË (ÓÂÊÆÇÎ 7) ÒÑÆÄÇÆÇÐÞ ËÕÑÅË.

2. ±ÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
Ô ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕßá

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÎâ
u / exp �ÿiot� Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ô ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÆË-
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá e,

Du� k 2
0 eu � 0 ; k0 � o

c
: �1�

¹ÕÑÃÞ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ÖÒÓÑÔÕËÕß ÊÂÆÂÚÖ, ÆÑÒÖÔÕËÏ, ÚÕÑ
Re e ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Â ÄÔÈ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÔÑÔÓÇÆÑ-
ÕÑÚÇÐÑ Ä ÒÎÑÔÍÑÏ ÔÎÑÇ Ô ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÑÎÜËÐÑÌ:

Re e � const ; k 2
0 Im e � 2n d�y� : �2�

±ÑÅÎÑÜÇÐËá ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ n > 0. ¿ÕÑ ÏÑÆÇÎËÓÖÇÕ ÑÒË-
ÔÂÐÐÖá ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË ÔËÕÖÂÙËá, ÍÑÅÆÂ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÇ ÒÑÅÎÑ-
ÜÇÐËÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ÔÎÑÇ, ÖÊÍÑÏ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÑÌ ÂÒÇÓÕÖÓÑÌ ÒÖÚÍÂ. ³ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÕÂÍÂâ
ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÐÇ ÄÒÑÎÐÇ ÍÑÓÓÇÍÕÐÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÔËÎÖ ÔÑ-
ÑÕÐÑÛÇÐËÌ ¬ÓÂÏÇÓÔÂ ë¬ÓÑÐËÅÂ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÇ ÒÑÅÎÑÜÇ-
ÐËÇ Im e�o� ÐÇËÊÃÇÉÐÑ ÒÓËÄÇÆÈÕ Í ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÏÖ Ä
ÕÑÌ ÉÇ ÑÃÎÂÔÕË ÄÑÊÏÖÜÇÐËá àÓÏËÕÑÄÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
k 2
0 Re e�o� � n=y. ¥ÂÐÐÞÌ à××ÇÍÕ ÐÇ ÏÇÐâÇÕ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐ-

ÐÞØ ÄÞÄÑÆÑÄ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÊÂÏÇÕÍÇ, ÒÑ-
àÕÑÏÖ ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÏÑÆÇÎßá (2).

¢ÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÑÅËÃÂá-
ÜÇÌ Ë ÐÇÔÖÜÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÄÆÑÎß ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x,

u � U�x; y� exp �ikx� ; k � k0
���������
Re e
p

:

±ÂÓÂÍÔËÂÎßÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ, ÇÔÎË ÒÑÔÎÇ
ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË àÕÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ä (1) ÑÕÃÓÑÔËÕß ÚÎÇÐ
q2U=qx 2, ÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß U�x� âÄÎâÇÕÔâ ÒÎÂÄ-
ÐÑÌ ÐÂ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ 2p=k [44 ë 48]. £ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ Ô ÖÚÈÕÑÏ (2) ÒÑÎÖÚÂÇÏ

2ik
qU
qx
� q2U

qy 2
� 2in d�y�U � 0 : �3�

¯ÂÔ ÃÖÆÖÕ ËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÕß ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË ÒÓË x > 0,
ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÊÂÆÂÐÐÑÏÖ ÒÓË x � 0 ÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËá U0�y� Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá:

U�0; y� � U0�y� ; I0 �
� �1
ÿ1

��U0�y�
��2 dy <1 : �4�

´ÂÍÉÇ ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÑÔÕÂÈÕÔâ ÍÑ-
ÐÇÚÐÑÌ Ë ÒÓË ÄÔÇØ x > 0, Õ.Ç.

� �1
ÿ1 jU�x; y�j2 dy <1 Ë

U�x;�1� ! 0.
±ÓË y 6� 0 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ

ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ, ÐÂÎË-
ÚËÇ ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÅÑ ÔÎÑâ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ËÊ-
ÎÑÏÂ (ÔÍÂÚÍÂ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ) ×ÖÐÍÙËË U. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ,
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ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÄ (3) Ä ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÏÂÎÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË
ÕÑÚÍË y � 0 Ë ÒÑÎÂÅÂâ U ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÑÒÑÎ-
ÐËÕÇÎßÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ

qU�x;�0�
qy

ÿ qU�x;ÿ0�
qy

� ÿ2inU�x; 0� : �5�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÖÔÎÑÄËÇ (5), ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÇÓÇ-
ÐÑÔÂ àÐÇÓÅËË ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÖÚÍÂ
x. ²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3) ÒÓË y < 0 Ë y > 0, ÐÂØÑÆËÏ

2ik

�
U �

qU
qx
�U

qU �

qx

�
� U

q2U �

qy 2
ÿU �

q2U
qy 2
�

� q
qy

�
U

qU �

qy
ÿU �

qU
qy

�
:

ªÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑ ÄÔÇÏ y, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇ-
ÐËÇÏ ÄÞÍÑÎÑÕÑÌ ÕÑÚÍË y � 0, Ë ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÞ Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÔØÑÆâÕÔâ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ, ÒÑÎÖÚËÏ

dI

dx
� ÿ 2n

k

��U�x; 0���2 ;
�6�

I�x� �
� ÿ0
ÿ1

��U�x; y���2 dy� � �1
�0

��U�x; y���2 dy ;
ÅÆÇ I�x� ì ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÒÖÚÍÂ. ¬ÑÐÇÚÐÑ, àÕÑ ÉÇ ÄÞ-
ÓÂÉÇÐËÇ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß Ë ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ (3),
ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

2ik

�
U �

qU
qx
�U

qU �

qx

�
� q

qy

�
U

qU �

qy
ÿU �

qU
qy

�
ÿ

ÿ 2in�U �U�UU �� d�y�
ÒÑ y 2 �ÿ1;�1� Ë ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ I�x� � � 1ÿ1 jU�x; y�j2 dy.
²ÂÄÇÐÔÕÄÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÆÄÖØ ÒÑÆØÑÆÑÄ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕ
ÍÑÓÓÇÍÕÐÑÔÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ (5) ÆÎâ
ÔÄâÊË ÆÄÖØ "ÐÇÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ" ÊÂÆÂÚ ÒÓË y < 0 Ë y > 0.

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÇÓÇÐÑÔÂ àÐÇÓÅËË ÅÂÓÂÐÕËÓÖÇÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÔÕß ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË ÒÓË n > 0. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÂ ÓÇÛÇ-
ÐËâ, U1 Ë U2, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑ-
ÄËâÏ (4). £ ÔËÎÖ (6)

d

dx

�1
ÿ1
jU1 ÿU2j2 dy4 0)

�1
ÿ1
jU1 ÿU2j2 dy � 0)

) U1 � U2 :

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÏÑÉÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÖÔÎÑÄËÇ (6)
ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ, ÕÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß I�x� ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÑÔÕÂ-
ÈÕÔâ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÒÓË ÄÔÇØ x > 0.

3. ¶ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ
ÆÎâ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

³ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÂâ ÊÂÆÂÚÂ
âÄÎâÇÕÔâ ÒÎÑØÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ
ÖÔÎÑÄËÇ (5) Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÕ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ
ÖÔÎÑÄËâÏ (4). ²ÇÛÇÐËÇ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÊÂÆÂÚ ÏÇÕÑÆÑÏ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËâ ÒÑ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ ÑÃÞÚÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÓÂÔØÑÆâÜËÏÔâ ÓâÆÂÏ ËÎË ËÐÕÇÅÓÂÎÂÏ, ÓÂÃÑÕÂ Ô ÍÑÕÑ-
ÓÞÏË ÕÓÇÃÖÇÕ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÓÇÅÖÎâ-
ÓËÊÂÙËË [49]. °ÆÐÂÍÑ àÕËØ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÕÓÖÆÐÑÔÕÇÌ
ÏÑÉÐÑ ËÊÃÇÉÂÕß, ÇÔÎË ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÏË
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏË ÓÇÛÇÐËâ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚË, ÑÔÐÑÄÂÐ-
ÐÞÏË ÐÂ ÕÇØÐËÍÇ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ. ±ÓË ÕÂÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ

ÏÇÐâÇÕÔâ ×ÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÑÒÇÓÂÙËÌ ì ÔÐÂÚÂÎÂ
ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ, Â ÊÂÕÇÏ ì ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÐÂ-
ÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ.
¥Îâ ÐÂÛÇÌ ÊÂÆÂÚË àÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÏÖ ÖÒÓÑ-
ÜÇÐËá ÓÇÛÇÐËâ.

¯ÂÒÑÏÐËÏ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÃÇÊ ÆËÔÔËÒÂÙËË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [47, æ 24, Ô. 258]
ËÎË [48, ÅÎ. 17, Ô. 431]). £ÄÇÆÈÏ

U�x; y� �
�1
ÿ1

U�x; k� exp �iky� dk ;
�7�

U0�k� � 1

2p

�1
ÿ1

U0�y 0� exp �ÿiky 0� dy 0 :

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3) ÒÓË n � 0 ÒÑÎÖÚËÏ

2ik
qU�x; k�

qx
ÿ k 2U�x; k� � 0)

) U�x; k� � U0�k� exp
�
k 2x

2ik

�
:

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ Ä (7) Ë ÒÓÑÄÑÆâ ËÐÕÇÅÓË-
ÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ k, ÐÂØÑÆËÏ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ

U�x; y� �
�1
ÿ1

U0�y 0�G�x; yÿ y 0� dy 0 : �8�

ÅÆÇ G�x; y�ì×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ

G�x; y� � 1

2p

�1
ÿ1

exp

�
iky� k 2x

2ik

�
dk �

�
����������
k

2pix

r
exp

�
iky 2

2x

�
: �9�

¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ

lim
x!0

G�x; y� � d�y� ;�1
ÿ1

G�x; yÿ y 0�G ��x; yÿ y 00� dy � d�y 0 ÿ y 00� :

±ÇÓÄÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÅÂÓÂÐÕËÓÖÇÕ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ
ÖÔÎÑÄËâ ÒÓË x � 0, ÄÕÑÓÑÇ ì ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÒÖÚÍÂ I�x� � I0. °ÔÐÑÄÐÂâ ËÆÇâ ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ
ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÆËÔÔËÒÂÙËË
ÏÑÉÐÑ ÔÑÔÕÂÄËÕß ËÊ ÆÄÖØ ÃÇÊÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ
ÄËÆÂ (8), ÔÛËÄÂâ ËØ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ y � 0.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ
ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÒÑÎâ ÒÖÚÍÂ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÑ ÒÑ y: U0�y� � U0�ÿy�. ´ÑÅÆÂ ÓÇÛÇÐËÇ U�x; y� ÕÂÍÉÇ
ÚÈÕÐÑ ÒÑ y, ÒÑàÕÑÏÖ ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ËÔÍÂÕß ÕÑÎßÍÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË
y > 0. ¤ÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ (5) ÒÓË àÕÑÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Ä

qU�x; 0�
qy

� ÿinU�x; 0� : �10�

°ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ y > 0 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô (8) ÍÂÍ

U�x; y > 0� �
�1
ÿ1

V�y 0�G�x; yÿ y 0� dy 0 ; �11�

ÅÆÇ V�y 0� ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ, ÒÑÍÂ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÂâ, ×ÖÐÍÙËâ. ±ÓË
y 0 > 0 ×ÖÐÍÙËâ V�y 0� ÆÑÎÉÐÂ ÔÑÄÒÂÆÂÕß Ô U0, ÆÎâ ÕÑÅÑ
ÚÕÑÃÞ ÑÃÇÔÒÇÚËÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ; ÒÓË
y 0 < 0 Ö ÐÂÔ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÔÄÑÃÑÆÂ ÆÑÑÒÓÇÆÇÎËÕß àÕÖ ×ÖÐÍÙËá
ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÑÃÇÔÒÇÚËÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ

8 µ¶¯, Õ. 192, å 12
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ÒÓË y � 0 Ë ÄÔÇØ x. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ

qU
qy
�
�1
ÿ1

V�y 0� q
qy

G�x; yÿ y 0� dy 0 �

�
�1
ÿ1

qV�y 0�
qy 0

G�x; yÿ y 0� dy 0 ;

ÒÑàÕÑÏÖ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ (10) ËÏÇÇÕ ÄËÆ�1
ÿ1

�
qV�y 0�
qy 0

� inV�y 0�
�
G�x; y 0� dy 0 � 0 : �12�

¥ÂÎÇÇ ÏÞ ÒÑÔÕÖÒËÏ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ: ÖÅÂÆÂÇÏ ×ÖÐÍ-
ÙËá V�y 0�, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÜÖá ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ (12), Ë ÄÑÔ-
ÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÔÕßá ÓÇÛÇÐËâ ËÔØÑÆÐÑÌ ÐÂÚÂÎß-
ÐÑÌ ÊÂÆÂÚË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ G ÚÈÕÐÂ ÒÑ y 0, ÆÎâ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ
ÖÔÎÑÄËâ (12) ÒÓË ÄÔÇØ x ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÚÕÑÃÞ ×ÖÐÍÙËâ Ä
×ËÅÖÓÐÞØ ÔÍÑÃÍÂØ ÃÞÎÂ ÐÇÚÈÕÐÑÌ. ¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ V�y 0�:

V�y 0� � U0�y 0� ; y 05 0 ;

W�ÿy 0� ; y 0 < 0 ;

�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ W�y� ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

W 0 ÿ inW � U 00 � inU0 :

¯ÂÚÂÎßÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÆÎâ W ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË V Ä
ÐÖÎÇ; ÔÍÂÚÑÍ àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÑÊÐÂÚÂÎ ÃÞ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÕËÒÂ
ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËË Ä ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ V�y 0�, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÇ ÖÆÑÄ-
ÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÕÓÇÃÑÄÂÐËá ÐÇÚÈÕÐÑÔÕË. ªÔÒÑÎßÊÖâ W�0� �
� U0�0�, ÐÂØÑÆËÏW�y� Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ:

W�y� � U0 � 2in
� y

0

U0�y 0� exp
ÿ
in�yÿ y 0�� dy 0:

£ ËÕÑÅÇ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ (11) ÊÂÆÂÚË Ô ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ
ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ
ÔÖÏÏÞ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ (8) Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÆÑ-
ÃÂÄÍË:

U�x; y > 0� �
�1
ÿ1

U0�y 0�G�x; yÿ y 0� dy 0 �

�
�1
0

ÿ
W�y 0� ÿU0�y 0�

�
G�x; y� y 0� dy 0 :

®ÇÐââ ÒÑÓâÆÑÍ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ, ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä
ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÄËÆÖ

DU � 2in
�1
0

� y 0

0

U0�y 00� exp
ÿ
in�y 0 ÿ y 00���

� G�x; y� y 0� dy 00 dy 0 �

� 2in
�1
0

U0�y 0�
�1
y 0

exp
ÿÿin�y 0 ÿ y 00���

� G�x; y� y 00� dy 00 dy 0 :
£ÐÖÕÓÇÐÐËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ y 00 ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÑÛËÃÑÍ erfc z:

DG � 2in
�1
y 0

���������
k

2pix

r
exp

�
in�y 00ÿ y 0� � ik

2x
�y� y 00�2

�
dy 00 �

� in exp
�
ÿin�x� y� ÿ in 2x

2k

�
erfc

�
nx� ky� ky 0���������

2ikx
p

�
: �13�

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÐÂÛÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË y > 0.
¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ Ä
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ÊÂ-
ÏÇÐÖ y! jyj Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ DU. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ÒÑÎÖÚËÏ

U�x; y� �
�1
ÿ1

U0�y 0�G�x; yÿ y 0� dy 0 �

�
�1
0

U0�y 0�DG
ÿ
x; jyj; y 0� dy 0 : �14�

±ÇÓÄÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÚÈÕÐÑÔÕß ÒÑ
y, ÒÑàÕÑÏÖ ÊÐÂÍ ÏÑÆÖÎâ ÏÑÉÐÑ ÑÒÖÔÕËÕß.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÓÇÛÇÐËÇ
ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. ±ÓÑÜÇ
ÄÔÇÅÑ àÕÑ ÔÆÇÎÂÕß, ÇÔÎË ÓÂÊÃËÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÂ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÖá Ë ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÖá
ÚÂÔÕË,

U0�y� � U�0 �y� �Uÿ0 �y� ;

U�0 �y� �
U0�y� �U0�ÿy�

2
;

Ë ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ËÏ ÓÇÛÇÐËâ U��x; y� ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (3) ÒÑ ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ àÕË ÓÇÛÇÐËâ
ÃÖÆÖÕ ÔÑØÓÂÐâÕß ÔËÏÏÇÕÓËá ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ.
£ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ Ä ÐÖÎÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÆËÔÔËÒÂÙËâ ÐÇÚÈÕÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, Uÿ0 �0� �
� Uÿ�x; 0� � 0, ÒÑàÕÑÏÖ ÆÎâ Uÿ�x; y� ÒÓËÏÇÐËÏÂ ÃÇÊÆËÔ-
ÔËÒÂÕËÄÐÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ (8). ¥Îâ ÚÈÕÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ U��x; y�
ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÕÑÎßÍÑ ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ (14). £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ ÒÑÎÐÑÅÑ ÒÑÎâ U � U� �Uÿ ÐÂØÑÆËÏ
ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ:

U�x; y� �
�1
ÿ1

ÿ
U�0 �y 0� �Uÿ0 �y 0�

�
G�x; yÿ y 0� dy 0 �

�
�1
0

U�0 �y 0�DG
ÿ
x; jyj; y 0� dy 0 �

�
�1
ÿ1

U0�y 0�G�x; yÿ y 0� dy 0 �

� 1

2

�1
0

ÿ
U0�y 0� �U0�ÿy 0�

�
DG
ÿ
x; jyj; y 0�dy 0 : �15�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÕÑÓÑÇ (ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÇ) ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÄÔÇÅÆÂ
ÚÈÕÐÑ ÒÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÒÇÓÄÑÇ
ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÔËÏÏÇÕÓËá ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÒÑ-
àÕÑÏÖ ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ âÄÎâÇÕÔâ ÚÈÕÐÞÏ.

4. ¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ

±ÓË x! 0 ÒÇÓÄÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä (14) Ë (15) ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í
ÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá U0. µÃÇÆËÏÔâ, ÚÕÑ ÆËÔÔËÒÂ-
ÕËÄÐÂâ ÆÑÃÂÄÍÂ, ÔÄâÊÂÐÐÂâ Ô ÄÍÎÂÆÑÏ DG, ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ
ËÔÚÇÊÂÇÕ. ±ÓË x! 0 ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ DG (13) ÔÑÆÇÓÉËÕ
ÃÞÔÕÓÑ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß exp �ik�y� y 00�=2x�,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÆÂÈÕ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ ÒÓË ÏËÐËÏÂÎßÐÑÏ ÊÐÂÚÇ-
ÐËË jy� y 00j, Õ.Ç. ÒÓË ÐËÉÐÇÌ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ y 00 � y 0. ±Ñ-
àÕÑÏÖ ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÑÎÑÉËÕß in�y 00 ÿ y 0� ! 0, ÑÕÔáÆÂ

DG � in erfc
�
k�y� y 0����������

2ixk
p

�
:
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±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË DU ÒÇÓÇÌÆÈÏ Í ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x �
� y

������������
k=2ix

p
:

DU�x; y� �
�1
0

U�0 �y 0�DG dy 0 �

� in

��������
2ix

k

r �1
0

U�0

�
x 0

��������
2ix

k

r �
erfc �x� x 0� dx 0 �

� in

��������
2ix

k

r
U0�0�F�x� ; �16�

ÅÆÇ F�x� � � 10 erfc �x� x 0� dx 0ì×ÖÐÍÙËâ, ÒÓËÐËÏÂáÜÂâ
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ F�0� � 1=

���
p
p

Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÅÎÑ-
ÜÇÐËâ Ë ÖÃÞÄÂáÜÂâ ÍÂÍ F�x� � exp �ÿx 2�=�2x 2 ���

p
p � �

� x=�ky 2� ÐÂ ÒÇÓË×ÇÓËË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÑÎÖÚËÎË,
ÚÕÑ ÒÓË ÏÂÎÞØ x ÒÑÒÓÂÄÍÂ DU ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÖÊÍÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑ y Ô ÛËÓËÐÑÌ ÒÑÓâÆÍÂ

��������
x=k

p
Ë ÂÏÒÎËÕÖ-

ÆÑÌ, ÖÃÞÄÂáÜÇÌ ÒÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Í ÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ ÔÇÚÇ-
ÐËá ÍÂÍ

���
x
p

. ¯ÇÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÌ ÊÂÍÑÐ ÖÃÞÄÂÐËâ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ ÄÑÊÐËÍ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÐÇÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÔÕË ÐÂÚÂÎßÐÞØ Ë
ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ. ®ÑÉÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ ÇÔÎË U0 Ô
ÔÂÏÑÅÑ ÐÂÚÂÎÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ (4) Ë (5) ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ, ÕÑ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß

���
x
p

Ä ÑÃÜÇÏ ÓÇÛÇÐËË ÆÎâ U ËÔÚÇÊÂÇÕ
ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÄÍÎÂÆ ÑÕ DU Ä ÕÑÚÐÑÔÕË ÍÑÏÒÇÐÔË-
ÓÖÇÕÔâ ÄÍÎÂÆÑÏ ÑÕ ÔÍÂÚÍÂ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ U0 Ä ÃÇÊÆËÔÔËÒÂ-
ÕËÄÐÑÏ ÔÎÂÅÂÇÏÑÏ

�
U0G dy 0.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÔÎÖÚÂÌ ÃÑÎßÛËØ x. ±ÓË ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËË ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ (13) ÒÓË x!1 ÊÂÏÇ-
ÕËÏ, ÚÕÑ ÂÓÅÖÏÇÐÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÑÛËÃÑÍ
ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ, ÒÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÄÑÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÕßÔâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ [50]

erfc z � 1���
p
p exp �ÿz 2�

�
1

z
ÿ 1

2z 3
� . . .

�
;

�17�
jarg zj < 3p

4
; jzj ! 1 :

°ÆÐÂÍÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ, ÚÕÑ Ä ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ z 2 �
� ÿi�nx� ky� ky 0�2=�2kx�ì ÚËÔÕÑ ÏÐËÏÑÇ ÚËÔÎÑ, ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâáÜÇÇ ×ÂÊÑÄÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß Ä àÍÔÒÑÐÇÐÕÇ, ÏÂÎÞÇ
ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÆÑÎÉÐÞ ÔÓÂÄÐËÄÂÕßÔâ Ô p, Â ÐÇ
ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ. ±ÑàÕÑÏÖ ÓÂÊÎÂÅÂÕß ÒÑ ÏÂÎÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ
ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ÓâÆ Ä ×ËÅÖÓÐÞØ ÔÍÑÃÍÂØ, Â
ÂÓÅÖÏÇÐÕ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ ÑÔÕÂÄËÏ ÍÂÍ ÇÔÕß. ²ÂÊÎÂÅÂâ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ Ä ×ËÅÖÓÐÞØ ÔÍÑÃÍÂØ Ä (17) ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÏÂÎÑÅÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ 1=�nx� Ë ÒÑÆÔÕÂÄÎââ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ Ä (13), ÒÑÎÖÚËÏ

DG � 2

����������
k

2pix

r
exp

�
ik�y� y 0�2

2x

��
ÿ1� k�y� y 0 � i=n�

nx
ÿ

ÿ k 2�y� y 0��y� y 0 � 3i=n�
n 2x 2

� . . .

�
:

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÇÓÇÆ ×ËÅÖÓÐÞÏË ÔÍÑÃÍÂÏË Ô×ÑÓÏËÓÑÄÂ-
ÎÂÔß Ä ÕÑÚÐÑÔÕË ÃÇÊÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ
G�x; y� y 0�. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ Ä ×ÑÓÏÖÎÞ (14) Ë
(15) ÒÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÚÐÑ ÍÑÏÒÇÐÔËÓÖÇÕ
ÄÍÎÂÆ ÊÂ ÔÚÈÕ G. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÐÂÚÂÎß-
ÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ U�0 ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß

U��x; y� �
�1
0

U�0 �y 0�
ÿ
G�x; jyj ÿ y 0� ÿ G�x; jyj � y 0�� dy 0 �

� 2

�1
jyj

U�0
ÿ
y 0 ÿ jyj��ky 0

nx
� ik

n 2x
ÿ k 2y 0 2

n 2x 2
� . . .

�
�

� G�x; y 0� dy 0 : �18�

¥Îâ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË àÕÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÄÞÒÑÎ-
ÐÇÐËÇ ÖÔÎÑÄËâ jzj5 1 Ä (17) ËÎË

nx4 ky 0 ; nx4
k

n
; nx4 ky : �19�

¥ÄÂ ÒÇÓÄÞØ ÖÔÎÑÄËâ ÆÂáÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÔÐËÊÖ ÐÂ ÆÎËÐÖ
ÕÓÂÔÔÞ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ. ©ÆÇÔß ÏÞ ÖÚËÕÞÄÂÇÏ, ÚÕÑ ÓÂÊ-
ÃÓÑÔ y 0 � a ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÛËÓËÐÑÌ a ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ. ¯Â ÃÑÎßÛËØ ÕÓÂÔÔÂØ ÒÖÚÑÍ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÆË×ÓÂÍ-
ÙËË ÖÛËÓâÇÕÔâ ÒÑ ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ, ÒÑàÕÑÏÖ ØÂÓÂÍÕÇÓ-
ÐÞÌ ÓÂÊÃÓÑÔ y � y 0x=�ka 2� � x=�ka�, Â ÕÓÇÕßÇ ÖÔÎÑÄËÇ (19)
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÏÖ ÕÓÇÃÑÄÂÐËá ÔËÎßÐÑÌ ÆËÔ-
ÔËÒÂÙËË na4 1. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÕÓÇÕßÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÇËÊÃÇÉÐÑ
ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÒÑ ÄÔÇÏÖ ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÖ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ y, ÒÓËÄÑÆâ, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Í ÓÂÔØÑÆâÜËÏÔâ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÆÎâ ÒÑÎÐÑÌ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË ÒÖÚÍÂ I.

°ÆÐÂÍÑ ÉÈÔÕÍÑÇ ÕÓÇÕßÇ ÖÔÎÑÄËÇ (19) ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËá ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ ÆËÔÔËÒÂÙËË ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË
ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÎâ ÕÑÚÐÑ ÐÂ ÑÔË y � 0, Õ.Ç. ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Ä
ÑÃÎÂÔÕË ÆËÔÔËÒÂÙËË, ÚÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ ÖÆÂÚÇÌ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËÏÇÐÐÑ àÕÑ ÒÑÎÇ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ.
±ÓË y � 0 ÒÇÓÄÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä (18) ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß, Õ.Ç.
ÒÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÆÎâ DG Ä ÕÑÚÐÑÔÕË ÍÑÏÒÇÐÔË-
ÓÖÇÕ ÃÇÊÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÌ ÄÍÎÂÆ ÑÕ G:

U�x; 0� � 2

�1
0

U�0 �y 0�
�
ky 0

nx
� ik

n 2x
ÿ k 2y 0 2

n 2x 2
� . . .

�
G�x; y 0� dy 0:

�20�
¶ÑÓÏÖÎÂ (20) ÒÓËÏÇÐËÏÂ ÒÓË x4 ka=n, k=n 2 ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ
n > 0. ±ÇÓÄÞÇ ÆÄÂ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (20) ÆÂáÕ
ÄÍÎÂÆ, ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÖÃÞÄÂáÜËÌ ÍÂÍ 1=x 3=2, ÒÓËÚÈÏ
ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ×ËÅÖÓÐÞØ ÔÍÑÃÍÂØ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÆÑÒÑÎ-
ÐËÕÇÎßÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß ÒÑÓâÆÍÂ 1=�na�. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÕÑÓÑÇ
ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÆÑÏËÐËÓÖáÜËÏ ÆÎâ ÖÊÍËØ ÒÖÚÍÑÄ
ÒÓË na5 1, ÕÓÇÕßÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÐÇ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ
ÒÓË x! 0, ÐÑ ÖÒÓÑÜÂÇÕ ËÕÑÅÑÄÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÚÂÔÕ-
ÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÖÊÍÑÅÑ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ. ¥Îâ ÛËÓÑÍËØ ÒÖÚÍÑÄ,
ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÒÇÓÄÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÅÎÂÄÐÞÏ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (18) Ë (20) ÏÑÉÐÑ ÖÒÓÑÔÕËÕß,
ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËÔß ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ qG=qy 0 � iky 0G=x, ÑÆÐÂÍÑ
Ä ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ àÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÐÂÏ ÐÇ ÒÑÐÂÆÑÃËÕÔâ.

5. ±ÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ

²ÂÊÄËÕÑÌ ÕÇØÐËÍË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÚÕÑÃÞ ÄÇÓÐÖÕßÔâ Í ÑÔÐÑÄ-
ÐÑÌ ÕÇÏÇ ÔÕÂÕßË Ë ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÑÄÂÕß ÆÑÄÑÎßÐÑ ÖÆËÄË-
ÕÇÎßÐÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÊÂÆÂÚË.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ ÅÂÖÔÔÑÄÂ
ÒÖÚÍÂ Ô ÒÑÎÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá I0 Ë ÛËÓËÐÑÌ a:

U0�y� � A exp

�
ÿ y 2

2a 2

�
; A2 � I0

a
���
p
p : �21�

±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÒÓËÄÑÆËÕß ÐÂÛÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÍÓÂÕÍÑ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÈÐÐÞÇ ÏÑÆÇÎË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ, ÖÒÑÏâÐÖÕÞÇ
ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË.

£ ÓÂÏÍÂØ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÎÖÚÇÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕË-
ÍË ÒÖÚÑÍ Ô ÒÎÑÔÍËÏ ×ÂÊÑÄÞÏ ×ÓÑÐÕÑÏ ÊÂÆÂÈÕÔâ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÞÏ ÐÂÃÑÓÑÏ ÎÖÚÇÌ, ÔÓÇÆË ÐËØ ÇÔÕß ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ (Ä
ÒÎÑÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇ) ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞÌ ÎÖÚ, y � 0, ÄÆÑÎß ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ËÏÇÇÕÔâ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ (ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÔËÎßÐÑÇ). ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
ÆËÔÔËÒÂÙËâ ÇÔÕß ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ ÎÖÚÇÌ ÏÇÓÞ ÐÖÎß, ÒÑÅÎÑ-
ÜÇÐËÇ ÒÑÎÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÐÂ ÔÎÑÇ Ô ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÑÎÜËÐÑÌ ×ÑÓ-
ÏÂÎßÐÑ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. ³ËÕÖÂÙËâ ËÔÒÓÂÄÎâÇÕÔâ Ä ÓÂÏÍÂØ
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ÃÇÊÂÃÇÓÓÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÍÄÂÊËÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ. ±Ñ
ÔÖÕË, àÕÑÕ ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ÒÑÆØÑÆ âÄÎâÇÕÔâ ÄÂ-
ÓËÂÐÕÑÏ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÑ ÏÂÎÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ
nka 2. ³ÕÓÑÅÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ (8) ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÃÇÊ ÆËÔÔËÒÂÙËË ËÏÇÇÕ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÌ ÄËÆ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ
Ô ÒÇÓÇÔÕÓÂËÄÂáÜËÏËÔâ ÊÂ ÔÚÈÕ ÆË×ÓÂÍÙËË ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË:

U�x; y� � A������������
1� it
p exp

�
ÿ y 2

2a 2�1� it�
�
; t � x

ka 2
: �22�

©ÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ÒÓÑÆÑÎßÐÖá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ x ÃÖÆÇÏ ÄÞÓÂÉÂÕß
Ä ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÆÎâ ÊÂÆÂÚ ÆË×ÓÂÍÙËË ÆÎËÐÂØ ka 2,
ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÒÑÍÂ ÑÔÕÂÄËÏ ÓÂÊÏÇÓÐÞÏË. ¥Îâ
ÆÂÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÒÑÎÐÂâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ÒÑ
ÏÇÓÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÖÚÍÂ, I � I0, ÒÑàÕÑÏÖ ÃÇÊ ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐËâ ÑÃÜÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ A2 � I=a

���
p
p

. ¥ÂÎÇÇ
ÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÆËÔÔËÒÂÙËË ÓÇÛÇÐËÇ ÔÑØÓÂ-
ÐâÇÕ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÌ ÄËÆ (22), Õ.Ç. ÆËÔÔËÒÂÙËâ ÒÓËÄÑÆËÕ
ÎËÛß Í ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ A�t� Ë
a�t� ÑÕ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. ±ÓËÚÈÏ Ä ÒÇÓÄÑÏ
ÐÇËÔÚÇÊÂáÜÇÏ ÒÑÓâÆÍÇ a�t� � const, Â A�t� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÇÓÇÐÑÔÂ àÐÇÓÅËË (6). ªÏÇÐÐÑ ÕÂÍ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÖÔÕÓÑÇÐ ÍÄÂÊËÑÒÕËÚÇÔÍËÌ ÍÑÆ TORBEAM, ÛËÓÑÍÑ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÌ ÆÎâ ÓÂÔÚÈÕÑÄ ÔÙÇÐÂÓËÇÄ ¿¸-ÐÂÅÓÇÄÂ Ä
ÕÑÍÂÏÂÍÂØ Ë ÔÕÇÎÎÂÓÂÕÑÓÂØ [12 ë 14]. £ ÐÂÛÇÌ ÊÂÆÂÚÇ àÕÑ
ÒÓËÄÇÆÈÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ÒÇÓÇÐÑÔÂ

dI

dt
� ÿ 2n

k
ka 2

���� A������������
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p

����2 � ÿ 2na���
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p I�������������
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ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ËÏÇÇÕ ÄËÆ
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p
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: �23�

ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÒÖÚÍÂ ÐÂ ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÖÃÞÄÂÇÕ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ, Ä ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÏ ÔÏÞÔÎÇ àÕÑÕ ÖÚÂÔÕÑÍ
ÒÖÕË ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍÑÌ, ÆÑÒÑÎÐÇÐÐÑÌ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÄÆÑÎß ÎÖÚÂ dI=dx �
� ÿ2k0 Im

��
e
p

I. °ÆÐÂÍÑ ÐÂ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ x0 ka 2, ÔÓÂÄÐË-
ÏÞØ Ô ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÑÌ ÆÎËÐÑÌ, ÔÒÂÆ ÊÂÏÇÆÎâÇÕÔâ Ë
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔÕÇÒÇÐÐ�yÏ, ÑÕÓÂÉÂâ ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ à××ÇÍÕ
ÆË×ÓÂÍÙËË: ÓÂÔÒÎÞÄÂÐËÇ ÒÖÚÍÂ ÖÏÇÐßÛÂÇÕ ÒÑÎÇ ÐÂ ÑÔË,
ÒÑàÕÑÏÖ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÑÔÎÂÃÇÄÂÇÕ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ Ä ÃÇÊÂÃÇÓ-
ÓÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÆË×ÓÂÍÙËâ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÑÔÕÂÐÑ-
ÄËÕß ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ì ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÓÂÔÔÇ ÄÔâ àÐÇÓÅËâ
ÒÖÚÍÂ ÒÇÓÇÌÆÈÕ Ä ÔÓÇÆÖ, I! 0 ÒÓË x!1.

´ÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô ÆËÔÔË-
ÒÂÕËÄÐÞÏ ÔÎÑÇÏ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (9), (13), (14) Ë
ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ÒÖÚÍÂ (21) ÚÇÓÇÊ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÑÕ ×ÖÐÍÙËË ÑÛËÃÑÍ,

ÒÓËÄÑÆËÕß ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 2 ÒÓËÄÇ-
ÆÈÐ ÒÓËÏÇÓ àÄÑÎáÙËË ÒÑÎâ U�t; x� ÆÎâ ÕÓÈØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÅÑ ÆËÔÔËÒÂÙËá: na5 1, na � 1 Ë
na4 1. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÎáÃÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÆËÔÔËÒÂÙËË
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÐÇÏÑÐÑÕÑÐÐÞØ ÒÓÑ×ËÎÇÌ jUj;
ÒÓËÚÈÏ ÚÇÏ ÃÑÎßÛÇ ÆËÔÔËÒÂÙËâ, ÕÇÏ ÓÂÐßÛÇ ÒÑ t àÕÂ
ÐÇÏÑÐÑÕÑÐÐÑÔÕß ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ.

¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÐÂÏ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ËÏÇÕß
ËÐ×ÑÓÏÂÙËá ÎËÛß Ñ ÒÑÎÇ ÐÂ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ÑÔË ÒÖÚÍÂ,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ
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£ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË ÏÞ ÒÇÓÇÛÎË Í ÃÇÊÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÌ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÐÑÓÏËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÇ ÒÑÎÇ U=A ÐÂ ÑÔË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ na. ¿ÕÑÕ ÉÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÑÔÕÂ-
ÈÕÔâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ÒÇÓÇÐÑÔÂ àÐÇÓÅËË, ÍÑÕÑÓÑÇ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
Ä ÄËÆÇ
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dt
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p
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ÅÆÇ ÏÐÑÅÑÕÑÚËÇ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ×ËÅÖÓÐÞØ
ÔÍÑÃÍÂØ Ä (24). ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 3 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇ-
ÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (25) ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ na. ¥Îâ
ÔÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÕÂÍÉÇ ÃÇÊÂÃÇÓÓÂÙËÑÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
(23) Ë ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ
ÐËÉÇ.

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÃÇÊÂÃÇÓÓÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÄÔÇÅÆÂ
ÊÂÄÞÛÂÇÕ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ, ÒÓËÚÈÏ ÑÛËÃÍÂ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Ô ÖÄÇ-
ÎËÚÇÐËÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ na. ¬ÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓËÚËÐÂ ÕÂÍÑÅÑ
ÊÂÄÞÛÇÐËâ ÒÑÐâÕÐÂ. £ ÃÇÊÂÃÇÓÓÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÒÓÑ×ËÎß ÉÈÔÕÍËÌ, ÒÑàÕÑÏÖ àÐÇÓÅËâ ÔÑÃËÓÂÇÕÔâ "ÏÅÐÑ-
ÄÇÐÐÑ" ÔÑ ÄÔÇÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÒÖÚÍÂ, ÒÓËÚÈÏ ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÒÑÎ-
ÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÖÚÍÂ ÆÂÐÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÐÂËÃÑÎÇÇ à×-
×ÇÍÕËÄÇÐ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÂÍÔËÏÖÏ ÒÑÎâ ÒÓËØÑÆËÕÔâ ÐÂ ÑÃ-
ÎÂÔÕß ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ. £ ÔÕÓÑÅÑÏ ÓÇÛÇÐËË ÆËÔÔËÒÂÙËâ "ÄÞ-
ÇÆÂÇÕ" ÒÑÎÇ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÒÖÚÍÂ, ×ÑÓÏËÓÖâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ
ÒÑÕÑÍ àÐÇÓÅËË ËÊ ÒÇÓË×ÇÓËÌÐÞØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ Í ÙÇÐÕÓÖ. ¿ÕÑÕ
ÒÑÕÑÍ (ÆË×ÓÂÍÙËâ) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÆË××ÖÊËÑÐÐÞÏ ÚÎÇÐÑÏ
qyyU Ä ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË, Ä ÔÄâÊË Ô ÚÇÏ ÐÂ ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ËÊ ÒÇÓË×ÇÓËË ÒÖÚÍÂ ÕÓÇÃÖÇÕÔâ
ÍÑÐÇÚÐÑÇ "ÄÓÇÏâ" t � ky 2, ÚÕÑ Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Ä ËÕÑÅÇ Í ×ÑÓ-
ÏËÓÑÄÂÐËá ÐÇÏÑÐÑÕÑÐÐÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ. ®ÂÍÔËÏÖÏ ÒÑÎâ
ÄÔÈ ÃÑÎßÛÇ ÑÕÓÞÄÂÇÕÔâ ÑÕ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ, Ä ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÖÃÞÄÂÇÕ ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÃÞÔÕÓÑ, ÚÕÑ ÐÂ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎËÐÐÑÌ ÕÓÂÔÔÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÒÖÚÍÂ ÒÇÓÇ-

1,0

jU
j=A

0,8

0,6

0,4

0,2

1 2 3 4 5
y=a

0

Ä
1,0

jU
j=A

0,8

0,6

0,4

0,2

1 2 3 4 5
y=a

0
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1,0

jU
j=A

0,8

0,6

0,4

0,2

1 2 3 4 5
y=a

0

Â

²ËÔ. 2. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) ¥Ë×ÓÂÍÙËâ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ Ô ÒÎÑÔÍËÏ×ÂÊÑÄÞÏ×ÓÑÐÕÑÏ Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÓË y � 0

ÆÎâ (a) na � 0;2, (Ã) na � 1 Ë (Ä) na � 5. ±ÑÔÕÓÑÇÐÐÞÇ ÒÓÑ×ËÎË jU�y�j ÑÕÄÇÚÂáÕ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞÏ ÑÕÔÚÈÕÂÏ àÄÑÎáÙËÑÐÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
t � x=�ka 2� � 0,14; 0,3; 1,0; 3,0; 10.
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ÔÕÂÈÕ ËÊÏÇÐâÕßÔâ. ²ÂÊÐËÙÂ àÕÑÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË Ë ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÖÚÍÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÅÎÑ-
ÜÈÐÐÖá ÏÑÜÐÑÔÕß, ÊÂÄËÔâÜÖá ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
ÆËÔÔËÒÂÙËË na:

DI � I0 ÿ lim
t!1 I�t; na� � ÿ

�1
0

dI

dt
dt �

� 2naI0���
p
p

�1
0

��f. . .g��2 dt�������������
1� t 2
p :

µÐËÄÇÓÔÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ DI�na�=I0 ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 4.
±ÓË ÏÂÎÞØ na×ÖÐÍÙËâ DI�na�=I0 ÎËÐÇÌÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ, ÒÓË
ÃÑÎßÛËØ na ÖÃÞÄÂÇÕ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÃÖÆÇÕ ÖÕÑÚÐÈÐ
ÐËÉÇ. ±ÑÎÐÂâ ÒÑÅÎÑÜÂÇÏÂâ ÏÑÜÐÑÔÕß ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ DI � 0;72I0 ÒÓË ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÆËÔÔËÒÂÙËË na � 0;94.

±ÑÔÕÓÑËÏ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÖá ÕÇÑÓËá, ÑÒËÔÞÄÂáÜÖá
ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÐÞÇ à××ÇÍÕÞ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÐÂ ÍÑÓÑÕÍËØ ÕÓÂÔÔÂØ, t5 1. °ÔÐÑÄÐÑÌ
ÄÍÎÂÆ Ä ÒÑÎÇ ÐÂ ÑÔË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (16); ÆÎâ
ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ ÒÑÎÖÚËÏ

U�t; 0� �
�
1� ina

�������
2it
p

r
� . . .

�
A ; �26�

ÑÕÔáÆÂ

dI

dt
� ÿ 2naI0���

p
p

�
1ÿ 2na���

p
p ���

t
p � . . .

�
:

³ÓÂÄÐËÄÂâ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ô (23), ÏÞ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ
ÃÇÊÂÃÇÓÓÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ Ë ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÑÄÒÂ-
ÆÂáÕ ÒÓË 2nat=

���
p
p

5 1 Ë 2na
��������
t=p

p
5 1, ËÎË Ä ÓÂÊÏÇÓÐÞØ

ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ

x5
ka

n
; x5

k

n 2
:

£ÕÑÓÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ, ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ËÊ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ, ÑÃÞÚÐÑ
ÃÑÎÇÇ ÉÈÔÕÍÑÇ, Ë ËÏÇÐÐÑ ÇÅÑ ÚÂÔÕÑ ÊÂÃÞÄÂáÕ ÒÓË
ÑÃÑÔÐÑÄÂÐËË ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÃÇÊÂÃÇÓÓÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ.
¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ ÚÕÑ ÃÇÊÂÃÇÓÓÂÙËÑÐÐÑÇ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ Ë ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÂáÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÖá ÔÍÑ-
ÓÑÔÕß ÆËÔÔËÒÂÙËË ÒÓË t! 0, àÕË ÓÇÛÇÐËâ ÃÞÔÕÓÑ ÓÂÔ-
ØÑÆâÕÔâ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÞØ t ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÆËÔÔËÒÂÙËË Ä ÕÑÚÐÑÏ ÓÇÛÇÐËË ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÇÓÇÐÑÔÂ àÐÇÓÅËË ÒÓË ÃÑÎß-
ÛËØ t. ¥Îâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ ×ÑÓÏÖÎÂ (20) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÖ

U�t; 0� � A

na

������
2i

pt

r
1

1� it
ÿ A

�na�2�1� it�3=2
: �27�

¶ÑÓÏÖÎÂ (27) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÒÓË t4 1=�na�; 1=�na�2, ÒÇÓÄÑÇ
ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÆÑÏËÐËÓÖáÜËÏ ÒÓË na4 1 (ÆÎâ
ÔËÎßÐÑÌ ÆËÔÔËÒÂÙËË Ë ÛËÓÑÍËØ ÒÖÚÍÑÄ), Â ÄÕÑÓÑÇ ì Ä
ÑÃÓÂÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÒÓË na5 1. ±ÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË (27) Ä

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0

D
I=
I 0

1 2 3 4 5
na

2

3

1

²ËÔ. 4. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) µÐËÄÇÓÔÂÎßÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÑÎÐÑÌ ÒÑÅÎÑ-
ÜÂÇÏÑÌ ÏÑÜÐÑÔÕË DI�na�=I0 ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍÑÏ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÏ
ÒÎÑÔÍÑÏ ÔÎÑÇ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ ÒÂÆÇÐËâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ Ô ÒÎÑ-
ÔÍËÏ ×ÂÊÑÄÞÏ ×ÓÑÐÕÑÏ. ³ÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ì ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÇÓÇÐÑÔÂ (25) Ô ÒÑÎÇÏ (24). ±ÖÐÍÕËÓÐÞÏË
ÍÓËÄÞÏË ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÞÇ ÑÙÇÐÍË: 1 ì DIN=I0 ÒÓË N � 0;4,
ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÂâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (28), 2 ì DI=I0 Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ
(29), 3ì 0;75DI=I0 Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (29).
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²ËÔ. 3. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) ªÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÑÎÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I�x� Ë ÇÈ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÿI 0�x� ÄÆÑÎß ÕÓÂÔÔÞ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÖÚÍÂ ÆÎâ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ
ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓË (a) na � 0;2, (Ã) na � 1, (Ä) na � 5. ³ÒÎÑÛÐÞÏË ÔËÐËÏË ÍÓËÄÞÏË ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÇÓÇÐÑÔÂ
(25) ÔÑ ÔÕÓÑÅËÏ Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑÎÇÏ (24), ÍÓÂÔÐÞÏË ÍÓËÄÞÏË ì ÓÇÛÇÐËÇ (23) Ä ÃÇÊÂÃÇÓÓÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË,
ÛÕÓËØÑÄÞÇ ÍÓËÄÞÇ ì ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏ ÒÑÎâ (26) Ë (27) ÒÓË ÏÂÎÞØ Ë ÃÑÎßÛËØ t ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.
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ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÇÓÇÐÑÔÂ àÐÇÓÅËË (25) ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÕÓÂÔÔÂØ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ dI=dt / 1=t 3. ªÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑÅÎÑÜÈÐÐÑÌ ÏÑÜÐÑ-
ÔÕË DI � ÿ � �dI=dt� dt ÔØÑÆËÕÔâ ÒÓË t!1, ÒÑàÕÑÏÖ Ä
ÓÂÏÍÂØ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄÔâ
ÄÄÑÆËÏÂâ ÏÑÜÐÑÔÕß, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÕÂÍÑÄÑÌ Ä ÃÇÊÂÃÇÓÓÂ-
ÙËÑÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÅÎÑÜÇÐÂ ÐÂ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÓÂÔÔÇ. °ÆÐÂÍÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ
ÒÑÅÎÑÜÈÐÐÑÌ ÏÑÜÐÑÔÕË ÊÂÕÓÖÆÐâÇÕÔâ ÕÇÏ ÑÃÔÕÑâÕÇÎß-
ÔÕÄÑÏ, ÚÕÑ ÒÓË t! 0 ×ÑÓÏÖÎÂ (26) ÒÓËÄÑÆËÕ ËÐÕÇÅÓÂÎÖ
DI, ÍÑÕÑÓÞÌ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÓÂÔØÑÆËÕÔâ ÐÂ ÐËÉÐÇÏ
ÒÓÇÆÇÎÇ. ¶ÑÓÏÂÎßÐÑ àÕÑ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÇÏ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ (27) ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÑ ÒÓË ÏÂÎÞØ t.

¹ÕÑÃÞ ÒÓÑÆÄËÐÖÕßÔâ ÆÂÎÇÇ Ä ÄÞÚËÔÎÇÐËËDI, ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ ÛËÓÑÍËØ ÒÖÚÍÑÄ, na4 1, Õ.Ç. ÑÔÕÂÄËÏ ÕÑÎßÍÑ
ÒÇÓÄÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä (27). ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÒÇÓÇÐÑÔÂ àÐÇÓÅËË ËÏÇÇÕ ÄËÆ

dI

dt
� ÿ 4I0

p
���
p
p

na
1

t�1� t 2� :

¥Îâ ÑÙÇÐÍË ÒÑÅÎÑÜÂÇÏÑÌ ÏÑÜÐÑÔÕË ÔÐËÊÖ ÒÓÑËÐÕÇÅÓË-
ÓÖÇÏ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑ ÑÃÎÂÔÕË N=na < t <1, ÅÆÇ
Nì ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÇ ÚËÔÎÑ, ÄÞÃÓÂÐÐÑÇ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ Ä
ÑÃÎÂÔÕË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÊÂÄÇÆÑÏÑ ÄÞÒÑÎÐâÎÑÔß ÐÂÛÇ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÒÑÎâ. ±ÑÎÖÚËÏ

DI0DIN � 4I0

p
���
p
p

na

�1
N=na

dt
t�1� t 2� �

2I0

p
���
p
p ln

ÿ
1� �na=N�2�

na
:

�28�

³ÑÒÑÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÚÈÕÂ
(ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÐÂ ÓËÔ. 4) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
(28) ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÖÉÇ ÒÓË N > 0;5. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ
ÒÑÎÖÚËÎË, ÚÕÑ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂØ ÒÑÅÎÑÜÈÐÐÂâ
ÏÑÜÐÑÔÕß ÖÃÞÄÂÇÕ ÍÂÍ DI � ln �na�=�na�. ¬ÂÍ ÑÃÞÚÐÑ,
ÎÑÅÂÓË×Ï ÃÑÎßÛÑÅÑ ÚËÔÎÂ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ
ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÂÈÕ ÑÃÎÂÔÕß ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ t. ±ÑàÕÑÏÖ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔØÑÆâÜÇÅÑÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ
ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐÞ DI ÏÞ ÏÑÉÇÏ Ä ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ÆÑÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ, ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ Ô ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚ-
ÐÑÔÕßá ÃÖÆÇÕ ÑÆËÐÂÍÑÄ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÅÑ ÓÇÛÇ-
ÐËâ ÏÑÉÐÑ ÒÑÆÑÃÓÂÕß ÚËÔÎÑ N ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ àÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ÃÎËÊÍÑ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÎÂ ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÖá
ÄÞÛÇ DI; ÑÒÕËÏÂÎßÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÒÓË
N � 0;35ÿ0;4. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 4 ÒÓËÄÇÆÈÐ ÒÓËÏÇÓ ÕÂÍÑÌ
ÒÑÆÅÑÐÍË; ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ DI � DI0;4. µÆËÄËÕÇÎßÐÞÌ ×ÂÍÕ
ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÂâ ÑÙÇÐÍÂ (28), ØÑÕâ
ÑÐÂ ÃÞÎÂ ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÒÓË na4 1, ÆÂÈÕ ÍÂÚÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÄÇÓÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ Ë ÒÓË na5 1, Ë Ä ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÎÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÏÞ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÎËÐÇÌÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß DIN � 2I0na=�p 3=2N 2�,
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÅÎÑÜÂÇÏÂâ ÏÑÜÐÑÔÕß DIN �
� 0;3=N ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÒÓË na � 2N.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÕÑÓÑÌ, ÃÑ-
ÎÇÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ, ÔÒÑÔÑÃ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑÌ ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ ÆÎâ ÔØÑÆâÜÇÅÑÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑÅÎÑÜÈÐÐÑÌ ÏÑÜÐÑ-
ÔÕË. ¥ÑÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÒÑÎÇ (27) ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ U�t; 0� ! A ÒÓË
t! 0. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÏÇÔÕÑ

�����
pt
p

Ä (27) ÄÊâÕß
�pt� 2i=�na�2�1=2, ÚÕÑ ÒÓËÄÇÆÈÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ÒÇÓÇÐÑÔÂ
àÐÇÓÅËË

dI

dt
� ÿ 2naI0���

p
p 1���������������������������������

1� �pn 2a 2t=2�2
q 1

1� t 2
;

ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÒÑÅÎÑÜÈÐÐÂâ ÏÑÜÐÑÔÕß

DI � ÿ
�1
0

dI

dt
dt � 2naI0���

p
p coshÿ1 �pn 2a 2=2��������������������������������

�pn 2a 2=2�2 ÿ 1

q : �29�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÞÏ ÒÓË ÄÔÇØ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ na; ÇÔÎË
pn 2a 2=2 < 1, ÕÑ Ä ÚËÔÎËÕÇÎÇ Ë ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎÇ ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ
ÚËÔÕÑ ÏÐËÏÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ, ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÆÂÈÕ ÆÇÌ-
ÔÕÄËÕÇÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ. ±ÓË ÏÂÎÞØ Ë ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ
ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (29)

DI
I0
�

���
p
p

na ; na5 1 ;

8

p
���
p
p ln �na�

na
; na4 1 :

8<:
¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 4 ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß (29) ÔÑÒÑ-
ÔÕÂÄÎâÇÕÔâ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÚÈÕÂ. ¬ÂÍ Ë
ÒÓÇÆÞÆÖÜÂâ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ, ÑÙÇÐÍÂ (29) ÆÂÈÕ
ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÇÓÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÄÑ ÄÔÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ËÊÏÇÐÇÐËâ
na. ©ÐÂÚÇÐËÇ na � 1;3, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÑÅÎÑÜÂÇÏÂâ ÏÑÜ-
ÐÑÔÕß ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ, ÃÎËÊÍÑ Í
ÚËÔÎÇÐÐÑ ÐÂÌÆÇÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá, ÑÆÐÂÍÑ ÔÂÏÑ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇ 0;97I0 ÔËÎßÐÑ ÊÂÄÞÛÇÐÑ. ±ÑàÕÑÏÖ ÆÎâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËØ
ÑÙÇÐÑÍ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ×ÑÓÏÖÎÖ (29), ÖÏÐÑÉÇÐÐÖá
ÐÂ ÒÑÒÓÂÄÑÚÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ 3=4. ³ ÖÚÈÕÑÏ àÕÑÌ ÒÑ-
ÒÓÂÄÍË ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ DI�na� ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂØ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓËÐâÕÂ Ä ÄËÆÇ DI=I0 � ln �na�=�na�, ÚËÔÎÇÐ-
ÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß ÒÇÓÇÆ ÎÑÅÂÓË×ÏÑÏ ÑÚÇÐß ÃÎËÊÑÍ Í
ÇÆËÐËÙÇ (ÓÂÄÇÐ 1,06).

µÒÑÏâÐÇÏ ÇÜÈ ÑÆËÐ ÔÒÑÔÑÃ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑÌ ÑÙÇÐÍË
DI�na� ÒÓË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ, ÒÓËÄÑÆâÜËÌ Í
ÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË. ®ÑÉÐÑ ÄÊâÕß ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä
(26), ÆÑÏËÐËÓÖáÜÇÇ ÒÓË na5 1, Ë ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÕß ÑÕ-
ÄÇÚÂáÜÇÇ ÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÇÓÇÐÑÔÂ àÐÇÓÅËË ÒÑ ÑÃÎÂÔÕË
ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑÎâ, Ä
ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, N=�na�2 < t <1. °ÆÐÂÍÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ
×ÑÓÏÖÎÂ ÃÖÆÇÕ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÂ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ na Ë ÒÑàÕÑÏÖ
ÐÇ ÔÕÑÎß ÐÂÅÎâÆÐÂ, ÍÂÍ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÇ
ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËË DI�na�.

6. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÑÃÑÃÜÇÐËâ

£ÞÛÇ ÏÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎË ÆÄÖÏÇÓÐÖá ÊÂÆÂÚÖ, ËÔÍÎáÚËÄ
ÕÓÇÕßá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ z ËÊ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ. °ÆÐÂÍÑ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞ ÏÑÉÐÑ ÑÃÑÃÜËÕß ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ô
ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÂÒÇÓÕÖÓÑÌ, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ Ä ÆÄÖØ ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËâØ. °ÔÑÃÇÐÐÑ ÒÓÑÔÕÑ àÕÑ ÔÆÇÎÂÕß, ÇÔÎË ÐÂÚÂÎßÐÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÎâ ÒÓË x � 0 ÊÂÆÂÐÑ Ä ×ÂÍÕÑÓËÊÑÄÂÐ-
ÐÑÏ ÄËÆÇ U0�y�V0�z�, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÅÂÖÔÔÑÄ ÒÖÚÑÍ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÍÂÍ A exp �ÿy 2=�2a 2� ÿ z 2=�2b 2��. ¢ÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ä
ÄËÆÇ

u � U�x; y�V�x; z� exp �ikx� ; k � k0
���������
Re e
p

:

±ÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß U Ë V ÑÕ x ì ÒÎÂÄÐÂâ ÐÂ
ÏÂÔÛÕÂÃÂØ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÍÑÓÑÚÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ�

2ik
qU
qx
� q2U

qy 2

�
V�U

�
2ik

qV
qx
� q2V

qz 2

�
� 2ind�y�UV � 0 :
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¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÓÇÛÂÇÕÔâ ÏÇÕÑÆÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇÐËâ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÞØ. ±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ

1

U

�
2ik

qU
qx
� q2U

qy 2
� 2ind�y�

�
� m ;

�30�
1

V

�
2ik

qV
qx
� q2V

qz 2

�
� ÿm :

ªÊ ÒÇÓÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (30) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ m ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ z, Â
ËÊ ÄÕÑÓÑÅÑ ì ÚÕÑ m ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ y, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, m
ÏÑÉÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÕÑÎßÍÑ ÑÕ x. ±ÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÇ m�x�
ÚÎÇÐÞ ËÔÍÎáÚÂáÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÒÑÆÔÕÂ-
ÐÑÄÍË

U � ~U exp

�
�2ik�ÿ1

�
m dx

�
; V � ~V exp

�
ÿ�2ik�ÿ1

�
m dx

�
;

ÒÓË àÕÑÏ ÆÎâ ~U ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÉÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (3), Â ÆÎâ ~V ì ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÇ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÃÇÊ ÆËÔÔËÒÂÙËË Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ
(8). ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ u /
/ UV � ~U ~V, ÏÞ Ô ÔÂÏÑÅÑ ÐÂÚÂÎÂ ÏÑÉÇÏ ÒÓÑÔÕÑ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (30) Ô m � 0. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß
ÒÖÚÍÂ ÃÖÆÇÕ ÄÞÓÂÉÂÕßÔâ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇÏ ÎËÐÇÌÐÞØ ËÐ-
ÕÇÐÔËÄÐÑÔÕÇÌ I�x� � � jUj2 dy � jVj2 dz, ÒÓËÚÈÏ ËÊÏÇÐÇÐËÇ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÃÖÆÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÇÓÄÞÏ ÏÐÑ-
ÉËÕÇÎÇÏ (ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß, ÔÄâÊÂÐÐÂâ Ô V, ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ).
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÂÆÂÚÂ ÆÎâ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÔÄÑÆËÕÔâ
Í ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ ÄÞÛÇ ÊÂÆÂÚÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÆÄÖÏÇÓ-
ÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ 1.

¢ÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÆÎâ ÔÓÇÆ Ô ÂÐËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÞÏ Ë ÅËÓÑÕÓÑÒÐÞÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÑÕÍÎËÍÑÏ.
·ÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÆÎâ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÔÓÇÆ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÞØ
ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÐÇ ÑÃÎÂÆÂáÕ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ, ÕÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄÑÎÐ Ä ÕÂ-
ÍËØ ÔÓÇÆÂØ ÐÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ. £
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍÑÏ ÔÏÞÔÎÇ àÕÑ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÐÂÎËÚËÇ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË. °ÆÐÂÍÑ Ä ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÄÑÎÐ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÒÑÒÇÓÈÍ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ËÊ-ÊÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ, ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑ, Ë ÒÑâÄËÎÂÔß ÐÂ-
ÔÕÑâÜÂâ ÊÂÏÇÕÍÂ, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÏÑÉÇÕ ÒÓËÏÇ-
ÐâÕßÔâ.

±ÖÔÕß ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÑ ÄÆÑÎß ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
z. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÊÂÓâÉÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕËÙÞ ËÔÒÞÕÞÄÂáÕ ÎÂÓÏÑ-
ÓÑÄÔÍÑÇ ÄÓÂÜÇÐËÇ ÄÑÍÓÖÅ àÕÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ, Ô ÕÑÚÍË
ÊÓÇÐËâ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÕÍÎËÍÂ ÒÎÂÊÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x
Ë y ÑÆËÐÂÍÑÄÞ. ¥Îâ ÄÑÎÐ Ä ÒÎÂÊÏÇ ÄÔÇ ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÞÇ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ
ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÆÎâ j-Ì ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÏÑÆÞ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ
ÄÔÇÅÆÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ [51]

k 2
x � k 2

y � k 2
? j�o; kz� :

¥Îâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÔÎÂÃÑÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇ-
ÐËá Ô ÆÇÃÂÇÄÔÍËÏ ÓÂÆËÖÔÑÏ Ë ÅËÓÑÓÂÆËÖÔÑÏ ÒÎÂÊÏÇ

ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ

q2u
qx 2
� q2u
qy 2
� k 2

? j�o; kz�u � 0 :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÂÆÂÚÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ ÐÂÏË
ÄÞÛÇ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÊÂÏÇÐÞ k 2

0 e! k 2
? j�o; kz�

ËÎË

k!
���������������������������
Re k 2

? j�o; kz�
q

; Im k 2
? j�o; kz� ! 2n d�y� :

£ÂÉÐÑ, ÚÕÑ ÕÇÒÇÓß ÏÞ ÐÇ ÏÑÉÇÏ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÒÂÓÂÍ-
ÔËÂÎßÐÑÔÕßá ÒÖÚÍÂ Ë ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ÑÕ kz ÒÓË
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÐÇÔÖÜÇÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ k Ä (2) Ë ÄÑ ÄÔÇØ
ÒÑÔÎÇÆÖáÜËØ ÄÞÍÎÂÆÍÂØ. £ ÒÎÂÊÏÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ
ÆËÔÒÇÓÔËâ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÓÇ×ÓÂÍÙËá
ÄÑÎÐ, ÐÑ Ë ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÊÂ ËØ ÃÇÔÔÕÑÎÍÐÑÄËÕÇÎßÐÑÇ ÒÑÅÎÑÜÇ-
ÐËÇ [52 ë 54]. ±ÑàÕÑÏÖ, ÇÔÎË ÐÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÌ
ÒÑ z ÒÖÚÑÍ, ÔÐÂÚÂÎÂ ÐÂÆÑ ÓÂÊÎÑÉËÕß ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ Ä ×ÖÓßÇ-ÔÒÇÍÕÓ ÒÑ kz, ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÐÂÌÕË
ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ U�x; y; kz� Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÓÇÆ-
ÎÂÅÂÇÏÑÌ ÄÞÛÇÏÇÕÑÆËÍÑÌ, Â ÊÂÕÇÏ ÔÄÇÓÐÖÕß ÒÑÎÇ ÒÑ ÄÔÇÏ
ÅÂÓÏÑÐËÍÂÏ. °ÃÔÖÉÆÂÄÛËÇÔâ ÄÞÛÇ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ à×-
×ÇÍÕÞ ÕÂÍÂâ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ËÊÏÇÐËÕß ÐÇ ÏÑÉÇÕ. ¢ÑÎÇÇ ÒÑÆ-
ÓÑÃÐÑ Ô ÑÒËÔÂÐËÇÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÅÑ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ³£¹-
ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÄÞÔÑÍÑÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÌ ÏÂÅÐËÕÑÂÍÕËÄÐÑÌ
ÒÎÂÊÏÇ Ä ÓÂÏÍÂØ ÍÑÓÓÇÍÕÐÑÅÑ (ÖÚËÕÞÄÂáÜÇÅÑ ÂÃÇÓÓÂ-
ÙËË) ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÚËÕÂÕÇÎß ÏÑÉÇÕ ÑÊÐÂ-
ÍÑÏËÕßÔâ Ä [31, 40, 42, 55, 56].

7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

ªÕÂÍ, ÏÞ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÒÓÇÆÇÎßÐÂâ ÏÑÜ-
ÐÑÔÕß, ÍÑÕÑÓÂâ ÏÑÉÇÕ ÒÑÅÎÑÕËÕßÔâ Ä ÕÑÐÍÑÏ ÆËÔÔËÒÂÕËÄ-
ÐÑÏ ÔÎÑÇ, ÒÓÑÆÑÎßÐÑ ÓÂÔÔÇÍÂáÜÇÏ ÒÓÑÆÑÎßÐÑ ÒÂÓÂÍÔË-
ÂÎßÐÞÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÒÖÚÑÍ, ÆÂÉÇ ÇÔÎË ÔÎÑÌ Ë ÒÖÚÑÍ ÑÃÎÂ-
ÆÂáÕ ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÆÎËÐÑÌ. ¿ÕÑÕ à××ÇÍÕ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ-
ÐÞÌ ÍÑÐÍÖÓÇÐÙËÇÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÆËÔÔËÒÂÙËË Ë ÆË×ÓÂÍ-
ÙËË ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÒÑÍÂÊÂÎÔâ ÐÂÏ ÐÇÑÃÞÚÐÞÏ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÏ. ±ÓÇÆÎÑÉÇÐÂ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆâÜÂâ ÐÂÛ
à××ÇÍÕ ÒÓÑÔÕÇÌÛÂâ àÕÂÎÑÐÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ, ÆÑÒÖÔÍÂáÜÂâ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ; ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÑÕÓÂ-
ÉÈÐ ÐÂ ÓËÔ. 4.

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÞÇ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÞÇ ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËâ (28) Ë (29) ÆÎâ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ÒÑÅÎÑÜÂÇÏÑÌ ÏÑÜ-
ÐÑÔÕË ËÏÇáÕ ÙÇÐÐÑÔÕß Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÆÎâ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ
ÒÑÐËÏÂÐËâ à××ÇÍÕÂ, ÆÎâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËØ ÑÙÇÐÑÍ ËØ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÒÓËÏÇÐâÕß Ô ÑÔÕÑÓÑÉÐÑÔÕßá. ·ÑÓÑÛÇÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËÇ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÂÔÚÈÕÂ âÄÎâÇÕÔâ
ÒÑÚÕË ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ: ×ÑÓÏÖÎÂ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ
ÊÐÂÚÇÐËâØ na, ÑÍÂÊÂÎÂÔß ÓÂÃÑÕÂáÜÇÌ ÒÓË ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâØ na.

®Þ ÔÑÊÐÂÕÇÎßÐÑ ÐÇ ÒÇÓÇÅÓÖÉÂÎË ÐÂÔÕÑâÜÖá ÊÂÏÇÕÍÖ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏË ÒÓËÏÇÓÂÏË, ÑÅÓÂÐËÚËÄÛËÔß ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐËÇÏ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ Ô ÙÇÐÕÓÑÏ, ÔÑÄÒÂÆÂá-
ÜËÏ Ô ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕßá, Ë ÒÎÑÔÍËÏ ×ÂÊÑÄÞÏ
×ÓÑÐÕÑÏ. °ÆÐÂÍÑ ÐÂÛÂ ÕÇØÐËÍÂ ÃÇÊ ËÊÏÇÐÇÐËÌ ÒÇÓÇÐÑ-
ÔËÕÔâ Ë ÐÂ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÇ ÐÂÚÂÎßÐÞÇ ÊÂÆÂÚË, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÆÎâ ÒÖÚÍÑÄ Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ Ë ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÏ ÐÂÃÇÅÑÏ ×ÂÊÞ,
ÒÖÚÍÑÄ ÔÑ ÔÏÇÜÈÐÐÞÏ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÌ ÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕË ÙÇÐÕÓÑÏ. ¯ÂÛ à××ÇÍÕ ÒÓË àÕÑÏ ÔÑØÓÂÐËÕÔâ; ÒÓÇÆ-
ÎÑÉÇÐÐÞÇ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÏÇÕÑÆÞ ÒÑ-
ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÃÖÆÖÕ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕß ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ, ÐÑ Ô ÊÂÏÇÕÐÑ ÃÑÎßÛÇÌ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑÌ

1 ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÍÂÊÂÐÐÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ ÔÕÓÑËÕÔâ Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ë ×ÖÐÍÙËâ
¤ÓËÐÂ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ ÄËÆÂ UV, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ
U0�y�V0�z� � d�yÿ y0�d�zÿ z0�. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÔÄÈÓÕÍÖ Ô ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ ¤ÓËÐÂ, ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ, ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ×ÂÍÕÑÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ, ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÔÎÑ-
ÄËâ u0�y; z�.
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ÑÛËÃÍÑÌ, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË
ÊÂÆÂÚË.

¡ÄÕÑÓÞ ÄÞÓÂÉÂáÕ ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕß ´.¡. ·ÖÔÂËÐÑÄÖ ÊÂ
ÒÑÏÑÜß Ä ÒÑÆÅÑÕÑÄÍÇ ÓÖÍÑÒËÔË. ²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ Ä
ÓÂÏÍÂØ ÅÑÔÖÆÂÓÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÂÆÂÐËâ ªÐÔÕËÕÖÕÂ ÒÓËÍÎÂÆ-
ÐÑÌ ×ËÊËÍË (ª±¶) ²¡¯ (ÕÇÏÂ å 0030-2021-0002) Ë
¶ËÊËÍÑ-ÕÇØÐËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÔÕËÕÖÕÂ ËÏ. ¡.¶. ªÑ××Ç (¶´ª)
²¡¯ (ÒÑ ÆÑÅÑÄÑÓÖ ÏÇÉÆÖ ¶´ª ²¡¯ Ë ª±¶ ²¡¯
å°¬44-2-21 ÑÕ 06.08. 2021).
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"Anomalous" dissipation of a paraxial wave beam propagating along an absorbing plane

A.G. Shalashov ���, E.D. Gospodchikov
Institute of Applied Physics, Russian Academy of Sciences, ul. Ulyanova 46, 603950 Nizhny Novgorod, Russian Federation
E-mail: ��� ags@appl.sci-nnov.ru

Wepresent solutions of the LeontovichëFock parabolic equationwhich describe the structure of a paraxial quasi-optical wave beam in a
medium with strong spatial inhomogeneity of the absorption coefécient transverse to the direction of beam propagation. Using as an
example the simplest reference problem of a beam propagating along an inénitely narrow plane absorbing layer, it is shown that, in this
case, the energy dissipation and refraction of the beam affect each other, so that they should be considered simultaneously, while the
application of the perturbation theory can lead to qualitatively incorrect results.

Keywords: paraxial wave beam, resonant dissipation, diffraction, parabolic wave equation
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