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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

³ÕÂÕßâ ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÏÖ ÒÓÑâÄÎÇÐËá ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÞØ à××ÇÍÕÑÄ Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÏÇÊÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. ²ÇÚß ËÆÈÕ Ñ ÒÑâÄÎÇÐËË ÍÓÖÒ-
ÐÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ.

¯ÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÂÕÑÏÂØ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÂ Ë ËÊÖÚÇÐÂ. £ Ô×Ç-
ÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÇ ÒÑ-
ÄÇÆÇÐËÇ ÄÆÑÎß ÓÂÆËÖÔÂ Ô×ÇÓÞ. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÂÔÛ-
ÕÂÃ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ËÏÇÇÕ ÒÑÓâÆÑÍ ÓÂÊÏÇÓÂ ÂÕÑÏÂ. ¿ÕÑ
âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÜÇÌ ÚÇÓÕÑÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË Ë ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂØ ÓÂÔÚÈÕÑÄ, ÒÓÑÄÇÆÈÐ-
ÐÞØ Ä ÓÂÏÍÂØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÑÆØÑÆÑÄ: ÏÇÕÑÆÑÄ ·ÂÓÕÓË ë
¶ÑÍÂ Ë ·ÂÓÕÓË ë¶ÑÍÂ ë¥ËÓÂÍÂ, ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ´ÑÏÂÔÂ ë
¶ÇÓÏË [1 ë 4] Ë ÕÇÑÓËË ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË (DFT) [5].

°ÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑ ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÐÑ Ë ÆÎâ ÔËÔÕÇÏ ÆÓÖÅËØ
ÚÂÔÕËÙ Ô ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä
âÆÇÓÐÞØ ÊÂÆÂÚÂØ. £Ñ ÄÔÇØ ÕÂÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÚËÔÎÑ ÚÂÔÕËÙ
ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÐÇÄÇÎËÍÑ �N < 102� Ë ÏÂÔÛÕÂÃ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÔÕË ÒÑÓâÆÍÂ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ×ÇÓÏËÇÄÔÍËØ ÆÎËÐ.

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÏÇÊÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÚËÔÎÂ �Ne 9 109� ÄÞ-
ÓÑÉÆÇÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÕÂÍÉÇ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ ÑÔÙËÎÎË-
ÓÖáÜÇÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ, ÐÑ Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ
ÒÑÓâÆÍÂ ÓÂÊÏÇÓÂ ÔËÔÕÇÏÞ. ¿ÕÑÕ ÏÂÔÛÕÂÃ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÃÑÎßÛÇ ×ÇÓÏËÇÄÔÍÑÌ ÆÎËÐÞ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ lF.

±ÓËÓÑÆÖ ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÑÅÑ âÄÎÇÐËâ ÂÄÕÑÓÞ ÔÄâÊÞÄÂáÕ
Ô ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÑÃÑÎÑÚÇÚÐÞÏË à××ÇÍÕÂÏË Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ
ÏÇÊÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ ÕÂÍÑ-
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ÄÞÏ Ä ÏÇÕÂÎÎËÚÇÔÍËØ ÍÎÂÔÕÇÓÂØ. ±ÓËÏÇÓÑÏ ÏÑÉÇÕ ÔÎÖ-
ÉËÕß ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÖÆÇÎßÐÑÌ àÐÇÓ-
ÅËË Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ.

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÏÇÕÍÇ ÏÞ ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ
ÆÂÐÐÑÇ âÄÎÇÐËÇ Ô ÒÑÏÑÜßá ÚÇÕÞÓÈØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÑÆØÑ-
ÆÑÄ.

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 2 ËÊÎÑÉÇÐÞ ÆÄÂ ÏÇÕÑÆÂ, ÒÑÊÄÑÎâáÜËØ ÚËÔ-
ÎÇÐÐÑ ÓÂÔÔÚËÕÂÕß ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËá ÃÑÎßÛÑÅÑ (ÄÒÎÑÕß ÆÑ
Ne � 109) ÚËÔÎÂ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÐÂØÑÆâÜËØÔâ
Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ âÏÇ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏË ÔÕÇÐÍÂÏË.

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 2.1 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÄÞÚËÔÎË-
ÕÇÎßÐÂâ ÕÇØÐËÍÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂØÑÆËÕß àÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇÏ ÕÑÚÐÞØ ÓÇ-
ÛÇÐËÌ ì ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÇ. £ ÓÂÏÍÂØ ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÃÞÎË ÒÓÑ-
ÄÇÆÇÐÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔËÔÕÇÏ Ô ÚËÔÎÑÏ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÒÓËÃÎËÉÂáÜËÏÔâ Í � 109. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕß
ÆÑÔÕËÉÇÐËâ ÕÂÍÑÅÑ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÚËÔÎÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ne Ä
ÔËÔÕÇÏÇ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÑÃÐÂÓÖÉÇÐËÇÏ ÐÇÑÉËÆÂÐÐÑÅÑ ÑÕÔÖÕ-
cÕÄËâ ÒÓÑÔÕÑÅÑ ÄÞØÑÆÂ ÐÂ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ,
ÚÕÑ ÑÃÞÚÐÑ ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÎÚÂÎËÄÑ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎÑÔß Ä ÒÓÇÆÇÎÇ
ÃÑÎßÛËØ Ne. ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÕ
à××ÇÍÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÍÓÖÒÐÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÔÕË Ä ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ.

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 2.2 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ÒÑÔÕÓÑ-
ÇÐËâ ÕÑÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚË Ô
ÒÑÏÑÜßá ÆÄÖØ ÎËÐÇÌÐÑ-ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÓÇÛÇÐËÌ. ªÔÒÑÎß-
ÊÖâ ÄÞÚËÔÎÇÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ, ÏÞ ÓÂÔÔÚËÕÞÄÂÇÏ
ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËá àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÔËÔÕÇÏÇ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÔÑÄÒÂ-
ÆÂáÕ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏË ÒÓË ÚËÔÎÇÐÐÑÏ ÔÖÏ-
ÏËÓÑÄÂÐËË ÕÑÚÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.1.

¡ÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÇ ÏÇÕÑ-
ÆÑÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ, ÒÓÑÄÇÆÈÐÐÑÇ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 3, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÐâÕß, ÚÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓËÚËÐÑÌ ÒÑ-
âÄÎÇÐËâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË Ä ÔËÔÕÇÏÇ. ¡ÐÂÎËÊ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ,
ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÑÆÐÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ âÏÞ Ë ÏÑÉÇÕ ÐÂ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÑÓâÆÍÑÄ
ÒÓÇÄÞÛÂÕß ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕËÙÂÏË.

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 4 ÒÓËÄÇÆÈÐ ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
Ä ÔËÎßÐÑ ÔÉÂÕÑÏ ÅÂÊÑÄÑÏ ÒÖÊÞÓÇ ÆÇÌÕÇÓËâ ÔÖÃÏËÍÓÑ-
ÏÇÕÓÑÄÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ. ·ÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÕÇÓÏÑÆË-
ÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÄÇÎËÚËÐ ÔÉÂÕÑÅÑ ÅÂÊÂ ÔÎÇÆÖáÜËÇ: rgas �
� 10ÿ30 Å ÔÏÿ3, ne � 1030ÿ31 Ïÿ3, EF � 20ÿ100 à£, Ti �
� Te � 0;1ÿ1 à£ (Ti, Te ì ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ ËÑÐÑÄ Ë àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, EF ì àÐÇÓÅËâ ¶ÇÓÏË, rgas ì ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß ÅÂÊÂ). £ÔÇ àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÔÄÑÃÑÆÐÞ (ÒÎÂÊÏÂ ÒÑÎÐÑÔÕßá
ËÑÐËÊÑÄÂÐÂ) Ë ÄÞÓÑÉÆÇÐÞ, Â ËÑÐÞ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍËÌ ÐÇËÆÇÂÎßÐÞÌ ÅÂÊ. ¹ËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÂÔÚÈÕÞ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÃÞÎË ÒÓÑÄÇÆÇÐÞ Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÂ
DFT. ®Þ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÏÑÆÇÎß ÉÇÎÇ ÆÎâ ÄÑÆÑÓÑÆÐÞØ
Ë ÐÂÕÓËÇÄÞØ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ (Ä àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ÚËÔÎÑ ÂÕÑÏÑÄ
ÏÇÐâÎÑÔß ÑÕ 8 ÆÑ 400 ÕÞÔ.). ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ
ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂáÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÅÑ à××ÇÍÕÂ Ë Ä
ÔÉÂÕÞØ ÄÑÆÑÓÑÆÐÞØ ÅÂÊÑÄÞØ ÒÖÊÞÓâØ.

2. ¹ËÔÎÇÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ

2.1. ±ÓâÏÑÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ
2.1.1. ´ÑÚÐÞÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÒÓÑÔÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ÆÎâ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÒÖÊÞÓâ Ô ÚËÔÎÑÏ

àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÆÑ Ne � 109 ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔËÔÕÇÏÖ Ne àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÇ ÓÂÆËÖÔÂ R0 Ô ÐÇÒÓÑÐËÙÂÇÏÞÏË (Õ.Ç.
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÄÞÔÑÍËÏË) ÔÕÇÐÍÂÏË:

V�r� � 0 ; r4R0 ;
1 ; r > R0 ;

�
�1�

ÅÆÇ V�r� ì àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, r ì ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÂ. ¿ÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ËÏÇÇÕ ÕÑÚÐÑÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ,
ÑÐÂ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÃÞÎÂ ÄÒÇÓÄÞÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÂ ¤ÂÏÑÄÞÏ
[6] Ë ÆÂÄÐÑ ÄÑÛÎÂ Ä ÖÚÇÃÐËÍË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÐËÅË
¶ÎáÅÅÇ [7] Ë ®ÇÔÔËÂ [8]) ÖÉÇ ÃÇÊ ÔÔÞÎÑÍ ÐÂ ÒÇÓÄÑËÔÕÑÚ-
ÐËÍ. ¬ÓÂÕÍÑ ËÊÎÑÉËÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÆÇÕÂÎË ÓÇÛÇÐËâ. µÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË
ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÓÂÊÆÇÎÇÐËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, Ë ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

u�r; y;j� � w�r�
r

Ylm�y;j� ; �2�

ÅÆÇ Ylm�y;j� ì Ô×ÇÓËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ [9]. ²ÂÆËÂÎßÐÂâ
ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ w�r� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá�

d2

dr 2
ÿ l�l� 1�

r 2
� k 2

�
w � 0 ; k 2 � 2mE

�h 2
; r4R0 : �3�

¤ÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ

w�0� � 0 �4�

ÄÞÕÇÍÂÇÕ ËÊ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÓÇÛÇÐËâ (2). £ÕÑÓÑÇ ÅÓÂÐËÚ-
ÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ

w�R0� � 0 �5�

ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÐÇÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá ÔÕÇÐÑÍ âÏÞ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÒÂÓÞ ÎËÐÇÌÐÑ-ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3)
ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÞÃÓÂÐÞ ×ÖÐÍÙËË ²ËÍÍÂÕË ë¢ÇÔÔÇÎâ z1 jl�z1�
Ë z1yl�z1� (ÔÏ. [10]), ÅÆÇ z1 � kr, Â jl Ë yl ì Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÇ
×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ (ÔÏ. ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ, ×ÑÓÏÖÎÞ (±.7), (±.8)).
±ÇÓÄÑÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ (4) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕÔâ ÂÄÕÑÏÂ-
ÕËÚÇÔÍË ÄÞÃÑÓÑÏ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÄËÆÇ

w�r� � �kr� jl �kr� : �6�

£ÕÑÓÑÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ (5) ÑÊÐÂÚÂÇÕ

jl �kR0� � 0 ; �7�

ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÂÃÑÓÖ ÆÑÒÖÔÕËÏÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ k

knr; l �
znr; l
R0

; �8�

ÅÆÇ znr; l ìÍÑÓÇÐß Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË jl�z� Ô ÐÑÏÇÓÑÏ nr
Ä ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÖÏÇÓÂÙËË. ¥ÂÎÇÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
ÓÇÛÇÐËâ Ë ÄÇÎËÚËÐÞ, Í ÐËÏ ÑÕÐÑÔâÜËÇÔâ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ
ÃÖÆÖÕ ÔÐÂÃÉÂÕßÔâ ËÐÆÇÍÔÂÏË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ
ÔÒÇÍÕÓ

Enr; l �
�h 2

2m

�
znr; l
R0

�2

: �9�

¥Îâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÔÒÇÍ-
ÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑÕÓÇÃÖáÕÔâ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ
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ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË

wnr; l �r� � Cnr; l r jl�knr; l r� ; �10�
unr; lm�r; y;j� � Cnr; l jl�knr; l r�Ylm�y;j� : �11�

¯ÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÖá ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ Cnr; l ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÂÐÂÎË-
ÕËÚÇÔÍË, ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËÔß ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [11]) ÆÎâ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ:�

xJ 2
n �ax� dx �

� x 2

2

�
J 2
n �ax� ÿ Jnÿ1�ax�Jn�1�ax�

�� const : �12�

³ ÖÚÈÕÑÏ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ znr; l ì ÍÑÓÇÐß Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË
¢ÇÔÔÇÎâ (±.7), ÐÂÌÆÈÏ (ÔÓ. ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ (±.28)):

Cÿ2nr; l
� ÿR 3

0

2
jlÿ1�znr; l� jl�1�znr; l� ; l5 1 : �13�

£ ÔÎÖÚÂÇ l � 0 ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÄÞÅÎâÆËÕ ÑÔÑ-
ÃÇÐÐÑ ÒÓÑÔÕÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ j0�x� � sin �x�=x.

2.1.2. £ÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË. ±ÎÑÕÐÑÔÕß ÐÂÌÆÈÏ ÔÖÏ-
ÏËÓÑÄÂÐËÇÏ ÍÄÂÆÓÂÕÑÄ ÏÑÆÖÎÇÌ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÄÑÎ-
ÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÊÂÐâÕÞØ ÑÆÐÑÚÂÔÕËÚÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ (11).
¢ÖÆÇÏ ÒÑÎÂÅÂÕß, ÚÕÑ ÄÔÇ ÑÃÑÎÑÚÍË (ËÐÆÇÍÔËÓÖÇÏÞÇ ÒÂÓÑÌ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÚËÔÇÎ nr, l ) âÄÎâáÕÔâ ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÞÏË. ¿ÕÑ ÒÑ-
ÊÄÑÎËÕ ÒÓÑÄÇÔÕË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÒÓÑÇÍ-
ÙËË ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÕÇÑÓÇÏÖ µÐÊÑÎß-
ÆÂ [9]:

Xl
m�ÿl

��Ylm�y;j�
��2 � 2l� 1

4p
: �14�

³ÖÏÏÂ ÄÍÎÂÆÑÄ Ä ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÔÑÔÕÑâÐËÌ

rs�r� �
1

4pr 2
X
nr; l

�2l� 1�jwnr; lj2 : �15�

±ÓË ÖÚÈÕÇ ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
ÔÎÇÆÖÇÕ ÇÜÈ ÖÏÐÑÉËÕß ÐÂ 2. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ne:

ne�r� � 2

4pR 3
0

X
nr; l:Enr ; l 4EF

2�2l� 1� j 2l
�
znr; l r

R0

�
�

� �ÿjlÿ1�znr; l� jl�1�znr; l��ÿ1 : �16�
°ÕÔáÆÂ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎß-

ÐÑÔÕË: ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÓÂÆËÖÔÂ ÒÑÎÑÔÕË R0 ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÏÇÐâÇÕÔâ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑ ÍÂÍ f �x�=R 3

0 , ÅÆÇ x � r=R0.

2.1.3. ¬ÓÖÒÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÓâÏÑÅÑ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ÔÑÔÕÑ-
âÐËâÏ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÔÚÈÕÑÄ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ËØ ÑÃÜÇÅÑ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÂ, ÄÞÒÑÎ-
ÐÇÐÐÞÇ Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÞÓÂÉÇÐËâ (16), ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÐÂ
ÓËÔ. 1 (ÍÓÂÔÐÂâ ÎËÐËâ 1). ¤ÓÂ×ËÚÇÔÍËÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÑÃÐÂÓÖÉËÄÂáÕ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÏ ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ ÒÑÓâÆÍÂ ×ÇÓÏËÇÄÔÍÑÌ ÆÎËÐÞ. ¥Îâ
ÐÂÅÎâÆÐÑÌ ÆÇÏÑÐÔÕÓÂÙËË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÓÂÔÔÚËÕÂÇÏ ÄÑÊÐËÍÂáÜËÌ Ä
ÔËÔÕÇÏÇ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ:

V�r� � 4p
�
1

r

� r

0

rc��r��r 2 d�r�
� R0

r

rc��r��r d�r

�
: �17�

©ÆÇÔß ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÊÂÓâÆÂ rc � jej�ni ÿ ne�, àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÌ
ÊÂÓâÆ e, ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ne�r� ÃÓÂÎÂÔß ËÊ ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËâ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (16), Â ÆÎâ ËÑÐÑÄ ÒÓËÏÇÐâÎÑÔß ÒÓÑÔÕÇÌ-
ÛÇÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ì ÑÆÐÑÓÑÆÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß

ni�r� � const : �18�
±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ Ä (17) ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÔÅÎÂÉË-
ÄÂÐËÇ ÏÇÎÍÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ë âÄÐÑÇ ÒÓÑâÄÎÇ-
ÐËÇ ÍÓÖÒÐÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ËÅÓÂÇÕ
ÓÑÎß ×ËÎßÕÓÂ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÏÇÎÍÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞÏ ÑÔ-
ÙËÎÎâÙËâÏ.

¯ÂÆÑ ÑÕÏÇÕËÕß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ. £ ÂÐÂÎË-
ÊËÓÖÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂ-
ÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË Ë ËÑÐÂÏË,
Â àÎÇÍÕÓÑÐÞ ËÊ-ÊÂ ÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ "ÄÞÆÂÄÎÇÐÞ" ËÊ
ÑÃÎÂÔÕË ÄÃÎËÊË ÔÕÇÐÍË Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ âÏÞ Í ÙÇÐÕÓÖ. ¿ÕÑ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÒÓÇÄÞÛÇÐËá ÔÓÇÆÐÇÌ ÍÑÐÙÇÐ-
ÕÓÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÐÂÆ ÔÓÇÆÐÇÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËÇÌ ËÑÐÑÄ Ë
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Í ÒÑâÄÎÇÐËá Ä ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ËÊÃÞ-
ÕÑÚÐÑÅÑ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ËÔÍÎá-
ÚËÕß ÄÑÊÐËÍÂáÜËÌ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÂÓÂÃÑ-
ÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ, ÏÞ ÒÑÄÞÛÂÇÏ ÔÓÇÆÐáá ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ËÑÐÑÄ ÆÑ ÔÓÇÆÐÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. ªÏÇÐÐÑ ÕÂÍÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ Ë ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ Ä (18). ´ÇØÐËÚÇÔÍË àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ,
ÚÕÑ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ Ä (18) ÄÞÃËÓÂÎÂÔß ËÊ ÖÔÎÑÄËâÏËÐËÏËÊÂÙËË
ÓÂÊÐÑÔÕË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ÄÐÖÕÓË Ô×ÇÓÞ Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ R0.

²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÔÚÈÕÑÄ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙË-
ÂÎÂ ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 1 (Â ÕÂÍÉÇ ÆÂÎÇÇ ÐÂ ÓËÔ. 10). ¿ÕË
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÔÕË Ä ÔËÔÕÇÏÇ Ë ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÏÂÔ-
ÛÕÂÃÂ ÒÑÓâÆÍÂ ÓÂÊÏÇÓÂ ÔËÔÕÇÏÞ, ÚÕÑ ÐÂÏÐÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ
ÆÎËÐÞ ¶ÇÓÏË. ±ÑÄÇÆÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ËÏÇÇÕ ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ
ÉÇ ØÂÓÂÍÕÇÓ (ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÕÑÚÇÍ àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ) ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ
ÑÕ ÚËÔÎÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ë ÄÇÎËÚËÐÞ ×ÇÓÏËÇÄÔÍÑÌ ÆÎËÐÞ
� h=pF.
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²ËÔ. 1. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) °ÔÙËÎÎâÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË (ÍÓÂÔÐÂâ ÎËÐËâ 1) Ë àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (ÔËÐââ ÎËÐËâ 2) ÆÎâ ÕÓÈØ
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÚËÔÇÎ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. ¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑ ÖÍÂÊÂÐÏÂÔÛÕÂÃ ÒÑÎÑÄËÐÞ×ÇÓÏËÇÄÔÍÑÌ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÇÓËÑÆÖ ÃÞÔÕÓÞØ
ÑÔÙËÎÎâÙËÌ.
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£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÒÓÑÙÇÆÖÓ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ Ë
ÔÅÎÂÉËÄÂÐËâ ÃÞÎÑ ÓÂÔÔÚËÕÂÐÑ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÇ ÒÑ ÏÂÔÛÕÂÃÖ
ÃÑÎßÛÇ ×ÇÓÏËÇÄÔÍÑÌ ÆÎËÐÞ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÇ ÐÂ ÓËÔ. 2. ¿ÕË ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞ ÕÂÍÉÇ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÔÕË Ä ÔËÔÕÇÏÇ Ë ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÏÂÔ-
ÛÕÂÃÂ ÒÑÓâÆÍÂ ÓÂÊÏÇÓÂ ÔËÔÕÇÏÞ, ÚÕÑ ÐÂÏÐÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ
ÆÎËÐÞ ¶ÇÓÏË. ·ÂÓÂÍÕÇÓ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÕ ÓÂ-
ÆËÖÔÂ ËÏÇÇÕ ÔØÑÆÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ: ÑÃÐÂÓÖ-
ÉËÄÂÇÕÔâ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÕÑÚÇÍ àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ.

±ÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÏ ÆÎâ à××ÇÍÕÂ âÄÎâÇÕÔâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÂâ
ÔËÏÏÇÕÓËâ ÔËÔÕÇÏÞ ËÎË ÃÎËÊÑÔÕß Í ÐÇÌ. ¿ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑ-
ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÕß ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÊÂÆÂÚË ÑÆÐÑ-
ÏÇÓÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÅÂÊÂ Ä âÏÇ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÄÞÔÑÍËÏË
ÔÕÇÐÍÂÏË. £ÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ËÏÇáÕ ÄËÆ

Ck �
����
2

L

r
sin

pkx
L

; Ek � p2�h 2k 2

2meL2
: �19�

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ ne ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇÏ
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� ����
2

L

r
sin

pkx
L
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� 1
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N0
ÿ 1

N0
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px
L

sin
�N0 � 1�px

L
cos

N0px
L

�
:

�20�
¬ÑÐÇÚÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ne � N0=L

ËÏÇÇÕ ÆÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÂ. ±ÇÓÄÞÌ ÏÂÔÛ-
ÕÂÃ ì àÕÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕËÙÂÏË L=N0 �ÏÐÑÉË-
ÕÇÎß sin ��N0 � 1�px=L� cos �N0px=L��, ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ àÕÑ
×ÇÓÏËÇÄÔÍÂâ ÆÎËÐÂ � h=pF. £ÕÑÓÑÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÒÑÓâÆÍÂ
ÓÂÊÏÇÓÂ ÔËÔÕÇÏÞ L �ÏÐÑÉËÕÇÎß cosec �px=L��.

·ÂÓÂÍÕÇÓ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÏÞÌ ÍÓÖÒÐÞÏ ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ L, ÔÎÇÆÖáÜËÌ. £ ÐÇ-
ÃÑÎßÛÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ ÄÑÊÓÂ-
ÔÕÂÇÕ ÑÕ ÐÖÎâ ÆÑ ÄÇÎËÚËÐÞ ne � n0�1� 1=N0� Ë Ä ÑÔÐÑÄÐÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË ÑÔÕÂÈÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ. £ÃÎËÊË àÕÑÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÑÔÙËÎÎËÓÖÇÕ Ô ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÞÏ ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ ÒÑÓâÆÍÂ ×ÇÓÏËÇÄÔÍÑÌ ÆÎËÐÞ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ �ÏÐÑÉËÕÇÎß sin ��N0 � 1�px=L� cos �N0px=L��.

¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÄÞÛÇ, Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÔËÔ-
ÕÇÏÇ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÌ ÒÑ ÏÇÎÍÑÏÖ ÏÂÔ-
ÛÕÂÃÖ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ
ÑÕ ÒÎÑÔÍÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ. £ÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÔØÑÆ-
ÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ: ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ ÑÕ ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÑ ÐÇ-
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÓâÆÍÂ ne � n0. ¯Ñ ÄÇÎË-
ÚËÐÂ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË Ä ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÑÃÎÂ-
ÔÕË ÐÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÂ, Â ÐÑÔËÕ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ Ô
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ ÒÑÓâÆÍÂ ÓÂÊÏÇÓÂ ÔËÔÕÇ-
ÏÞ (ÔÏ. ÓËÔ. 2).

2.2. ¹ËÔÎÇÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË
Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÑÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
2.2.1. ±ÑÔÕÓÑÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÆÄÖØ ÎËÐÇÌÐÑ-
ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÓÇÛÇÐËÌ. ¶ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈ-
ÆËÐÅÇÓÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ�

ÿ �h 2

2m
H 2 � V�r� ÿ E

�
G�r; r 0;E� � d �3��rÿ r 0� ; �21�

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇ-
ÏÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË. £ ÔÎÖÚÂÇ Ô×ÇÓË-
ÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ V�r� ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ
ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÒÂÓÙËÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
[12]:

G�r; r 0;E� � ÿ 2m

�h 2

X1
l�0

Xl
m�ÿl

gl�r; r 0;E�
rr 0

Y �lm�nr 0 �Ylm�nr� : �22�

°ÃÜËÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß Ä (22) ÄÞÃÓÂÐ ËÊ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ ÖÆÑÃ-
ÔÕÄÂ. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ àÕÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ä (21) ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:�

d2

dr 2
ÿ l�l� 1�

r 2
ÿ v�r� � k 2

�
gl�r; r 0; k� � d�rÿ r 0� ;

�23�
v�r� � 2mV�r�

�h 2
;

ÆÎâ ÒÂÓÙËÂÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ gl�r; r 0; k�, ÍÑÕÑÓÑÇ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÓÂÆËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈ-
ÆËÐÅÇÓÂ. ³ÄâÊß k Ë E ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÄÞÛÇ Ä (3). ©ÐÂÐËÇ ÄÔÇØ
×ÖÐÍÙËÌ gl�r; r 0; k� àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá ÒÑÎÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË G�r; r 0;E�. £ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÇ ÔÎÖÚÂÇÄ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑ-
ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚÂØ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÒÑ ÄÑÄÎÇ-
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²ËÔ. 2. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) ªÔØÑÆÐÞÇ ÑÔÙËÎÎâÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÆÎâ ÆÄÖØ ÒÇÓÄÞØ ÄÂÓËÂÐÕÑÄ Ô ÓËÔ. 1 (ÕÑÐÍÂâ ÍÓÂÔÐÂâ ÎËÐËâ 1), ÐÑ Ä
ÖÄÇÎËÚÇÐÐÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ, Ë ÔËÎßÐÑ ÔÅÎÂÉÇÐÐÞÇ ÑÔÙËÎÎâÙËË ÒÎÑÕÐÑÔÕË (ÉËÓÐÂâ ÊÇÎÈÐÂâ ÎËÐËâ 2). ªÔØÑÆÐÞÌ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
ÒÑÍÂÊÂÐ ÃÇÊ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÔËÐÇÌ ÎËÐËÇÌ 3, Â ÔÅÎÂÉÇÐÐÞÌ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ì ×ËÑÎÇÕÑÄÑÌ ÎËÐËÇÌ 4.
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ÚÈÐÐÞÏ Ä ÐËØ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÂÏ, ÒÑàÕÑÏÖ Ä ÔÖÏÏÇ
Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËË (22) ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÊÂÆÇÌÔÕÄÑÄÂÐÐÞÏ ÍÑÐÇÚ-
ÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ.

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÏÑÆÇÎßÐÞÌ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÅÎÖÃÑÍÑÌ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ
âÏÞ (1). ´ÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(21) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÖÎÇÄÑÏÖ ÅÓÂÐËÚÐÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá Ä ÐÖÎÇ ÆÎâ
ÓÇÛÇÐËâ ÓÂÆËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (23). ¥ÓÖÅÑÇ, ÕÑÉÇ ÐÖÎÇ-
ÄÑÇ, ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÕÔâ ÐÂ ÔÕÇÐÍÇ âÏÞ.

ªÔÍÑÏÖá ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ gl�r; r 0; k� ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß
ÚÇÓÇÊ ÆÄÂ (ÎËÐÇÌÐÑ-ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ) ÓÇÛÇÐËâ j1; 2�r� ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3), ÍÑÕÑÓÞÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÅÓÂÐËÚ-
ÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ (4) Ë (5) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ:

j1�0� � 0 ; �24�
j2�R0� � 0 : �25�

²ÇÛÇÐËâ j1�r�, j2�r� ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÖÉÇ ÖÒÑÏËÐÂÄ-
ÛËÇÔâ ÄÞÛÇ ×ÖÐÍÙËË ²ËÍÍÂÕË ë¢ÇÔÔÇÎâ

j1�r� � kr jl�kr� ; �26�
j2�r� � akr jl�kr� � bkr yl�kr� : �27�

²ÇÛÇÐËÇ j1�r�, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá (24),
ÚÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÄÕÑÓÑÅÑ j2�r�, ÕÑ ÆÎâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÑÐÑ
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÎÑ ÖÔÎÑÄËá (25), ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÄÞÒÑÎÐÇÐÇÐËÇ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

a
b
� ÿ yl�kR0�

jl�kR0� : �28�

³ÎÇÆÖâ [12], ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ gl�r; r 0; k� Ä ÄËÆÇ

gl�r; r 0; k� � j1�r<�j2�r>�
Wr�j1;j2�

; �29�

ÅÆÇ r< � min �r; r 0�, r> � max �r; r 0�, Â Wr�j1;j2� ì ÄÓÑÐ-
ÔÍËÂÐ ÓÇÛÇÐËÌ j1; 2�r�:

Wr�j1;j2� � j1�r�
dj2�r�
dr

ÿ j2�r�
dj1�r�
dr

� kb : �30�

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (26) ë (30) ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÐÂÌÕË âÄÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ ÆÎâ gl�r; r 0; k�:

gl�r; r 0; k� � 1

k

�
ÿ yl�kR0�

jl�kR0� �kr� jl�kr��kr
0� jl�kr 0� �

� �kr<� jl�kr<��kr>� yl�kr>�
�
: �31�

¥ÂÎÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (31) ÃÖÆÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÆÎâ ÚËÔÎÇÐÐÞØ
ÓÂÔÚÈÕÑÄ.

2.2.2. £ÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ. £
ÑÆÐÑÚÂÔÕËÚÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÒÓË ÒÎÑÕÐÑÏ (ÃÇÊ ÒÓÑÒÖÔÍÑÄ)
ÊÂÒÑÎÐÇÐËË ×ÇÓÏËÑÐÂÏË ÄÔÇØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÆÑ EF ÏÑÉÐÑ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÑÔÕÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ.
¯ÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÆÂÚË Ô
ÚËÔÕÑ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏ ÔÒÇÍÕÓÑÏ. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÔÒÇÍÕÓÂÎß-
ÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ,

G�r; r 0;E� � ÿ
X
j

u �j �r 0� uj�r�
Eÿ Ej

; �32�

ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ G�r; r;E� Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË àÐÇÓÅËË E
ÒÑ ÊÂÏÍÐÖÕÑÏÖ ÍÑÐÕÖÓÖ, ÑØÄÂÕÞÄÂáÜÇÏÖ ÄÔÇ ÒÑÎáÔÞ,

ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ, ÓÂÄÇÐ

ÿ2pi
X

j :Ej<EF

��uj�r���2 : �33�

©ÆÇÔß ÏÖÎßÕËËÐÆÇÍÔ j ÄÍÎáÚÂÇÕ Ä ÔÇÃâ ÄÇÔß ÐÂÃÑÓ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÚËÔÇÎ, ÐÖÏÇÓÖáÜËØ ÔÑÔÕÑâÐËâ (11). ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÂÔÚÈÕÞ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÏÑÅÖÕ ÃÂÊËÓÑÄÂ-
ÕßÔâ ÐÂ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËË ÒÑ ÍÑÐÕÖÓÖ. £ ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÏ
ÒÎÂÐÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÇ ÄÞÛÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ (22), (29) ÕÂÍÉÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÒÓËÌÕË Í àÕÑÏÖ ÄÞÄÑÆÖ. ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâáÕ ÔÓÂÊÖ ÆÄÖÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ (24), (25), ÚÕÑ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÑÄÒÂÆÇÐËÇ ÓÇÛÇÐËÌ j1�r� Ë j2�r� Ë ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÐÖÎÇÐËÇ ÄÓÑÐÔÍËÂÐÂ Ä ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎÇ Ä (29),
ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ ÒÑÎáÔÖ gl�r; r 0; k� Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
k. ªÔÔÎÇÆÖÇÏ ÃÑÎÇÇ ÆÇÕÂÎßÐÑ ÒÑÎáÔÐÖá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏÖ Ä
ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÒÓËÏÇÓÖ, ÍÑÅÆÂ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ gl�r; r 0; k�
ËÏÇÇÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ (31). ªÏÇâ Ä ÄËÆÖ ÊÂÆÂÚÖ
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÑ ÍÑÐÕÖÓÖ,
ÑØÄÂÕÞÄÂáÜÇÏÖ ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ÒÑÎáÔÑÄ, ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÖÆÇÎËÕß ÄÐËÏÂÐËÇ ÒÑÎáÔÐÑÏÖ ÔÎÂÅÂÇÏÑÏÖ

g
�pol�
l �r; r 0; k� � ÿ 1

k

yl�kR0�
jl�kR0� �kr� jl�kr��kr

0� jl�kr 0� ; �34�

ÍÑÕÑÓÑÇ Ë ÃÖÆÇÕ ÆÂÄÂÕß ÄÍÎÂÆ. ¥ÓÖÅÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÐÇ
ÔÑÆÇÓÉËÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË àÐÇÓÅËË Ë ÐÇ ÆÂÈÕ ÄÍÎÂÆÂ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË
ÍÑÐÕÖÓÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ. ±ÑÎáÔÞ Ä (34) ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÍÑÓÐâÏË
zn; l Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ jl�z�. £ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË
ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ÍÑÓÐâ zn; l, ÑÅÓÂÐËÚËÄÂâÔß ÎËÐÇÌÐÞÏ ÔÎÂÅÂÇ-
ÏÞÏ, ÊÂÒËÛÇÏ

jl�z� � j 0l �zn; l��zÿ zn; l� ; �35�
ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÊÂÒËÔÂÕß ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
(28) Ä ÄËÆÇ

a
b
� ÿ yl�kn; lR0�

j 0l �kn; lR0��kR0 ÿ kn; lR0� ; kn; lR0 � zn; l : �36�

¥Îâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (36) ÙÇÎÇ-
ÔÑÑÃÓÂÊÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ±ÓÇÉÆÇ
ÄÔÇÅÑ, ËÊÃÂÄËÏÔâ ÑÕ ÚËÔÎËÕÇÎâ yl�kn; lR0�, ÄÞÓÂÊËÄ ÇÅÑ
ÚÇÓÇÊ j 0l �kn; lR0�, ËÔÒÑÎßÊÖâ ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÄÓÑÐ-
ÔÍËÂÐÂ

Wz

�
jl�z�; yl�z�

� � jl�z� y 0l �z� ÿ j 0l �z� yl�z� �
1

z 2
�37�

Ë ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ zn; l ì ÍÑÓÇÐß ×ÖÐÍÙËË jl�z�. £ÑÊÐËÍÛËÌ
ÒÓË àÕÑÏ Ä ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎÇ Ä (36) ÍÄÂÆÓÂÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
� j 0l �zn; l��2 ÄÞÓÂÊËÏ ÚÇÓÇÊ ËÐÕÇÅÓÂÎ [11]:

2

� 1

0

�
x jl�zn; lx�

�2
dx � � j 0l �zn; l��2 ; �38�

âÄÎâáÜËÌÔâ ÚÂÔÕÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ� x

0

zJ 2
n �lz� dz �

l2

2
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J 0n �lx�
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ÎÑÏÏÇÎÇÄÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ àÕËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÆÎâ g �pol�l �r; r 0; k� ÄÃÎËÊË ÒÑÎáÔÂ:

g
�pol�
l �r; r 0; k� � �kn; l r� jl�kn; l r��kn; l r

0� jl�kn; l r 0��R0

0

��kn; l ~r� jl�kn; l ~r��2 d~r

1

2k�kÿ kn; l� :
�40�

£ ÄÞÓÂÉÇÐËË (40) ÒÇÓÄÞÌ ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐÑ-
ÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÊÂÆÂÚË. ©ÐÂÏÇÐÂÕÇÎß ÄÕÑÓÑÅÑ 2k�kÿ kn; l� �
� �k� kn; l��kÿ kn; l� � k 2 ÿ k 2

n; l ÒÓË k, ÎÇÉÂÜÇÏ Ä ÃÎËÊÍÑÌ
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË kn; l. ¬ÂÍ Ë ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß, ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍË ÒÑÎáÔÂ (ÇÅÑ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ Ë ÄÞÚÇÕ Ä ÐÈÏ) ÔÑÄÒÂ-
ÆÂáÕ Ô ÕÂÍÑÄÞÏË ÆÎâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ Ä
ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËË.

¸ÇÎßá àÕÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÏÇÕÑ-
ÆËÚÇÔÍËÌ ÂÔÒÇÍÕ, ÒÑÊÄÑÎËÄÛËÌ ÐÂÅÎâÆÐÑ ÒÓÑÔÎÇÆËÕß ÐÂ
ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÏ ÒÓËÏÇÓÇ ÄÊÂËÏÑÔÄâÊß ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ Ë ÇÈ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐËÇÏ ÆÄÖØ ÎËÐÇÌÐÑ-ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÓÇÛÇÐËÌ, ÐÑ Ë ÒÓÂÍÕËÚÇ-
ÔÍËÌ ÓÇÙÇÒÕ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË.
°ÃÓÂÕËÏ ÇÜÈ ÓÂÊ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË
ÍÑÐÕÖÓÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÚÇÔÕß ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑ ì
ÒÑÎáÔÐÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ (34) Ä ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ. °ÃÔÖÆËÏ
ÍÓÂÕÍÑ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ, ÍÂÔÂáÜËÇÔâ ÄÞÚËÔÎËÕÇÎß-
ÐÑÌ ÏÇÕÑÆËÍË, ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÌ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ. °Õ ËÐÕÇÅ-
ÓËÓÑÄÂÐËâ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË àÐÇÓÅËË ÏÑÉÐÑ ÒÇ-
ÓÇÌÕË Í ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËá Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑÌ k, ÚÕÑ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÞÏ ÒÓË ÒÓÑÄÇÆÇ-
ÐËË ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÂÔÚÈÕÑÄ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 3 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÑÆËÐ ËÊ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÄÂÓËÂÐ-
ÕÑÄ ÄÞÃÑÓÂ ÍÑÐÕÖÓÂ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ. ¿ÕÑÕ ÍÑÐÕÖÓ, ÄÞ-
ÃÓÂÐÐÞÌ Ä ÄËÆÇ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐËÍÂ ABCD, ÑØÄÂÕÞÄÂÇÕ ÐÂ-
ÃÑÓ ÒÑÎáÔÑÄ, ÎÇÉÂÜËØ ÎÇÄÇÇ kF. ±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ËÐÕÇÅ-
ÓÂÎÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÕÑÎßÍÑ ÇÅÑ ÏÐË-
ÏÑÌ ÚÂÔÕË. ¦ÔÎË ÄÞÃÓÂÕß ÑÕÓÇÊÍË AB Ë CD ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÍÑÓÑÕÍËÏË, ÕÑ ÄÍÎÂÆÑÏ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ ÐËØ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇ-
ÐÇÃÓÇÚß. ¥Îâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÖÒÓÑÜÇÐËâ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÊÐÂ-
ÚÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ-ÔÑÒÓâ-
ÉÈÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ k, ÕÂÍÉÇ âÄÎâáÕÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ-ÔÑÒÓâ-
ÉÈÐÐÞÏË. ³ ÖÚÈÕÑÏ àÕÑÅÑ ÊÂÏÇÚÂÐËâ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ âÔÐÑ,
ÚÕÑ ÏÐËÏÞÇ ÚÂÔÕË ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÒÑ ÑÕÓÇÊÍÂÏ BC Ë DA ÑÆË-
ÐÂÍÑÄÞ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÑÉÐÑ ÄÑÑÃÜÇ ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕË ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÒÑ ÑÕ-
ÓÇÊÍÖ DA ÒÓË ÖÔÎÑÄËË ÇÅÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÃÎËÊÍÑ Í ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË. ¿ÕË ÊÂÏÇÚÂÐËâ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ
ÔÑÍÓÂÜÂáÕ ÑÃÝÈÏ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ. °ÃÔÖÉÆÂâ ÄÑÒÓÑÔÞ ÄÞ-
ÚËÔÎÇÐËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÑÕ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ (34), ÍÓÂÕÍÑ ÖÒÑ-
ÏâÐÇÏ ÏÇÕÑÆËÍË ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ ¢ÇÔÔÇÎâ, ÄØÑÆâÜËØ Ä (34), ËÏÇâ Ä ÄËÆÖ ÐÂÎËÚËÇ ÐÇ-
ÃÑÎßÛÑÌ ÏÐËÏÑÌ ÆÑÃÂÄÍË Ä ÂÓÅÖÏÇÐÕÇ. £ÞÚËÔÎÇÐËâ
×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ yl�z� ÑÃÞÚÐÑ ÐÇ ÄÞÊÞÄÂáÕ ÊÂÕÓÖÆÐÇÐËÌ.
²ÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ à×-
×ÇÍÕËÄÐÞÏË Ë ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÕ ØÑÓÑÛÖá ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß
ÒÓË ÓÂÔÚÈÕÇ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ l. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÔÕÂÓÕÖâ ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËÌ, ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ËÊ âÄÐÞØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ
[10] ÒÓË l � 0 Ë l � 1, ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÄÔÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÓË ÃoÂ ÎßÛËØ l.

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËË jl�z�, ÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÞÚËÔ-
ÎÇÐËâ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓÑÄÑÆËÕß Ä ÑÃÓÂÕÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË. £
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÔÕÂÓÕÑÄÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÓË àÕÑÏ ÏÑÅÖÕ ÄÞÔÕÖÒÂÕß
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ jl�z� ÒÓË ÑÚÇÐß ÃÑÎßÛËØ l.
£ÇÔßÏÂ ÖÆÑÃÐÞÏ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÙÇÒÐÞØ
ÆÓÑÃÇÌ. ®ÑÉÐÑ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÍÑÓÓÇÍÕËÓÑÄÍÖ ÐÂÌÆÇÐÐÞØ
ÄÇÎËÚËÐ, ÔÑÒÑÔÕÂÄÎââ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÒÑ ÕÂÍÑÌ

ÏÇÕÑÆËÍÇ ÊÐÂÚÇÐËâ j0�z� Ô ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐ-
ÐÑ ËÊ âÄÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ. £ ÙÇÎÑÏ, àÕË ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÞÇ
ÏÇÕÑÆËÍË ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ à××ÇÍÕËÄÐÑ ÑÓÅÂÐËÊÑ-
ÄÂÕß ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂ-
ÆÂÚÇ. ±ÑÆÓÑÃÐÑÔÕË ÂÎÅÑÓËÕÏÑÄ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÃÇÔÔÇÎÇÄÞØ
×ÖÐÍÙËÌ ÔÏ. Ä [13, 14].

2.2.3. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÔÚÈÕÑÄ. ³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑÆØÑÆÑÄ. ±ÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐÐÑÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.2.2 ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÆÑÃÐÞÌ ÓÇÙÇÒÕ ÆÎâ ÚËÔÎÇÐ-
ÐÞØ ÓÂÔÚÈÕÑÄ. ³ÖÏÏÂ ÍÄÂÆÓÂÕÑÄ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÓÂÆË-
ÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ (10), ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ
Ô àÐÇÓÅËÇÌ, ÐÇ ÒÓÇÄÑÔØÑÆâÜÇÌ EF, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÂ
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:
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ÅÆÇ z � kR0, zF � kFR0, z � r=R0. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇÏ ÒÂÓÙËÂÎß-
ÐÞØ ÄÍÎÂÆÑÄ (ÔÏ. (15)):

rs�r� �
1

4pr 2
X
l

�2l� 1� sl�r� �
X
l

�2l� 1� rl�r� ; �42�

ÅÆÇ

rl�r� �
1

2p2R 3
0

Im

� zF�id

0�id

yl�z�
jl�z�

�
z jl�zz�

�2
dz : �43�

±ÓËÏÇÐââ ÕÇÑÓËá ÄÞÚÇÕÑÄ Í ËÐÕÇÅÓÂÎÖ (43), ÎÇÅÍÑ ÒÓÑ-
ÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÑÐ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
(16), ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏÖ ÒÓâÏÞÏ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇÏ ÄÑÎÐÑÄÞØ
×ÖÐÍÙËÌ, ÐËÚÇÅÑ ÐÇ ÊÐÂâ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ àÕÑÕ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÃÞÎ
ÒÑÎÖÚÇÐ ËÊ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ.

³ ÒÑÏÑÜßá ËÊÎÑÉÇÐÐÑÌ ÏÇÕÑÆËÍË ÃÞÎË ÒÓÑÄÇÆÇÐÞ
ÓÂÔÚÈÕÞ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔÑÔÕÑâÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÆÎâ ÆÄÖØ ÔËÔ-
ÕÇÏ, ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 4. ¯Â
ÓËÔÖÐÍÇ 4 ÕÂÍÉÇ ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÓÂÔÚÈÕÞ, ÄÞÒÑÎ-
ÐÇÐÐÞÇ ÒÓâÏÞÏ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇÏ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ (ÔÏ.
ÓÂÊÆÇÎ 2.1). ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ. ¿ÕÑ
ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ØÑÓÑÛÇÌ ÕÑÚÐÑÔÕË ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐÐÞØ ÚËÔ-
ÎÇÐÐÞØ ÏÇÕÑÆËÍ ÓÂÔÚÈÕÂ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ.

3. ¡ÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÌ ÏÇÕÑÆ.
®ÇÕÑÆ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ

³ ÒÑÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÂ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ ÏÞ ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä

Im (k)

k1l k2l k3l . . . Re (k)

kFA

B C

D

²ËÔ. 3. ¬ÑÐÕÖÓ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ.
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Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ âÏÇ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÄÞÔÑÍËÏË ÔÕÇÐÍÂÏË. ³Ñ-
ÔÕÑâÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÏË
ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË ËÏÒÖÎßÔÂ Ë, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÄÇÆÖÕ ÔÇÃâ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍË. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÕß ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÒÓË ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÏ
ÂÐÂÎËÊÇ. ²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÂÈÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÑÐâÕß,
ÚÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓËÚËÐÑÌ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË Ä
ÔËÔÕÇÏÇ, Ë ÒÑÎÖÚËÕß ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔËÔÕÇÏÞ. ¬ÄÂÊËÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍËÌ ÒÑÆØÑÆ ÛËÓÑÍÑ ÒÓËÏÇÐâÇÕÔâ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ
ÏÇÕÂÎÎËÚÇÔÍËØ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ [2], ÆÎâ ÓÂÔÚÈÕÂ àÐÇÓÅÇÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ âÆÇÓ [15], ÆÎâ ÓÂÔÚÈÕÑÄ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ àÎÇÍ-
ÕÓÑÐÐÑÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË Ä ÂÕÑÏÇ [4].

3.1. °ÃÜËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ
¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß àÎÇÍÕÓÑÐÐÖá ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËá,
ÏÞ ÒÓËÏÇÐâÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ G�r 00; r 0;E�
ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË [15 ë
19], ÅÆÇ r 0 Ë r 00 ë ÐÂÚÂÎßÐÂâ Ë ÍÑÐÇÚÐÂâ ÕÑÚÍË ÕÓÂÇÍÕÑÓËË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, Â Eì àÐÇÓÅËâ:

G�r 00; r 0;E� � G0 ÿ 1

�2ph 5�1=2
�

�
X
a

�
prD

1=2 exp

�
i

h
Sa�r 00; r 0;E� ÿ ip

4

��
a
; �44�

Sa ì ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÇÌÔÕÄËâ:

Sa �
� r 00

r 0
pa dla ; �45�

G0�r 00; r 0;E� � ÿ m

2ph 2jr 00 ÿ r 0j exp
�

i

h
jr 00 ÿ r 0j p�r�

�
; �46�

r � r 0 � r 00

2
; p 0 � dSa�r 0; r 00;E�

dr 0
; p 00 � dSa�r 0; r 00;E�

dr 00
:

�47�
¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÄÞÚËÔÎËÕß G�r 00; r 0;E�, ÖÆÑÃÐÇÇ ËÔ-

ÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ �rzj�,
ÅÆÇ ÑÔß z ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ �0; r�, ÕÑÚÍÂ r ì
ÙÇÐÕÓ. ¬ÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ËÏÒÖÎßÔÂ pr, pz Ë ÖÅÑÎ jp ÄÞÓÂÉÂ-
áÕÔâ ÍÂÍ pr � �p 2

x � p 2
y �1=2, pz, jp � arctan �py=px�:

D � det

dp 0r
dr 00

dp 0r
dz 00

dp 0r
dE 00

dp 0z
dr 00

dp 0z
dz 00

dp 0z
dE 00

dta
dr 00

dta
dz 00

0

2666666664

3777777775
; �48�

ta�r 0; r 00� � dSa�r 0; r 00;E�
dE

�
� r 00

r 0

1

j_rj dla : �49�

£ (44) ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÒÑ ÄÔÇÏ ÓÇÂÎßÐÞÏ
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ a, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÑÇÆËÐâáÕ ÕÑÚÍË
Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË r 0 Ë r 00, ta ì ÄÓÇÏâ ÆÄËÉÇÐËâ ÄÆÑÎß
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË a.

¿ÎÇÍÕÓÑÐÐÂâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÍÎáÚÂÇÕ Ä ÔÇÃâ ÏÐËÏÖá ÚÂÔÕß
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ:

ne�r� � ÿ 2

p

� EF

ÿ1
Im
�
G�r; r;E�	 dE : �50�

£ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
(50) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÖÚÈÕÖ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÑÓÃËÕ, Ö ÍÑÕÑÓÞØ ÐÂ-
ÚÂÎßÐÞÇ Ë ÍÑÐÇÚÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ.

£ÔÇ ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÇ ÑÓÃËÕÞ, ÐÂÚËÐÂáÜËÇÔâ Ë
ÊÂÍÂÐÚËÄÂáÜËÇÔâ Ä ÕÑÚÍÇ r, ÔÑÔÕÑâÕ ËÊ ÆÄÖØ ÕËÒÑÄ: ÊÂ-
ÏÍÐÖÕÞØ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ Ë ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÐÇÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ.
¬ÎÂÔÔË×ËÍÂÙËâ ÄÔÇØ ÕÂÍËØ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ (ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ Ë
ÐÇÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ) ÑÓÃËÕ, ÍÑÕÑÓÖá ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ, ÑÔÐÑ-
ÄÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËË ÊÂÏÍÐÖ-
ÕÞØ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÑÓÃËÕ �n;m�, ÅÆÇ n ì ÚËÔÎÑ ÕÑÚÇÍ
ÒÑÄÑÓÑÕÂ, m ì ÚËÔÎÑ ÑÃÑÓÑÕÑÄ ÄÑÍÓÖÅ ÙÇÐÕÓÂ. ©ÂÏÍÐÖ-
ÕÞÇ ÐÇÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÑÓÃËÕÞ ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ ËÊ ÒÇÓËÑÆË-
ÚÇÔÍËØ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ì
ÔÆÄËÅÂ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÄÇÓÛËÐ Ä ÕÑÚÍÖ r, Õ.Ç. ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÆÇ-
×ÑÓÏÂÙËË ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÑÓÃËÕÞ �n;m�. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÞ
ÐÂÊÞÄÂÇÏ ÕÂÍËÇ ÑÓÃËÕÞ def �n;m�. ©ÂÏÍÐÖÕÞÇ ÒÇÓËÑÆËÚÇ-
ÔÍËÇ ÑÓÃËÕÞ ì ÒÓÑÔÕÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÑÓÃËÕÞ
�n;m�, ÐÑ ÒÓÑØÑÆâÜËÇ ÚÇÓÇÊ ÕÑÚÍÖ r. £ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ
ÊÐÂÚÇÐËâ r ÑÓÃËÕÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑ-ÓÂÊÐÑÏÖ ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂ-
ÐÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÓËÔÖÐÍÂ. ³ ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÊÐÂÚÇÐËâ r ÒÇÓË-
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²ËÔ. 4. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔÑÔÕÑâÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÆÄÖÏâ ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÏÇÕÑÆÂÏË: ÍÓÂÔÐÞÇ ì ×ÑÓÏÖÎÞ ËÊ
ÓÂÊÆÇÎÂ 2.1.2, ÔËÐËÇ ì ËÊ ÓÂÊÆÇÎÂ 2.2.2.
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ÑÆËÚÇÔÍÂâ ÑÓÃËÕÂ �n;m� ÃÖÆÇÕ ÄÓÂÜÂÕßÔâ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÓËÔÖÐÍÂ, ÒÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÕÂÍËÇ ÑÓÃËÕÞ rot �n;m�.

±ÓËÏÇÓÞ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÑÃÑËØ ÕËÒÑÄ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÐÂ
ÓËÔ. 5. ¿ÕË ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÍÂÍ ÑÕÏÇÚÇÐÑ ÄÞÛÇ, ×ÑÓÏËÓÖ-
áÕÔâ ËÊ ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÑÓÃËÕ (ÓËÔ. 5a) ÆÄÖÏâ
ÒÖÕâÏË: ÄÓÂÜÇÐËÇÏ ËÎË ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÇÌ (ÓËÔ. 5Ã).

£ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÚÂÜÇ ÄÔÕÓÇÚÂáÕÔâ ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ ÒÇÓË-
ÑÆËÚÇÔÍËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÕÑÎßÍÑ ÑÐË ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ
ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÔËÔÕÇÏÞ. ¯ÂÛÇ
ÉÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÒÑÔÄâÜÇÐÑ ÓÂÔÚÈÕÂÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. ¥Îâ àÕÑÅÑ Ä ÓÂÔÚÈÕÂØ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÑÃÂ ÕËÒÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ, ÍÂÍ àÕÑ
ÖÍÂÊÂÐÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä [18, Ô. 1797]: "...³ÒÇÍÕÓ, ÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏË ÑÓÃËÕÂ-
ÏË, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ ÚÕÑ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÔÑÔÕÑâÕ ËÊ
ÑÃÑËØ ÕËÒÑÄ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ..."

°ÃÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÍÎÂÆÂ ÍÂÉÆÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä
ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË n (50) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Sa � pR0La

�
r 0

R0
;
r 00

R0

�
� pR0La�x 0; x 00� ; �51�

ÅÆÇ La ì ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ÆÎËÐÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË a, R0 ì ÓÂÆËÖÔ
âÏÞ. ©ÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ÆÎâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ
x � r=R0. °ÒÓÇÆÇÎËÏ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá ×ÖÐÍÙËá Fa ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

prD
1=2
a � m

���
p
p������
R0

p Fa�x 0; x 00� : �52�

£ÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ (44) ÆÎâ
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ Ä ÄËÆÇ

DG�r 00; r 0;E� � 1

h 5=2
p

�
m 2

R0 p

�1=2

�

� Fa�x 0; x 00� exp
�

i

h
pR0La�x 0; x 00�

�
: �53�

®ÐËÏÂâ ÚÂÔÕß ÄÇÎËÚËÐÞ DG�. . .� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÕÎËÚËÇ
ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË n�r� ÑÕ n0:

n�r� ÿ n0 � Dn�r� � ÿ 2

p

� EF

ÿ1
Im
�
DG�r; r;E�	 dE : �54�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ
×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ ÒÓË r 0 � r 00 Ë Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÐÂ ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ r � jrj, Ä ÔÒËÔÍÇ
ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ ×ÖÐÍÙËË G Ä (50) Ë (54) ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ r, Ä
ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ r. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ë Ä ×ÖÐÍÙËâØ Fa Ë La ÐËÉÇ
ÊÂÆÇÌÔÕÄÑÄÂÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ x � jrj=R0, Â ÐÇ x.

¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä (54) ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÏÇÕß Ä
ÄËÆÖ ÃÑÎßÛÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ (� 103) ÂÃÔÑÎáÕÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ
àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ Ä (53). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ:

Dn�r�
n0
�
X
a

Fa�x; x�
La�x; x�

�
8

N

�1=2

sin

�
1

h
pFR0La�x; x�

�
: �55�

£ÍÎÂÆ ÍÂÉÆÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä (55) ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÂÆÆËÕËÄÐÑ.
ªÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (55) ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÎÇÆÔÕÄËÌ.

©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÅÑ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂ-
ÙËË ÑÕ ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ ËÏÇÇÕ ÄËÆ�

Dn
n0

�
sphere

�
����
8

N

r
: �56�

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (55) ÔÑÆÇÓÉËÕ ÆÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÏÂÔ-
ÛÕÂÃÂ. ±ÇÓÄÞÌ ËÊ ÐËØ ì ÆÎËÐÂ ¶ÇÓÏË � h=pF, ÄÕÑÓÑÌ
ÏÂÔÛÕÂÃ ì ÓÂÊÏÇÓ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ R0. ¥Îâ ÆÄÖØ
ÕËÒÑÄ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ rot �n;m� Ë def �n;m� ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß Ä (55) ËÏÇÇÕ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ.

¥Îâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ rot �n;m� ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß ÍÂÉÆÑÅÑ ÚÎÇÐÂ Ä (55) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ×ÂÍÕÑ-
ÓÑÏ Fa, ÕÂÍ ÍÂÍ La ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ x. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÑÎ-
ÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä (55) ÑÕ àÕÑÅÑ ÕËÒÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ×ÑÓÏËÓÖÇÕ
×ÖÐÍÙËá, ËÏÇáÜÖá ÕÑÎßÍÑ ÏÂÔÛÕÂÃ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÒÑÓâÆÍÂ R0. ¥Îâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ def �n;m�
ÍÂÉÆÞÌ ÚÎÇÐ ÔÖÏÏÞ ì àÕÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÃÞÔÕÓÑ ÑÔÙËÎ-
ÎËÓÖáÜÇÌ ×ÖÐÍÙËË sin

�
pFR0La�x; x�=h� Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-

ÐÞÏ ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË � h=pF Ë ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇ-
ÐâáÜÇÌÔâ ×ÖÐÍÙËË Fa�x; x�=La�x; x� Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ � R0. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÊÂ-
ÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÅÑ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÔÑ-
ÔÕÑËÕ ËÊ ÃÞÔÕÓÑ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ (ÏÂÔÛÕÂÃ ì ×ÇÓÏËÇÄ-
ÔÍÂâ ÆÎËÐÂ) Ë ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ (ÏÂÔÛÕÂÃ ì
ÓÂÊÏÇÓ ÔËÔÕÇÏÞ) ÚÂÔÕË:�

Dn
n0

�
sphere

�
�
Dn
n0

�
FOscil

�
�
Dn
n0

�
SOscil

: �57�

Â

(2, 1) (3, 1) (4, 1) (5, 1)

(4, 2) (5, 2) (6, 2) (7, 2)

(6, 3) (7, 3) (8, 3) (9, 3)

(3, 1) rot (3, 1)

r r

(3, 1)

r

def (3, 1)

r

Ã

²ËÔ. 5. (Â) ±ÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË àÎÇÍÕÓÑÐÂ. (Ã) ±ÖÕË ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÆÄÖØ ÕËÒÑÄ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ.

8 µ¶¯, Õ. 191, å 8
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±ÇÓÄÂâ ÚÂÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÖÏÏÑÌ (55) ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËÌ ÕËÒÂ def �n;m�, ÄÕÑÓÂâ ÚÂÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÖÏÏÑÌ
(55) ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÕËÒÂ rot �n;m�.

¬ÂÉÆÞÌ ÚÎÇÐ ÔÖÏÏÞ (55) ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ 1=La Ë
ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ m, ÕÂÍ ÍÂÍ La � m. ³ÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÔÖÏÏÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÚÎÇÐÂÏË Ô ÏÂÎÞÏË m, Õ.Ç.
ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏË def �n; 1�, rot �n; 1�.

3.2. ±ÓËÏÇÓÞ ÓÂÔÚÈÕÑÄ ÆËÂÅÓÂÏÏ
¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.1, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÊÂÏÍÐÖÕÞÏË ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏË Ë
ËÏÇÇÕ ÄËÆ (55).

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÏ ÑÔÐÑÄ-
ÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ×ÖÐÍÙËÌ Fa�x; x� Ë La�x; x� ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÕÓÂ-
ÇÍÕÑÓËÌ def �3; 1�, def �4; 1� Ë rot �3; 1�, rot �4; 1�, ÆÎâ ÍÑÕÑ-
ÓÞØ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÍÑÐÇÚÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËâ. ¿ÕË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÔÆÇÎÂÕß ÑÃÜËÇ ÄÞÄÑ-
ÆÞ Ñ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ×ÖÐÍÙËÌ Fa Ë ØÂÓÂÍÕÇÓÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÆÂáÕ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÔÖÏÏÞ (76) Ë (75) ÔÑ-
ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ (ÔÏ. ÆÂÎÇÇ ÓÂÊÆÇÎ 3.3), ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÊÖáÕÔâ ÏÂÎÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË m. ¯ÂØÑÉÆÇÐËÇ Fa�x; x�
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÄÞÚËÔÎÇÐËá ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕÂ ÒÓË r 0 � r 00. ¢ÎË-
ÊÑÔÕß r 0 Ë r 00 ÑÃÎÇÅÚÂÇÕ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ.

±ÓËÄÇÆÈÏ ÆÇÕÂÎßÐÑÇ ËÊÎÑÉÇÐËÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÆÎâ ÕÓÂ-
ÇÍÕÑÓËË def �3; 1�. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 6 ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÊÂÏÍÐÖÕÂâ
ÐÇÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ def �3; 1�, Â ÕÂÍÉÇ ÃÎËÊÍÂâ Í
ÐÇÌ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ (ÄÞÆÇÎÇÐÂ ÍÓÂÔÐÞÏÙÄÇÕÑÏ),
Ö ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ r 0 Ë ÍÑÐÇÚÐÑÇ r 00 ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÃÎËÊÍË,
ÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÞ. £ ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ �x; y� ÑÃÑ-
ÊÐÂÚËÏ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ àÕËØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ (r 0z 0) Ë (r 00z 00).

ªÏÇáÕ ÏÇÔÕÑ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ:

sin a
r
� cos 2a

R0
;

sin �a� e�
r� D

� cos �2a� 2e�
R0

: �58�

£ ÔËÎÖ ÃÎËÊÑÔÕË r 0 Ë r 00 ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ e Ë D ÏÂÎÞ,
ÒÑàÕÑÏÖ

e
�
cos a
r
� 2 sin 2a

R0

�
� D sin a

r 2
; �59�

D � 1

2r�R0 sin a� r�
��
ÿ r 2 sec a

R0
ÿ r tan a

�
�ÿR0r 0 sin aÿ

ÿ R0r 00 sin a� R0z
0 cos aÿ R0z

00 cos aÿ rr 0 ÿ rr 00�
�
ÿ

ÿ rr 0 sec a� R0r 0 tan aÿ R0z
0

R0
; �60�

o � 1

2r�R0 sin a� r�
�
ÿ R0r 0 sin aÿ R0r 00 sin a�

� R0z
0 cos aÿ R0z

00 cos aÿ rr 0 ÿ rr 00
�
; �61�

pr � p�2e sin 2aÿ 2o sin 2aÿ cos 2a� ; �62�
pz � p�ÿ2e cos 2a� 2o cos 2aÿ sin 2a� : �63�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ä (48), Â ÕÂÍÉÇ
ÖÔÕÓÇÏÎââ r 0 Ë r 00 Í r, ÐÂÌÆÈÏ:

Fdef �3;1��x; x� � ÿ1�
����������������
8x 2 � 1
p

4x 2
�

�
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

8x 3
ÿ
4x 2 � 5� 3

����������������
8x 2 � 1
p �����������������

8x 2 � 1
p ÿ

4x 2 ÿ 1� ����������������
8x 2 � 1
p �5=2 ������������������������������������������

4x 2 � 1� ����������������
8x 2 � 1
pp

vuut
pri x5 0 ; �64�

Ldef �3;1��x; x� � 4
cos3 a
cos 2a

; sin a � ÿ1=2�
���������������������
1=4� 2x 2

p
2x

;

0 < x < 1 : �65�

±ÓÑÄÑÆâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß
ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ
def �4; 1� (ÓËÔ. 7):
Fdef �4;1��x; x� �

�

�������������������������������������������������������������������������������������������
x=
��1ÿ 2x�2�1� x��q
�3xÿ 1�

vuut
sin

"
3 arccos

1

2

�����������
1� 1

x

r #

pri x5
1

3
;

0 pri x <
1

3
;

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
�66�

Ldef �4;1��x; x� � 2 sin 2a
�

1

sin 3a
� 1

sin a

�
;

�67�
x � sin a

sin 3a
; 0 < x < 1 :

y

x

o

2a

2a� 2e

O

r 0
r

r 00

²ËÔ. 6. ´ÓÂÇÍÕÑÓËË àÎÇÍÕÓÑÐÂ def �3; 1�.

r

Â Ã

r

²ËÔ. 7. ´ÓÂÇÍÕÑÓËË àÎÇÍÕÓÑÐÂ def �3; 1� (Â) Ë def �4; 1� (Ã).
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¥Îâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÕËÒÂ rot (ÓËÔ. 8) ÏÞ ËÏÇÇÏ

Frot �3;1��x; x� �
ÿ 1

2x

��������������������������
1���

3
p �4x 2 ÿ 1�

s
pri x5

1

2
;

0 pri x <
1

2
;

8>>><>>>: �68�

Lrot �3;1��x; x� � 3
���
3
p

; �69�

Frot �4;1��x; x� �
1

4
���
2
p �2x 2 ÿ 1� pri x5

���
2
p

2
;

0 pri x <

���
2
p

2
;

8>>><>>>: �70�

Lrot �4;1��x; x� � 4
���
2
p

: �71�

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÐÇÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÂâ ÚÂÔÕß ÔÖÏÏÞ
(55) ÔÄâÊÂÐÂ ÔÑ ÔÎÂÅÂÇÏÞÏË, Ä ÍÑÕÑÓÞØ La ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ.
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ oÔÙËÎÎËÓÖáÜÂâ ÚÂÔÕß ì àÕÑ ÚÂÔÕß (55),
ÅÆÇ La ì ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ.

ªÊ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÄÂÉÐÞØ
ÔÄÑÌÔÕÄ.

1. ¶ÖÐÍÙËâ Fa ÐÇÐÖÎÇÄÂâ ÆÎâ r > sa:

�a� srot �n; 1� � R0 sin
�nÿ 2�p

2n
;

�b� sdef �n; 1� � srot �nÿ1; 1� :

2. ¶ÖÐÍÙËâ Fa ËÏÇÇÕ ÕÑÚÍË ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË da:

�a� drot �n; 1� � srot �n; 1� ;

�b� ddef �n; 1� � srot �nÿ1; 1� :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Fa ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ÄËÆÇ

Fa�x; x� � Y�rÿ sa�Ga

�
x;

r

sa

�
; �72�

ÅÆÇ Y ì ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÂâ ×ÖÐÍÙËâ ·ÇÄËÔÂÌÆÂ, sa ì ÕÑÚÍÂ
ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË Fa.

3.3. ¬ÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÂâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
ªÊ-ÊÂ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÑÕ ÔÓÇÆ-
ÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ.
°ÃÑÊÐÂÚËÏ ÓÂÆËÂÎßÐÖá ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ àÕÑÅÑ ÒÑÎâ ÍÂÍ E.
®Þ ÄÞÚËÔÎâÇÏ E ÆÎâ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ Ë ÐÇÑÔÙËÎÎËÓÖá-

ÜÇÌ ÚÂÔÕÇÌ Dn Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÞÓÂÉÇÐËâ

E�r� � 4pe
r 2

� r

0

Dn�r�r 2 dr : �73�

³ÐÂÚÂÎÂ ÏÞ ÓÂÔÔÚËÕÂÇÏ ÄÍÎÂÆ ÃÞÔÕÓÑ ÑÔÙËÎÎËÓÖá-
ÜÇÌ ÚÂÔÕË Ä (55). £ÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÏÇÕÑÆÑÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ
×ÂÊÞ. £ÑÊÏÑÉÐÞ ÆÄÇ ÔËÕÖÂÙËË. £ ÒÇÓÄÑÌ ËÊ ÐËØ ×ÖÐÍÙËâ
La ÐÇ ËÏÇÇÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÕÑÚÇÍ ÐÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ËÐÕÇÅÓË-
ÓÑÄÂÐËâ, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÑÎÇ E ÒÓÑâÄÎâÇÕ ÑÚÇÄËÆÐÑÇ ÑÔÙËÎ-
ÎËÓÖáÜÇÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ËÏÇÇÕ ÕÑÕ ÉÇ ÏÂÔÛÕÂÃ ÐÇÑÆ-
ÐÑÓÑÆÐÑÔÕË. ¿ÕÑÕ ÏÂÔÛÕÂÃ ì ÆÎËÐÂ ¶ÇÓÏË h=pF.

£Ñ ÄÕÑÓÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÖÐÍÙËâ La ËÏÇÇÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ
ÕÑÚÍË. £ÔÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÕËÒÂ def �n;m� ÑÃÎÂÆÂáÕ àÕËÏ
ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ. ±ÓËÏÇÓ ÕÂÍÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË def �4; 1� ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐ ÐÂ ÓËÔ. 9. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÄÞÚËÔÎËÕß ÒÑÎÇ E, ÄÑÔ-
ÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÏÇÕÑÆÂ ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÌ ×ÂÊÞ� b

a

f �x� exp �ils�x�� dx � f �x0�
����������������

2p
ls 00�x0�

s
exp

ÿ
ils�x0�

�
;

�74�

x0 ì ÕÑÚÍÂ àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ, ÅÆÇ s 0�x0� � 0.
®Þ ÒÑÎÖÚËÎË ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ

ÒÑÎâ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô DnF; oscil Ë DnS; oscil:

DEF; oscil �
�
18

p2

�1=3
4peN 1=3

r 2

X
a

Fa�da=R0; da=R0�
La�da=R0; da=R0��

� 1������������������������������������
L 00a �da=R0; da=R0�

p s 2a
R 2

0

�

� sin

�
1

h
pFR0La

�
da
R0
;
da
R0

��
Y�rÿ da� ; �75�

DES;oscil � 3
���
8
p e

����
N
p

r 2

X
a

� r=R0

sa=R0
Fa�x; x�x 2 dx

La
�

� sin

�
1

h
pFR0La

�
: �76�

r

Â Ã

r

²ËÔ. 8. ´ÓÂÇÍÕÑÓËË àÎÇÍÕÓÑÐÂ rot �3; 1� (Â) Ë rot �4; 1� (Ã).

²ËÔ. 9. ´ÓÂÇÍÕÑÓËË àÎÇÍÕÓÑÐÂ def �4; 1�. ´ÓÇÖÅÑÎßÐÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ
ËÏÇÇÕ ÏËÐËÏÂÎßÐÖá ÆÎËÐÖ.
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£ (75), ÓÂÄÐÑ ÍÂÍ Ë Ä (76), ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ÒÑ
ÄÔÇÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ a, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ sa < r.

±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ E�r� ËÏÇÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÒÑÓâÆÍÂ ÓÂÊÏÇÓÂ
Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ âÏÞ. ¥Îâ ÊÂÏÇÕÐÑ ÃÑÎßÛËØ N ÒÑÎÇ E�r�
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (76). ³ÕÓÖÍÕÖÓÂ ÔÖÏÏÞ Ä (76)
ÕÂÍÑÄÂ, ÚÕÑ ÒÑÎÇ E�r� ËÏÇÇÕ ÕÑÚÍË àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ sa. ¥Îâ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÕËÒÂ rot �n;m� ÒÓË ÏÂÎÞØ n;m ËÏÇÇÏ sa �
� R0=4;R0=2;

���
2
p

R0=2 (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 3.2). ªÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ
ÒÑÎâ E�r� ÒÑ ÓÂÆËÖÔÖ ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÔÑØÓÂ-
ÐâÇÕ ÄÞâÄÎÇÐÐÞÇ ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕË, Â ÕÂÍÉÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ N.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÑÏ
×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ (56) Ë (76), ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ØÑÓÑÛÇÏ ÔÑÅÎÂ-
ÔËË Ô ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÆÎâ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ, ÐÂÌÆÇÐÐÞÏË ÆÓÖÅËÏË ÏÇÕÑÆÂÏË, ÑÒËÔÂÐÐÞÏË
ÄÞÛÇ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎÞ 2.1, 2.2 Ë ÓËÔ. 10).

4. ¯ÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
Ä ÔÉÂÕÑÏ ÅÂÊÑÄÑÏ ÒÖÊÞÓÇ: ÓÂÔÚÈÕÞ ÏÇÕÑÆÑÏ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË

¥Ñ ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÂÔß ÔËÔÕÇÏÂ ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÃÇÊ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ë ÃÞÎÑ ÒÓÑÆÇ-
ÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÐÑ, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÑÅÑ ËÏË
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ËÏÇÇÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ ÒÑÓâÆÍÂ ÓÂÊÏÇÓÂ ÔÂÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. £ ÆÂÐÐÑÏ
ÓÂÊÆÇÎÇ ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ àÕÑÕ à××ÇÍÕ ÕÂÍÉÇ ËÏÇÇÕ
ÏÇÔÕÑ Ä ÔËÔÕÇÏÇ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ô ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ, ÕÂÍÑÌ
ÍÂÍ ÔÉÂÕÞÌ ÒÖÊÞÓß ËÑÐËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÅÂÊÂ.

¹ËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÂÔÚÈÕÞ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÃÞÎË ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐÞ Ô ËÔ-

ÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÕÇÑÓËË ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË (DFT) ÆÎâ
ÏÑÆÇÎË ÉÇÎÇ. ±ÑÆÑÃÐÞÇ ÓÂÔÚÈÕÞ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÏÑÆÇÎË ÉÇÎÇ
ÒÓÑÄÑÆËÎËÔß ÓÂÐÇÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ Ä [20], ÐÑ ÆÎâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÐÇÃÑÎßÛÑÅÑ ÚËÔÎÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. £ ÏÑÆÇÎË ÉÇÎÇ ËÑÐÞ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÍÂÍ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÇ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ. ¥Îâ ÒÓÑÄÇÆÇÐËâ ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËÌ Ë ÂÐÂÎËÊÂ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÑÐÑÄ Ë ËØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐÑ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÄÇÔÕË ÊÂÆÂÚÖ Í ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ. ©ÆÇÔß ÏÞ ÕÂÍÉÇ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÏÑÆË×ËÍÂÙËá ÏÑÆÇÎË ÉÇÎÇ, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÏÑÆÇÎßá ÔÕÂÃËÎËÊËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÉÇÎÇ [21 ë 23], Ô
ÒÑÒÓÂÄÍÑÌ, ÖÚËÕÞÄÂáÜÇÌ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÖá ÓÂÊÐËÙÖ ÏÇÉÆÖ
ÉÇÎÇ Ë ÕÑÚÇÚÐÞÏË ËÑÐÂÏË.

4.1. £ÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÞÌ ÏÇÕÑÆ
¥Îâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÊÂÆÂÚ Ä ÏÑÆÇÎË ÉÇÎÇ
ÓÇÛÂáÕÔâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬ÑÐÂ ëºàÏÂ [24].
ªÔÒÑÎßÊÖâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË (ÔÏ. ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ, ×ÑÓÏÖÎÂ (±.1)), ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ÑÐÂ ëºàÏÂ ÆÎâ ÓÂÆËÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË (ÚÕÑÃÞ ÖÒÓÑÔÕËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËâ, ÊÆÇÔß ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ
ÂÕÑÏÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÇÆËÐËÙ, ÅÆÇ �h � c � e � 1):�
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ÅÆÇ VKS ì à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ¬ÑÐÂ ëºàÏÂ, VH Ë
Vion ì àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
(ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ·ÂÓÕÓË) Ë ËÑÐÐÑÅÑ ÉÇÎÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ,
ÖÏÐÑÉÇÐÐÞÇ ÐÂ ÊÂÓâÆ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÿe, Õ.Ç. VH � ÿeje �
� ÿje Ë Vion � ÿejion � ÿjion. ¥ÂÎÇÇ, Vxc ì ÑÃÏÇÐÐÑ-
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, hdviWS ì ÒÑÒÓÂÄÍÂ ÔÕÂÃË-
ÎËÊËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÉÇÎÇ. ¿ÎÇÍÕÓÑÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎâ-
ÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ
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ÅÆÇ Ynl � Y�EF ÿ enl� ì ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÂâ ×ÖÐÍÙËâ. ¢ÑÎÇÇ
ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ Ë ÏÑÆÇÎß ÔÕÂÃËÎËÊËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ
ÉÇÎÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÆÂÎÇÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.2. ¯ËÉÇ ÒÑÆ
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ Ä ÏÑÆÇÎË ÉÇÎÇ ÃÖÆÇÕ
ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÕßÔâ ÔÖÏÏÂ

VES � Vion � VH � hdviWS: �80�
µÓÂÄÐÇÐËâ (77) ÓÇÛÂáÕÔâ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑ ÏÇÕÑ-

ÆÑÏ ÒÓÑÔÕÞØ ËÕÇÓÂÙËÌ ÔÑ ÔÏÇÛËÄÂÐËÇÏ. ¯Â ÍÂÉÆÑÌ
ËÕÇÓÂÙËË ÓÇÛÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (77) Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ (78).
¯ÑÄÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÆÎâ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ
ËÕÇÓÂÙËË ÔÕÓÑËÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÍÑÏÃËÐÂÙËË ÕÑÌ, ÚÕÑ ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÎÂÔß ÐÂ ÆÂÐÐÑÏ ÛÂÅÇ, Ë ÄÞÚËÔÎâÇÏÑÌ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (79).
ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ ÛÂÅÇ ËÕÇÓÂÙËÑÐÐÑÌ ÒÓÑÙÇ-
ÆÖÓÞ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ Í ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÑÆÏÇÛËÄÂÇÕÔâ ÆÑÃÂÄÍÂ,
ÄÞÚËÔÎâÇÏÂâ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (79). ªÕÇÓÂÙËË ÒÓÑÆÑÎÉÂáÕÔâ,
ÒÑÍÂ àÎÇÍÕÓÑÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÐÇ ÔÕÂÐÇÕ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐ-
ÐÑÌ. ¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ Vxc Ä DFT-ÏÑÆÇÎË ÏÞ ÄÑ ÄÔÇØ
ÓÂÔÚÈÕÂØ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÑÃÏÇÐÐÑ-ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÌ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎ PZ (Perdew, Zunger) [25] Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÎÑÍÂÎßÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË (LDA) ÆÎâ ÔÒËÐ-ÐÇÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ.

£ ÔÎÖÚÂÇ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÊÂÓâÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ±ÖÂÔÔÑÐÂ Dj � 4pn�r� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
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²ËÔ. 10. £ÇÎËÚËÐÞ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË (Â) Ë ÑÔÙËÎ-
ÎâÙËË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (Ã) Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÚËÔÎÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ne ÒÓË
ÑÆËÐÂÍÑÄÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË 1030 Ïÿ3; ×ËÕËÓÖáÜËÇ ÎËÐËË ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ Dne=ne / Nÿ0;437�0;005e Ë DVES /
/ n 1=3N 0;142�0;015

e ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.
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ÒÓÑÔÕÑ ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐÑ, Ë ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ VH ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ä (17),

VH�r� � 1

r

� r

0

4p�r 2ne��r� d�r�
� �1
r

4p�rne��r� d�r : �81�

±ÑÕÇÐÙËÂÎ, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞÌ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ
ËÑÐÑÄ Vion, âÄÎâÇÕÔâ ÐÇ ÚÇÏ ËÐÞÏ, ÍÂÍ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÅÑ ÛÂÓÂ.

4.2. ®ÑÆÇÎß ÔÕÂÃËÎËÊËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÉÇÎÇ
£ ÏÑÆÇÎË ÔÕÂÃËÎËÊËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÉÇÎÇ ËÏÇÇÕÔâ ÒÑÒÓÂÄÍÂ Í
à××ÇÍÕËÄÐÑÏÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÖ ¬ÑÐÂ ëºàÏÂ hdviWS, ÍÑÕÑÓÂâ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÖá ÒÑ ÑÃÝÈÏÖ Z=nion,
ÒÓËØÑÆâÜÇÏÖÔâ ÐÂ ÑÆËÐ ËÑÐ, ÓÂÊÐËÙÖ ÏÇÉÆÖ ÒÑÕÇÐÙËÂ-
ÎÑÏ V�r� ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÅÑ ÛÂÓÂ Ô ÊÂÓâÆÑÏ ËÑÐÂ Z
Ë ÏÑÆÇÎßÐÞÏ ÒÔÇÄÆÑÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ [21 ë 23]:

hdviWS �
3

4pr 30

� r0
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dr 4pr 2
�
o�r� � V�r�� ; �82�

r0 � Z 1=3rS � Z 1=3

�
3

4pnion

�1=3

; �83�

ÅÆÇ Zì ÊÂÓâÆ ËÑÐÂ, rS ì ÓÂÆËÖÔ £ËÅÐÇÓÂ ë ©ÇÌÕÙÂ, nion ì
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ËÑÐÐÑÅÑ ÉÇÎÇ, V�r� ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ
ÊÂÓâÉÇÐÐÑÅÑ ÛÂÓÂ, o�r�ì ÏÑÆÇÎßÐÞÌ ÒÔÇÄÆÑÒÑÕÇÐÙËÂÎ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ àÎÇÍÕÓÑÐÑÏ Ë ËÑÐÑÏ Ô ÊÂÓâÆÑÏZ:

o�r� � ÿZ

r
; r > rc ;

0 ; r < rc ;

8<: �84�

ÅÆÇ rc ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ "ÒÖÔÕÑÅÑ" âÆÓÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÊÂÆÂÈÕÔâ ÏÑÆÇÎßá. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÓÂÄÐÇÐËâ ÏÑÆÇÎË ÔÕÂÃË-
ÎËÊËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÉÇÎÇ Ô ÕÓÈØÏÇÓÐÞÏË ÓÂÔÚÈÕÂÏË ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐÞ Ä [26].

4.3. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÔÚÈÕÑÄ ÆÎâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÉÇÎÇ
¯Â ÑÔÐÑÄÇ ÏÑÆÇÎË ÉÇÎÇ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ ÃÞÎÑ ÒÓÑ-
ÄÇÆÇÐÑ ÃÑÎßÛÑÇ ÚËÔÎÑ ÓÂÔÚÈÕÑÄ ÆÎâ ÒÖÊÞÓÇÌ ÄÑÆÑÓÑÆÂ
Ô ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÓÂÊÏÇÓÂÏË Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ËÑÐÑÄ. £ àÕÑÏ
ÓÂÊÆÇÎÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÔÎÖÚÂÌ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÑÐÑÄ, ÍÑÅÆÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ÊÂ-
ÓâÆÂ ÓÂÄÐÂ ÔÓÇÆÐÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÐÖÕÓË Ô×ÇÓÞ, �ne �
� Ne�3=4pR 3

0 �, Ë ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá ÔÐÂÓÖÉË.
¥Îâ ÐÂÚÂÎÂ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÍÂÍ ÔÑÑÕÐÑÔâÕÔâ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ

ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ âÏÇ
Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÄÞÔÑÍËÏË ÔÕÇÐÍÂÏË Ë Ä DFT-ÓÂÔÚÈÕÇ. ³ÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÆÎâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÇÃÑÎßÛÑÅÑ ÚËÔÎÂ

àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 11, ÒÓË àÕÑÏ ÆÎâ ÎÖÚÛÇÅÑ
ÐÂÎÑÉÇÐËâ ÅÓÂ×ËÍÑÄ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÔâ ÓÂÆËÖÔ âÏÞ ÔÑ ÔÕÇÐ-
ÍÂÏË, ÚÖÕß ÃÑÎßÛËÌ, ÚÇÏ ÓÂÆËÖÔ ËÑÐÐÑÅÑ ÉÇÎÇ. ²ÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑ, ÒÑàÕÑÏÖ
ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÔÕÑ ÏÂÔÛÕÂÃËÓÑÄÂÕß ÒÑ ÓÂÆËÖÔÖ. ¬ÂÍ
ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔÖÐÍÑÄ, ÒÓÑ×ËÎË ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÃÎËÊÍË ÆÓÖÅ Í
ÆÓÖÅÖ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ØÑÓÑÛÑ ÔÑÅÎÂÔÖáÕÔâ ÒÑÎÑÉÇÐËâ
ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ Ë ÏËÐËÏÖÏÑÄ.

±ÎÑÕÐÑÔÕË ËÑÐÐÑÅÑ ÉÇÎÇ Ä ÒÓÑÄÇÆÈÐÐÑÌ ÔÇÓËË ÓÂÔ-
ÚÈÕÑÄ ÎÇÉÂÎË Ä ÆËÂÒÂÊÑÐÇ 1028ÿ1032 Ïÿ3, ÚËÔÎÑ àÎÇÍ-
ÕÓÑÐÑÄ (ÓÂÄÐÑÇ ÚËÔÎÖ ËÑÐÑÄ) ÄÂÓßËÓÑÄÂÎÑÔß ÄÒÎÑÕß ÆÑ
4� 105. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 12 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÒÓËÏÇÓ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÆÎâ
ÒÖÊÞÓâ ÓÂÆËÖÔÑÏ 1 ÐÏ ÒÓË ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÉÇÎÇ 1030 Ïÿ3,
Â ÕÂÍÉÇ ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÒÓÑ×ËÎË àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÑÃÏÇÐÐÑ-ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÏ Ë à××ÇÍÕËÄ-
ÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ ¬ÑÐÂ ëºàÏÂ.

¥ÂÎÇÇ ÏÞ ÆÇÕÂÎßÐÑ ÑÃÔÖÆËÏ ÑÔÙËÎÎâÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ. ±ÑÔÍÑÎß-
ÍÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ËÑÐÐÑÅÑ ÉÇÎÇ nion ÑÆÐÑÓÑÆÐÂ Ë ÒÓËÏÇÓÐÑ
ÓÂÄÐÂ ÔÓÇÆÐÇÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ne, Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÄÇÎËÚËÐÞ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÇÌ ÑÔÙËÎÎâÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÖÆÑÃÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÓÂÊÐÑÔÕß ne ÿ nion. ©Â
ÄÇÎËÚËÐÖ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Dn ÄÑÊß-
ÏÈÏ ÒÑÎÑÄËÐÖ ÓÂÊÐÑÔÕË ÏÇÉÆÖ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞÏ Ë ÏËÐË-
ÏÂÎßÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏË ne ÿ nion Ä ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË,
ËÔÍÎáÚÂâ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕß ÅÓÂÐËÙÞ Ë ÙÇÐÕÓÂÎßÐÖá ÚÂÔÕß ÒÖ-
ÊÞÓâ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÔÙËÎÎâÙËË ÄÔÇÅÆÂ ÑÚÇÐß ÄÇÎËÍË Ä ÙÇÐÕÓÇ.
°ÔÙËÎÎâÙËË Ä ÒÖÊÞÓÇ ÓÂÆËÖÔÑÏ 1 ÐÏ ÒÓË ÕÓÈØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ
ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÑÐÐÑÅÑ ÉÇÎÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÐÂ
ÓËÔ. 13. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ ÒÓÑÔÎÇÉËÄÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÊÂÍÑÐÑ-
ÏÇÓÐÑÔÕß: ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË ÖÏÇÐßÛÂáÕÔâ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÚËÔÎÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÚÕÑ ÄÒÑÎÐÇ
ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÑÙÇÐÍÑÌ (56).

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ËÊÄÎÇÚß ÑÔÙËÎÎâÙËË àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ DVES, ÏÑÉÐÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÞÚÇÔÕß ÔÓÇÆ-
ÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ VES, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞ-
ÓÂÉÇÐÑ ÚÇÓÇÊ àÐÇÓÅËá ¶ÇÓÏË EF:

DVES � VES � Vxc��ne� �
ÿ
EF��ne� ÿ emax

nl

�
; �85�

ÒÑÔÍÑÎßÍÖ

VES � Vxc � VKS � ÿEF : �86�
©ÆÇÔß ÄÞÚËÕÂÇÕÔâ àÐÇÓÅËâ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÑÅÑ
àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ emax

nl , ÚÕÑÃÞ ÊÐÂÚÇÐËâ DVES ÃÞÎË Ä
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÐÖÎâ. ±ÓËÏÇÓÞ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ DVES, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÆÎâ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ
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²ËÔ. 11. ¿ÎÇÍÕÓÑÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ (ÛÕÓËØÑÄÂâ ÎËÐËâ) Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ DFT-ÓÂÔÚÈÕÑÄ (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÎËÐËâ) ÆÎâ 890 (Â)
Ë 2454 (Ã) àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÓË ÔÓÇÆÐÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË 2;5� 1028 Ïÿ3.
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ÒÖÊÞÓÇÌ Ô ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÐÂ
ÓËÔ. 14. £ ÄÞÓÂÉÇÐËË (85) �ne ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÓÇÆÐáá àÎÇÍ-
ÕÓÑÐÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß.

°ÔÙËÎÎâÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ,
ÐÂÌÆÇÐÐÞÇ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÓÂÔÚÈÕÑÄ, ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 15. ²ËÔÖÐÑÍ 15Â ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ ÄÇÎËÚËÐÖ
ÑÔÙËÎÎâÙËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÊÂÄËÔâÜÖá ÑÕ ÚËÔÎÂ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, Ä ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÏÏÂÔÛÕÂÃÇ. ¯Â ÐÈÏ ÕÂÍÉÇ
ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß (56) Ë ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËâ ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÅÑ
ÊÂÍÑÐÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÏÇÕÑÆÑÏ ÐÂËÏÇÐßÛËØ

ÍÄÂÆÓÂÕÑÄ. ±ÑÆÅÑÐÑÚÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ Dne=ne /
/ Nÿ0;4e .

ªÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (76) ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
ÕÇÑÓËË ËÏÇÇÏ

j�r� /
������
Ne

p
R0
/ n

1=3
0 N 1=6

e : �87�

£ÇÎËÚËÐÂ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË, ËÎÎáÔÕÓËÓÖáÜÂâ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ,
ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 15Ã ÄÏÇÔÕÇ Ô ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÏÑÌ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (87) Ë ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËÇÌ ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÅÑ
ÊÂÍÑÐÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÐÂ ÓËÔÖÐÑÍ ÐÇ ÃÞÎË ÐÂÐÇÔÇÐÞ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÆÎâNe < 15000, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÐÇÃÑÎßÛÑÅÑ ÚËÔÎÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÑÔÙËÎÎâÙËË ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎÂ ÐÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ (87), ÑÐË ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ Ä
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÓÂÊ ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÔÕÇ-
ÒÇÐÐoÂ ÏÖ ÊÂÍÑÐÖ. ±ÑÆÅÑÐÑÚÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÆÎâ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË DVES / j1;07, ÅÆÇ
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²ËÔ. 12. ¿ÎÇÍÕÓÑÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß (Â) Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ (Ã) ÆÎâ ÒÖÊÞÓâ ÓÂÆËÖÔÑÏ 1 ÐÏ ÒÓË ÔÓÇÆÐÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÑÐÐÑÅÑ ÉÇÎÇ 1030 Ïÿ3 Ë ÚËÔÎÇ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ne � 4188.
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²ËÔ. 13.°ÔÙËÎÎâÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÒÖÊÞÓÇ ÓÂÆËÖÔÑÏ 1 ÐÏ
ÒÓË ÕÓÈØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÉÇÎÇ: 1030, 1031 Ë 1032 Ïÿ3.

1,5

2,0
DVES, à£

0

1,0

0,5

ÿ0,5
ÿ1,0
ÿ1,5
ÿ2,0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
r=R0

�ne � 1030 Ïÿ3

�ne � 1031 Ïÿ3
�ne � 1032 Ïÿ3

²ËÔ. 14. °ÔÙËÎÎâÙËË àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ä ÒÖÊÞÓâØ Ô
ÒÎÑÕÐÑÔÕâÏË 1030, 1031 Ë 1032 Ïÿ3 Ë Ô ÓÂÆËÖÔÂÏË 1,34, 1,5 Ë 0,5 ÐÏ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

105104 Ne

Dne=ne

10ÿ2

Â

Dne=ne

�8=Ne�1=2
Fit

10ÿ1

DVES; à£
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n
1=3
e N

1=6
e , Ïÿ11011

Ã
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e N

1=6
e � C

DVES;Ne > 15000

Fit

²ËÔ. 15. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÔÙËÎÎâÙËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÕ ÚËÔÎÂ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ne (Â) Ë ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ
j�r�, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (87) (Ã), Ä ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÏ ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÇ; ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË (56) Ë (87), ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä ÍÄÂÊË-
ÍÎÂÔÔËÍÇ, ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÛÕÓËØÑÄÞÏË ÎËÐËâÏË.
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j ÃÇÓÈÕÔâ ËÊ (87). ¿ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÇÎË-
ÚËÐÂ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ØÑÓÑÛÇÏ
ÔÑÅÎÂÔËË Ô ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ.

°ÕÏÇÕËÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÄÇ-
ÎËÚËÐÞ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÑÕ ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ
Ä ÔËÔÕÇÏÇ. ªÊ-ÊÂ ÐÂÎËÚËâ ÏÐÑÉËÕÇÎâ sin �pFR0La=h� Ä (76)
àÕÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÐÑÔËÕ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÕÂÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ne (ÏÂÅËÚÇÔÍËÇ
ÚËÔÎÂ), ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÂ. ¿ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÐÂÅÎâÆÐÑ ÑÕÓÂ-
ÉÂÇÕ ÓËÔ. 16, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÔ-
ÚÈÕÑÄ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕÇÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎÂ DVES Ë ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ ÚÂÔÕË ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËË
�Eosc � Eÿ �E � ÑÕ ÚËÔÎÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÔËÔÕÇÏÇ. ²ÂÔÚÈÕÞ
ÒÓÑÄÑÆËÎËÔß Ä ÓÂÏÍÂØ ÏÑÆÇÎË DFT ÒÓË ÒÎÑÕÐÑÔÕË ne �
� 1030 ÔÏÿ3. ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÆÎâ ÑÔÙËÎÎËÓÖá-
ÜÇÌ ÚÂÔÕË àÐÇÓÅËË ÔØÑÉË Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÓÂÃÑÕÞ [20].
©ÂÄËÔËÏÑÔÕË ÐÑÔâÕ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ Ô DN 1=3

e �
� 0;55. ³ ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎËÕß ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÕÂÍÑÌ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕË. ±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ ÄÞÒÑÎÐâÎÑÔß ÒÑ ÂÓÅÖ-
ÏÇÐÕÖ N

1=3
e ÐÂ ÑÕÓÇÊÍÇ ÑÕ N1 � 200 ÆÑ N2 � 20000; ÕÑÅÆÂ

ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÅÂÓÏÑÐËÍ ÊÂÆÂáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

Ak �
� N

1=3
2

N
1=3
1

exp �ÿiokN
1=3
e � f �N 1=3

e � dN 1=3
e ;

�88�
ok � 2pk

N
1=3
2 ÿN

1=3
1

;

ÅÆÇ f �N 1=3
e � ì ËÔÍÑÏÂâ ×ÖÐÍÙËâ, k ì ÐÑÏÇÓ ÅÂÓÏÑÐËÍË

ÑÕ 0 ÆÑ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÂ ÕÑÚÇÍ, ÒÑ ÍÑÕÑÓÞÏ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ
ÆËÔÍÓÇÕÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ.

´ÂÍ, ÐÂ ÓËÔ. 16Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË ÆÎâ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ ÚÂÔÕË àÐÇÓÅËË Eosc Ë ÂÏÒÎËÕÖÆÞ
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ DVES ÑÕ ÐÑÏÇÓÂ ÚÂÔÕÑÕÞ k. ¯Â
ÚÂÔÕÑÕÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÄËÆÐÞ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ âÄÐÞØ
ÒËÍÑÄ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÊÂÏÍÐÖÕÞÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ (ÔÏ.
ÓËÔ. 5) (ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÇÔÕß Ä [27]). ´ÂÍ, ÒËÍ ÒÓË
k � 26 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËËìÆÄËÉÇÐËá ÒÑ ÆËÂÏÇÕÓÖ (ÔÏ. ÓËÔ. 5). ®ÂÍÔËÏÖÏÞ
ÒÓË k � 34 Ë 38 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÒÇÓËÑÆË-
ÚÇÔÍËÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ ì ÓÂÄÐÑÔÕÑÓÑÐÐËÌ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍ Ë
ÍÄÂÆÓÂÕ. ®ÂÍÔËÏÖÏÞ ÒÓË ÃoÂ ÎßÛËØ k ÑÕÄÇÚÂáÕ ÒÑÄÕÑ-
ÓâáÜËÏÔâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ
ÏÂÍÔËÏÖÏÞ (ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ âÄÐÑ ÄÞÓÂÉÇÐÐÞÇ) ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÕ
Ë ÐÂ ÚÂÔÕÑÕÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ.

®ÂÅËÚÇÔÍËÇ ÚËÔÎÂ Ä ÒÓÑÔÕÑÌ ÏÑÆÇÎË Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÇÜÈ Ä ÓÂÃÑÕÂØ ¤ÂÏÑÄÂ
[6] Ë ¿ÎßÊÂÔÔÇÓÂ [28]. ªÏË ÃÞÎË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÕÑÎßÍÑ ÐÇ-
ÃÑÎßÛËÇ ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ (ÒÑÆÑÃÐÑ ÓËÔ. 17Â). ±ÓÑÔÕÂâ ÏÑ-
ÆÇÎß ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÑÔÎÇÆËÕß ÃËÇÐËâ Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ËÐÕÇÅ-
ÓÂÎßÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂØ ÔËÔÕÇÏÞ Ë ÒÓË ÃÑÎßÛÑÏ ÚËÔÎÇ
ÚÂÔÕËÙ (ÓËÔ. 17Ã). ²ÂÊÎËÚËâ Ä ÊÐÂÚÇÐËâØ ÏÂÅËÚÇÔÍËØ ÚËÔÇÎ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÏÑÆÇÎË DFT ÑÃÝâÔÐâáÕÔâ ÓÂÊÐÞÏ ÒÑÄÇÆÇ-
ÐËÇÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÓË ÔÕÓÇÏÎÇÐËË r Í ÔÕÇÐÍÇ. £ DFT-
ÏÑÆÇÎË ÉÇÎÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ âÏÂ ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÖá ÅÎÖ-
ÃËÐÖ, Â Ä ÒÓÑÔÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ì ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÂ. ±ÑàÕÑÏÖ ÖÉÇ
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²ËÔ. 16. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÔÚÈÕÑÄ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ ÚÂÔÕË ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ Ë
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÏÑÆÇÎË DFT ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÚËÔÇÎ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÄÒÎÑÕß ÆÑ Ne � 2� 104 (Â, Ã) (ÔÓ. Ô [20]) Ë ÃÞÔÕÓÑÇ ×ÖÓßÇ-
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (FFT) àÕËØ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕÇÌ (Ä).
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²ËÔ. 17. °ÔÙËÎÎâÙËË ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÒÓÑÔÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ÆÎâ
ÏÂÎÑÅÑ (Â) Ë ÃÑÎßÛÑÅÑ (Ã) ÚËÔÎÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ.

´. 191, å 8 ¥£¡ ®¡³º´¡¢¡ ¬£¡¯´°£½· ¿¶¶¦¬´°£ £ ³ª³´¦®¦ £½²°¨¥¦¯¯½· ¿¦¬´²°¯°£ 895



ÒÓË Ne ÒÑÓâÆÍÂ ÔÑÕÐË ÐÂÚËÐÂáÕ ÒÓÑâÄÎâÕßÔâ ÓÂÊÎËÚËâ Ä
ÏÂÅËÚÇÔÍËØ ÚËÔÎÂØ àÕËØ ÏÑÆÇÎÇÌ. ´ÂÍ ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ
ÐÂÏË ÓÂÊÐËÙÂ ÏÂÅËÚÇÔÍËØ ÚËÔÇÎ Ä 20% Ä ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÏÑ-
ÆÇÎË Ë Ä DFT ÒÓËNe ÒÑÓâÆÍÂ ÆÇÔâÕÍÂ ÕÞÔâÚ ÐÂ ÖÆËÄÎÇÐËÇ
ÐÇÄÇÎËÍÂ. £ÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ Ä ÒÓÑÔÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ÍÂÚÇ-
ÔÕÄÇÐÐÞÌ à××ÇÍÕ ÃËÇÐËÌ ÒÓÑÔÎÇÉËÄÂÇÕÔâ ÆÂÉÇ ÒÓË ÑÚÇÐß
ÃÑÎßÛËØ Ne (ÓËÔ. 17Ã).

5. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

³ ÒÑÏÑÜßá ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍËØ ÒÑÆØÑÆÑÄ ÒÓÑÆÇ-
ÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÐÑ ÐÑÄÑÇ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ ÒÓÑâÄÎÇÐËÇ ÍÄÂÐ-
ÕÑÄÞØ à××ÇÍÕÑÄ Ä ÏÇÊÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÄÞÓÑÉÆÇÐ-
ÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÇ. ±Ñ-
ÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÇÇÕ
ÆÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÂ. ±ÇÓÄÞÌ ËÊ ÐËØ ì àÕÑ
ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÂâ ×ÇÓÏËÇÄÔÍÂâ ÆÎËÐÂ � h=pF. ±ÑÆ
ÐÑÄÞÏ ÒÓÑâÄÎÇÐËÇÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ à××ÇÍÕÑÄ ÂÄÕÑÓÞ ÒÑÐË-
ÏÂáÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ËÏÇÇÕ ÒÑÓâÆÑÍ ÓÂÊÏÇÓÂ ÔÂÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ.
¯ÂËÃÑÎÇÇ âÓÍÑ ÐÂÎËÚËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä
ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÐÂ
ËÑÐÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ. ±ÑÕÇÐÙËÂÎ ËÏÇÇÕ ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÑÇ
ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ Ô ÐÇÔÍÑÎßÍËÏË ÕÑÚÍÂÏË àÍÔ-
ÕÓÇÏÖÏÂ.

¥ÂÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÑÎÖÚÇÐ ÆÎâ ÆÄÖØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔËÔ-
ÕÇÏ: ÅÂÊÂ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ ÐÇÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ âÏÇ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÄÞÔÑÍËÏË ÔÕÇÐÍÂÏË Ë
ÆÎâ "ØÑÎÑÆÐÑÅÑ" ÔÉÂÕÑÅÑ ÅÂÊÑÄÑÅÑ ÒÖÊÞÓâ ÔÖÃÏËÍÓÑÏÇÕ-
ÓÑÄÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ.

¡ÐÂÎËÊ ÒÇÓÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÃÞÎ ÒÓÑÄÇÆÈÐ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÆÄÖØ ÒÑÆØÑÆÑÄ: ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇÏ (ÒÓâÏÑÇ
ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÕÑÚÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÓÂÔÚÈÕ ÕÑÚÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË ¤ÓËÐÂ) Ë ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏ ÏÇÕÑÆÑÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ
×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ. ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä
ØÑÓÑÛÇÏ ÔÑÅÎÂÔËË ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ. ¹ËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ
ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂáÕ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË, ÒÑ-
ÎÖÚÇÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÑÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ.

¬ÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ë ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÇÇÕ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÕÑÚÇÍ àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ, Â ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÌ ÑÕ ÔÓÇÆÐËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÚËÔÎÂ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:
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±ÑÆÑÃÐÞÌ à××ÇÍÕ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ Ë ÆÎâ ÄÕÑÓÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ.
²ÂÔÚÈÕÞ ÔÉÂÕÑÅÑ ÅÂÊÑÄÑÅÑ ÒÖÊÞÓâ ÏÇÕÑÆÑÏ DFT ÆÇÏÑÐ-
ÔÕÓËÓÖáÕ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ë àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔËÔÕÇÏÞ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, Ä ÅÂÊÑÄÑÏ ÒÖÊÞÓÇ àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄÖáÕ Ô ËÑÐÂÏË Ë ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÑÔÎÂÃ-
ÎÇÐËá à××ÇÍÕÂ, ÐÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÑÕ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÚËÔÎÂ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ.

±ÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÏ ÆÎâ à××ÇÍÕÂ âÄÎâÇÕÔâ Ô×ÇÓËÚÇ-
ÔÍÂâ ÔËÏÏÇÕÓËâ ÔËÔÕÇÏÞ ËÎË ÃÎËÊÑÔÕß Í ÐÇÌ. °ÆÐÂÍÑ
à××ÇÍÕ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËâØ Ë ÒÇÓÇ-

ØÑÆÇ Ô×ÇÓÞ Ä àÎÎËÒÔÑËÆ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÓÂ-
ÃÑÕÇ [29]. ¿ÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÔâ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑ-
ÓËË àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËØ ÃËÎßâÓÆÑÄ. ´ÑÎßÍÑ ÍÑÅÆÂ ÆÇ×ÑÓ-
ÏÂÙËâ ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÆÇÔâÕÍÂ ÒÓÑÙÇÐÕÑÄ, ÍÂÓÕËÐÂ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ (ÒÓË Ne � 1000) ÏÇÐâ-
ÇÕÔâ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÔÕÂÕßá [30] Ë ÔÔÞÎÍË
ÕÂÏ). ¿××ÇÍÕ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ä ÒÎÑÔÍÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË Ë ÊÐÂ-
ÚËÕÇÎßÐÑ ÔÎÂÃÇÇ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÔËÔÕÇÏÂØ Ô ÙËÎËÐÆÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÇÌ [29].

±ÓËÓÑÆÂ ÆÂÐÐÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÒÓÑ-
âÄÎÇÐËÌ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ à××ÇÍÕÑÄ Ä ÏÇÊÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇ-
ÏÂØ, ÕÂÍËØ ÍÂÍ ÓÂÊÏÇÓÐÑÇ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËÇ, ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ âÄ-
ÎÇÐËâ, ÏÇÊÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË, ÍÑÅÇ-
ÓÇÐÕÐÑÇ ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÓÂÔÔÇâÐËÇ.

¥Îâ ÒÓÑâÄÎÇÐËâ à××ÇÍÕÑÄ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÓÂÊÏÇÓÐÞÏ
ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËÇÏ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÚÕÑÃÞ ÓÂÊÏÇÓÞ ÔËÔÕÇÏÞ
ËÏÇÎË ÒÑÓâÆÑÍ ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÆÎËÐÞ [31]. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÍÑÅÆÂ ÓÂÊÏÇÓÞ ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÃÓÂÊÙÂ
ÔÓÂÄÐËÏÞ Ô ÆÎËÐÑÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÒÓÑÃÇÅÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ, ÒÑ-
âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ, ÐÂÒÓËÏÇÓ
àÎÇÍÕÓÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË, ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÂ Ë×ÑÓÏÞ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ [32].
£ ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏÑÏ à××ÇÍÕÇ ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÆÄÂ ÏÂÔÛÕÂÃÂ:
×ÇÓÏËÇÄÔÍÂâ ÆÎËÐÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë ÓÂÊÏÇÓ ÑÃÎÂÔÕË. ³ÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÄÇÎËÚËÐÂÏË àÕËØ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ ÐËÍÂÍ ÐÇ
ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÐÂÎËÚËÇ à××ÇÍÕÂ Ë ÇÅÑ ÄÇÎËÚËÐÖ.

±Ñ àÕÑÌÉÇ ÒÓËÚËÐÇ à××ÇÍÕ ÐÇÎßÊâ ÑÕÐÇÔÕË Ë Í ÓÂÊÓâÆÖ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ, ÆÎâ ÏÂÐË×ÇÔÕÂÙËË
ÍÑÕÑÓÞØ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÚÕÑÃÞ ÐÂ ÓÂÊÏÇÓÂØ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÍÎÂ-
ÆÞÄÂÎÑÔß ÙÇÎÑÇ ÚËÔÎÑ ÒÑÎÖÄÑÎÐ (ËÎË ÙÇÎÑÇ ÚËÔÎÑ ÚÇÕÄÇÓ-
ÕÇÌ ÄÑÎÐ), ÍÂÍ àÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÕÖÐÐÇÎß-
ÐÞØ ÆËÑÆÂØ Ë ÕÓÂÐÊËÔÕÑÓÂØ [33], Â ÕÂÍÉÇ Ä à××ÇÍÕÇ ²ÂÏ-
ÊÂÖàÓÂ ë´ÂÖÐÔÇÐÆÂ [34].

¿××ÇÍÕ ÕÂÍÉÇ ÐÇ ËÏÇÇÕ Ë ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÑÌ ÒÓË-
ÓÑÆÞ, ÍÑÕÑÓÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂ ÆÎâ ÕÂÍËØ âÄÎÇÐËÌ, ÍÂÍ ÏÇÊÑ-
ÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË Ë ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÇ
ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÓÂÔÔÇâÐËÇ, ÒÓÑâÄÎâáÜËØÔâ Ä ÏÇÊÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ
ÔËÔÕÇÏÂØ. °ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ Ä ÑÆÐÑÏ ËÊ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÏÇÕÍÇ ÒÑÆ-
ØÑÆÑÄ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ÔÖÏÏËÓÑ-
ÄÂÐËÇÏ ÍÄÂÆÓÂÕÑÄ ÏÑÆÖÎÇÌ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ, ÚÕÑ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÔÍÎáÚÂÇÕ ÐÂÎËÚËÇ ÍÂÍËØ-
ÎËÃÑ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ.

¥ÂÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ Ë ÑÕ
ÆÓÖÅËØ ÒÓÑâÄÎÇÐËÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË Ä ÔËÔÕÇÏÂØ, ËÏÇá-
ÜËØ ÍÄÂÐÕÑÄÖá ÒÓËÓÑÆÖ: ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ¶ÓËÆÇÎâ [35],
ÍÑÐÑÄÔÍËØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ [36] ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ.
£ àÕËØ ÔÎÖÚÂâØ ÓÂÊÏÇÓ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÒÑÓâÆÍÂ
ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ×ÇÓÏËÇÄÔÍËØ ÆÎËÐ ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙ Ë ÐÇ ÔÄâÊÂÐ
Ô ÓÂÊÏÇÓÑÏ Ë ÅÇÑÏÇÕÓËÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ, Â Ä ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÚÂÔÕË
ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ.

±ÓËÓÑÆÂ ËÊÖÚÇÐÐÑÅÑ âÄÎÇÐËâ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË
ÑÃÑÎÑÚÇÚÐÞÏË à××ÇÍÕÂÏË Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ. ¿ÕÑ
ÄÞÕÇÍÂÇÕ ËÊ ÒÓÑÄÇÆÈÐÐÑÅÑ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÓÂÔÚÈÕÐÑÅÑ
ÂÐÂÎËÊÂ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÅÑ ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛ-
ÕÂÃÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÕ ÚËÔÎÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ËÆÇÐ-
ÕËÚÇÐ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÖÆÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÍÎÂÔÕÇÓÂ
Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÞÏË àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÏË ÑÓÃËÕÂ-
ÎâÏË. ±ÓË àÕÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (ÐÂÎËÚËÇ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÞØ
ÕÑÚÇÍ) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÇÓÄÞÏË ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏË ÒÇÓËÑÆËÚÇ-
ÔÍËÏË ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏË àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÇ.
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¢ÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕË
¡ÄÕÑÓÞ ÄÞÓÂÉÂáÕ ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕß À.¦. ÑÊÑÄËÍÖ Ë
¡.®. ³ÂÕÂÐËÐÖ ÊÂ ËÐÕÇÓÇÔ Í ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ Ë ÑÚÇÐß ÒÑ-
ÎÇÊÐÞÇ ÍÑÏÏÇÐÕÂÓËË.

6. ±ÓËÎÑÉÇÐËÇ

µÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ä ÊÂÆÂÚÇ Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ (1)
ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÓÂÊÆÇÎÇÐËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, Ë ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

u�r; y;j� � 1

r
wnr; l�r�Yl;m�y;j� ; �P:1�

ÅÆÇ Yl;m�y;j� ì Ô×ÇÓËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ. ²ÂÆËÂÎßÐÂâ ÄÑÎ-
ÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá (3), ÒÑÄÕÑÓËÏ
ÇÅÑ ÊÆÇÔß:�

d2

dr 2
ÿ l�l� 1�

r 2
� k 2

�
wnr; l � 0 ; k 2 � 2mE

�h 2
�P:2�

Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ 04 r4R0 Ë ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá ÄÔáÆÖ ÄÐÇ ÇÅÑ. ©ÆÇÔß
ÏÞ ÔÓÂÊÖ ÖÍÂÊÞÄÂÇÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ w�r� ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÓÂÊÐÞÏ ÖÓÑÄÐâÏ àÐÇÓÅËË E Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÑÓÃËÕÂÎß-
ÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ l Ë ÓÂÆËÂÎßÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ nr, ÒÑ-
ÔÍÑÎßÍÖ k ÃÖÆÇÕ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÑ ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË.
¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑÔÎÇ ÄÄÇÆÇÐËâ ÐÑÄÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ

x � kr �P:3�
Ë ÊÂÏÇÐÞ

wnr; l � x 1=2j�x� �P:4�
ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÄËÆÖ

j00 � 1

x
j0 �

�
1ÿ �l� 1=2�2

x 2

�
j � 0 : �P:5�

¯Ñ àÕÑ ÇÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¢ÇÔÔÇÎâ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÃÜÇÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (±.2) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ ÍÑÏÃË-
ÐÂÙËË ÎËÐÇÌÐÑ-ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÓÇÛÇÐËÌ

wnr; l�r� �
��������
pkr
2

r �
C1Jl�1=2�kr� � C2Yl�1=2�kr�

�
: �P:6�

°ÃÞÚÐÑ ÄÄÑÆâÕ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË
¢ÇÔÔÇÎâ:

jl�x� �
������
p
2x

r
Jl�1=2�x� ; �P:7�

yl�x� �
������
p
2x

r
Yl�1=2�x� : �P:8�

¥Îâ ÔÒÓÂÄÍË ÑÒËÛÇÏ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÑÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ jl�x�.
³×ÇÓËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ jl ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ

àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ ÔËÐÖÔÞ Ë ÍÑÔËÐÖÔÞ:

j0�x� � sin x

x
; j1�x� � j0�x� ÿ cosx

x
: �P:9�

¥ÂÎßÛÇ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ÆÎâ ÑÃÜÇÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÃÇÔÔÇÎÇÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ (ÔÏ. [37, æ 17.21]):

Jn�1�x� � 2n Jn�x�
x

ÿ Jnÿ1�x� : �P:10�

¥ÇÕÂÎË ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ×ÖÐÍÙËÌ ¢ÇÔÔÇÎâ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ Ä ÓÂÊ-
ÆÇÎÇ 2.2.2. ´ÑÚÐÑÔÕß ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÔÄÇÓâÎÂÔß Ô ÐÑÄÞÏË
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ËÊ ÓÂÃÑÕÞ [14].

¥Îâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ ËÏÇÇÏ

J 0n�x� �
1

2

�
Jnÿ1�x� ÿ Jn�1�x�

	
: �P:11�

³ ÒÑÏÑÜßá (±.11) ÏÑÉÐÑ ËÊÃÂÄËÕßÔâ ÑÕ Jnÿ1 Ä (±.10):

Jn�1�x� � n Jn�x�
x
ÿ J 0n�x�; �P:12�

Ë ÒÑÎÖÚËÕß ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÎâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ
×ÖÐÍÙËÌ ¢ÇÔÔÇÎâ

jl�1�x� � l jl�x�
x
ÿ j 0l �x� : �P:13�

¹ÕÑÃÞ ËÊÃÇÉÂÕß ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË ÒÓË r � 0, ÐÖÉÐÑ
ÒÑÎÑÉËÕß C2 � 0, ÕÑÅÆÂ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ wnr; l�r� ÇÔÕß

wnr; l�r� � Cnr; l r jl�kr� ; �P:14�
ÅÆÇ Cnr; l ì ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ, ÄÑÃÓÂÄÛÂâ Ä ÔÇÃâ
C1, k, p.

ªÊ ÖÔÎÑÄËâ ÑÃÐÖÎÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÐÂ ÔÕÇÐÍÇ
ÒÓË r � R0 ËÏÇÇÏ jl�kR0� � 0 Ë ÐÂØÑÆËÏ ÊÐÂÚÇÐËâ ÖÓÑÄ-
ÐÇÌ àÐÇÓÅËË, ÇÔÎË ÐÂÌÆÈÏ ÍÑÓÐË xnr; l ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ
Jl�1=2�x�:

Jl�1=2�x� � 0 pri x � xnr; l : �P:15�
©ÆÇÔß ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ l ÚÇÓÇÊ nr ÑÃÑÊÐÂ-
ÚÇÐ ÒÑÓâÆÍÑÄÞÌ ÐÑÏÇÓ ÍÑÓÐâ ×ÖÐÍÙËË Jl�1=2�x�. ´ÑÅÆÂ
àÐÇÓÅËâ ÖÓÑÄÐâ nr; l ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÍÂÍ

Enr; l �
�h 2

2mR 2
0

x 2
nr; l

: �P:16�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÑÓÇÐß xnr; l ÆÂÈÕ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá àÐÇÓÅËá
ÖÓÑÄÐâ x 2

nr; l
, Â ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ

knr; l �
xnr; l
R0

: �P:17�

³×ÇÓËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ Yl;m�y;j� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÍÂÍ

Yl;m�y;j� � Nl;m exp �imj�Pm
l �cos y� ; �P:18�

ÅÆÇ Pm
l �cos y� ì ÒÓËÔÑÇÆËÐÈÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÇÉÂÐÆÓÂ, Ë

ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÂ ÖÔÎÑÄËÇÏ� ��Yl;m�y;j�
��2 dO � 1 ; dO � sin y dy dj : �P:19�

¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ, ÍÑÅÆÂ

Nl;m � �ÿ1�m
�
2l� 1

4p

�1=2� �lÿm�!
�l�m�!

�1=2

: �P:20�

´ÑÅÆÂ ËÊ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË ÒÑÎÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË� juj2 dx � 1 ÒÑÎÖÚÂÇÏ� R0

0

���� 1r wnr; l�r�Yl;m�y;j�
����2r 2 dr dO � 1 ; �P:21�

ÑÕÍÖÆÂ� R0

0

��wnr; l�r���2 dr � 1 ; �P:22�

ÐÑ wnr; l�r� � Cnr; l r jl�kr�, Õ.Ç.

C 2
nr; l

� R

0

r 2
�� jl�kr���2 dr � 1 : �P:23�
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©ÐÂÚËÕ, ÆÎâ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÄÊâÕß ËÐÕÇÅÓÂÎ� R0

0

r 2
p
2kr

��Jl�1=2�kr���2 dr � p
2k

� R0

0

r
��Jl�1=2�kr���2 dr ; �P:24�

ÚÕÑ ÆÑÎÉÐÑ ÓÂÄÐâÕßÔâ 1=C 2
nr; l

. ±ÖÔÕß, ÍÂÍ Ä (±.3), x � kr,
ÕÑÅÆÂ ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÐÂÒËÔÂÕß

p
2k 3

� R0

0

kr
��Jl�1=2�kr���2 d�kr� �

� p
2k3

� kR0

0

x
��Jl�1=2�x���2 dx � 1

C 2
nr; l

: �P:25�

£ØÑÆâÜËÌ ÔáÆÂ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÃÇÓÈÕÔâ ÍÂÍ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÌ
(±ÓÖÆÐËÍÑÄ Ë ÆÓ. [11] 1.8.3.11):�

xJ 2
n �x� dx �

x 2

2

ÿ
J 2
n �x� ÿ Jnÿ1�x�Jn�1�x�

� �
� x 3

p

ÿ
j 2l �x� ÿ jlÿ1�x� jl�1�x�

�
pri n � l� 1

2
: �P:26�

¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË ÐÑÓÏËÓÑÄÍÖ Cnr; l Ä ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÏ
ÄËÆÇ, ÕÂÍ ÍÂÍ ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä (±.24) ÃÇÓÈÕÔâ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÒÑ r ÑÕ
0 ÆÑ R0, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÑ x � kR0 ÒÓÇÆÇÎÂÏ ÑÕ 0 ÆÑ
xnr; l:

C 2
nr; l
� 2k 3

nr; l

�
x 3
nr; l

ÿ
j 2l �xnr; l� ÿ jlÿ1�xnr; l� jl�1�xnr; l�

��ÿ1
: �P:27�

ªÊ (±.17) Ë ÖÔÎÑÄËâ jl�xnr; l� � 0 ÔÎÇÆÖÇÕ

C 2
nr; l
� 2

R 3
0

�ÿjlÿ1�xnr; l� jl�1�xnr; l��ÿ1: �P:28�

³ÎÖÚÂÌ l � 0 ÐÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (±.28), ÐÑ ÕÑÅÆÂ
ËÐÕÇÅÓÂÎ ÔÄÑÆËÕÔâ Í àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑÏÖ

�
sin2x dx.
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Two scales of quantum effects in a mesoscopic system of degenerate electrons
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A new nontrivial manifestation of quantum effects in a spherical mesoscopic system of degenerate electrons (withNe 9 109 electrons) is
demonstrated. Analysis shows that the electron distribution function has a large spatial scale, of the order of the system size, which is
much greater than the other spatial scale, the Fermi length of the electron. This result is obtained following four different strategies: an
analytic method of semiclassical Green's functions, direct numerical summation of the exact solutions for electron wave functions in an
inénite potential well, numerical construction of the exact Green's function using two linearly independent solutions, and the density
functional method. The results obtained with these methods are in good qualitative and quantitative agreement with each other. We
relate the nature of this phenomenon to quantum shell effects in a spherical mesoscopic system.

Keywords: electron distribution in a spherical potential, Green's function, density-functional theory, jellium model
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