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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

®ÑÆÇÎß ³ÂÚÆÇÄÂ ë«Ç ë¬ËÕÂÇÄÂ (Sachdev ëYe ëKitaev,
SYK), ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÂâ ¡. ¬ËÕÂÇÄÞÏ [1] Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÑÃÑÃÜÇ-
ÐËâ ÏÑÆÇÎË ³ÂÚÆÇÄÂ ë«Ç [2, 3], ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎÂ ÒÑÆÓÑÃÐÑ
ËÊÖÚÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [4 ë 8]. ³ ÕÇØ ÒÑÓ ÏÑÆÇÎß SYK ÒÓËÄÎÇ-
ÍÂÇÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÔÑÑÃÜÇÔÕÄ ×ËÊËÍË ÄÞÔÑÍËØ
àÐÇÓÅËÌ Ë ×ËÊËÍË ÍÑÐÆÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ.

µÔÒÇØ ÏÑÆÇÎË SYK ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ ÇÈ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÞÏË
ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, àÕÂ ÏÑÆÇÎß ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÂ Ä
ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ N Ë ÏÂÎÞØ
àÐÇÓÅËÌ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÏÑÆÇÎß ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ
ÍÑÐ×ÑÓÏÐÖá ÔËÏÏÇÕÓËá, Â ÇÈ ÆËÐÂÏËÍÂ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÏ ÛÄÂÓÙËÂÐÐÞÏ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ.
£-ÕÓÇÕßËØ, ÎËÆËÓÖáÜËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í "ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÏ ÄÐÇ
ÄÓÇÏÇÐË" (out-of-time ordered) ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÞÏ ×ÖÐÍ-
ÙËâÏ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ, ÒÓËÚÈÏ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß àÕÑÅÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ
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ÄÑÊÏÑÉÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÐÑÅÑ Ä [9]. ´ÂÍÑÇ ÒÑÄÇ-
ÆÇÐËÇ ÔÂÏÑ ÒÑ ÔÇÃÇ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÐÇÑÃÞÚÐÑ; ÃÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÑÐÑ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÒÑÆÑÃÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÐÂ ×ÑÐÇ ÚÈÓ-
ÐÑÌ ÆÞÓÞ. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÏÑÆÇÎß SYK ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÆÄÖÏÇÓ-
ÐÑÌ (2D) ÆËÎÂÕÑÐÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËÇÌ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÑÍÑÎÑ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑÌ ÚÈÓÐÑÌ
ÆÞÓÞ [10 ë 13]. £ÏÇÔÕÇ àÕË ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÓÇÄÓÂÜÂáÕ ÏÑÆÇÎß
SYK Ä ÒÓÇÍÓÂÔÐÖá ËÅÓÖÛÇÚÐÖá ÏÑÆÇÎß ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËâ ÏÐÑÅËØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ âÄÎÇÐËÌ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ
ØÂÑÔÂ [1, 9], ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐËâ (ÒÇÓÇÏÇÛËÄÂÐËâ) ËÐ×ÑÓÏÂ-
ÙËË [14 ë 16], ÒÓÑØÑÆËÏÞØ ÍÓÑÕÑÄÞØ ÐÑÓ [17 ë 20] Ë ÔÕÓÂÐ-
ÐÞØ ÏÇÕÂÎÎÑÄ [21 ë 23].

¯ÂÔÕÑâÜËÌ ÑÃÊÑÓ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÇÆÂÅÑÅËÚÇÔÍÑÇ
ÄÄÇÆÇÐËÇ Ä ÏÑÆÇÎß SYK Ë ÆÄÖÏÇÓÐÖá ÆËÎÂÕÑÐÐÖá ÅÓÂ-
ÄËÕÂÙËá. £ ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÔÎÇÆÑÄÂÕß ÑÓËÅËÐÂÎß-
ÐÞÏ ÓÂÃÑÕÂÏ [4 ë 13] Ë ÒÑÔÕÂÓÂÇÏÔâ ÊÂÍÓÞÕß ÄÔÇ "ÃÇÎÞÇ
ÒâÕÐÂ", Õ.Ç. ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÄÔÇ ÆÇÕÂÎË Ë ÐÇÆÑÔÕÂÕÍË ÓÂÔÔÖÉ-
ÆÇÐËÌ. ®Þ ÐÂÆÇÇÏÔâ, ÚÕÑ àÕÑ ÒÑÊÄÑÎËÕ ÔÆÇÎÂÕß ÓÂÔÔÖÉÆÇ-
ÐËâ âÔÐÞÏË Ë ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÞÏË, Ä ÔÄâÊË Ô ÚÇÏ ÐÂ-
ÔÕÑâÜËÌ ÑÃÊÑÓ ÃÖÆÇÕ ÆÑÔÕÖÒÇÐ ÆÂÉÇ ÆÎâ ÚËÕÂÕÇÎâ, ÐÇ
ÊÐÂÍÑÏÑÅÑ Ô ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÏË âÄÎÇÐËâÏË.

°ÃÊÑÓ ÒÑÔÕÓÑÇÐ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 2
ÍÓÂÕÍÑ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ÍÄÂÐÕÑÄÞÌ ØÂÑÔ Ë ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂ-
ÐËÇ ì âÄÎÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ËÏÇáÕ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í ÆËÐÂÏËÍÇ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÚÈÓÐÞØ ÆÞÓ Ë ÏÑÕËÄËÓÖáÕ ËÊÖÚÇÐËÇ ÏÑÆÇÎË
SYK Ë 2D-ÆËÎÂÕÑÐÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÄÄÑÆâÕ-
Ôâ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÇ ÄÐÇ ÄÓÇÏÇÐË ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÞ (Out-of-Time
Ordered Correlators, OTOCs), ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÎÖÉÂÕ ÑÔÐÑÄÐÞÏ
ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕÑÏ ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ àÕËØ âÄÎÇÐËÌ. ±ÑÆÚÇÓÍ-
ÐÈÏ, ÚÕÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2 ÏÞ ÒÞÕÂÇÏÔâ ÆÂÕß ÑÃÜÖá ÏÑÕËÄÂ-
ÙËá, ÐÇ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂâÔß ÐÂ ÆÇÕÂÎâØ. ¥Îâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË ÑÃ-
ÔÖÉÆÇÐËÇ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÒÓËÏÇÓÑÄ ÑÕÎÑÉÇÐÑ ÆÑ ÔÎÇÆÖáÜËØ
ÓÂÊÆÇÎÑÄ.

£ ÓÂÊÆÇÎÂØ 3 Ë 4 ÒÓËÄÑÆËÕÔâ ÄÔÇÑÃÝÇÏÎáÜËÌ ÑÃÊÑÓ
ÏÑÆÇÎË SYK. °ÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÆËÂÅÓÂÏÏÐÂâ ÕÇØÐËÍÂ Ä ÒÓÇ-
ÆÇÎÇ ÃÑÎßÛËØ N, ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË
Ä ËÐ×ÓÂÍÓÂÔÐÑÏ (ª¬) ÒÓÇÆÇÎÇ, à××ÇÍÕËÄÐÑÇ Ë ÛÄÂÓÙËÂÐ-
ÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËâ, ÕÑÚÐÞÇ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞÇ Ë ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÞÇ
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÕÇØÐËÚÇÔÍËÇ ÆÇÕÂ-
ÎË ÄÞÐÇÔÇÐÞ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËâ. ´ÂÍÉÇ ÏÞ ÍÓÂÕÍÑ ÖÒÑÏËÐÂÇÏ
ÐÇÆÂÄÐËÇ ÆÑÔÕËÉÇÐËâ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË.

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 5 ÏÞ ÒÞÕÂÇÏÔâ ÆÂÕß ÕÂÍÉÇ ÄÔÇÑÃÝÇÏÎáÜËÌ
ÑÃÊÑÓ 2D-ÆËÎÂÕÑÐÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË (ÕÑÚÐÇÇ, ÅÓÂÄËÕÂÙËË
¥ÉÂÍËÄÂ ë´ÇÌÕÇÎßÃÑÌÏÂ). ®Þ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÏ, ÚÕÑ àÕÂ ÕÇÑ-
ÓËâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÑÍÑÎÑ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ ÔÑÃÞÕËÌ
àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑÌ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ, ÑÃÝâÔÐâÇÏ, ÚÕÑ ÑÐÂ à××ÇÍ-
ÕËÄÐÑ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÕÇÑÓËË Ô ÛÄÂÓÙËÂÐÐÞÏ
ÆÇÌÔÕÄËÇÏ, Ë ÄÞÚËÔÎâÇÏ ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÎÇÌ
ÏÂÕÇÓËË, ÉËÄÖÜËØ ÐÂ ÖÍÂÊÂÐÐÑÏ ×ÑÐÇ.

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÄÏÇÔÕÑ ÊÂÍÎáÚÇÐËâ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6 ÏÞ ÒÓËÄÑ-
ÆËÏ ÍÓÂÕÍËÌ ÑÃÊÑÓ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓËÏÇÚÂÕÇÎßÐÞØ ÒÓËÏÇÓÑÄ
ØÂÑÕËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ. ¬ ÕÂÍËÏ ÔËÔÕÇÏÂÏ ÑÕÐÑÔâÕÔâ ÏÑÆÇÎß
SYK Ë 2D-ÆËÎÂÕÑÐÐÂâ ÅÓÂÄËÕÂÙËâ (ÏÞ ÍÓÂÕÍÑ ÐÂÒÑÏË-
ÐÂÇÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ àÕËØ ÏÑÆÇÎÇÌ), ÕÇÐÊÑÓÐÞÇ ÑÃÑÃ-
ÜÇÐËâ ÏÑÆÇÎË SYK, ÚÈÓÐÂâ ÆÞÓÂ ¢ÂÐßâÆÑÔÂ ë´ÇÌÕÇÎß-
ÃÑÌÏÂ ë ©ÂÐÇÎÎË (BTZ), ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ÕÇÑÓËâ
ÒÑÎâ (Conformal Field Theory ì CFT) Ô ÃÑÎßÛËÏ ÙÇÐ-
ÕÓÂÎßÐÞÏ ÊÂÓâÆÑÏ Ë àÓÏËÕÑÄÂ ÏÂÕÓËÚÐÂâ ÍÄÂÐÕÑÄÂâ
ÕÇÑÓËâ ÒÑÎâ Ô ÍÄÂÓÕËÚÐÞÏ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ.

2. ®ÑÕËÄÂÙËâ

°ÔÐÑÄÐÂâ ÏÑÕËÄÂÙËâ Í ËÊÖÚÇÐËá ÏÑÆÇÎË SYK Ë ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÑÌ ÆËÎÂÕÑÐÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÔÄâÊßá

àÕËØ ÏÑÆÇÎÇÌ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ØÂÑÔÑÏ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 2.1) Ë
ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐËÇÏ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 2.2). ³ÚËÕÂÇÕÔâ, ÚÕÑ
àÕË âÄÎÇÐËâ Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ËÏÇáÕ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í ËÐ-
×ÑÓÏÂÙËÑÐÐÑÏÖ ÒÂÓÂÆÑÍÔÖ ·ÑÍËÐÅÂ [14, 15], ÄÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇ ÚÇÅÑ ÒÓËÄÎÇÍÂáÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÔÑÑÃÜÇÔÕÄÂ.

®Þ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÑÃÂ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ âÄÎÇ-
ÐËâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ
OTOCs, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎË ÄÞÚËÔÎÇÐÞ Ä [24] Ë ÒÑ-
ÒÖÎâÓËÊÑÄÂÐÞ ÓÂÃÑÕÂÏË [9, 25, 26]. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÕÂÍËÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ, ÚÂÔÕÑ ÐÂÊÞ-
ÄÂÇÏÞÇ ØÂÑÕËÚÇÔÍËÏË, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÑÔÑÃÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ.
®ÑÆÇÎß SYK Ë 2D-ÆËÎÂÕÑÐÐÂâ ÅÓÂÄËÕÂÙËâ ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í
ÔËÔÕÇÏÂÏ ËÏÇÐÐÑ ÕÂÍÑÅÑ ÕËÒÂ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 6 ÏÞ ÍÓÂÕÍÑ
ÑÃÔÖÆËÏ ÕÂÍÉÇ ÆÓÖÅËÇ ØÂÑÕËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ.

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ àÕÑÕ ÓÂÊÆÇÎ ÏÑÉÇÕ ÒÑÍÂÊÂÕß-
Ôâ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÕÓÑÅËÏ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÐÈÏ ÐÇ ÑÃÔÖÉÆÂ-
áÕÔâ ÒÓÇÆÇÎÞ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÏÞØ ÖÕÄÇÓÉÆÇ-
ÐËÌ Ë ÐÇ ÒÓËÄÑÆâÕÔâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÇ ÒÓËÏÇÓÞ. ´ÂÍËÇ ÒÓË-
ÏÇÓÞ ÃÖÆÖÕ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 3 ë 6. ¯Â
ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÂâ ÏÑÕËÄÂÙËâ Í ËÊÖÚÇÐËá ÏÑ-
ÆÇÎË SYK ÚÂÔÕËÚÐÑ ÔÑÔÕÑâÎÂ ËÏÇÐÐÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË
ÖÆÑÃÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ, ÔÆÇÎÂÐÐÞÇ
Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 2.1, 2.2, ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß ÍÑÐÕÓÑÎËÓÖÇÏÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ [1].

2.1. ¬ÄÂÐÕÑÄÞÌ ØÂÑÔ
°ÃÔÖÆËÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏÖá ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÐÇÍÑÕÑÓÞÏË
ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÏË ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË Ë ÍÎÂÔÔË-
ÚÇÔÍËÏ ØÂÑÔÑÏ [1, 9].

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÑÃÞÚÐÑ ÒÓËÐâÕÑ ÐÂÊÞ-
ÄÂÕß ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ØÂÑÔÑÏ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÖá
ÔËÔÕÇÏÖ, ÆËÐÂÏËÍÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
ÆÄËÉÇÐËâ

_Xi�t� � F i
�
Xi�t�� ; i � 1; . . . ;N ; �2:1�

ÅÆÇ X ì ÄÇÍÕÑÓ Ä N-ÏÇÓÐÑÏ ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, F ì
ÅÎÂÆÍÂâ ÄÇÍÕÑÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, _Xi � dXi=dt. £ÄÇÆÈÏ ÐÑÓÏÖ Ä
×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, k � k, Ë ÓÂÊÎÑÉËÏ ×ÖÐÍÙËá F
ÑÍÑÎÑ ÕÑÚÍË X0:

d _Xi � Ai
j dX

j � Bi�dXi� ; i � 1; . . . ;N ; �2:2�

ÅÆÇ dXi � Xi ÿ Xi
0, A

i
j � �qF i=qX j�dX�0, B ì ÂÐÂÎËÕËÚÇ-

ÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÕÂÍÂâ ÚÕÑ kB�dX�k ! 0, ÍÑÅÆÂ kdXk ! 0.
²ÇÛÇÐËÇ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ (Õ.Ç.
ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô ÑÕÃÓÑÛÇÐÐÞÏ ÚÎÇÐÑÏ B) ÑÚÇÄËÆÐÞÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

dX �
XN
j�1

cj hj exp �ljt� ; �2:3�

ÅÆÇ lj Ë hj ìÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ
ÏÂÕÓËÙÞ A (ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÎË, ÚÕÑ ÄÔÇ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÑÆÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞ), cj ì ÍÑÐ-
ÔÕÂÐÕÞ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ
ÖÔÎÑÄËá dX�t � 0� � dX0. ­ÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÆÎâ ÃÑÎß-
ÛËØ ÄÓÇÏÈÐ àÄÑÎáÙËË, ÐÑ ÏÂÎÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÌ
dX0, ÕÂÍËØ ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ kB�dX�k5 kAdXk ÄÔÇÅÆÂ ÄÞÒÑÎ-
ÐÇÐÑ, ÐÑÓÏÂ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ:

dX�t�

4 

dX0



 exp �lmaxt� ; �2:4�
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ÅÆÇ lmax ìÐÂËÃÑÎßÛÇÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇA. ¦ÔÎË lmax

ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ, ÕÑ ×ÂÊÑÄÞÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÃÞÔÕÓÑ ÓÂÔØÑ-
ÆâÕÔâ, Õ.Ç. ÏÂÎÑÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ËÊÏÇÐÇÐËâÏ Ä ÒÑÄÇÆÇÐËË ÔËÔÕÇÏÞ
(ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ, ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÂÃÑÓÂ ÐÂÚÂÎßÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ). ´ÂÍÖá ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕß Í ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑ-
ÄËâÏ ËÐÑÅÆÂ ÐÂÊÞÄÂáÕ "à××ÇÍÕÑÏ ÃÂÃÑÚÍË" ËÎË ÍÎÂÔÔË-
ÚÇÔÍËÏ ØÂÑÔÑÏ.

£ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ
ÄÇÍÕÑÓÞ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÕÑÚÍËX0 Ë ÄÞÃÑÓÂ ÐÑÓÏÞ k � k. ´ÇÏ ÐÇ
ÏÇÐÇÇ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ
ÑÃÞÚÐÑ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÕÑÌ (ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ ­âÒÖÐÑÄÂ), ÏÑÉÐÑ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÑÃÜÇÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÔËÔÕÇÏÞ:

lmax � lim
t!1 lim

kdXk!0
sup

�
1

t
log



dX�t�



dX�0�


�
: �2:5�

¿ÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÓËÏÇÐËÏÑ Ë Í ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÞÏ
(2.2), Ë Í ÑÃÜËÏ (2.1) ÔËÔÕÇÏÂÏ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ àÍÔÒÑÐÇÐÕÂ
(2.5) ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÑÓÏÞ [27, 28], ÏÞ ÏÑÉÇÏ
ÄÞÃÓÂÕß ÖÆÑÃÐÑÇ ÆÎâ ÐÂÔ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ: kXk �PN

i�1 jXij.
´ÑÅÆÂ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕß Í ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ ÏÑÉÐÑ
ÒÇÓÇ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß Ä ÄËÆÇ ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÑÕÐÑÛÇÐËâ:���� qXi�t�

qX j�0�
���� � ���� dXi�t�

dX j�0�
���� � exp �lt� �2:6�

ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ Xi Ë X j ÄÇÍÕÑÓÂ X�t�, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ×ÂÊÑÄÖá ÕÓÂÇÍÕÑÓËá. ±ÇÓÄÑÇ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑÇ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÆÎâ ÏÂÎÞØ dX.

´ÇÒÇÓß ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÔËÔÕÇÏÖ, ÍÑÐ×ËÅÖÓÂ-
ÙËÑÐÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ×ÂÊÑÄÞÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ ËÔØÑÆÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ: q i � Xi, i � 1; . . . ;N.
©ÆÇÔß q i ì ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ËÏÒÖÎßÔÞ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÍÂÍ p i. £ÄÇÆÈÏ ÔÍÑÃÍÖ
±ÖÂÔÔÑÐÂ f�; �gPB Ë ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2.6) Ä ×ÑÓÏÇ,
ÒÑÆØÑÆâÜÇÌ ÆÎâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÐÂ ÍÄÂÐÕÑÄÞÌ ÔÎÖÚÂÌ:���q i�t�; p j�0�	

PB

�� � ����XN
k�1

qq i�t�
qqk�0�

qp j�0�
qpk�0� ÿ

qq i�t�
qpk�0�

qp j�0�
qqk�0�

���� �
�
���� qq i�t�
qq j�0�

���� � exp �lt� : �2:7�

¥Ñ ÔËØ ÒÑÓ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎË ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÖá ÏÇØÂÐËÍÖ.
´ÇÒÇÓß ÒÇÓÇÌÆÈÏ Í ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÌ ÔËÕÖÂÙËË.
¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ Ä ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÍÑÃÍÂ
±ÖÂÔÔÑÐÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ:�
q i�t�; p j�0�	

PB
� ÿ i

�h

�
q̂ i�t�; p̂ j�0�� ; kogda �h! 0 : �2:8�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÒÓÂ-
ÄÑÌ ÚÂÔÕË (2.8) ÆÇÌÔÕÄÖáÕ Ä ÓÂÊÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÓÇÏÇÐË,
ÒÑàÕÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (2.8) ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ.

¿ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐËÕß ÍÑÐÙÇÒ-
ÙËË ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ØÂÑÔÂ Ë ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ
àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ ÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ [1, 29 ë
31]. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÂÆÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÄÇÎËÚËÐÖ, ÍÑÕÑÓÂâ ÍÑÓ-
ÓÇÍÕÐÑ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕß ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Í
ËÊÏÇÐÇÐËá ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ Ë ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ (2.6) Ä ÒÓÇÆÇÎÇ �h! 0, ÇÔÎË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ØÂÑÕËÚÐÂ. ±ÓÑ-
ÔÕÇÌÛËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÂâ

ÂÏÒÎËÕÖÆÂ:

Ainÿout �


out
���q i�t�; p j�0����in� ; �2:9�

ÅÆÇ jini Ë jouti ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ÐÂÚÂÎßÐÖá Ë ÍÑÐÇÚÐÖá
ÄÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá ÔËÔÕÇÏÞ. ¬ ÔÑÉÂÎÇÐËá, àÕÑ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÆÄÂ ÔÇÓßÈÊÐÞØ ÐÇÆÑÔÕÂÕÍÂ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÄÇÎË-
ÚËÐÂ (2.9) ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ Ë ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ, Â ÒÑÕÑÏÖ ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÊÏÇÐâÕßÔâ Ä
ÒÓÇÆÇÎÂØ ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ÔËÔÕÇÏÞ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, Ä ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ ÑÃÞÚÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕ ÂÐÂÎÑÅË (2.9)
ÆÎâ ÄÂÍÖÖÏÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ËÎË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÕ, Â ÐÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ (Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂ-
ÐËÍÇ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ËÎË ÖÃÞÄÂáÕ
ÔÕÇÒÇÐÐ�yÏ ÑÃÓÂÊÑÏ). ±ÑàÕÑÏÖ ÐÂÏ ØÑÕÇÎÑÔß ÃÞ ËÔÍÎá-
ÚËÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ jini Ë jouti.

³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ÒÓÑÔÖÏÏËÓÖÇÏ ÒÑ ÄÔÇÏ ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÔÑ-
ÔÕÑâÐËâÏ Ë ÖÔÓÇÆÐËÏ ÒÑ ÖÆÑÃÐÑÏÖ ÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËá, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÒÑ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÏÖ:

C�t� �
X
n

X
out

1

Z
exp �ÿbEn��

� 
n���q i�t�; p j�0��yjoutihoutj�q i�t�; p j�0����n� �
� ÿ
�q i�t�; p j�0��2�b ; �2:10�

ÅÆÇ b ì ÄÇÎËÚËÐÂ, ÑÃÓÂÕÐÂâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ, En ì àÐÇÓÅËâ
n-ÅÑ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ, Z �Pn exp �ÿbEn� ì ÔÕÂ-
ÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ, h. . .ib ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá. ´ÂÍÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÄÒÇÓÄÞÇ
ÃÞÎÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÑ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÓÂÃÑÕÇ [24].

³ ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (2.8), ÏÞ ÑÉËÆÂÇÏ, ÚÕÑ
C�t� àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ: C�t� � �h 2 exp �2lt�. ³
ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÒÓËÏÇ-
ÐËÏÑ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÞØ ÄÓÇÏÈÐ, t < t� �
� �1=l� log �1=�h�, ÅÆÇ t� ì ÄÓÇÏâ ¿ÓÇÐ×ÇÔÕÂ [31 ë 34].
®ÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÐÂ ÃoÂ ÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ C�t� ÄÞØÑÆËÕ
ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ [9, 25]. ©ÂÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ,
ÚÕÑ t� ! 1, ÍÑÅÆÂ �h! 0.

¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÄÇÎËÚËÐÖ (2.10) ÏÑÉÐÑ ÎÇÅÍÑ ÑÃÑÃÜËÕß
ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÃÑÎßÛËÏ ÚËÔÎÑÏ
ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ, N4 1:

C�t� � ÿ
�V�t�;W�0��2�b ; �2:11�
ÅÆÇ V Ë W ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ àÓÏËÕÑÄÞ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ, ÍÂÉÆÞÌ
ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÄÖá ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÖá ×ÖÐÍÙËá
�hVib � hWib � 0� Ë ÑÕÄÇÚÂÇÕ O�1� ÔÕÇÒÇÐâÏ ÔÄÑÃÑÆÞ 1.
¬ÄÂÐÕÑÄÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ØÂÑÕËÚÇÔÍÑÌ, ÇÔÎË ÄÇÎË-
ÚËÐÂ (2.11) àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÆÎâ ÄÔÇØ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÞØ ÒÂÓ 2 ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ V Ë W Ô ÖÒÑÏâÐÖÕÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË.
¯ÂËÃÑÎßÛËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß àÕÑÅÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÐÂÊÞÄÂáÕ
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÑÌ, Â ÄÓÇÏâ t�, ÊÂ ÍÑ-
ÕÑÓÑÇ ÐÂÔÞÜÂÇÕÔâ C�t� Ë ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÂÐÂÎÑÅÑÏ
ÄÓÇÏÇÐË ¿ÓÇÐ×ÇÔÕÂ,ì ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐËâ. ±ÓÑ-
ËÔØÑÉÆÇÐËÇ àÕÑÌ ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËË ÏÞ ÑÃÔÖÆËÏ ÃÑÎÇÇ ÆÇ-
ÕÂÎßÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.2.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÐÂ ÒÓÂÍÕËÍÇ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ (2.11) ÐÇÑÃ-
ØÑÆËÏÑ ÓÇÅÖÎâÓËÊÑÄÂÕß, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÒÓÑËÊ-
ÄÇÆÇÐËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ, ÄÊâÕÞØ Ä ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ

1 ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÏÑÆÇÎË SYK ÕÂÍËÏË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏË ÔÎÖÉÂÕ ÏÂÌÑÓÂÐÑÄ-
ÔÍËÇ ×ÇÓÏËÑÐÞ: V�t� � wi�t�,W�0� � wj�0�.
2 £ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ ×ÖÐÍÙËâ C�t� ÏÑÉÇÕ ÄÑÊÓÂÔÕÂÕß ÆÎâ
ÐÇÍÑÕÑÓÞØ, ÐÑ ÐÇ ÆÎâ ÄÔÇØ ÒÂÓ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [35]).
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ÄÓÇÏÇÐË. ¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËá ÒÓÑÄÑÆâÕ, ÓÂÄÐÑ-
ÏÇÓÐÑ "ÓÂÊÏÞÄÂâ" ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ
ÆÄÖÏâ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÂÏË (ÚÕÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ "ÓÂÊÏÞÄÂÐËá"
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Ä ÏÐËÏÑÏ ÄÓÇÏÇÐË):

C�t� � ÿ tr
�
r1=2

�
V�t�;W�0�� r1=2�V�t�;W�0��� ; �2:12�

ÅÆÇ r � �1=Z� exp �ÿbH� ì ÏÂÕÓËÙÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË. ²ÂÊÖÏÇ-
ÇÕÔâ, Ô ÕÇÏ ÉÇ ÖÔÒÇØÑÏ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß Ë ÆÓÖÅËÇ ÄËÆÞ
"ÓÂÊÏÞÄÂÐËâ", ÑÆÐÂÍÑ ÖÒÑÏâÐÖÕÞÌ ÄÞÛÇ ÔÒÑÔÑÃ ËÏÇÇÕ
ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÊÓÂÚÐÖá ×ËÊËÚÇÔÍÖá ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËá (ÆÎâ
ÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑÅÑ ÑÃÝâÔÐÇÐËâ ÔÏ. [36]). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä
ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÑÃÊÑÓÇ ËÐÕÇÓÇÔ ÆÎâ ÐÂÔ Ä ÒÇÓÄÖá ÑÚÇÓÇÆß
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÞ ÄËÆÂ (2.12). £ ÓÂÊÆÇÎÂØ 3 ë 6
ÏÞ ÖÄËÆËÏ, ÍÂÍ ÕÂÍËÇ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÞ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ.

²ÂÔÍÓÑÇÏ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÞ Ä (2.12) Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ C�t� Ä
ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ ÚÇÕÞÓÈØ ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ:

C�t� � 2 tr
ÿ
V�t�r1=2V�t�Wr1=2W

�ÿ
ÿ tr

ÿ
r1=2V�t�Wr1=2V�t�W�ÿ tr

ÿ
r1=2WV�t�r1=2V�t�W� �

� 2TOC�t� ÿOTOC

�
tÿ ib

4

�
ÿOTOC

�
t� ib

4

�
; �2:13�

ÅÆÇ ÏÞ ÆÎâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË ÑÃÑÊÐÂÚËÎË W �W�0�, ÄÄÇÎË
ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÌ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ (Time-Ordered
Correlator, TOC) Ë ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÌ ÄÐÇ ÄÓÇÏÇÐË ÍÑÓÓÇÎâ-
ÕÑÓ (°´°C):

TOC�t� � tr
ÿ
V�t�r1=2V�t�Wr1=2W

�
;

�2:14�
OTOC�t� � tr

ÿ
r1=4V�t�r1=4Wr1=4V�t�r1=4W� :

£ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕËC�t�ÏÑÉÐÑ ÄÞÆÇÎËÕß ÆÄÂ ÄÂÉÐÞØ ÄÓÇÏÇÐ-
Ð�yØ ÏÂÔÛÕÂÃÂ. ±ÇÓÄÞÌ ËÊ ÐËØ ì àÕÑ ÄÓÇÏâ ÆËÔÔËÒÂÙËË
td, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÂÕÖØÂÐËâ ÆÄÖØÕÑÚÇÚ-
ÐÞØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ: hV�t�Vib � hW�t�Wib �
� hV�t�Wib � exp �ÿt=td�. ¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, td � b. ¯Â àÕÑÏ
ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ï ÏÂÔÛÕÂÃÇ Ë TOC, Ë OTOC ÒÓËÏÇÓÐÑ ÓÂÄÐÞ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËá ÆÄÖØ ÐÇÔÄâÊÐÞØ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ,
ÒÑàÕÑÏÖ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓ C�t� ÃÎËÊÑÍ Í ÐÖÎá [9, 37, 38]:

TOC�t� � OTOC�t� �

� hVVibhWWib �O
�
exp

�
ÿ t

td

��
�O

�
1

N

�
; �2:15�

ÅÆÇ ÏÞ ÆÎâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË ÑÃÑÊÐÂÚËÎË

hVVib �
�
V

�
ÿ ib

2

�
V

�
b
� tr �r1=2Vr1=2V� :

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÒÓÇÆÇÎ ÃÑÎßÛËØ N,
ÒÑàÕÑÏÖ ÚËÔÎÑ 1=N ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ±ÎÂÐÍÂ �h.

£ÕÑÓÞÏÄÓÇÏÇÐÐ�yÏÏÂÔÛÕÂÃÑÏâÄÎâÇÕÔâ ÄÓÇÏâ ÔÍÓÇÏ-
ÃÎËÓÑÄÂÐËâ t�. ¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, t� ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÃÑÎßÛÇ,
ÚÇÏ td, Â ËÏÇÐÐÑ t� � b logN. ¦ÔÎË ÔËÔÕÇÏÂ ØÂÑÕËÚÐÂ, ÕÑ Ä
ÕÇÚÇÐËÇ ÆÎËÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓËÑÆÂ ÒÑÔÎÇ ÄÓÇÏÇÐË ÆËÔÔËÒÂÙËË
Ë ÊÂÆÑÎÅÑ ÆÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐËâ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓC�t�
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ, Â OTOC ÃÞÔÕÓÑ ÖÃÞÄÂÇÕ:

C�t� � 1

N
exp �kt� ; �2:16�

OTOC�t� � hVVibhWWib ÿ
A

N
exp �kt� ;

ÅÆÇ A ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ. ¯Â ÃoÂ Îß-
ÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ C�t� ÐÂÔÞÜÂÇÕÔâ, Â OTOC ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í
ÐÖÎá. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÂ ÕÂÍËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ TOC ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË
ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ, ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ C�t� Ë ÖÃÞÄÂÐËÇ OTOC ×ÂÍ-
ÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÒÑÏâÐÖÕÑÇ ÄÞÛÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ OTOC
Ë ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÂ C�t� ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÒÓËÊÐÂÍÂ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ØÂÑÔÂ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÐÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÓÂÔÔÚËÕÂÕß ÍÄÂÐÕÑÄÖá ÎâÒÖÐÑÄÔÍÖá àÍÔÒÑÐÇÐÕÖ k, ÍÑÕÑ-
ÓÂâ, ÍÂÍ ÑÉËÆÂÇÕÔâ, ÔÑÄÒÂÆÈÕ Ô ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÑÌ
(2.5) Ä ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ.

£ÒÓÑÚÇÏ, ÏÞ ÃÞ ØÑÕÇÎË ÑÃÓÂÕËÕß ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÆÄÂ
ÄÂÉÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÂ, ÍÂÔÂáÜËØÔâ OTOCs Ë ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ
ØÂÑÔÂ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ, ÚÕÑ ÂÓÅÖ-
ÏÇÐÕÂÙËâ àÕÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÐÂËÄÐÂ Ë Ä ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑÔÕË ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ
C�t� Ë ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ØÂÑÔÑÏ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÒÑÆ ÄÑÒÓÑÔÑÏ.
³ÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÂÓÅÖÏÇÐÕÞ ÍÂÍ Ä ÒÑÎßÊÖ ÖÍÂÊÂÐÐÑÌ ÔÄâÊË
[39], ÕÂÍ Ë ÒÓÑÕËÄ ÐÇÈ [40, 41]. ±Ñ àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÓÂÊÎËÚÂÕß ÒÑÐâÕËâ "ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐËâ" (àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÅÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ OTOCs) Ë "ØÂÑÔÂ" (àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ
ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ×ÂÊÑÄÞÏË ÕÓÂ-
ÇÍÕÑÓËâÏË), ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ ÚÕÑ ÑÃÞÚÐÑ ËØ ÒÓËÓÂÄÐËÄÂáÕ
ÆÓÖÅ Í ÆÓÖÅÖ.

£Ñ-ÄÕÑÓÞØ, OTOCs ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑÌ ÏÇÓÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ØÂÑÔÂ; ÐÂ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, Í ÐÂ-
ÔÕÑâÜÇÏÖ ÏÑÏÇÐÕÖ ÆÇÎÂÎÑÔß ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÑÒÞÕÑÍ ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐËÕß ÍÑÐÙÇÒÙËá ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ØÂÑÔÂ ÐÂ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ÒÓËÏÇÚÂÕÇÎßÐÞÌ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄ-
ÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ Í ÍÄÂÐÕÑÄÑÏÖ ØÂÑÔÖ 3 ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ
ÃÎËÊÍÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÑÄÐÇÌ: ÇÔÎË àÕÂ
ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÕÇÑÓËÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÏÂÕÓËÙ, ÕÑ
ÔËÔÕÇÏÖ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ØÂÑÕËÚÇÔÍÑÌ [42 ë 45]. ´ÂÍÑÌ ÒÑÆ-
ØÑÆ ÕÂÍÉÇ ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐ Ô ÅËÒÑÕÇÊÑÌ Ñ ÕÇÓÏÂÎËÊÂÙËË ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ (Eigenstate Thermalization Hypothe-
sis) [46 ë 48], ÖÕÄÇÓÉÆÂáÜÇÌ, ÚÕÑ ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÆÑÒÖÜÇ-
ÐËâØ ÎáÃÑÌ ÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Ä ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÕÇÒÎÑÄÑÌ ×ÑÓÏÇ:

Vi j � hEijVjEji � V�E�di j � exp

�
ÿ 1

2
S�E�

�
f �E;o�Ri j ;

�2:17�
ÅÆÇ jEii ì ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô àÐÇÓÅËÇÌ Ei, S�E� � ÿ tr �r log r�,
V�E� � tr �rV�, ÕÇÒÎÑÄÂâ ÏÂÕÓËÙÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË r ×ËÍÔË-
ÓÖÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ E � tr �rH�, f �E;o� � f �E;ÿo�ì ÅÎÂÆ-
ÍÂâ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, Ri j ì àÓÏËÕÑÄÂ ÔÎÖÚÂÌÐÂâ
ÏÂÕÓËÙÂ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÔÓÇÆÐËÏ Ë ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ. ¥Ñ
ÔËØ ÒÑÓ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑ, ÔÄâÊÂÐ ÎË àÕÑÕ ÔÕÂÓÞÌ ÒÑÆØÑÆ Ô
OTOCs, ØÑÕâ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ Ä ÒÑÎßÊÖ
ÕÂÍÑÅÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ [49 ë 53]. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÑÍÂÊÂÐÑ,
ÚÕÑ ÏÑÆÇÎß SYK Ë ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÒÑÎâ Ô
ÃÑÎßÛËÏ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞÏ ÊÂÓâÆÑÏ ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÆÑÒÖÜÇ-
ÐËâØ ÄÇÆÖÕ ÔÇÃâ ÍÂÍ ÕÇÑÓËâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÏÂÕÓËÙ [54 ë 56], Ä
ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË Ä àÕËØ ÏÑÆÇÎâØ
ËÏÇáÕ ×ÑÓÏÖ (2.16).

2.2. ¢ÞÔÕÓÞÇ ÔÍÓÇÏÃÎÇÓÞ
±ÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÂâ ÏÑÕËÄÂÙËâ Í ËÊÖÚÇÐËá OTOCs ÃÞÎÂ
ÑÔÐÑÄÂÐÂ ÐÂ ÅËÒÑÕÇÊÇ Ñ ÃÞÔÕÓÞØ ÔÍÓÇÏÃÎÇÓÂØ, ÍÑÕÑÓÂâ
ÃÞÎÂ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÂ Ä [14, 15], ÆÑÍÂÊÂÐÂ Ä [16] Ë ÒÇÓÇ×ÑÓÏÖ-

3 £ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, àÕÂ ËÆÇâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÕÂÓÂ Ë ØÑÓÑÛÑ ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐÂ,
ÕÂÍ ÚÕÑ ÑÐÂ ÖÉÇ ÄÍÎáÚÇÐÂ Ä ÖÚÇÃÐËÍË ÒÑ ØÂÑÔÖ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [43 ë
45]).
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ÎËÓÑÄÂÐÂ ÐÂ âÊÞÍÇ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ Ä [9]. ¬ÓÂÕÍÑ ÑÃÔÖÆËÏ
àÕÖ ÅËÒÑÕÇÊÖ. °ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ
ÆÂÐÐÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÏÑÅÖÕ ÒÑÍÂÊÂÕßÔâ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÐÇÄÐâÕ-
ÐÞÏË, ÇÔÎË ÐÇ ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ. ´ÂÍËÇ
ÒÓËÏÇÓÞ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 3 ë 6.

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÔÎÑÉÐÖá ÍÄÂÐ-
ÕÑÄÖá ÔËÔÕÇÏÖ Ô ÃÑÎßÛËÏ ÚËÔÎÑÏ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ N,
ÒÓËÅÑÕÑÄËÏ ÚËÔÕÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ jCi Ë ÒÑÊÄÑÎËÏ àÕÑÏÖ
ÔÑÔÕÑâÐËá ÔÄÑÃÑÆÐÑ àÄÑÎáÙËÑÐËÓÑÄÂÕß ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ
ÖÐËÕÂÓÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ U. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÅËÒÑÕÇÊÇ Ñ ÕÇÓÏÂÎË-
ÊÂÙËË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎËÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÏÇÉÖÕÍÂ ÄÓÇÏÇÐË ÔËÔÕÇÏÂ
"ÕÇÓÏÂÎËÊÖÇÕÔâ", ØÑÕâ ÇÈ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÚËÔÕÞÏ.
±ÑÆ "ÕÇÓÏÂÎËÊÂÙËÇÌ" ÏÞ ÒÑÐËÏÂÇÏ ÔËÕÖÂÙËá, Ä ÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÏÂÕÓËÙÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÍÂÉÆÑÌ ÏÂÎÑÌ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÞ (Ô
ÚËÔÎÑÏ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ m < N=2) ÃÎËÊÍÂ Í ÕÇÒÎÑÄÑÌ
ÏÂÕÓËÙÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÎË, ÚÕÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ, àÐÕÓÑÒËâ
ÊÂÒÖÕÞÄÂÐËâ 4 ÍÂÉÆÑÌ ÏÂÎÑÌ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÞ ÃÎËÊÍÂ Í ÏÂÍ-
ÔËÏÂÎßÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá [57, 58]. ¤ÓÖÃÑ ÅÑÄÑÓâ, ÒÑ ÒÓÑ-
ÛÇÔÕÄËË ÖÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ Ñ ÐÂÚÂÎßÐÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË ÓÂÊÏÞÄÂÇÕÔâ ÒÑ ÄÔÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÆÎâ
ÇÈ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÊÏÇÓËÕß O�N� ÔÕÇÒÇÐÇÌ
ÔÄÑÃÑÆÞ. ±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÕÇØÐËÚÇÔÍËÏ ÕÇÓÏËÐÑÏ ÕÂÍÑÌ
ÒÓÑÙÇÔÔ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐËÇÏ [14].

¥ÂÎÇÇ ÄÑÊÏÖÕËÏ ÐÇÃÑÎßÛÑÇ ÚËÔÎÑ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ
ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ë ÔÐÑÄÂ ÒÑÊÄÑÎËÏ ÇÌ ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÑ àÄÑÎáÙËÑÐËÓÑÄÂÕß. ®Þ ÑÉËÆÂÇÏ, ÚÕÑ ÚÇÓÇÊ ÐÇÍÑ-
ÕÑÓÑÇ ÄÓÇÏâ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ Ñ ÄÑÊÏÖÜÇÐËË ÑÒâÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎËÕÔâ ÒÑ ÄÔÇÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÔÄÑÃÑÆÞ Ë ÔËÔÕÇÏÂ ÄÇÓÐÈÕÔâ Ä
ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ. £ÓÇÏâ, Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
àÕÑ ÒÓÑËÊÑÌÆÈÕ, ÐÂÊÞÄÂáÕ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐËâ.

¤ËÒÑÕÇÊÂ Ñ ÃÞÔÕÓÞØ ÔÍÓÇÏÃÎÇÓÂØ [14 ë 16] ÖÕÄÇÓÉÆÂÇÕ,
ÚÕÑ ÄÓÇÏâ ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐËâ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÏÇÐßÛÇ
tmin
� � b logN. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, àÕÑ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÐÂÔÞÜÂÇÕÔâ
ÆÎâ ÚÈÓÐÞØ ÆÞÓ (ÇÔÎË ÑÐË ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÄÔÇÏ âÄÐÞÏ Ë
ÐÇâÄÐÞÏ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâÏ ÅËÒÑÕÇÊÞ), ÚÕÑ ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕ ËØ
Ä "ÃÞÔÕÓÇÌÛËÇ Ô ÃÑÎßÛËÏ ÒÓÇÑÃÎÂÆÂÐËÇÏ ÔÍÓÇÏÃÎÇÓÞ Ä
ÒÓËÓÑÆÇ" 5. ¯ÇÍÑÕÑÓÑÇ ÄÓÇÏâ ÕÂÍÉÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎÑÔß, ÚÕÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ²ËÐÆÎÇÓÂ Ë ÆÇ ³ËÕÕÇÓÂ ÐÂÔÞÜÂáÕ ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐËÇ ÐÂÓÂÄÐÇ Ô ÚÈÓÐÞÏË ÆÞÓÂÏË [15], ÑÆÐÂÍÑ ÒÑÔÎÇÆÑ-
ÄÂÄÛËÇ ÒÓâÏÞÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ 6 ÐÇ ÒÑÆÕÄÇÓÆËÎË àÕÑ ÒÓÇÆÒÑ-
ÎÑÉÇÐËÇ [59, 60]. ¤ËÒÑÕÇÊÂ Ñ ÃÞÔÕÓÞØ ÔÍÓÇÏÃÎÇÓÂØ ËÏÇÇÕ
ÃÑÎßÛÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ ËÐ×ÑÓÏÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÍÎÑÐËÓÑÄÂÐËâ
Ë ËÐ×ÑÓÏÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÂÓÂÆÑÍÔÂ ÚÈÓÐÞØ ÆÞÓ [61 ë 63].

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÑÙÇÐËÕß ÄÓÇÏâ ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐËâ,
ÐÂÆÑ ÄÞâÔÐËÕß, ÍÂÍ ÃÞÔÕÓÑ ÏÂÎÑÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÒÑ ÄÔÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ. £ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞØ
ÔÎÖÚÂâØ ÊÂ àÕËÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÔÎÇÆËÕß ÐÇÒÑ-
ÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ [64, 65], ÑÆÐÂÍÑ ÅÑÓÂÊÆÑ ÚÂÜÇ ÒÓËØÑÆËÕÔâ
ÒÑÎÂÅÂÕßÔâ ÐÂ ÐÇâÄÐÞÇ ÒÓËÊÐÂÍË ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐËâ. £
ÔÖÜÐÑÔÕË, ÕÂÍËØ ÒÓËÊÐÂÍÑÄ ÆÄÂ.

±ÇÓÄÞÌ ÔÒÑÔÑÃ "ÖØÄÂÕËÕß" ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂ-
ÐËâ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÒÓËÅÑÕÑÄËÕß ÖÆÄÑÇÐÐÑÇ
ÕÇÓÏÑÒÑÎÇÄÑÇ (ThermoField Double, TFD) ÔÑÔÕÑâÐËÇ, ÍÑ-
ÕÑÓÑÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÆÄÇ ËÆÇÐÕËÚÐÞÇ ÕÇÒÎÑÄÞÇ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÞ:
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Â ÊÂÕÇÏ ÄÑÊÏÖÕËÕß ÑÆÐÖ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÖ ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÎÑÍÂÎß-
ÐÞÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ Ë ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÍÂÍ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÔÑ ÄÓÇÏÇ-
ÐÇÏ ÄÊÂËÏÐÂâ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ, ILR � SL � SR ÿ SL[R (ÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇ S ÆÂÐÑ Ä ÔÐÑÔÍÇ 4). °ÃÞÚÐÑ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÞ ÐÂÊÞ-
ÄÂáÕ "ÎÇÄÑÌ" (L) Ë "ÒÓÂÄÑÌ" (R), ÚÕÑ ÑÃÝâÔÐâÇÕ ÐËÉÐËÇ
ËÐÆÇÍÔÞ Ö S. ±ÇÓÇÆ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇÏ ÑÃÇ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÞ âÄ-
ÎâáÕÔâ ÔËÎßÐÑ ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞÏË, ÒÑàÕÑÏÖ ÄÊÂËÏÐÂâ
ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ. °ÆÐÂÍÑ ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÑ ÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐËÇ ÓÂÊÓÂÔÕÂÇÕÔâ Ë ÊÂÕÓÂÅËÄÂÇÕ ÄÔÈ ÃÑÎßÛÇ ÔÕÇÒÇÐÇÌ
ÔÄÑÃÑÆÞ.¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂV Ë ÑÃÑÃ-
ÜÈÐÐÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ H, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÅÑ ÎÑÍÂÎßÐÑÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ, k-Ì ÚÎÇÐ Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ÒÓÑàÄÑÎáÙËÑÐË-
ÓÑÄÂÄÛÇÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ V�t� � exp �iHt�V exp �ÿiHt� ÏÑÉÇÕ
ÔÄÑÆËÕßÔâ Í ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËá k ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ:
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´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÓÂÐÑ ËÎË ÒÑÊÆÐÑ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐËÕÔâ ÒÑ ÄÔÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ, ÊÂÒÖÕÂÐ-
ÐÑÔÕß ÏÇÉÆÖ ÎÇÄÑÌ Ë ÒÓÂÄÑÌ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÂÏË ËÔÚÇÊÐÇÕ Ë
ÄÊÂËÏÐÂâ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ ÖÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑ, ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t�, Ä ÍÑÕÑÓÞÌ ILR�t�� � 0, ÏÑÉÐÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÑÙÇÐÍË ÄÓÇÏÇÐË ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑ-
ÄÂÐËâ. ±ÓËÏÇÓ ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä [26, 35, 66 ë 68]. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, àÕÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ
ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ t� � b logN
ÆÎâ ÚÈÓÐÞØ ÆÞÓ [26, 35].

£ÕÑÓÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÑÙÇÐËÕß t� ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÖÒÑ-
ÓâÆÑÚÇÐÐÞØ ÄÐÇ ÄÓÇÏÇÐË ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ (°´°³s), ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÈÐÐÞØ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.1. ±ÑÓÑÃÖÇÏ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÃÝâÔÐËÕß,
ÒÑÚÇÏÖ ÕÂÍËÇ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÞ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÞ Í ÔÍÓÇÏÃÎË-
ÓÑÄÂÐËá. ¬ÂÍ ÊÂÏÇÚÇÐÑ Ä [9, 25, 26, 35], OTOC ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÆÄÖØÔÕÑÓÑÐÐÇÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË Ä ÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË TFD:
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ÐÂ ÒÓÂÄÖá, ÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÄÞÅÎâÆËÕ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:
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¯Â ÏÂÎÞØ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÆÇÌÔÕÄËÇ V ÊÂÕÓÂÅËÄÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ O�1�
ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ Ë ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÊÏÇÐËÕß
ÅÎÑÃÂÎßÐÖá ÍÂÓÕËÐÖ ÍÑÓÓÇÎâÙËÌ, ÒÑàÕÑÏÖ ÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÇ

4 ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ àÐÕÓÑÒËâ ÊÂÒÖÕÞÄÂÐËâ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÞ L ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÍÂÍ SL � ÿ trL�rL log rL�, ÅÆÇ ÔÎÇÆ ÃÇÓÈÕÔâ ÒÑ ÅËÎßÃÇÓÕÑÄÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÖ L, rL � trR jCihCj, Rì ÆÑÒÑÎÐÇÐËÇ L.
5 ¥Îâ ÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÖÉÇÔÕÑÚËÕß:
tmin
� � bN 2=d, ÅÆÇ d ì ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ [14]. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä
ÕÓÈØ ËÊÏÇÓÇÐËâØ tmin

� � bN 2=3. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ô àÕÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ
ÚÈÓÐÞÇ ÆÞÓÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕÔâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÞÏË ÔËÔÕÇÏÂÏË.
6 ±ÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÂâ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂÙËâ ÔÕÂÕßË [15] ÑÔÐÑÄÞÄÂÎÂÔß ÐÂ ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÒÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Í ÅÑÓËÊÑÐÕÖ ÚÂÔÞ ËÆÖÕ ÍÂÍ exp �2pt=b�, ÅÆÇ t ì
ÄÓÇÏâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÆÂÎÈÍÑÅÑ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ. °ÆÐÂÍÑ ÒÑÊÆÐÇÇ ÄÞâÔÐË-
ÎÑÔß, ÚÕÑ ÆÂÐÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÏ ÆÎâ ÐÂÔÞÜÇÐËâ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ. ¿ÕÑ ØÑÓÑÛÇÇ ÐÂÒÑÏËÐÂÐËÇ Ñ ÕÑÏ, ÍÂÍ ÄÂÉÐÑ ÚÈÕÍÑ ÒÓÑ-
ÅÑÄÂÓËÄÂÕß ÄÔÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÕÔâ ÅËÒÑÕÇÊÂ.
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ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÃÎËÊÍÑ Í ÚËÔÕÑÏÖ jTFDi. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÎÇÄÂâ Ë ÒÓÂÄÂâ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÞ ÔËÎßÐÑ ÊÂÒÖÕÂÐÞ, Â ÍÑÓÓÇÎâ-
ÕÑÓ ÄÇÎËÍ, Õ.Ç. OTOC�t� � hVVibhWWib. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÔÑ
ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÊÂØÄÂÕÞÄÂÇÕ ÆÓÖÅËÇ ÔÕÇÒÇÐË ÔÄÑ-
ÃÑÆÞ Ë ÓÂÊÓÖÛÂÇÕ ØÓÖÒÍÖá ÍÂÓÕËÐÖ ÍÑÓÓÇÎâÙËÌ, ÕÂÍ ÚÕÑ
Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏ ËÕÑÅÇ OTOC ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá. £ ÕÂÍÑÌ
ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÄÓÇÏâ ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐËâ ì àÕÑ ÄÓÇÏâ, Ä
ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÂÔÞÜÂÇÕÔâ OTOC: OTOC�t�� � 0 ËÎË
C�t�� � 2hVVibhWWib.

¹ÕÑ ÊÆÇÔß ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ì ÕÂÍ
àÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕß, Ô ÍÑÕÑÓÑÌ OTOC ÒÓËÃÎËÉÂÇÕÔâ Í ÐÖÎá. ªÊ
ÑÃÜËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎß-
ÛËØ N Ë ÏÂÎÞØ ÄÓÇÏÈÐ àÄÑÎáÙËË ÒÇÓÄÂâ ÒÑÒÓÂÄÍÂ Í
OTOC ÒÑ ÒÑÓâÆÍÖ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô O�1=N�:

OTOC�t�
hVVibhWWib

� 1ÿ A

N
f �t� � O

�
1
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�
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ÅÆÇ A ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß ÒÑÓâÆÍÂ
O�1�, f �t�ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÂâ ×ÖÐÍ-
ÙËâ. ²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐââ àÕÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÐÂ ÃÑÎßÛËÇ ÄÓÇ-
ÏÇÐÂ, ÏÑÉÐÑ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÙÇÐËÕß ÄÓÇÏâ ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂ-
ÐËâ ÍÂÍ t� � f ÿ1�N=A�, ÅÆÇ f ÿ1 ì ÑÃÓÂÕÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ Í f,
f � f ÿ1 � f ÿ1 � f � 1. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÅËÒÑÕÇÊÂ Ñ ÃÞÔÕÓÞØ
ÔÍÓÇÏÃÎÇÓÂØ ÖÕÄÇÓÉÆÂÇÕ, ÚÕÑ t�0b logN. ³ÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ×ÖÐÍÙËâ f ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÄÑÊÓÂÔÕÂÕß ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ
ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ, f �t�9 exp �kt�. ±ÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎß ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÕÂÍÉÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐ, k4B=b, ÅÆÇ B ì
ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÂâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ
ÒÑÓâÆÍÂ O�1�. ¿ÕÑÕ ÂÐÂÎÑÅ ÅËÒÑÕÇÊÞ Ñ ÃÞÔÕÓÞØ ÔÍÓÇÏ-
ÃÎÇÓÂØ ÆÑÍÂÊÂÐ Ä [9] Ë ÐÂÊÄÂÐ "ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇÏ ÐÂ ØÂÑÔ" 7:
d

dt

�hVVibhWWib ÿOTOC�t��4
4

2p
b
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b
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©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÂÔÞÜÂÇÕ ÑÅÓÂÐËÚÇ-
ÐËÇ ÐÂ f, ÚËÔÎÑ k ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÂÐÂÎÑÅ
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ ËÊ ÓÂÊÆÇÎÂ 2.1.

¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, OTOC ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÑÚÇÐß ÖÆÑÃÐÑÌ ÏÇ-
ÓÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÓÑÔÕÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ. £ �d > 1�-
ÏÇÓÐÞØ ØÂÑÕËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ �Õ.Ç. ÔËÔÕÇÏÂØ Ô f �t� �
� exp �kt�� àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ,
ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÆÑÒÑÎÐâÇÕÔâ [70] ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÊÂÕÖØÂáÜËÏ ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ: f �t� �
� exp �k�tÿ jxj=vB��, ÅÆÇ jxj ì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÆÑ ËÔØÑÆÐÑÅÑ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ, ÄÞÊÄÂÐÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ V, vB ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ. ­ÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ OTOC
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÐÖÎâ ÕÑÎßÍÑ ÄÐÖÕÓË ÛÂÓÂ ÓÂ-
ÆËÖÔÑÏ r < vBt. ¿ÕÑÕ ÛÂÓ ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ
ÑÃÎÂÔÕß, ÊÂÕÓÑÐÖÕÖá ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇÏ, Õ.Ç. "ÓÂÊÏÇÓ" ÒÓÑ-
àÄÑÎáÙËÑÐËÓÑÄÂÄÛÇÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ V. ±Ñ àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ
ÒÑÔÕÑâÐÐÖá vB ÐÂÊÞÄÂáÕ "ÔÍÑÓÑÔÕßá ÃÂÃÑÚÍË". °ÃÔÖÉ-
ÆÇÐËÇ Ë ÒÓËÏÇÓÞ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÓÑÔÕÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä [26, 70 ë 74].

²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá ÔÑ ÄÊÂËÏÐÑÌ ËÐ×ÑÓÏÂ-
ÙËÇÌ OTOCs ì àÕÑ ÑÚÇÐß ÅÓÖÃÂâ ÏÇÓÂ ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂ-
ÐËâ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ILR ÖÃÞÄÂÇÕ ÆÑ ÐÖÎâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÔÓÂ-
ÊÖ ÒÑÔÎÇ t�, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ OTOCs ÐÂ ÕÂÍËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÇÆÄÂ
ÐÂÚËÐÂáÕ ÊÂÕÖØÂÕß [26]. °ÆÐÂÍÑ ÐÂ ÒÓÂÍÕËÍÇ ÄÞÚËÔÎËÕß

ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÅÑÓÂÊÆÑ ÎÇÅÚÇ, ÚÇÏ ÄÊÂËÏÐÖá
ËÐ×ÑÓÏÂÙËá, Ë àÕÑ ÆÇÎÂÇÕ OTOCs ÑÚÇÐß ÒÑÒÖÎâÓÐÞÏ
ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕÑÏ. ¬ ÐÂÔÕÑâÜÇÏÖ ÏÑÏÇÐÕÖ OTOCs ÄÞÚËÔ-
ÎÇÐÞ ÆÎâ ÑÅÓÑÏÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÔËÔÕÇÏ, ÄÍÎáÚÂâ ÚÈÓÐÖá
ÆÞÓÖ BTZ [26, 74 ë 76], ÆÄÖÏÇÓÐÖá CFT [35, 77, 78], ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÆÇ ³ËÕÕÇÓÂ (AdS) [59, 60], ÏÑÆÇÎß SYK [1, 4 ë
8] Ë ÇÈ ÂÐÂÎÑÅË [79 ë 82], ÆÄÖÏÇÓÐÖá ÆËÎÂÕÑÐÐÖá ÅÓÂÄË-
ÕÂÙËá [10, 11], ÏÂÕÓËÚÐÞÇ ÏÑÆÇÎË [27, 83] Ë, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ,
ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÏÐÑÅÑÚÂÔÕËÚÐÞØ ÔËÔ-
ÕÇÏ [29, 30, 71 ë 73, 84 ë 94]. ¥ÂÎÇÇ ÏÞ ÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ
ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÂ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓËÏÇÚÂÕÇÎßÐÞØ ÒÓËÏÇÓÂ:
ÏÑÆÇÎß SYK (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎÞ 3 Ë 4) Ë 2D-ÆËÎÂÕÑÐÐÖá ÅÓÂ-
ÄËÕÂÙËá (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 5).

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÒÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ
Ä ÔÕÂÕßâØ [9, 14 ë 16], ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÃÎËÊÍËØ Í
ÓÂÄÐÑÄÇÔËá ÔËÔÕÇÏ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÃÑÎßÛÑÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ ËÎË ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ AdS),
ÕÂÍËØ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÔÎÂÃÑÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ, ÄÞÊÄÂÐÐÑÇ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÑÏ V, ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÄÎËâÕß ÐÂ ÑÔÐÑÄÐÑÇ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ. ¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, OTOCs ÄÞÚËÔÎâáÕ ËÏÇÐÐÑ ÆÎâ
ÕÂÍËØ ÔËÔÕÇÏ. µÍÂÊÂÐÐÑÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÖá (ÏÂÙÖÃÂÓÑÄÔÍÖá) ÆËÂÅÓÂÏÏÐÖá
ÕÇØÐËÍÖ Ë ÒÓËÏÇÐâÕß ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑ-
ÆÑÎÉÇÐËâ Í ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ
àÕÂ ËÐÕÖËÙËâ ÐÇ ÓÂÃÑÕÂÇÕ, ÇÔÎË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÔÎËÛÍÑÏ
ÔËÎßÐÑÇ ËÎË ÔËÔÕÇÏÂ ÆÂÎÇÍÂ ÑÕ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ (ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÚÈÓÐÞØ ÆÞÓ). £ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÖá ÆËÂÅÓÂÏÏÐÖá ÕÇØ-
ÐËÍÖ (ºÄËÐÅÇÓÂ ë¬ÇÎÆÞÛÂ) Ë ÖÚËÕÞÄÂÕß, ÚÕÑ ÑÔÐÑÄÐÑÇ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÏÑÉÇÕ ËÊÏÇÐâÕßÔâ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ [95,
96]. ±ÓËÏÇÓÞ ÕÂÍËØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÆÎâ ÚÈÓÐÞØ ÆÞÓ Ë ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÆÇ ³ËÕÕÇÓÂ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [20, 97 ë 101], Â
ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ ÕÇØÐËÍË ÆÎâ OTOCs ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ Ä [84, 102]. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑ,
ÏÑÉÐÑ ÎË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐËÕß ÂÓÅÖÏÇÐÕÂÙËá [9, 14 ë 16] ÐÂ
ÔÎÖÚÂÌ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ ÔËÔÕÇÏ.

3. °ÔÐÑÄÞ ÏÑÆÇÎË ³ÂÚÆÇÄÂ ë«Ç ë¬ËÕÂÇÄÂ

®ÑÆÇÎß SYK âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÔÂÏÞØ ÒÓËÏÇÚÂÕÇÎßÐÞØ
ÏÑÆÇÎÇÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ØÂÑÔÂ Ë ÅÑÎÑÅÓÂ×ËË. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ
ÔÄÑËÏ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ÑÐÂ ÔÎÖÉËÕ ÒÓÇÍÓÂÔ-
ÐÑÌ ËÅÓÖÛÇÚÐÑÌ ÏÑÆÇÎßá ÆÎâ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÚËÔÎÂ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍËØ âÄÎÇÐËÌ, ÄÍÎáÚÂâ ÒÓÑØÑÆËÏÞÇ ÍÓÑÕÑÄÞÇ ÐÑÓÞ [17 ë
20] Ë ÔÕÓÂÐÐÞÇ ÏÇÕÂÎÎÞ [21 ë 23]. ±Ñ àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓËÏ ÏÑÆÇÎß SYK ÒÑÆÓÑÃÐÑ.

±Ñ ÃÑÎßÛÇÌ ÚÂÔÕË àÕÑÕ ÓÂÊÆÇÎ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÒËÑÐÇÓÔÍËØ
ÓÂÃÑÕÂØ [4 ë 6] Ë ÆÑÍÎÂÆÂØ ¡. ¬ËÕÂÇÄÂ [1]. °ÃÊÑÓÞ [103,
104] ÕÂÍÉÇ ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÎÇÊÐÞÇ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ.
¥Îâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÏÑÆÇÎß Ô ÚÇÕÞÓÈØ×ÇÓ-
ÏËÑÐÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ �q � 4�, ÍÑÕÑÓÂâ âÄÎâÇÕÔâ
ÒÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ Ë ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏ ÔÎÖ-
ÚÂÇÏ. °ÃÑÃÜÇÐËÇ ÆÎâ ÆÓÖÅËØ ÔÎÖÚÂÇÄ �q5 2� ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË
ÑÚÇÄËÆÐÑ Ë ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÑ Ä ÖÒÑÏâÐÖÕÞØ ÓÂÃÑÕÂØ.

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÑÃÔÖÉÆÂÇÏ ÔÂÏÞÇ ÒÓÑÔÕÞÇ Ë ÔÂÏÞÇ
ÄÂÉÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÏÑÆÇÎË SYK: ÆËÂÅÓÂÏÏÐÖá ÕÇØÐËÍÖ Ä
ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛËØN, ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËË Äª¬-ÒÓÇÆÇÎÇ, à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ËÛÄÂÓÙËÂÐÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËâ.
£ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÄÄËÆÖ ÇÅÑ ÅÓÑ-
ÏÑÊÆÍÑÔÕË ÒÑÏÇÜÇÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎ 4.

3.1. °ÔÐÑÄÐÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
®ÑÆÇÎß SYK ì àÕÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÂâ ÏÑÆÇÎß,
ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ N4 1 ÏÂÌÑÓÂÐÑÄÔÍËØ ×ÇÓÏËÑÐÑÄ ÔÑ

7 ¯Â ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÆÎâ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÏÂÔÔËÄÐÞØ ÚÂÔÕËÙ
ÔÑ ÔÒËÐÑÏ J > 2 ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ k � �2p=b��Jÿ 1�. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ
ÆÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÕÂÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÐÂÓÖÛÂáÕ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕß Ë ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕß
[9, 69].
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ÅÆÇ _wi � dwi=dt, tìÇÄÍÎËÆÑÄÑ (ÏÐËÏÑÇ) ÄÓÇÏâ, ÔÄâÊÂÐÐÑÇ
Ô ÎÑÓÇÐÙÇÄÞÏ (ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏ) ÄÓÇÏÇÐÇÏ t ÒÑÄÑÓÑÕÑÏ
£ËÍÂ: t � it. £ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÓÂÃÑÕÂÇÏ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ
ÄÓÇÏÇÐË, ÇÔÎË ÐÇ ÑÃÅÑÄÑÓÇÐÑ ÑÔÑÃÑ. °ÒÇÓÂÕÑÓÞ wi àÓÏË-
ÕÑÄÞ, wi � w yi , Ë ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÑÃÞÚÐÞÏ ÂÐÕËÍÑÏÏÖÕÂ-
ÙËÑÐÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ:

fwi; wjg � di j ; i; j � 1; . . . ;N : �3:2�
¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ Ñ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâØ ÑÆÐÑÏÇÓ-
ÐÑÌ ÂÎÅÇÃÓÞ ¬ÎË××ÑÓÆÂ ÆÂÐÂ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË A. ©ÂÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÌÑÓÂÐÑÄÔÍËÇ ×ÇÓÏËÑÐÞ
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞ. ¬ÑÐÔÕÂÐÕÞ ÔÄâÊË Ji jkl ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÑ Ë ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ, Õ.Ç. Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ
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ÐÂÊÞÄÂÕß ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇÏ ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ):

P�Ji jkl� � exp

�
ÿN 3J 2

i jkl

12J 2

�
dlq kavdogo Ji jkl : �3:3�

±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ i, j, k Ë l ÐÇ ÒÑÆÓÂÊÖ-
ÏÇÄÂÇÕÔâ. ´ÂÍÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÔÍÑÎßÍËÏ
ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÑÐÑ ×ËÍÔËÓÖÇÕ
ÔÓÇÆÐËÇ Ë ÔÓÇÆÐËÇ ÍÄÂÆÓÂÕÞ ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÔÄâÊË:

Ji jkl � 0 ; J 2
i jkl �

3!J 2

N 3
; �3:4�

ÅÆÇ J ì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ Ô ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá ÏÂÔÔÞ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ,
ÚÈÕÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÓÂÊÃËÄÂáÕÔâ ÐÂ ÔÖÏÏÖ ÄÔÇØ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÄÕÑÓÞØÏÑÏÇÐÕÑÄ (ÔÓÇÆÐËØ ÍÄÂÆÓÂÕÑÄ), ÚÕÑ
ÐÂÒÑÏËÐÂÇÕ ÕÇÑÓÇÏÖ £ËÍÂ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÑÕ ÚÈÕÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ
ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÔÄâÊË. ¯ÂÒÓËÏÇÓ,

Ji1i2i3i4Jj1 j2 j3 j4Jk1k2k3k4Jl1l2l3l4 � Ji1i2i3i4Jj1 j2 j3 j4 Jk1k2k3k4Jl1l2l3l4 �
� Ji1i2 i3i4Jk1k2k3k4 Jj1 j2 j3 j4Jl1l2l3l4 � Ji1i2i3i4Jl1 l2l3 l4 Jj1 j2 j3 j4Jk1k2k3k4 :

�3:5�
¹ÕÑÃÞ ÄÞÒÑÎÐËÕß ÖÒÑÏâÐÖÕÑÇ ÄÞÛÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÐÂ
ÒÓÂÍÕËÍÇ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÔÅÇÐÇÓËÓÑÄÂÕß ÏÐÑÅÑ ÍÑÒËÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÄÞÃÓÂÐÐÞÏË ÍÑÐÔÕÂÐÕÂÏË ÔÄâÊË 9,
ÄÞÚËÔÎËÕß ÐÖÉÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ Ë ÖÔÓÇÆÐËÕß ÓÇÊÖÎßÕÂÕ,
ÒÑÆÔÚËÕÂÐÐÞÌ ÆÎâ ÓÂÊÐÞØ ÍÑÒËÌ. ±ÓËÚËÐÂ, ÒÑ ÍÑÕÑÓÑÌ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÓÇÃÑÄÂÕß ÔÄÑÌÔÕÄÂ (3.4) Ë (3.5), ÑÃÝâÔÐÇÐÂ 10

Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.2.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÊ ÂÐÕËÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ
(3.2) ÔÎÇÆÖÇÕ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÔÕß ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÔÄâÊË:

Ji jkl � sgn sJs�i�s� j �s�k�s�l � ; �3:6�
gde s: i! s�i� ; i � 1; . . . ;N :

£Ñ-ÒÇÓÄÞØ, àÕÑ ÔÐËÉÂÇÕ ÚËÔÎÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ
ÕÇÐÊÑÓÂ Ji jkl ÆÑ N!=�4!�Nÿ 4�!�. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÇ ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ
ÆÄÖØ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÔÄâÊË:

Ji1i2i3i4Jj1 j2 j3 j4 �
3!J 2

N 3

X
s

sgn sdi1s� j1�di2s� j2�di3s� j3�di4s� j4� ; �3:7�

ÅÆÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÒÑ ÄÔÇÏ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ
ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ ËÐÆÇÍÔÑÄ. £ ÔÖÜÐÑÔÕË, àÕÂ ÔÖÏÏÂ ÒÓÑÔÕÑ
ÒÓÑÄÇÓâÇÕ, ÔÑÄÒÂÆÂáÕ ÎË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ Ji1i2 i3i4 Ë Jj1 j2 j3 j4 .

£ÂÉÐÞÏ ÚÂÔÕÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ àÕÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ, Ô ÍÑ-
ÕÑÓÞÏ ÏÞ ÔÕÑÎÍÐÈÏÔâ ÐËÉÇ, âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌ ÕÓÈØ ÔÑ-
ÄÒÂÆÂáÜËØ ËÐÆÇÍÔÑÄ:

XN
k; l;m�1

JiklmJjklm � 3!J 2

N 3

XN
k; l;m�1

di jdkkdlldmm � . . . �

� 3!J 2

N 3

ÿ
N 3di j �O�N 2�� � 3!J 2di j �O

�
1

N

�
: �3:8�

³ÕÑËÕ ÕÂÍÉÇ ÖÕÑÚÐËÕß ËÐÕÇÓÄÂÎ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ
ÄÓÇÏÇÐË t. ©ÆÇÔß ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÆÄÂ ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÞØ
ÔÎÖÚÂâ: ÇÄÍÎËÆÑÄÖ ÒÓâÏÖá, tline 2 �ÿ1;1�, Ë ÇÄÍÎËÆÑÄÖ
ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß: tcircle 2 �ÿb=2; b=2�, t� b � t. ±ÇÓÄÞÌ ÔÎÖ-
ÚÂÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÍÄÂÐÕÑÄÖá ÏÇØÂÐËÍÖ ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇ-
ÓÂÕÖÓÇ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÄÕÑÓÑÌ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÕÇÒÎÑÄÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá
Ô ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ b � 1=T. ¯ËÉÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ, ÚÕÑÃÞ ÒÇÓÇÍÎá-
ÚÂÕßÔâ ÏÇÉÆÖ ÇÄÍÎËÆÑÄÞÏË ÒÓâÏÑÌ Ë ÑÍÓÖÉÐÑÔÕßá:

tline � tan
ptcircle

b
: �3:9�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÑÕÑÃÓÂÉÂáÜÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂ
Ë ÏÑÐÑÕÑÐÐÂ, Õ.Ç. ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÒÑÓâÆÑÍ ÄÓÇÏÈÐ: dtline=
=dtcircle > 0.

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÅÂÏËÎß-
ÕÑÐËÂÐ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, H0�t� � 0. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÒÇ-
ÓÂÕÑÓÞ ÒÑÔÕÑâÐÐÞ ÆÂÉÇ Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ:
wi�t� � exp �tH0�wi�0� exp �ÿtH0� � wi�0�. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
Ô ÒÑÏÑÜßá ÂÐÕËÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (3.2)
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÖá ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá Ä
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ:

h0jT wi�t�wj�0�j0i � y�t�h0jwiwjj0i ÿ y�ÿt�h0jwjwij0i �

� 1

2
sgn tdi j ; �3:10�

Ë ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ:
T wi�t�wj�0��b � 1

2
sgn

�
sin

pt
b

�
di j : �3:11�

©ÆÇÔß j0i ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÄÂÍÖÖÏÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ä ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
ÕÇÑÓËË, Â h. . .ib ì ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÕÇÒÎÑÄÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËá, ÆÑÒÑÎÐÇÐÐÑÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇÏ:

h. . .ib �
tr
�
exp �ÿbH� . . .

�
tr
�
exp �ÿbH�� : �3:12�

8 °ÃÑÃÜÇÐËÇ ÐÂ ÐÇÅÂÖÔÔÑÄÞ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÓÂÃÑÕÇ
[105].
9 £ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÇÔÎË ÄÞÚËÔÎâÕß ÕÑÎßÍÑ àÍÔÕÇÐÔËÄÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ,
ÕÂÍËÇ ÍÂÍ àÐÇÓÅËâ Ë àÐÕÓÑÒËâ, ÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛËØ N ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÖ ÍÑÐÍÓÇÕÐÖá ÓÇÂÎËÊÂÙËá ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÈÐÐÞØ ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÔÄâÊË. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÔËÔÕÇÏÖ Ô ÃÑÎßÛËÏ ÚËÔÎÑÏ
ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ N ÏÑÉÐÑ ÓÂÊÆÇÎËÕß ÐÂ ÃÑÎßÛÑÇ ÚËÔÎÑ ÃÑÎßÛËØ
ÒÑÆÔËÔÕÇÏ, ÒÑ ÍÑÕÑÓÞÏ àÍÔÕÇÐÔËÄÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆâÕ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ.
10 ´ÂÍÉÇ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÑÃÑÃÜÇÐËâ àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË Ô ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËÏË ÍÑÐÔÕÂÐÕÂÏË ÔÄâÊË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ×ÇÓÏËÑÐÐÞÇ ÕÇÐÊÑÓÐÞÇ
ÏÑÆÇÎË Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛËØ N ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆâÕ ÄÔÇ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÏÑÆÇÎË SYK, ÃÇÊ ÒÓËÄÎÇÚÇÐËâ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ. °ÃÊÑÓ àÕËØ
ÏÑÆÇÎÇÌ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6.2 Ë ÓÂÃÑÕÂØ [106 ë 111].
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¢ÑÎÇÇ ÔÕÓÑÅËÌ ÄÞÄÑÆ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÑÄ ÆÂÐ Ä ÒÓËÎÑÉÇ-
ÐËË A.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÕÇÒÎÑÄÑÌ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ ×ÇÓÏËÑÐÑÄ ÂÐÕË-
ÒÇÓËÑÆËÚÇÐ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÂÐÕËÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÑÏÖ ÒÓÂÄËÎÖ
(3.2). ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ t > 0:

tr
�
exp �ÿbH�w�t� b�w�0�� � tr

�
w�t� exp �ÿbH�w�0�� �

� tr
�
exp �ÿbH�w�0�w�t�� � ÿ tr

�
exp �ÿbH�w�t�w�0�� :

�3:13�
¯ÂÍÑÐÇÙ, ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÖÆÑÃÐÞÏ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞÇ
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË:

G0�t� � 1

N

XN
i�1


T wi�t�wi�0�� � 1

2
sgn t ; �3:14�

G b
0 �t� �

1

N

XN
i�1


T wi�t�wi�0��b � 1

2
sgn

�
sin

pt
b

�
: �3:15�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ t 2 �ÿb=2; b=2� ÕÇÒÎÑÄÑÌ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ
(3.15) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÑÏ ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÇ (3.14). ´ÂÍÉÇ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÎáÃÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ
×ÇÓÏËÑÐÑÄ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ: G�t� � ÿG�ÿt�.

3.2. ¥ÄÖØÕÑÚÇÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ Ë ÆËÂÅÓÂÏÏÐÂâ ÕÇØÐËÍÂ
£ÍÎáÚËÏ ÚÎÇÐ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ

H�t� � 1

4!

X
i; j; k; l

Ji jklwi�t�wj�t�wk�t�wl�t� �3:16�

Ë ÄÞÚËÔÎËÏ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞÇ ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ ÒÇÕÎÇÄÞÇ ÒÑ-
ÒÓÂÄÍË Í ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÂÏ. ¥Îâ ÃÑÎßÛÇÌ âÔÐÑÔÕË ÔÐÂÚÂÎÂ
ÄÇÓÐÈÏÔâ Í ÎÑÓÇÐÙÇÄÖ ÄÓÇÏÇÐË, ÓÂÊÎÑÉËÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓ
àÄÑÎáÙËË Ë ÄÞÚËÔÎËÏ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÇÓÄÞØ ÒÑÓâÆÍÑÄ ÒÑ J.
°ÒÇÓÂÕÑÓ àÄÑÎáÙËË ÆÂÈÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ:

U�t1; t2� � T exp

�
ÿi
� t1

t2

dtH�t�
�
�

� 1ÿ i

� t1

t2

dtH�t� ÿ
� t1

t2

dt

� t

t2

dt 0H�t�H�t 0� � . . . �3:17�

´ÑÚÐÞÌ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ G�t� ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

G�t�di j �

T U y�t;ÿ1�wi�t�U�t; 0�wj�0�U�0;ÿ1�� �

�

T wi�t�wj�0�U��1;ÿ1��


U��1;ÿ1�� : �3:18�

©ÆÇÔß ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕßU�t1; t2� Ë ÒÓÇÆÒÑÎÑ-
ÉËÎË, ÚÕÑ ÄÂÍÖÖÏÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÐÇ ÄÑÊÏÖÜÂÇÕÔâ ÒÓË
ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÄÍÎáÚÇÐËË Ë ÄÞÍÎáÚÇÐËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ [98, 112]. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÇÓÇØÑÆËÕß Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ H0 � 0. ´Ç-
ÒÇÓß ÓÂÊÎÑÉËÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÇ ÄÞÛÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ë
ÖÔÓÇÆÐËÏ ÇÅÑ ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ:

G�t�dab �
�
T
�
wa�t�wb�0� ÿ

ÿ i

4!

X
i; j; k; l

Ji jkl

� �1
ÿ1

dt 0 wa�t�wb�0�w 0i w 0j w 0kw 0l ÿ

ÿ 1

2

1

�4!�2
X

i; j; k; l; p; q; r; s

Ji jklJpqrs

� �1
ÿ1

dt 0 �

�
� �1
ÿ1

dt 00 wa�t�wb�0�w 0i w 0j w 0kw 0l w 00p w 00q w 00r w 00s �O�J 3�
��
; �3:19�

ÅÆÇ ÆÎâ ÍÓÂÕÍÑÔÕËÏÞÑÃÑÊÐÂÚËÎË wi�t 0� � w 0i Ë wi�t 00� � w 00i .
®Þ ÕÂÍÉÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË, ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛËØ N
ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ Ä ÚËÔÎËÕÇÎÇ Ë ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎÇ
(3.19) ÏÑÉÐÑ ÄÞÒÑÎÐËÕß ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ.

´ÇÒÇÓß ÏÑÉÐÑ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÓÂÄËÎÂ (3.4), (3.5) Ë (3.7)
ÄÞÆÇÎâáÕ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÌ ÕËÒ ÄÂÍÖÖÏÐÞØ ÔÓÇÆ-
ÐËØ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÐÇÔÄâÊÐÂâ ÚÂÔÕß ÔÓÇÆÐËØ ×ÂÍÕÑÓËÊÖÇÕÔâ
ÍÂÍ ÑÃÞÚÐÑ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÐÇÚÈÕÐÞÇ ÔÕÇÒÇÐË Ji jkl ËÔÚÇÊÂ-
áÕ ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ. £-ÕÓÇÕßËØ, ÔÄâÊÐÂâ
ÚÂÔÕß (3.19) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá:

G�t� ÿ G0�t� � 2� 4� 4!

2�4!�2
1

N

X
i; j; k;m; n

JikmnJjkmn di j �

�
�
dt 0 dt 00 G0�tÿ t 0�G 3

0 �t 0 ÿ t 00�G0�t 00� � O�J 4� �

� J 2

�
dt 0 dt 00 G0�tÿ t 0�G 3�t 0 ÿ t 00�G�t 00� �

� O
�
J 2

N

�
�O�J 4� : �3:20�

©ÆÇÔß ÏÞ ÒÓËÏÇÐËÎË ÕÇÑÓÇÏÖ £ËÍÂ Í ÄÂÍÖÖÏÐÞÏ ÔÓÇÆ-
ÐËÏ, ÔÄÇÓÐÖÎË ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÔÄâÊË Ô ÔËÏÄÑÎÂÏË ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓËØÑÆâÕ ËÊ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÑÄ (3.10),
ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÎËÔß ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÇÌ Ji jkl, ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË
ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ 11 Ë ÒÓËÏÇÐËÎË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ
(3.8), ÚÕÑÃÞ ÄÞÆÇÎËÕß ÎËÆËÓÖáÜËÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÒÑ N. £ÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ (3.20) ÏÑÉÐÑ ÐÂÅÎâÆÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ÏÇÎÑÐÐÞØ (ËÎË ÆÞÐÐÞØ) ÆËÂÅÓÂÏÏ (ÓËÔ. 1).
£ÕÑÓÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ (ÓËÔ. 2) ÕÑÉÆÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐÂ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ
ÔÄâÊË Ô ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÏË ËÐÆÇÍÔÂÏË. ¯Â àÕËØ ÆËÂÅÓÂÏÏÂØ
ÔÒÎÑÛÐÞÇ ÎËÐËË ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ×ÇÓÏËÑÐÐÞÇ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÞ,
ÛÕÓËØÑÄÞÇ ì ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ØÂÑÔÖ.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÕÇÑÓÇÏÖ £ËÍÂ Ë ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (3.7), ÏÑÉÐÑ
ÕÂÍÉÇ ÐÂÌÕË ÒÑÒÓÂÄÍË ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÆËÂÅÓÂÏÏÂÏË (ÓËÔ. 3).
¬ÂÉÆÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ ÔÕÇ-

11 £ÔÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÔÄÈÓÕÍË ÆÂáÕ 4� 4� 3� 2, Ë ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËâ ÒÓË
ÊÂÏÇÐÇ t 0 $ t 00 ÆÂÈÕ 2.

m

k

n

Jikmn Jjkmn

i j

²ËÔ. 1.®ÇÎÑÐÐÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ.

JjnnmJikkm jm

n

i

k

²ËÔ. 2. ¥ËÂÅÓÂÏÏÂ "ÆÄÑÌÐÑÌ ÅÑÎÑÄÂÔÕËÍ", ÍÑÕÑÓÂâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá.
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ÒÇÐË J Ë N. ³ÕÇÒÇÐß J ÒÓÑÔÕÑ ÓÂÄÐÂ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÖ ÄÇÓÛËÐ
ÆËÂÅÓÂÏÏÞ (ÄÇÓÛËÐÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ
J ). ®ÇÉÆÖ ÔÕÇÒÇÐßá N Ë ×ÑÓÏÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÒÓÑÔÕÑÌ
ÔÄâÊË ÐÇÕ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÎÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÇ
ÆËÂÅÓÂÏÏÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÞÉËÄÂáÕ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ N!1ì àÕÑ
ÏÇÎÑÐÐÞÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.8) ì
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑÓâÆÍÂ J 2N 0. ¤ÓÖÃÑ ÅÑÄÑÓâ,
ÄÔÇ ÔËÏÄÑÎÞ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ Ä (3.8) ÔÄÑÓÂÚËÄÂáÕÔâ ÐÂÒÓâÏÖá
(ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÄËÆÂ dii), ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ Ä ÆÓÖÅËØ ÔÓÇÆÐËØ ÑÐË
ÔÄÑÓÂÚËÄÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÆÓÖÅËÇ ÆÇÎßÕÂ-ÔËÏÄÑÎÞ (ÒÓÑËÊÄÇ-
ÆÇÐËâ ÄËÆÂ di jdji). ¹ÇÏ ÆÎËÐÐÇÇ "ÒÖÕß" ÆÎâ ÔÄÑÓÂÚËÄÂÐËâ
ËÐÆÇÍÔÑÄ, ÕÇÏ ÏÇÐßÛÇ ÔÕÇÒÇÐß N.

¥Îâ ÒÓËÏÇÓÂ ÔÓÂÄÐËÏ ÆÄÑÌÐÖá ÏÇÎÑÐÐÖá (ÓËÔ. 3Ã
ËÎË 3Æ) Ë ÐÇÏÇÎÑÐÐÖá ÆËÂÅÓÂÏÏÞ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓËÔ. 3Ê).
¥ÄÑÌÐÂâ ÏÇÎÑÐÐÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ:

J 4

N 6

X
JiklmJnklm JnpqrJjpqr /

/ J 4

N 6

X
dindkkdlldmmdjndppdqqdrr � . . . � J 4 �O

�
J 4

N

�
:

�3:21�
°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÔÄÈÓÕÍÂ ÛÇÔÕË ÆÇÎßÕÂ-ÔËÏÄÑÎÑÄ ÄËÆÂ dnn
ÆÂÔÕ N 6, ÕÂÍ ÚÕÑ ÑÃÜËÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÓÂÄÇÐ J 4N 0.
£ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÐÂ ÓËÔ. 3Ê ÔÑÆÇÓÉËÕ ÐÇÏÐÑÅÑ
ËÊÏÇÐÈÐÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ:

J 4

N 6

X
JiklmJjqrm JkrnpJqlnp /

/ J 4

N 6

X
di jdkqdlrdmmdkqdlrdnndpp � . . . � O

�
J 4

N

�
: �3:22�

©ÆÇÔß ÔÕÇÒÇÐß N 5 ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕÔâ ÔÄÈÓÕÍÑÌ dmm, dnn, dpp,
dkqdkq Ë dlrdlr. ®ÑÉÐÑ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÆÄÂ "ÒÖÕË" ÔÄÈÓÕÍË
ÖÆÎËÐËÎËÔß Ë ÑÆËÐ "ÒÖÕß" ÔÄÈÓÕÍË ÖÍÑÓÑÕËÎÔâ, ÕÂÍ ÚÕÑ
ÑÃÜÂâ ÔÕÇÒÇÐß ÒÑ N ÔÑÍÓÂÕËÎÂÔß ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ. ¥ÓÖÅËÇ
ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÔËÏÄÑÎÑÄ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÔÎÇÆÖáÕ ËÊ (3.7), ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÆÎËÐÐÞÏ "ÒÖÕâÏ"
ÔÄÈÓÕÍË.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÕËÒ ÆËÂÅÓÂÏÏ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÌ ÄÞÉËÄÂÇÕ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ N!1, ì àÕÑ ÏÇÎÑÐÐÞÇ ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏÞ (ÓËÔ. 3Â, Ã, Æ Ë Õ.Æ.). ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÐÇÕ ÐÖÉÆÞ ÃÇÔ-

ÒÑÍÑËÕßÔâ Ñ ÊÐÂÍÂØ Ë ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂØ ÒÇÓÇÆ
ÕÂÍËÏË ÆËÂÅÓÂÏÏÂÏË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÔÇ "ÆÞÐË" ÒÓËØÑÆâÕ ËÊ
ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÄËÆÂ (3.20) Ô ÑÆÐËÏ Ë ÕÇÏ ÉÇ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÑÏ. £ ÔÖÜÐÑÔÕË, ÒÑÒÓÂÄÍÖ (ÔÏ. ÓËÔ. 1) ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÕß ÔÇÃÇ ÍÂÍ ÙÇÎßÐÞÌ ÃÎÑÍ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÉÐÑ
ÄÔÕÂÄËÕß Ä ÎáÃÖá ÆÓÇÄÇÔÐÖá ÎËÐËá (Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÄÐÖÕÓË
ÔÂÏÑÅÑ ÔÇÃâ).

¯ÇÆÂÄÐÑ ÆÑÏËÐËÓÑÄÂÐËÇ ÏÇÎÑÐÐÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ ÕÂÍÉÇ
ÃÞÎÑ ÔÕÓÑÅÑ ÆÑÍÂÊÂÐÑ [113] Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÏÃËÐÂÕÑÓÐÑÅÑ
ÂÐÂÎËÊÂ Ë ÑÃÑÃÜÇÐËÌ ÏÑÆÇÎË [114]. ®Þ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÑÃ-
ÔÖÉÆÂÕß àÕË ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÓÂÃÑÕÂÎË Ä ÒÓÇÆÇÎÇ
ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ, b � 1, Õ.Ç. ÄÞÚËÔÎâÎË ÄÂÍÖÖÏÐÞÇ
ÔÓÇÆÐËÇ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÎÇÅÍÑ
ÑÃÑÃÜËÕß ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÍÑÐÇÚÐÞØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ Ë
ÄÔÇÅÆÂ ÄÞÆÇÎâÇÕ ÏÇÎÑÐÐÞÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ. ¯ÇÄÂÉÐÑ, ÍÂÍÖá
ÕÇØÐËÍÖ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß: ¶ÇÌÐÏÂÐÂ ËÎË ®ÂÙÖÃÂÓÞ ì ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËâ ÔËÏÄÑÎÑÄ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ Ë ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÏÐÑÉËÕÇÎË
ÒÇÓÇÆ ÆËÂÅÓÂÏÏÂÏË ÃÖÆÖÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏË.

3.3. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¥ÂÌÔÑÐÂ ëºÄËÐÅÇÓÂ
Ë ËÐ×ÓÂÍÓÂÔÐÞÌ ÒÓÇÆÇÎ
ªÔÒÑÎßÊÖâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÊÆÇÎÂ 3.2, ÏÑÉÐÑ ÎÇÅÍÑ ÄÞÒË-
ÔÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¥ÂÌÔÑÐÂ ëºÄËÐÅÇÓÂ (¥º) Ä ÒÓÇÆÇÎÇ
N!1:

G�t1; t2� � G0�t1; t2� �
�
dt3 dt4 G0�t1; t3�S�t3; t4�G�t4; t2� ;

S�t1; t2� � J 2G 3�t1; t2� :
�3:23�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (3.23) ÔÖÏÏËÓÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÏÇÎÑÐÐÞÇ ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÑÏËÐËÓÖáÕ Ä ÖÍÂÊÂÐÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ.
©ÆÇÔß ÏÞ ÆÎâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÄÇÓÐÖÎËÔß ÑÃÓÂÕÐÑ Í ÇÄÍÎËÆÑÄÖ
ÄÓÇÏÇÐË Ë ÖÚÎË, ÚÕÑ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÍÂÉÆÑÌ ÆÓÇÄÇÔÐÑÌ ÎËÐËË
"ÆÞÐË" ÏÑÅÖÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÓÂÔÕË ÄÄÇÓØ (ÍÂÍ ÐÂ ÓËÔ. 3Æ) Ë
ÄÒÓÂÄÑ (ÍÂÍ ÐÂ ÓËÔ. 3Ã), Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚÇÅÑ ÆÓÇÄÇÔÐÞÇ
ÎËÐËË ÊÂÏÇÐâáÕÔâ ÕÑÚÐÞÏË (ÓËÔ. 4). ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (Ô
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÒÓÇÆÇÎÂÏË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ t)
ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ Ë ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ, Ë ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ.

¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÕÑÚÐÞÌ
ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÊÐËÙÞ ÄÓÇÏÈÐ: G�t1; t2��
� G�t1 ÿ t2�, S�t1; t2� � S�t1 ÿ t2�. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÏÑÉ-
ÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.23):

Gÿ1�o� � ÿioÿ S�o� ; �3:24�

ÅÆÇ ÏÞ ÒÑÆÔÕÂÄËÎË âÄÐÞÌ ÄËÆ ÆÓÇÄÇÔÐÑÅÑ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÂ:

G0�o� �
�1
ÿ1

dt exp �iot� 1
2
sgn t � i

o� i0
;

�3:25�
t:e: Gÿ10 �o� � ÿio :

µÓÂÄÐÇÐËÇ (3.23) ÏÑÉÐÑ ÓÇÛËÕß ÚËÔÎÇÐÐÑ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, Ä
ÒÓÇÆÇÎÇ ÐËÊÍËØ ÚÂÔÕÑÕ, o5 J (Õ.Ç. Jt4 1), Ë ÔËÎßÐÑÌ

+ + + +

+ + + +

+ + + + . . .

+ + + +

= + +

Â

Ã

Æ

Ê

Î

Ë

Ï

Í

Ð

Ç É

Ä Å

²ËÔ. 3. ±ÑÒÓÂÄÍË Í ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÂÏ ÄÕÑÓÑÅÑ (Â) Ë ÚÇÕÄÈÓÕÑÅÑ (Ã ë Ð)
ÒÑÓâÆÍÂ. ¦ÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÞÉËÄÂáÕ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ
N!1, ì ÆËÂÅÓÂÏÏÞ (Â), (Ã) Ë (Æ).

= +

²ËÔ. 4. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¥ÂÌÔÑÐÂ ëºÄËÐÅÇÓÂ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÖÏÏËÓÖÇÕ ÏÇÎÑÐ-
ÐÞÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ. ´ÑÐÍËÇ ÎËÐËË ÑÕÄÇÚÂáÕ ÆÓÇÄÇÔÐÞÏ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÂÏ,
ÉËÓÐÞÇ ì ÕÑÚÐÞÏ.
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ÔÄâÊË, bJ4 1, ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑ ÐÂÌÕË ÇÅÑ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ. ¥Îâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÔÐÂÚÂÎÂ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ, b � 1. ªÊ ÂÐÂÎËÊÂ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕÇÌ ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ Ä ÖÍÂÊÂÐÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ
ÕÑÚÐÞÌ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ ÖÃÞÄÂÇÕ ÍÂÍ G�t� � tÿ1=2. ³ÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕßá ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.23) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇ-
ÃÓÇÚß, ÒÑÔÎÇ ÚÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÄÇÆÈÕÔâ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ
(ÐËÉÇ ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ
ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ):

0 � G0�t1; t2� �
�1
ÿ1

dt3

�1
ÿ1

dt4 G0�t1; t3�S�t3; t4�G�t4; t2� ;
�3:26�

ÑÕÔáÆÂ�
dtS�t1; t�G�t; t2� � ÿd�t1 ÿ t2� : �3:27�

¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÄÕÑÓÑÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ, ÏÞ ÒÓÑÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÓÑÄÂÎË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (3.26) ÒÑ t1, ÖÚÎË ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
q1G0�t1; t2� � d�t1 ÿ t2� Ë ÄÊâÎË ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ t3. °ÚÇÄËÆ-
ÐÑ, ÚÕÑ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÒÑÎÖÚËÕß, ÒÓÑÔÕÑ ÑÕ-
ÃÓÑÔËÄ ÑÃÓÂÕÐÞÌ ÆÓÇÄÇÔÐÞÌ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ Ä (3.24):

Gÿ1�o� � ÿS�o� ; ili S�o�G�o� � ÿ1 : �3:28�
¿ÕÑ ÒÓÑÔÕÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.27).
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.26)
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÓÇÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËÌ ÄÓÇÏÇÐË,
t! f �t�, f 0�t� > 0:

G�t1; t2� ! G
�
f �t1�; f �t2�

�
f 0�t1�D f 0�t2�D ; �3:29�

S�t1; t2� ! S
�
f �t1�; f �t2�

�
f 0�t1�3D f 0�t2�3D ;

ÅÆÇ D � 1=4. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ,�
d f �t�S� f �t 0�; f �t��G� f �t�; f �t 00�� �
�
�
dt S�t 0; t�G�t; t 00�
f 0�t 0�1=4 f 0�t 00�3=4

�

� ÿd�t
0 ÿ t 00�

f 0�t 0� � ÿd� f �t 0� ÿ f �t 00�� : �3:30�

±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÓÇÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËË ÆÑÎÉÐÞ ÔÑØÓÂÐâÕß
ÑÓËÇÐÕÂÙËá ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ì Ä ÒÓÑÕËÄÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ Ä (3.30) ÐÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÑÎÖÚËÎË, ÚÕÑ Ä ª¬-ÒÓÇÆÇÎÇ
×ÇÓÏËÑÐÞ ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ÂÐÑÏÂÎßÐÖá ÍÑÐ×ÑÓÏÐÖá ÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÔÕß 12 D � 1=4. ¿ÕÑ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÂÐÊÂÙ,
ÓÇÛÂáÜËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¥º:

Gc�t1; t2� � B
sgn t12
jJt12j2D

; �3:31�

ÅÆÇ t12 � t1 ÿ t2 Ë B ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ ÐËÉÇ. ªÐÆÇÍÔ c ÑÊÐÂÚÂÇÕ
"ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÌ". ±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ cÎÇÆÖáÜËÌ
ËÐÕÇÅÓÂÎ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËË ÒÑÔÎÇ
ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÐÂ p=2 Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË:�1
ÿ1

dt exp �iot� sgn tjtj2D � 2iG�1ÿ 2D� cos �pD�joj2Dÿ1 sgno ;
�3:32�

ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞÌ ÂÐÊÂÙ ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ ÓÇÛÂÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.26), Â ÕÂÍÉÇ ÐÂÌÕË ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ B:

Gc�t� � 1

�4p�1=4
sgn t

jJtj2D : �3:33�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá Ä ÒÓÇÆÇÎÇ
J�t1 ÿ t2� ! 1, ÚÕÑ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÔÕß
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.26).
£ÒÇÓÄÞÇ àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÃÞÎÑ ÐÂÌÆÇÐÑ ³ÂÚÆÇÄÑÏ Ë «Ç ÆÎâ
ÔËÔÕÇÏÞ ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÒËÐÑÄ [2].

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÓÇÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËÑÐÐÂâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß
(3.29) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË ÕÑÚÐÞÌ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÌ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ, ÐÇ ÓÇÛÂâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¥º
[115]. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÞ ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ Ë ÍÑÐÇÚ-
ÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂØ ÔÄâÊÂÐÞ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇÏ (3.9), ÍÑÕÑÓÑÇ
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá f 0�t� > 0. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÏÞ
ÏÑÉÇÏ ÒÓÑÔÕÑ ÒÓËÏÇÐËÕß àÕÑ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ Í ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËá (3.33):

G b
c �t� �

p1=4��������
2bJ
p sgn �sin �pt=b��

jsin �pt=b�j2D ; t 2
�
ÿ b
2
;
b
2

�
: �3:34�

©ÆÇÔß ÏÞ ÒÑÆÔÕÂÄËÎË ÒÓÂÄËÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá sgn ËÊ ÓÂÊ-
ÆÇÎÂ 3.1, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÃÑÃÜËÕß (3.34) ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÞØ ÄÓÇÏÈÐ. £ ÕÑÉÇ ÄÓÇÏâ ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ sgn �sin �pt=b�� �
� sgn �tan �pt=b�� � sgn t ÆÎâ t 2 �ÿb=2; b=2�. ´ÂÍÉÇ ÊÂ-
ÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ t5 b ÄÞÓÂÉÇÐËâ (3.33) Ë (3.34)
ÔÑÄÒÂÆÂáÕ.

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ Gc�t� Ë G b
c �t� ÒÓËÃÎËÊËÕÇÎßÐÑ ÓÂÄÐÞ

ÕÑÚÐÞÏ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÂÏ G�t� Ë G b�t� ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÈÐ t4 1=J. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ Ä ÖÎßÕÓÂ-
×ËÑÎÇÕÑÄÑÏ (µ¶) ÒÓÇÆÇÎÇ �t5 1=J� ÕÑÚÐÞÇ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÞ
ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑ ÓÂÄÐÞ ÆÓÇÄÇÔÐÞÏ, G0�t� Ë G b

0 �t� ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ. £ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕËG�t� ËG b�t� ËÐÕÇÓÒÑ-
ÎËÓÖáÕ ÏÇÉÆÖ àÕËÏË ×ÖÐÍÙËâÏË (ÒÓËÏÇÓ ÒÓËÄÇÆÈÐ ÐÂ
ÓËÔ. 5).

±ÑÔÎÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ Ä ÎÑÓÇÐÙÇÄÑ ÄÓÇ-
Ïâ t � ÿit (3.34) ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÔÎÇÆÖáÜÖá ÆÄÖØÕÑÚÇÚ-
ÐÖá ×ÖÐÍÙËá 13:

G b
c �t� �

p1=4��������
2bJ
p 1��sinh �pt=b���2D / exp

�
ÿ 2pD

b
t

�
; t4

1

J
:

�3:35�

¿ÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÏÂÎÑÌ ÒÑ
ËÔÕÇÚÇÐËË ÄÓÇÏÇÐË td � b=�2pD� � b, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÃÞÚÐÑ
ÐÂÊÞÄÂáÕ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÆËÔÔËÒÂÙËË. ®Þ ÄÇÓÐÈÏÔâ Í àÕÑÏÖ
ÄÞÓÂÉÇÐËá, ÍÑÅÆÂ ÃÖÆÇÏ ÑÃÔÖÉÆÂÕß ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 4).

£ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÆÎâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÕÂÍÑÇ ÒÑ-
ÄÇÆÇÐËÇ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÐÇÑÃÞÚÐÑ, ÑÆÐÂÍÑ ÒÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÏÞ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÒÓÇÆÇÎ N!1. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, Ä ÓÂÃÑÕÇ
[116] ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÃÞÄÂÐËÇ ÔÏÇ-
ÐâÇÕÔâ ÔÕÇÒÇÐÐ�yÏ: Gb

c �t� � �t=tM�ÿ3=2, ÆÎâ ÄÓÇÏÈÐ, ÒÓÇ-
ÄÞÛÂáÜËØ tM � N=J.

12 £ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, Ä ÏÑÆÇÎË Ô q-×ÇÓÏËÑÐÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ×ÇÓ-
ÏËÑÐÞ ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß D � 1=q.

13 ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÌ ÔËÅÐÂÕÖÓÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÕÑÚÐËÕß ÒÓÑ-
ÒÂÅÂÕÑÓ (Õ.Ç. ÒÑÓâÆÑÍ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Ä ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË) [5,
112]. ¡ÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÓÂÊÐÞØ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÑÄ ÓÂÊÎËÚÐÑ,
ÑÆÐÂÍÑ ÑÃÜËÌ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÜËÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß ÄÔÇÅÆÂ ÑÆËÐ
Ë ÕÑÕ ÉÇ.
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3.4. ¿××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ
±ÑÎÖÚËÏ à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¥º (3.23)
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ. ¢ÖÆÇÏ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÕß ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÔÄâÊË
Ji jkl, ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÒÓÂÄËÎÖ ÆÎâ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ
ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ:

f �Ji jkl� �
�
DJi jkl f �Ji jkl� ;

�3:36�

DJi jkl � exp

�
ÿ N 3

12J 2

X
i<j<k<l

J 2
i jkl

� Y
i<j<k<l

����������
N 3

3!J 2

r
dJi jkl������
2p
p :

£ÒÓÑÚÇÏ, àÕÑ ÒÓÂÄËÎÑ ÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ, ÍÂÍËÇ ËÏÇÐÐÑ
ÄÇÎËÚËÐÞ ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÔÓÇÆÐâÕß, Â ÒÑÕÑÏÖ ÐÂ ÒÓÂÍÕËÍÇ
ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ ÏÑÉÐÑ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÕß ÆÄÖÏâ
ÓÂÊÐÞÏË ÔÒÑÔÑÃÂÏË. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÏÑÉÐÑ ÖÔÓÇÆÐËÕß ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍÖá ÔÖÏÏÖ, Õ.Ç. ÐÂÌÕË Z. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, Ô ÒÑÏÑÜßá
ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÓÇÒÎËÍ ÏÑÉÐÑ ÖÔÓÇÆÐËÕß ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÖá àÐÇÓÅËá:

bF � ÿlogZ � ÿ lim
M!0

qMZM : �3:37�

£ àÕÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÄÇÔÕË M ÍÑÒËÌ ÔËÔÕÇÏÞ
�wi ! wa

i , i � 1; . . . ;N, a � 1; . . . ;M�, ÄÞÚËÔÎËÕß ÓÂÔÛËÓÇÐ-
ÐÖá ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá ÔÖÏÏÖ ZM, ÖÔÓÇÆÐËÕß ÇÈ ÒÑ ÃÇÔ-
ÒÑÓâÆÍÖ, ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÒÓÑÆÑÎÉËÕß ÐÂ ÐÇÙÇÎÞÇ M Ë
ÄÊâÕß ×ÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÒÓÇÆÇÎ (3.37). ¦ÔÎË ÐÂËÃÑÎßÛËÌ
ËÐÕÇÓÇÔ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓ-
ÅËâ, àÐÕÓÑÒËâ ËÎË ÆÓÖÅËÇ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËËì
ÄÇÎËÚËÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÍÂÍÑÏ-ÕÑ ÔÏÞÔÎÇ ÏÑÉÐÑ ËÊÏÇÓËÕß
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÞÃËÓÂÕß ÄÕÑÓÑÌ ÔÒÑÔÑÃ
ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ. ¦ÔÎË ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÙÇÎßá âÄ-
ÎâÇÕÔâ ÒÑËÔÍ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÕÑ ÙÇÎÇÔÑÑÃ-
ÓÂÊÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÒÇÓÄÞÌ, ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ, ÔÒÑÔÑÃ.

£ÒÓÑÚÇÏ, Ä ÏÑÆÇÎË SYK ÑÃÂ ÏÇÕÑÆÂ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÓË-
ÄÑÆâÕ Í ÑÆÐÑÏÖ Ë ÕÑÏÖ ÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ [7, 23, 103], ÒÑ-
ÔÍÑÎßÍÖ ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ ÒÑ ÓÇÒÎËÍÂÏ ÄÍÎÂÆÞ Ä à××ÇÍ-
ÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÒÑÆÂÄÎÇÐÞ ÔÕÇÒÇÐâÏË 1=N, ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ
ÚÇÅÑ ÑÃÜÂâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËÇ M ÐÂËÄÐÑ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÖÏÏ:
ZM � �Z�M �O�1=N�. ±ÑÆÓÑÃÐÑÔÕË ÄÞÚËÔÎÇÐËâ Ô ÓÇÒÎË-
ÍÂÏË ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÓÂÃÑÕÂØ [6, 7, 117, 118]. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÖÔÓÇÆ-
ÐÈÐÐÖá ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá ÔÖÏÏÖ ÑÓËÅËÐÂÎß-
ÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ:

Z �
�
DJi jklDwi exp
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2

XN
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wi qwi ÿ

ÿ 1

4!

XN
i; j; k; l�1

Ji jkl wiwjwkwl
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Dwi exp
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X
i

�
dt wi qwi �

3!J 2

2N 3

1

4!

X
i; j; k; l

��
dt wiwjwkwl
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#
�

�
�
Dwi exp

"
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2

X
i

�
dt wi qwi �

�NJ 2

8

�
dtdt 0

�
1

N

X
i

wi�t�wi�t 0�
�4
#
�

�
�
Dwi exp

��
dtdt 0

�
N

2
Gÿ10 �t; t 0�X�t; t 0� �

NJ 2

8
X 4�t; t 0�

��
:

�3:38�
©ÆÇÔß ÏÞ ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÎË ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ Ji jkl, ÓÇÑÓÅÂ-
ÐËÊÑÄÂÎË ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÒÑ dt Ë ÒÓÑÔÖÏÏËÓÑÄÂÎË ÒÑ ×ÇÓ-
ÏËÑÐÐÞÏ ËÐÆÇÍÔÂÏ. ¥Îâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÏÞ ÕÂÍÉÇ ÄÄÇÎË
ÑÃÓÂÕÐÞÌ ÆÓÇÄÇÔÐÞÌ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ Gÿ10 �t; t 0� Ë ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÖá ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ X�t; t 0�:

Gÿ10 �t; t 0� � d�tÿ t 0� qt ; �3:39�

X�t; t 0� � 1

N

XN
i�1

wi�t�wi�t 0� :

´ÇÒÇÓß ÒÓËÏÇÐËÏ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ

f �X� �
�
dx f �x�d�xÿ X� �

� N

2p

�
dx dy f �x� exp �iN�xÿ X�y� �3:40�

Í ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ

x � G�t; t 0�; y � iS�t; t 0� �3:41�

ÔÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË:�
DGDS exp

�
ÿN

2

�
dt dt 0 S�t; t 0�G�t; t 0�

�
� 1 ; �3:42�

Í ×ÖÐÍÙËË

exp

�
NJ 2

8

�
dt dt 0 X 4�t; t 0�

�
�

�
�
DGDS exp

�
N

2

�
dt dt 0

�
J 2

4
G 4�t; t 0� ÿ

ÿ S�t; t 0�ÿG�t; t 0� ÿ X�t; t 0���� : �3:43�
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y

G bJ � 10
Â

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0
1 2 3 4 5 6

y

G bJ � 50
Ã

²ËÔ. 5. ²ÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ÂÌÔÑÐÂ ëºÄËÐÅÇÓÂ (3.23) Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛËØ N, ÚËÔÎÇÐÐÑ ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÞÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ [5] ÆÎâ (Â) bJ � 10 Ë (Ã) bJ � 50.
³ÒÎÑÛÐÞÇ ÎËÐËË ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÛÕÓËØÒÖÐÍÕËÓÐÞÇ ì ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ, ÛÕÓËØÑÄÞÇ ì ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ
ÒÎáÔ ÒÇÓÄÂâ ÒÑÒÓÂÄÍÂ (ÐÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÓÇÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËÌ). ¥Îâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÄÄÇÆÇÐÂ ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ y � 2pt=b.
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´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÞ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÚÎÇÐ
X 4�t; t 0� Ä (3.38):

Z �
�
DGDS

�
Dwi exp

�
N

2

�
dt dt 0

�ÿ
Gÿ10 �t; t 0� �

� S�t; t 0��X�t; t 0� � J 2

4
G 4�t; t 0� ÿ S�t; t 0�G�t; t 0�

��
�

�
�
DGDS

�
Dwi exp

�
1

2

X
i

�
dt dt 0 wi�t�

ÿ
d�tÿ t 0� qt �

� S�t; t 0��wi�t 0��
�N

2

�
dt dt 0

�
J 2

4
G 4�t; t 0� ÿ S�t; t 0�G�t; t 0�

��
: �3:44�

£ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË Ä ÍÄÂÆÓÂÕÐÞØ ÔÍÑÃÍÂØ ÏÞ
ÒÑÆÔÕÂÄËÎË âÄÐÖá ×ÑÓÏÖ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÆÓÇÄÇÔÐÑÅÑ ÒÓÑÒÂ-
ÅÂÕÑÓÂ Ë ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ (3.39). ¯ÂÍÑÐÇÙ,
ÄÑÊßÏÈÏ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ wi�t� Ë ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ à××ÇÍ-
ÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ:

Z �
�
DGDS exp

ÿÿIeff�G;S�� ; �3:45�

Ieff
N
� ÿ 1

2
log det

�ÿd�tÿ t 0� qt ÿ S�t; t 0���
� 1

2

�
dt dt 0

�
S�t; t 0�G�t; t 0� ÿ J 2

4
G 4�t; t 0�

�
: �3:46�

­ÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ àÕÑ à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÄÑÔÒÓÑ-
ËÊÄÑÆËÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.23), ÍÑÕÑÓÞÇ ×ÂÍÕËÚÇÔÍË âÄÎâáÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÆÄËÉÇÐËâ ÆÎâ G Ë S. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ,
ÄÂÓßËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ G ÆÂÈÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ
àÐÇÓÅËË, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÄÂÓßËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ S ÆÂÈÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¥º 14:

dSIeff � ÿ 1

2
tr log

ÿ
1ÿ �ÿqt ÿ S�ÿ1dS��

� 1

2

�
dt dt 0 G�t; t 0�dS�t; t 0� �

� 1

2

�
dt dt 0

n
G�t; t 0� ÿ �Gÿ10 �t; t 0� ÿ S�t; t 0��ÿ1odS�t; t 0� ;

sledowatelxno; Gÿ1 � Gÿ10 ÿ S : �3:47�

¯Â ÒÓÂÍÕËÍÇ àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÔÕÓÑÅÑÔÕß (Ë ÆÂÉÇ ÔÒÓÂ-
ÄÇÆÎËÄÑÔÕß) ÒÓÑÆÇÎÂÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÏÑÉÐÑ
ÐÇ ÆÑÍÂÊÞÄÂÕß: ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÄÂÉÐÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ, ÍÑÕÑÓÑÇ
ÏÞ ÕÓÇÃÖÇÏ ÑÕ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ, ì àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÄËÉÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆâÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¥º. ¬ÂÍ
ÕÑÎßÍÑ ÏÞ ÒÑÎÖÚËÎË ÕÂÍÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ, ÏÞ ÒÑÎÐÑÔÕßá
ÑÒÓÇÆÇÎËÎË ÕÇÑÓËá Ä ÒÓÇÆÇÎÇ N!1. £ ÒÓËÐÙËÒÇ ÏÞ
ÏÑÅÎË ÒÓÑÔÕÑ ÖÅÂÆÂÕß ÆÇÌÔÕÄËÇ (3.46) ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.23).

±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥º (3.23) âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÇÆÎÑÄÑÌ ÕÑÚÍÑÌ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ
(3.46), Õ.Ç. ÏÂÍÔËÏÖÏÑÏ ÒÑ G Ë ÏËÐËÏÖÏÑÏ ÒÑ S. ¿ÕÑ
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËÏ ÄÞÃÑÓÑÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÅ-
ÓËÓÑÄÂÐËâ y, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÚËÔÕÑÏÐËÏÑÌ (3.41). ³
ÕÂÍÑÌ ÔÇÆÎÑÄÑÌ ÕÑÚÍÑÌ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÃÓÂÜÂÕßÔâ ÑÔÕÑÓÑÉÐÑ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÇÈ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÓÂÔÚÈÕ

ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥º ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ
ÔØÑÆËÕÔâ Í àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ [5, 7, 8, 118, 119].

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÐÂ ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÌ
ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÏ ÏÂÌÑÓÂÐÑÄÔÍËÏ ×ÇÓÏËÑÐÂÏ
ÒÎÑØÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÕÂÍËÇ ×ÇÓÏËÑÐÞ ÐÇÎßÊâ ÑÒË-
ÔÂÕß ÐË ÑÃÞÚÐÞÏË, ÐË ÅÓÂÔÔÏÂÐÑÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË. ¹ÕÑÃÞ
ÄÊâÕß ÕÂÍÑÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÐÂ ÒÓÂÍÕËÍÇ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÇÓÇ-
ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÏÂÌÑÓÂÐÑÄÔÍËÇ ×ÇÓÏËÑÐÞ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÆËÓÂ-
ÍÑÄÔÍËØ ×ÇÓÏËÑÐÑÄ Ë ÔÄÇÔÕË ËÐÕÇÅÓÂÎ (3.38) Í ËÐÕÇÅÓÂÎÖ
ÒÑ ÅÓÂÔÔÏÂÐÑÄÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ. ±ÑÆÓÑÃÐÑÔÕË àÕÑÅÑ
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË ¢.

´ÂÍÉÇ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÚËÔÎÑ 1=N ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÌ ±ÎÂÐÍÂ �h Ä ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÇ (3.45), Õ.Ç.
ÒÓÇÆÇÎ N! 1 àÍÄËÄÂÎÇÐÕÇÐ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÓÇÆÇÎÖ
�h! 0.

¯ÂÍÑÐÇÙ, Ô ÒÑÏÑÜßá à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ (3.46)
ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß àÐÕÓÑÒËá Ë ÔÄÑÃÑÆÐÖá àÐÇÓÅËá ÔËÔ-
ÕÇÏÞ ì ×ÖÐÍÙËË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÇÈ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ [5, 8, 120]:

bF � bE0 �N

�
ÿS0 ÿ 2p2C

bJ
�O

�
1

�bJ�2
��
�

� 3

2
log �bJ� � const�O

�
1

N

�
; �3:48�

ÅÆÇ E0 ì àÐÇÓÅËâ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ, S0 � 0;232 ì
ÖÆÇÎßÐÂâ àÐÕÓÑÒËâ ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ, C ì ÚËÔ-
ÎÇÐÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ, ÒÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÃÖÆÇÕ
ÒÓÑâÔÐÇÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.5. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÐÕÓÑÒËâ ÔËÔÕÇÏÞ
ÄÇÎËÍÂ �S � N� ÆÂÉÇ ÒÓË ÐËÊÍËØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂØ, ÚÕÑ
ÆÑÄÑÎßÐÑ ÐÇÑÃÞÚÐÑ. ¿ÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÔÒÇÙË×Ë-
ÚÇÔÍÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÂÒÑÏËÐÂÇÕ
ÒÑÎÖÍÓÖÅ ÂÐÔÂÏÃÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÏÂÕÓËÙ Ë ÒÎÂÄÐÑ ÔÕÓÇ-
ÏËÕÔâ Í ÐÖÎá Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÐËÊÍËØ àÐÇÓÅËÌ (ÓËÔ. 6). ¥ÓÖÅËÏË
ÔÎÑÄÂÏË, ÆÂÉÇ ÄÃÎËÊË ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÄÇÎËÍÂ �r � exp �S0N��, Â ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ
àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏË ÖÓÑÄÐâÏË ÏÂÎÑ �� exp �ÿS0N��.

3.5. ºÄÂÓÙËÂÐÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ
¬ÂÍ ÏÞ ÖÄËÆÇÎË Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.3, ÑÃÓÂÕÐÞÌ ÆÓÇÄÇÔÐÞÌ
ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ Ä (3.23) ÐÂÓÖÛÂÇÕ ÓÇÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËÑÐÐÖá
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ËÐ×ÓÂÍÓÂÔÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥º (3.29).
ªÊÖÚËÏ àÕÑ ÐÂÓÖÛÇÐËÇ ÃÑÎÇÇ ÂÍÍÖÓÂÕÐÑ. ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ
ÔÆÇÎÂÇÏ ÊÂÏÇÐÖ S! Sÿ Gÿ10 Ä à××ÇÍÕËÄÐÑÏ ÆÇÌÔÕÄËË

14 £ (3.47) Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÒÑÔÎÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÍÂ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÏÞ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÔÄÑÌÔÕÄÂ Gÿ10 �t 0; t� � Gÿ10 �t; t 0� Ë S�t 0; t� � ÿS�t; t 0�.
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²ËÔ. 6. ¿ÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ, ÚËÔÎÇÐÐÑ ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÞÌ Ä ÓÂÃÑÕÇ [5]
ÆÎâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÏÑÆÇÎË (3.1) Ô N � 32 ×ÇÓÏËÑÐÂÏË.
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(3.46) Ë ÄÞÆÇÎËÏ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÖá Ë ÐÇËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÖá ÚÂÔÕË: Ieff � ICFT � IS,

ICFT
N
� ÿ 1

2
log det

ÿÿS�t; t 0���
� 1

2

�
dt dt 0

�
S�t; t 0�G�t; t 0� ÿ J 2

4
G 4�t; t 0�

�
; �3:49�

IS
N
� ÿ 1

2

�
dt dt 0 Gÿ10 �t; t 0�G�t; t 0� : �3:50�

´ÇÒÇÓß ÎÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ÚÂÔÕß ICFT ÄÑÔ-
ÒÓÑËÊÄÑÆËÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¥º (3.26) ËÎË (3.28), ÍÑÕÑÓÑÇ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÓÇÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËÌ t! f �t�,
f 0�t� > 0. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËâ Ä Gÿ10 �t; t 0� ÄÞÆÇ-
ÎâÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÏÂÎÞÇ ÓÂÊÐËÙÞ ÄÓÇÏÈÐ, jtÿ t 0j5 Jÿ1, Ë,
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓÇÐÇÃÓÇÉËÏÑ ÏÂÎÂ Ä ª¬-ÒÓÇÆÇÎÇ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
Ä ÅÎÖÃÑÍÑÏ ª¬-ÒÓÇÆÇÎÇ Ë ËÔÚÇÊÂÇÕ, ÍÑÅÆÂ ÏÞ ÑÕ ÐÇÅÑ
ÑÕØÑÆËÏ.

´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÐÇËÐÄÂÓËÂÐÕÐÖá ÚÂÔÕß Ä à××ÇÍÕËÄÐÑÏ
ÆÇÌÔÕÄËË ÐÇÎßÊâ ÑÕÃÓÑÔËÕß ÆÂÉÇ Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ, ÒÑ-
ÔÍÑÎßÍÖ ÑÐÂ ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÄÂÉÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂ-
ÙËá Ñ ÕÇÑÓËË. ¹ÕÑÃÞ ÒÑÍÂÊÂÕß àÕÑ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ×ÎÖÍÕÖ-
ÂÙËË à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ (3.46) ÑÍÑÎÑ ÔÇÆÎÑÄÑÌ ÕÑÚÍË
� ~G; ~S�. ±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ~G 6� Gc;Gc ìàÕÑ ÄÔÇÅÑ ÎËÛßª¬-
ÒÓÇÆÇÎ ~G. ¶ÎÖÍÕÖÂÙËË ÖÆÑÃÐÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÑÄÂÕß 15 Ä ÄËÆÇ
G � ~G� dG=j ~Gj, S � ~S� j ~GjdS:
Ieff
N
� 1

4

�
dt1 dt2 dt3 dt4 dS�t1; t2��

�
��� ~G�t1; t2�

�� ~G�t1; t3� ~G�t2; t4�
�� ~G�t3; t4�

���dS�t3; t4��
� 1

2

�
dt1 dt2

�
dG�t1; t2�dS�t1; t2� ÿ 3J 2

2
dG 2�t1; t2�

�
�

� ÿ 1

12J 2
hdSjKjdSi � 1

2
hdGjdSi ÿ 3J 2

4
hdGjdGi : �3:51�

©ÆÇÔß Kì ÑÒÇÓÂÕÑÓ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ (Ë ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕ
ÎÇÔÕÐËÚÐÞÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ, ÍÂÍ ÏÞ ÖÄËÆËÏ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.2).
ªÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ âÆÓÑ àÕÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÄÞÅÎâÆËÕ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

K�t1; t2; t3; t4� � ÿ3J 2
�� ~G�t1; t2�

�� ~G�t1; t3� ~G�t2; t4�
�� ~G�t3; t4�

��;
KjAi �

�
dt3 dt4 K�t1; t2; t3; t4�A�t3; t4� :

�3:52�

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ àÕÑ âÆÓÑ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÊÂÏÇÐ t1 $ t2 Ë t3 $ t4, ÐÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÊÂÏÇÐÞ �t1; t2� $ �t3; t4� �ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ
G�t2; t1� � ÿG�t1; t2��. °ÒÓÇÆÇÎËÏ ÕÂÍÉÇ ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÑÒÇ-
ÓÂÕÑÓ [6, 121]:

I�t1; t2; t3; t4�� 1

2

�
d�t1ÿ t3�d�t2ÿ t4� ÿ d�t1ÿ t4�d�t2ÿ t3�

�
;

IjAi � jAi ; �3:53�

Ë ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ:

hAjBi �
�
dt1 dt2 A��t1; t2�B�t1; t2� : �3:54�

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ S ì àÕÑ ÒÓÑÔÕÑ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄ ÏÐÑÉËÕÇÎß,
Õ.Ç. ÑÐ ÐÇ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÄÇÎËÚËÐÂØ. ³ÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, Ä ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÇ Ô ÒÑÎÐÞÏ ÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ (3.46) ÏÑÉÐÑ ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÕß ÒÑ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ
S, ÚÕÑ ÒÓËÄÇÆÈÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏÖ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËá:

Ieff�dG�
N

� ÿ log

�
DdS exp

ÿÿIeff�dG; dS�� '
' 3J 2

4



dG
���Kÿ1 ÿ I ���dG� : �3:55�

±ÓÑÄÇÓËÏ, ÚÕÑ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ô ÆÇÌÔÕÄËÇÏ (3.55) Ä ÍÑÐ-
×ÑÓÏÐÑÏ (ª¬) ÒÓÇÆÇÎÇ. ¬ÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß,
ÚÕÑ ÐÇËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÚÂÔÕß ÆÇÌÔÕÄËâ ÒÓÇÐÇÃÓÇÉËÏÑ ÏÂÎÂ
Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ, Õ.Ç. ÆÇÌÔÕÄËÇ (3.46) ÒÓËÃÎËÊËÕÇÎßÐÑ ÓÂÄÐÑ
(3.49). ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÎÑ ÃÞ, ÚÕÑ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ
ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÞ ÊÂÏÇÜÂáÕ ÕÑÚÐÞÇ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÞ, ~G � Gc.
´ÑÅÆÂ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ ÄÞÅÎâÆÇÎË
ÃÞ ÕÂÍ:

Ieff�dG�
N

� ICFT�dG�
N

� 3J 2

4
hdGjKÿ1c ÿ I jdGi ; �3:56�

ÅÆÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Kc ËÏÇÇÕ ÄËÆ (3.52) Ô ×ÖÐÍÙËâÏË Gc ÄÏÇÔÕÑ
~G. ¬ ÔÑÉÂÎÇÐËá, ÕÂÍÑÇ ÐÂËÄÐÑ ÑÃÓÇÊÂÐÐÑÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÇ
ÆÇÌÔÕÄËÇ ÐÇÍÑÓÓÇÍÕÐÑ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ô ÐÇÍÑÕÑÓÞÏË ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËâÏË ÑÍÑÎÑ ÔÇÆÎÑÄÑÌ ÕÑÚÍË. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ ÕÂÍËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË dG, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÑØÓÂÐâáÕ ÍÑÐ×ÑÓÏ-
ÐÖá ÔËÏÏÇÕÓËá (3.29). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ G � Gc � dG=jGcj Ë
S � J 2G 3

c � 3J 2jGcjdG ÓÇÛÂáÕ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
¥ÂÌÔÑÐÂ ëºÄËÐÅÇÓÂ (3.27):�

dt4
�
Sc�t3; t4� � 3J 2

��Gc�t3; t4�
��dG�t3; t4���

�
�
Gc�t4; t2� � dG�t4; t2���Gc�t4; t2�

��
�
� ÿd�t3 ÿ t2� : �3:57�

£ÞÚËÕÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¥º ÆÎâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Gc Ë
Sc, ÖÏÐÑÉÂâ ÐÂ Gc�t3; t1� Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ t3, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ�
dt3 dt4

�
dG�t4; t2���Gc�t4; t2�

�� Sc�t3; t4�Gc�t3; t1��

� 3J 2Gc�t1; t3�Gc�t2; t4�
��Gc�t3; t4�

��dG�t3; t4�� � 0 ; �3:58�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÚÇÄËÆÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÔÄÑÆËÕÔâ Í

�Iÿ Kc�dG � 0 : �3:59�
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÂ àÕËØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâØ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ-
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ (3.56) ËÎË (3.49) ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá Ë ÐÇËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÚÂÔÕßá (3.50) ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß
ÐÇÎßÊâ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÑÕÑÌÕË ÑÕ ÅÎÖÃÑÍÑÅÑ
ª¬-ÒÓÇÆÇÎÂ Ë ÑÙÇÐËÕß, ÍÂÍ ÆÇÌÔÕÄËÇ (3.50) ËÊÏÇÐâÇÕÔâ
ÒÓË ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâØ (3.29).

³ÐÂÚÂÎÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ
�b � 1�. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÓÂÊÎÑÉËÏ
ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÌ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ:

Gc�t1; t2� ! Gc

�
f �t1�; f �t2�

� �
� sgn �t1 ÿ t2�
�4p�1=4J 2D

f 0D�t1� f 0D�t2��� f �t1� ÿ f �t2�
��2D ; �3:60�

15 ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÏÇÓÂ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÐÇ ËÊÏÇÐËÕÔâ, ÇÔÎË
ÄÞÃÓÂÕß ×ÎÖÍÕÖÂÙËË Ä ÕÂÍÑÏ ÄËÆÇ.
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ÑÍÑÎÑ t � �t1 � t2�=2 ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ t12 � t1 ÿ t2:

G�t1; t2� � Gc�t1; t2�
�
1� D

6
t 212 Sch

�
f �t�; t��O�t 312�� ;

Sch
�
f �t�; t� � f 000

f 0
ÿ 3

2

�
f 00

f 0

�2

:
�3:61�

´ÂÍÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÑÒÓÂÄÆÂÐÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍ-
ÙËâ ËÊ Gÿ10 �t1; t2� Ä (3.50) ÄÞÆÇÎâÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÍÑÎÑ
t12 � 0. ¯ËÉÇ ÏÞ ÇÜÈ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ àÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ. ©ÂÕÇÏ
ÄÞÚÕÇÏ ÐÇ ËÊÏÇÐËÄÛÖáÔâ ÚÂÔÕß ËÊ (3.61) Ë ÒÑÆÔÕÂÄËÏ
ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ Ä ÆÇÌÔÕÄËÇ (3.50), ÚÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß

IS
N
� ÿ 1

2
hGÿ10 jdGi � ÿ

1

2

�
dt dt12 Gÿ10 �t12� ~G�t12��

�
�
D
6
t 212 Sch

�
f �t�; t��O�t 312�� �

� ÿ D
12

�
dt12 d�t12�qt12

ÿ
t 212 ~G�t12�

� �
dt Sch

�
f �t�; t�� �

� ÿ 1

J

D
12

�
dZ d�Z�qZ

ÿ
Z2 ~G�Z��|�������������������{z�������������������}

C

�
dt Sch

�
f �t�; t�� ; �3:62�

ÅÆÇ ÆÎâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÏÞ ÄÄÇÎË ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá
Z � Jt12. ´ÇÒÇÓß ÎÇÅÍÑ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ dZ
ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐ:

C � D
12

�
dZ d�Z��ÿZ2g�Z��0 sgn Z� Z2g�Z�d�Z�� �

� D
12

�
dZ g�Z�Z2d�Z�2 � D

12
d�0� g�0� � 02 � 0�1 ;

�3:63�

ÅÆÇ ÏÞ ÄÞÆÇÎËÎË ÓÇÎÇÄÂÐÕÐÖá ÚÂÔÕß ÕÑÚÐÑÅÑ ÒÓÑÒÂÅÂ-
ÕÑÓÂ, ~G�Z� � g�Z� sgn Z.

±ÓÑÔÕÑÅÑ ÔÒÑÔÑÃÂ ÓÂÊÓÇÛËÕß àÕÖ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕß
ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÒÑÄÇ-
ÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË g�Z� ÆÎâ ÄÔÇØ ÄÓÇÏÈÐ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ. ´ÇÏ ÐÇ
ÏÇÐÇÇ ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÏÑÉÐÑ ÓÇÛËÕß, ÇÔÎË ÓÂÊÏÞÕß ÆÇÎßÕÂ-
×ÖÐÍÙËá (Õ.Ç. ÊÂÏÇÐËÕß ÚÎÇÐ Gÿ10 ÆÓÖÅËÏ ÒÑÆØÑÆâÜËÏ
ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÄÇÎËÍ ÐÂ ÏÂÎÞØ ÄÓÇÏÇÐÂØ, Z5 1) Ë
ÄÄÇÔÕË ÏâÅÍÑÇ µ¶- Ë ª¬-ÑÃÓÇÊÂÐËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (3.63).
¿ÕÑÕ ÒÑÆØÑÆ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐ Ä [6].

¡ÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÕ ÄÞÚËÔÎËÕß ÎË-
ÆËÓÖáÜËÇ ÐÇÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÊÐÂ-
ÚÇÐËâÏ Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ K, ÒÑÆÔÕÂ-
ÄËÕß ËØ Ä ÆÇÌÔÕÄËÇ (3.55) Ë ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÑÙÇÐËÕß
IS � Ieff ÿ ICFT � dICFT. ´ÂÍÑÌ ÓÂÔÚÈÕ ÄÞÒÑÎÐÇÐ Ä [5, 8].
°ÃÂ àÕËØ ÏÇÕÑÆÂ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÆÇÌÔÕÄËá ÄËÆÂ (3.62) Ô
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ C � 0;48D=12 > 0. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ
ÕÇÑÓËË ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

IS
N
� ÿC

J

�1
ÿ1

Sch
�
f �t�; t� dt : �3:64�

¬ÂÍ ÑÃÞÚÐÑ, Ô ÒÑÏÑÜßá ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ (3.9) ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇ-
ÌÕË Í ÍÑÐÇÚÐÑ-ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÌ ÄÇÓÔËË (3.64):

IS
N
� ÿC

J

� b=2

ÿb=2
Sch

�
tan

pj�t�
b

; t
�
dt : �3:65�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÐÂÚÇÐËâ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ ÑÍÑÎÑ
ÔÇÆÎÑÄÑÌ ÕÑÚÍË ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÖáÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ j�t�, ÍÑÕÑ-
ÓÂâ ÑÕÑÃÓÂÉÂÇÕ ÄÓÇÏÇÐÐ�uá ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß ÔÂÏÖ Ä ÔÇÃâ Ô

ÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ ÑÓËÇÐÕÂÙËË. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ C
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ Ä ÕÑÚÐÑÔÕË ÍÑà××ËÙËÇÐÕ Ä ÕÇÓÏÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇ (3.48). ¿ÕÑ ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ ÕÇÏ,
ÚÕÑ ÒÓË ÐËÊÍËØ àÐÇÓÅËâØ ÆËÐÂÏËÍÂ ÏÑÆÇÎË SYK ÒÓËÃÎË-
ÉÈÐÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÛÄÂÓÙËÂÐÐÞÏ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÂÉÇ ÒÓË ÑÕÍÎÑÐÇÐËË ÑÕ ª¬-ÒÓÇÆÇÎÂ
ÍÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÐÇ ËÔÚÇÊÂÇÕ ÒÑÎÐÑÔÕßá. £
ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÕÑÚÐÞÇ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÞ Ë à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÌ ËÊ ÅÓÖÒÒÞ SL�2;RR�: àÕË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÒÑÄÑÓÂ-
ÚËÄÂáÕ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÍÓÖÅ (ËÎË ÄÓÇÏÇÐÐ�yá ÒÓâÏÖá Ä ÒÓÇ-
ÆÇÎÇ b! 1) Ë ÐÇ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÍÂÍËÏ-ÎËÃÑ ×ËÊËÚÇÔÍËÏ
ÔÕÇÒÇÐâÏ ÔÄÑÃÑÆÞ. ±ÑàÕÑÏÖ ÐÇ ÖÆËÄËÕÇÎßÐÑ, ÚÕÑ Ë ÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ (3.55), ËÛÄÂÓÙËÂÐÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ (3.65) ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä
ÐÖÎß ÐÂ ÓÇÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËâØ ËÊ ÅÓÖÒÒÞ SL�2;RR�.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÂÉÖÜÂâÔâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ÔËÏÏÇÕÓËâ
ª¬-ÕÇÑÓËË Ä ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ ÆÑ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ËÊ ÅÓÖÒÒÞ SL�2;RR�.
¥ËÐÂÏËÍÖ ÒÔÇÄÆÑÅÑÎÆÔÕÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÃÑÊÑÐÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÂÔÔÑ-
ÙËËÓÖÇÕÔâ Ô àÕÑÌ ÐÂÓÖÛÇÐÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ (ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇ-
ÏÑÌ ÏâÅÍÑÌ ÏÑÆÞ), ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÛÄÂÓÙËÂÐ-
ÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ (3.65).

4. ³ÒÇÍÕÓ ³ÂÚÆÇÄÂ ë«Ç ë¬ËÕÂÇÄÂ
Ë ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË

¿ÕÑÕ ÓÂÊÆÇÎ ÒÓÇÔÎÇÆÖÇÕ ÆÄÇ ÄÂÉÐÞÇ ÙÇÎË. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÐÂ
ÒÓÑÔÕÑÏ ÒÓËÏÇÓÇ ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÍÂÍ ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß
ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË (ÒÑÆÂÄÎÇÐÐÞÇ ÔÕÇÒÇÐâÏË 1=N) Í
ÏÐÑÅÑÕÑÚÇÚÐÞÏ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ. ªÔØÑÆâ ËÊ
ÒÇÆÂÅÑÅËÚÇÔÍËØ ÙÇÎÇÌ ÏÞ ÒÑÔÕÂÓÂÇÏÔâ ÑÃÔÖÆËÕß àÕÑ
ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÍÂÍ ÏÑÉÐÑ ÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÏÞ
ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ OTOC àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂÇÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇ-
ÐÇÏ, ÒÓËÚÈÏ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä àÕÑÕ à××ÇÍÕ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ
ÛÄÂÓÙËÂÐÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ. ´ÂÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÐÂÔÞÜÂÇÕ ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÐÂ ØÂÑÔ Ë ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÑÄÇÆÇ-
ÐËÇÏ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ, ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÞØ ÐÂ ×ÑÐÇ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ,
ÚÕÑ ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕ ÇÅÑ Ä ÑÆÐÑ ËÊ ÔÂÏÞØ ÒÓËÏÇÚÂÕÇÎßÐÞØ
ÔÄÑÌÔÕÄ ÏÑÆÇÎË SYK (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 2.2 Ë ÓÂÃÑÕÖ [9]). £
ÑÔÐÑÄÐÑÏ àÕÑÕ ÓÂÊÆÇÎ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÒËÑÐÇÓÔÍËØ ÓÂÃÑÕÂØ
[4 ë 6]. °ÃÑÃÜÇÐËÇ ÆÎâ n-ÕÑÚÇÚÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ô ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÞÏË n ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [122].

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÖá ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËÑÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá:

1

N 2

XN
i; j�1


T wi�t1�wi�t2�wj�t3�wj�t4�� �
� 1

Z

�
DGDS

�
G�t1; t2�G�t3; t4� � 1

N

ÿ
G�t1; t4�G�t2; t3� ÿ

ÿ G�t1; t3�G�t2; t4�
��

exp
ÿÿIeff�G;S�� ; �4:1�

ÅÆÇ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÒÑÆØÑÆ ÓÂÊÆÇÎÂ 3.4, ÚÕÑÃÞ ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÕß ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑDwi Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË
Ä ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ DG Ë DS Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË; Z ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá ÔÖÏÏÖ (3.45). ¬ÂÍ ÑÃÞÚÐÑ, ÏÞÓÂÃÑÕÂÇÏ Ä
ÒÓÇÆÇÎÇ Jt4 1,N4 1 Ë ÖÆÇÓÉËÄÂÇÏ ÎËÆËÓÖáÜËÇ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË �� 1=N� Í ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ:

F�t1; t2; t3; t4� � 1

N 2

XN
i; j�1


T wi�t1�wi�t2�wj�t3�wj�t4��ÿ
ÿ ~G�t1; t2� ~G�t3; t4� ; �4:2�
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ÅÆÇ ~G ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÇÆÎÑÄÖá ÕÑÚÍÖ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ
(3.46) Ë Ä ª¬-ÒÓÇÆÇÎÇ ÒÓËÃÎËÊËÕÇÎßÐÑ ÓÂÄÐâÇÕÔâ ÍÑÐ-
×ÑÓÏÐÑÏÖ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÖ (3.34). ¥Îâ ÐÂÅÎâÆÐÑÔÕË ÏÞ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÕÇÑÓËá ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ, Õ.Ç.
t1; 2; 3; 4 2 �ÿb=2; b=2�.

¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÃÇÊ ÒÑÕÇÓË ÑÃÜÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÑÅÓÂÐË-
ÚËÕßÔâ ÑÃÎÂÔÕßá t1 > t2, t3 > t4 Ë t1 > t3. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ,
×ÖÐÍÙËâ F�t1; t2; t3; t4� ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÐÂ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ï ÍÓÖÅÇ, Õ.Ç. ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÒÓË ÙËÍÎËÚÇÔÍÑÌ
ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÇ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ËÊ ÂÐÕËÍÑÏÏÖÕÂ-
ÙËÑÐÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÆÎâ wi ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ àÕÂ ×ÖÐÍÙËâ
ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÊÂÏÇÐ t1 $ t2 Ë t3 $ t4,
ÐÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÊÂÏÇÐÞ
�t1; t2� $ �t3; t4�. £ÏÇÔÕÇ àÕË ÆÄÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÒÑÊÄÑÎâáÕ
ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÕß ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË Ä ÑÃÎÂÔÕâØ Ô ÆÓÖÅËÏ
ÒÑÓâÆÍÑÏ t1; 2; 3; 4.

¬ÂÍ ÊÂÏÇÚÇÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.5, ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËâØ ÖÆÑÃÐÑ
ÓÂÊÆÇÎâÕß ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ Ë ÐÇËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ
×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÑÍÑÎÑ ÔÇÆÎÑÄÑÌ ÕÑÚÍË ~G. °ÃÑÊÐÂÚËÏ ÕÂÍËÇ
×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÍÂÍ dG k Ë dG? ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. £ àÕÑÏ ÓÂÊ-
ÆÇÎÇ ÏÞ ÐÇ ÖÏÐÑÉÂÇÏ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÐÂ ~Gÿ1, ÍÂÍ àÕÑ ÏÞ
ÆÇÎÂÎË ÓÂÐÇÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.5. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ×ÎÖÍÕÖ-
ÂÙËË dG k ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ
Gc � dG k ÓÇÛÂÇÕ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¥º (3.27), Â
ÒÑÆÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÐÇËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ dG? ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÇ ÆÑÒÑÎÐÇÐËÇ Í ÒÑÆÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ. ©ÂÏÇ-
ÕËÏ, ÚÕÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÔËÏÏÇÕÓËË (3.29) ÄÔÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÇ
×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÏÑÉÐÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÑÄÂÕß ×ÖÐÍÙËÇÌ j�t�, ÍÑ-
ÕÑÓÂâ ÑÕÑÃÓÂÉÂÇÕ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÍÓÖÅ ÔÂÏÂ Ä ÔÇÃâ Ô ÔÑØÓÂÐÇ-
ÐËÇÏ ÑÓËÇÐÕÂÙËË:

dG kj�t1; t2� � G b
c

�
j�t1�;j�t2�

�ÿ G b
c �t1; t2� �4:3�

dlq nekotoroj reparametrizacii t! j�t� :
£ àÕËØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÎâ
ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ:

F � F 0 � 1

Z

�
DdG k DdG? DS ÿdG k�t1; t2� � dG?�t1; t2�

��
� ÿdG k�t3; t4� � dG?�t3; t4�

�
exp �ÿICFT ÿ IS� �

� F 0 � F S � FCFT �O
�

1

N 2

�
; �4:4�

ÅÆÇ ÏÞ ÓÂÊÎÑÉËÎË ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÑÍÑÎÑ
ÔÇÆÎÑÄÑÌ ÕÑÚÍË Ë ÄÄÇÎË ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ:

F 0 � 1

N

ÿ
~G�t1; t4� ~G�t2; t3� ÿ ~G�t1; t3� ~G�t2; t4�

�
; �4:5�

F S �


dG k�t1; t2�dG k�t3; t4�

�
S
�

�
� Dj dG kj�t1; t2�dG kj�t3; t4� exp

ÿÿIS�j��� Dj exp
ÿÿIS�j�� ; �4:6�

FCFT �


dG?�t1; t2�dG?�t3; t4�

�
CFT
�

�
� DdG? dG?�t1; t2�dG?�t3; t4� exp ÿÿIeff�dG?��� DdG? exp

ÿÿIeff�dG?�� : �4:7�

³ÏÞÔÎ àÕËØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÌ ÃÖÆÇÕ ÒÓÑâÔÐÈÐ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 4.1
Ë 4.2. ¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÓÇÆÐÇÇ (4.6), ÏÞ ÖÚÎË, ÚÕÑ

âÍÑÃËÂÐ

J �
�DG kj
Dj

�
j�t��2pt=b

�4:8�

ÒÑÔÕÑâÐÇÐ Ë ÑÕÎËÚÇÐ ÑÕ ÐÖÎâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ËÐ×ËÐËÕÇÊËÏÂÎßÐÑ ÃÎËÊÍËØ Í ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐ-
ÐÑÏÖ, j�t� � 2pt=b� dj�t�, ×ÎÖÍÕÖÂÙËË dG kj ÊÂÄËÔâÕ
ÕÑÎßÍÑ ÑÕ dj (ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.11)). ªÐÕÇÅÓÂÎ� DdG?DS exp �ÿICFT� Ä ÚËÔÎËÕÇÎÇ Ë ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎÇ (4.6)
ÕÂÍÉÇ ÒÑÔÕÑâÐÇÐ Ë ÑÕÎËÚÇÐ ÑÕ ÐÖÎâ. ¥Îâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ (4.7)
ÏÞ ÒÑÄÕÑÓËÎË ÂÓÅÖÏÇÐÕÂÙËá, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÖá Ä ÓÂÊÆÇÎÇ
3.5 ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ×ÑÓÏÖÎÞ (3.55), Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË
ÆÇÌÔÕÄËÇ Ieff, Ä ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÆÔÕÂÄËÎË ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË ~G � G b

c . ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ-ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ �Iÿ K�dG k � 0, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
Ieff�dG? � dG k� � Ieff�dG?�.

¥Îâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÒÇÓÇÏÂÔÛÕÂÃË-
ÓÑÄÂÎË ÒÑÎâ Ë ÑÕÑÃÓÂÊËÎË ÄÓÇÏÇÐÐ�uá ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß ÒÓË
ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ Ä ÇÆËÐËÚÐÖá ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß:

t! 2pt
b

; wi !
�
bJ
2p

�D

wi ; �4:9�

G�t; t 0� !
�
bJ
2p

�2D

G�t; t 0� ; S�t; t 0� ! 1

J 2

�
bJ
2p

�6D

S�t; t 0� :

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÇ Ë ÛÄÂÓÙËÂÐÐÑÇ
ÆÇÌÔÕÄËâ ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

ICFT
N
� ÿ 1

2
log det

ÿÿS�t; t 0���
� 1

2

� p

ÿp
dt
� p

ÿp
dt 0

�
S�t; t 0�G�t; t 0� ÿ 1

4
G 4�t; t 0�

�
;

IS
N
� ÿ 2pC

bJ

� p

ÿp
Sch

�
tan

j�t�
2

; t
�
dt :

�4:10�

£ (4.10) ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ N, J Ë b âÄÐÑ ÄÞÐÇÔÇÐÞ Ä ÏÐÑ-
ÉËÕÇÎË ÒÇÓÇÆ ËÐÕÇÅÓÂÎÂÏË, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÄÇÎË-
ÚËÐÞ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞ. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÕÂÍÑÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá
ÎÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÖÚÈÕ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞØ Ë
ÐÇËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑÒÓÂÄÍÂÏ ÒÑÓâÆÍÂ
O�1=N�, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ë IS, Ë ICFT ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ N. ´ÇÏ
ÐÇ ÏÇÐÇÇ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔËÎßÐÑÌ ÔÄâÊË, bJ4 1, ÎËÆËÓÖáÜËÌ
ÄÍÎÂÆ Ä ÒÑÒÓÂÄÍË ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕÔâ ÛÄÂÓÙËÂÐÐÞÏ ÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÖÏÐÑÉÂÇÕÔâ ÐÂ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ÏÂÎÞÌ
ÏÐÑÉËÕÇÎß. ¤ÓÖÃÑ ÅÑÄÑÓâ, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÏÂÎÑÏÖ ÏÐÑÉË-
ÕÇÎá ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÏâÅÍÑÌ ÏÑÆÞ ÎÇÅÚÇ ÄÔÇÅÑ ÄÑÊÃÖÆËÕß.
®Þ ÄÞÚËÔÎËÏ ÄÍÎÂÆ àÕËØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.1 Ë
ÔÓÂÄÐËÏ ÇÅÑ ÔÑ ÄÍÎÂÆÑÏ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÚÂÔÕË Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.2.

4.1. £ÍÎÂÆ ÏâÅÍÑÌ ÏÑÆÞ
£ÞÚËÔÎËÏ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ (4.6) Ä ÒÓÇÆÇÎÇ 15 tJ < bJ5N,
ÒÑÎÂÅÂâÔß ÐÂ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂÙËá ÓÂÃÑÕÞ [6]. £ ÖÍÂÊÂÐÐÑÏ
ÒÓÇÆÇÎÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÏÂÎÞ, ÒÑàÕÑÏÖ Ä ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞØ
ËÐÕÇÅÓÂÎÂØ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ.
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÐÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ. £ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÏÞ ÄÞÐÖÉ-
ÆÇÐÞ ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÏÂÎÞÏË, ÐÑ ÄÔÈ-ÕÂÍË ÑÕÎËÚÐÞÏË ÑÕ
ÐÖÎâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂÏË: J=N5T5 J.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË
ÑÍÑÎÑ ÔÇÆÎÑÄÑÌ ÕÑÚÍË ~G � G b

c . ¥Îâ ËÐ×ËÐËÕÇÊËÏÂÎßÐÞØ
ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÌ dj�t� � j�t� ÿ t ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÄÞÅÎâÆâÕ ÔÎÇ-
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ÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

dG kj�t1; t2� � G b
c

�
j�t1�;j�t2�

�ÿ G b
c �t1; t2� �

�
�
dj�t1�qt1�

1

4
dj 0�t1� � dj�t2�qt2�

1

4
dj 0�t2�

�
G b

c �t1; t2� �

� 1

4

�
dj 0�t1� � dj 0�t2� ÿ dj�t1� ÿ dj�t2�

tan
��t1 ÿ t2�=2

� �G b
c �t1; t2� : �4:11�

¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑÔÎÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÍÂ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ, ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË (3.34).

²ÂÊÎÑÉËÏ ×ÖÐÍÙËá dj Ä ÓâÆ ¶ÖÓßÇ:

dj�t� �
X
m2ZZ
�dj�m exp �imt� ; �4:12�

Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (4.11) ÍÂÍ

dG kj�t1; t2�
G b

c �t1; t2�
� ÿ i

2

X
m2ZZ

exp

�
im

t1 � t2
2

�
�

�
�
sin �mt12=2�
tan �t12=2� ÿm cos

�
mt12
2

��
�dj�m ; �4:13�

ÅÆÇ t12 � t1 ÿ t2. ©ÂÕÇÏ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ËÐÕÇÅÓÂÎ� t1

t2

s10s02
s12

exp �imt0� dt0
2p
� 2

p
1

m�m 2 ÿ 1� exp
�
im

t1 � t2
2

�
�

�
�
sin �mt12=2�
tan �t12=2� ÿm cos

�
mt12
2

��
; �4:14�

Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÓâÆ:

dG kj�t1; t2�
G b

c �t1; t2�
� ÿ ip

2

X
m2ZZ

� t1

t2

s10s02
s12

m�m 2 ÿ 1��dj�m �

� exp �imt0� dt0
2p

: �4:15�

©ÆÇÔß ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚËÎË s12 � 2 sin ��t1 ÿ t2�=2� Ë ÒÓÇÆÒÑÎÑ-
ÉËÎË, ÚÕÑ 2p > t1 ÿ t2 > 0. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÄÄÇÆÈÏ SL�2;RR�-
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÖá ÐÂÃÎáÆÂÇÏÖá:

O�t� � Sch

�
tan

j�t�
2

; t
�
� 1

2
� dj 0 � dj 000 � 1

2
�dj 0�2 ÿ

ÿ �dj 0��dj 000� ÿ 3

2
�dj 00�2 �O�dj3� ; �4:16�

ÔÆÇÎÂÇÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ ÐÇËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÚÂÔÕË:

dO�t� � O�t� ÿ 1

2
�

� ÿi
X
m2ZZ

m�m 2ÿ 1��dj�m exp �imt� � O�dj2� ; �4:17�

Ë ÔÓÂÄÐËÏ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ô (4.15). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá
ÆÎâ ÄÂÓËÂÙËË ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ G:

dG kj�t1; t2�
G b

c �t1; t2�
� p

2

� t1

t2

s10s02
s12

dO�t0� dt0
2p

: �4:18�

ªÔÒÑÎßÊÖâ àÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ, ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ
(4.6):

F S�t1; t2; t3; t4�
G b

c �t1; t2�G b
c �t3; t4�

�


dG kj�t1; t2�dG kj�t3; t4�

�
S

G b
c �t1; t2�G b

c �t3; t4�
�

� p2

4

� t1

t2

dt5
2p

� t3

t4

dt6
2p



dO�t5�dO�t6�

�
S

s15s52
s12

s36s64
s34

: �4:19�

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÏÔâ ÑÃÎÂÔÕßá t1 > t2,
t3 > t4 Ë t1 > t3, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÆÎâ ÆÓÖÅËØ
ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ.

°ÙÇÐËÏ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÆÄÖØ dO Ä ÅÂÖÔÔÑ-
ÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (4.16), ÐÂØÑ-
ÆËÏ ÛÄÂÓÙËÂÐÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ (3.65) Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÅÓÂÐËÚ-
ÐÑÅÑ ÚÎÇÐÂ Ë ÚÎÇÐÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ O�dj3�:

IS
N
� ÿ 2pC

bJ

� p

ÿp

�
1

2
� �dj

0�2 ÿ �dj 00�2
2

�
dt �

� ÿ pC
bJ
� pC

bJ

X
m2ZZ

m 2�m 2 ÿ 1��dj�m�dj�ÿm : �4:20�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä ÅÂÖÔÔÑÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐ-
ÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÆÄÖØ dj ËÏÇÇÕ ÄËÆ
�dj�m�dj�n�S � 1

2pC
bJ
N

dm;ÿn
m 2�m 2 ÿ 1� ; m; n 6� ÿ1; 0; 1 :

�4:21�
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÏÑÆÞ Ôm � ÿ1; 0; 1 âÄÎâáÕÔâ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂÏË
ÅÓÖÒÒÞ SL�2;RR�, Õ.Ç. ÑÕÄÇÚÂáÕ ÐÇ×ËÊËÚÇÔÍËÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ
ÔÄÑÃÑÆÞ Ë ÔÑÍÓÂÜÂáÕÔâ ÄÑ ÄÔÇØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÐÂÃÎáÆÂÇ-
ÏÞØ. ¿ÕÑ ÐÖÎÇÄÞÇ ÏÑÆÞ ÛÄÂÓÙËÂÐÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÏÞ ÖÒÑÏâÐÖÎË Ä ÍÑÐÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ 3.5.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ (4.21), ÐÂØÑÆËÏ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐ-
ÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÆÄÖØ dO:


dO�t5�dO�t6�
�
S
� ÿ

X
m; n2ZZ

m�m 2 ÿ 1�n�n 2 ÿ 1��

� 
�dj�m�dj�n�S exp �imt5 � int6� �

� 1

2pC
bJ
N

X
m6�0
�m 2 ÿ 1� exp �im�t5 ÿ t6�

� �
� 1

2pC
bJ
N

�
1ÿ 2pd�t56� ÿ 2pd 00�t56�

�
; �4:22�

ÅÆÇ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË d�t� � �1=2p�P exp �imt�. °ÃÓÂÕËÏ
ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËË Ä (4.22) ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä
ÐÖÎß, ÇÔÎË ËÐÕÇÓÄÂÎÞ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ dt5 Ë dt6 ÐÇ
ÒÇÓÇÍÓÞÄÂáÕÔâ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÑÕÆÇÎßÐÑ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÆÄÂ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËâ ÄÓÇÏÈÐ:

OPE: 2p > t1 > t2 > t3 > t4 > 0 ; �4:23�
OTO: 2p > t1 > t3 > t2 > t4 > 0 :

OPE (Operator Product Expansion) ì ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÇ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓËÏÇÐËÏÑ ÒÓË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ ÖÒÑÓ-
âÆÑÚÇÐËË ÄÓÇÏÈÐ (ÔÏ. ÓÂÃÑÕÞ [5, 103, 123] Ë ÓÂÊÆÇÎ 4.2.4
ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌÛËØ ÒÑÆÓÑÃÐÑÔÕÇÌ). OTO (Out of Time
Ordered) ÑÊÐÂÚÂÇÕ "ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÌ ÄÐÇ ÄÓÇÏÇÐË".

±ÓË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËË OPE ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÒÑ dt5 Ë dt6 ÓÂÊ-
ÆÇÎâáÕÔâ Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ (4.19) ÔÄÑÆËÕÔâ Í
ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá:

F S�t1; t2; t3; t4�
G b

c �t1; t2�G b
c �t3; t4�

�

� 1

8pC
bJ
N

�
t12

2 tan �t12=2� ÿ 1

��
t34

2 tan �t34=2� ÿ 1

�
: �4:24�

¯Â ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, àÕÑÕ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË
ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÏ ÂÐÔÂÏÃÎÇ,
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ÒÑàÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÑÉËÆÂÕß ÇÅÑ ×ÂÍÕÑÓËÊÂÙËË. (¢ÑÎÇÇ
ÆÇÕÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËÇ ÔÏ. Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË £ Ë ÓÂÃÑÕÇ [5].)

³ÆÓÖÅÑÌÔÕÑÓÑÐÞ,ÒÓËÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËËOTOÒÑÎÖÚÂÇÏ 16

ÄÍÎÂÆ (4.24) ÒÎáÔ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ÚÎÇÐ, ÔÄâÊÂÐÐÞÌ Ô
ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËâÏË (4.22):

F S�t1; t2; t3; t4�
G b

c �t1; t2�G b
c �t3; t4�

� 1

8pC
bJ
N

�
ÿ 3p

8

sin �Dt�
sin �t12=2� sin �t34=2��

� p
16

sin �Dtÿ t12�
sin �t12=2� sin �t34=2� �

p
16

sin �Dtÿ t34�
sin �t12=2� sin �t34=2�ÿ

ÿ p
8

2Dtÿ t12 ÿ t34
tan �t12=2� tan �t34=2� �

3p
8

1

tan �t12=2� �
3p
8

1

tan �t34=2��

�
�

t12
2 tan �t12=2� ÿ 1

��
t34

2 tan �t34=2� ÿ 1

��
; �4:25�

ÅÆÇ ÏÞ ÄÄÇÎË ÄÓÇÏâ Dt � �t1 � t2�=2ÿ �t3 � t4�=2. ¥Îâ
ÐÂÅÎâÆÐÑÔÕË ÖÆÑÃÐÑ ÄÞÃÓÂÕß t1 ÿ t2 � p Ë t3 ÿ t4 � p,
ÒÑÕÑÏÖ ÚÕÑ ÕÑÅÆÂ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ (4.25) ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÒÓÑ-
ÜÂÇÕÔâ:

F S t1; t2; t3; t4� �
G b

c �b=2�G b
c �b=2�

� 1

8pC
bJ
N

�
1ÿ p

2
sin

�
2pDt
b

��
: �4:26�

©ÆÇÔß ÏÞ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÎË Ä ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ b,
Õ.Ç. ÑÕÑÃÓÂÊËÎË ÇÆËÐËÚÐÖá ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß ÑÃÓÂÕÐÑ Ä ÑÍÓÖÉ-
ÐÑÔÕß ÆÎËÐÑÌ b (4.9).

¹ÕÑÃÞ ÒÑÐâÕß ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÂ, ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÒÓÑÆÑÎÉËÏ ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÖá ×ÖÐÍ-
ÙËá Ä ÎÑÓÇÐÙÇÄÑ ÄÓÇÏâ Ë ÒÓÑÄÇÓËÏ, ÍÂÍ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ ÄÇ-
ÆÈÕ ÔÇÃâ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ t � ÿiDt4 Jÿ1. °ÆÐËÏ
ËÊ ÄÂÉÐÞØ ÚÂÔÕÐÞØ ÔÎÖÚÂÇÄ âÄÎâÇÕÔâ t1 � b=4� it, t2 �
� ÿb=4� it, t3 � 0, t4 � ÿb=2, ÚÕÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÇÅÖÎâÓË-
ÊÑÄÂÐÐÞÌ OTOC (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 2.1):

OTOC�t� � 1

N 2

XN
i; j�1

tr
�
r1=4wi�t�r1=4wj�0�r1=4wi�t�r1=4wj�0�

� �
� ~G

�
b
2

�
~G

�
b
2

�
� F

�
b
4
� it; ÿ b

4
� it; 0; ÿ b

2

�
�

� ~G ~G� F S � FCFT � F 0 �O
�

1

N 2

�
; �4:27�

ÅÆÇ ÏÞ ÑÒÓÇÆÇÎËÎË ÏÂÕÓËÙÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕË r � �1=Z��
� exp �ÿbH�. ¥Îâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË Ä (4.27) Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÒÑÔÎÇ
ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÍÂ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÏÞ ÑÒÖÔÕËÎË ÂÓÅÖÏÇÐÕÞ
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ±ÓË t � 0 àÕÑÕ ÄÞÃÑÓ ÑÕÄÇ-
ÚÂÇÕ ÑÃÎÂÔÕË OTO, ÒÑàÕÑÏÖ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ ÆÂÈÕÔâ ÂÐÂÎËÕË-
ÚÇÔÍËÏ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇÏ (4.26) ÐÂ ÐÇÐÖÎÇÄÞÇ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎß-
ÐÞÇ t. ´ÇÒÇÓß ÎÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ Ä ÎËÆËÓÖáÜÇÏ ÒÑÓâÆÍÇ
ÍÑÓÓÇÍÕËÓÑÄÂÐÐÞÌ OTOC ÃÞÔÕÓÑ ÖÃÞÄÂÇÕ:

OTOC�t� � ~G

�
b
2

�
~G

�
b
2

�
� F S

�
b
4
� it; ÿ b

4
� it; 0; ÿ b

2

�
�

�
���
p
p
2bJ

�
1� 1

8pC
bJ
N

�
1ÿ p

2
cos

�
2pit
b

���
�

�
���
p
p
2bJ

�
1ÿ D2

2C

bJ
N

exp

�
2p
b
t

��
dlq b5 t5b log

N

bJ
:

�4:28�

©ÆÇÔß ÏÞ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÎË ÍÑÐ×ÑÓÏÐÖá ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß
D � 1=4 Ë ÒÑÆÔÕÂÄËÎË ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑÇ ÔÇÆÎÑÄÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ,
~G � G b

c . ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÐÂÆÑ ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ, ÚÕÑ ÐÂ ÃoÂ ÎßÛËØ
ÄÓÇÏÇÐÂØ ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ, Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
(4.28) ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÕÑÚÐÞÏ. £ÑÑÃÜÇ ÅÑ-
ÄÑÓâ, ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÐÂ ÕÂÍËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÑÔÐÑÄÐÑÌ
ÄÍÎÂÆ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇÐÐÞÏË ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏË
"ÎÇÔÕÐËÙÂÏË", Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚÇÅÑ ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÓÂÐÑ ËÎË
ÒÑÊÆÐÑ ÐÂÔÞÜÂÇÕÔâ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 4.2). £ÒÓÑÚÇÏ, ÏÞ ÐÇ
ÃÖÆÇÏ ÑÃÔÖÉÆÂÕß àÕÖ ËÆÇá.

£ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÄÍÎÂÆ ÏâÅÍÑÌ ÏÑÆÞ Ä ÓÇÅÖÎâÓËÊÑÄÂÐ-
ÐÞÌ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÌ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ (´°³) ÐÇ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ t:

TOC�t� � 1

N 2

XN
i; j�1

tr
�
wi�t�r1=2wi�t�wj�0�r1=2wj�0�

� �
� ~G

�
b
2

�
~G

�
b
2

�
� F

�
b
2
� it; it; 0; ÿ b

2

�
�

� ~G

�
b
2

�
~G

�
b
2

�
� F S

�
b
2
� it; it; 0; ÿ b

2

�
�

���
p
p
2bJ
� const

N
:

�4:29�
¿ÕÑÕ ÄÍÎÂÆ ÏÂÎ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆÓÇÄÇÔÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ
ÆÂÉÇ ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÈÐ.

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÆÎâ ÒÑÎÐÑÕÞ ÍÂÓÕËÐÞ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÚÇÔÕß
ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÄËÆÂ F 0 Ë FCFT,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÕÂÍÉÇ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ O�1=N�. £ÒÓÑÚÇÏ, Ä
ÍÑÐÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ 3.3 ÏÞ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞÇ ÍÑÓ-
ÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÕ ÆÎâ
ÃÑÎßÛËØ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ ÄÓÇÏÈÐ t4 b, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÍÎÂ-
ÆÞ F 0 Ä OTOC Ë TOC ÕÂÍÉÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÕ Ë
ËÏË ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß. £ÍÎÂÆ FCFT ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ Ä ÓÂÊ-
ÆÇÎÇ 4.2.

4.2. £ÍÎÂÆ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ
°ÙÇÐËÏ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÖá ×ÖÐÍ-
ÙËá, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (4.7). ¬ÂÍ ÑÃÞÚ-
ÐÑ, ÃÖÆÇÏ ÓÂÃÑÕÂÕß Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÐËÊÍËØ àÐÇÓÅËÌ Ë ÃÑÎß-
ÛËØ N. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÕÇÑÓËâ ÒÓËÑÃ-
ÓÇÕÂÇÕ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÖá ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß Ä ÔÏÞÔÎÇ (3.29),
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÚÇÏÖ ÏÑÉÐÑ ÔÄÑÃÑÆÐÑ ÒÇÓÇÍÎáÚÂÕßÔâ ÏÇÉ-
ÆÖ ÔÎÖÚÂâÏË ÐÖÎÇÄÑÌ Ë ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ, ËÔ-
ÒÑÎßÊÖâ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ (3.9). ±Ñ àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ Ä ÃÑÎß-
ÛÇÌ ÚÂÔÕË ÆÂÐÐÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÏÞ ÓÂÃÑÕÂÇÏ Ô ÕÇÑÓËÇÌ ÒÓË
ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ.

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ä ÚËÔÎË-
ÕÇÎÇ Ë ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎÇ (4.7) ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÞØ ÓÇÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËÌ, Â IS ÑÕÎËÚÐÑ ÑÕ ÐÖÎâ ÆÎâ
ÄÔÇØ ÓÇÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËÌ, ÐÇ ÄØÑÆâÜËØ Ä ÅÓÖÒÒÖ SL�2;RR�.
³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÏÑÉÐÑ ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÕß ÒÑ ÕÂÍËÏ ÓÇ-
ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËâÏ Ë ÒÑÎÖÚËÕß ÑÕÎËÚÐÞÌ ÑÕ ÐÖÎâ ÏÐÑÉË-
ÕÇÎß, ÑÆËÐÂÍÑÄÞÌ ÆÎâ ÚËÔÎËÕÇÎâ Ë ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎâ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÐÂâ ÓÇÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËÑÐÐÂâ ÔËÏÏÇÕÓËâ ÚÇÕÞ-
ÓÈØÕÑÚÇÚÐÑÌ (ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÎáÃÑÌ n-ÕÑÚÇÚÐÑÌ) ×ÖÐÍÙËË
à××ÇÍÕËÄÐÑ ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ ÆÑ SL�2;RR�.

£ÞÚËÔÎââ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ 17 ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ G
Ä ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÇ (4.7) Ô à××ÇÍÕËÄÐÞÏ ÆÇÌ-

16 ±ÑÎÇÊÐÑ ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ q2t56 � �1=4�q2t5 � �1=4�q2t6ÿÿ�1=2�qt5qt6 .

17 ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÖÇÏ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÍÂÍ
G � ~G� dG, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.5 ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÐÑÕÂÙËá
G � ~G� dG=j ~Gj.

2 µ¶¯, Õ. 191, å 3
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ÔÕÄËÇÏ (3.55), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

FCFT � 2

3J 2N

�Kÿ1c ÿ I �ÿ1I��Gc�t1; t2�Gc�t3; t4�
�� �

� 2

3J 2N

�Iÿ Kc�ÿ1KcI��Gc�t1; t2�Gc�t3; t4�
�� : �4:30�

©ÆÇÔß Kc ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÇ âÆÓÑ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (3.52) Ô ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞÏË ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÏË
×ÖÐÍÙËâÏË ~G � Gc. ªÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (3.52), (3.53) Ë (4.5)
ÔÎÇÆÖÇÕ

KcI � 3J 2N

2
F 0�t1; t2; t3; t4�

��Gc�t1; t2�Gc�t3; t4�
�� : �4:31�

­ÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ FCFT ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑÔÕÑ
ÔÖÏÏÖ ÎÇÔÕÐËÚÐÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ (ÓËÔ. 7):

FCFT �
X1
n�0
F n � �Iÿ Kc�ÿ1F 0 ; �4:32�

ÅÆÇ F n � Kn
c F 0 ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ Ô n "ÔÕÖÒÇÐßÍÂÏË". £

ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ Ä ÆËÂÅÓÂÏÏÐÑÌ
ÕÇØÐËÍÇ, ÄÄÇÆÈÐÐÑÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.2, ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÕËÒ
ÆËÂÅÓÂÏÏ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÄÐÑÔËÕ Ä ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÖá ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËÑÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÄÍÎÂÆ ÒÑÓâÆÍÂ 1=N, ì àÕÑ ÎÇÔÕÐËÚÐÞÇ
ÆËÂÅÓÂÏÏÞ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÇ ÐÂ ÓËÔ. 7.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ âÆÓÑKc, ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÇ ÐÂÏË, ÔÑÒÓâÉÇÐÑ
Ô ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ âÆÓÑÏ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÆËÂÅÓÂÏÏ
ÓËÔ. 7, ÔÕÇÒÇÐßá ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÂ:

Kc�t1; t2; t3; t4� �
� ��Gc�t1; t2�

��Kdiagram�t1; t2; t3; t4�
��Gc�t3; t4�

��ÿ1 : �4:33�
´ÂÍÑÇ ÔÑÒÓâÉÇÐËÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÚÕÑÃÞ ÔÆÇÎÂÕß âÄÐÑÌ
ÔËÏÏÇÕÓËá �t1; t2� $ �t3; t4�. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÐÇÔÎÑÉÐÑ ÒÓÑ-
ÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÒÓË ÓÇÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËâØ t! f �t�, f 0�t� > 0
ÑÒÇÓÂÕÑÓKc ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÍÂÍ ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ÒÑÎÇÌ Ô ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá D � 1=2.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆËÂÅÓÂÏÏÐÂâ ÕÇØÐËÍÂ Ô ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞ-
ÏË ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÒÓË ÃÇÔØËÕÓÑÔÕÐÑÏ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÔØÑÆâÜËÏÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓ K ËÏÇÇÕ
ÇÆËÐËÚÐÑÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ: �Iÿ Kc�dG � 0 (ÔÏ. ÓÂÊ-
ÆÇÎ 3.5). £ ÓÂÊÆÇÎÇ 4.1 ÏÞ âÄÐÑ ÓÂÊÓÇÛËÎË àÕË ÓÂÔØÑÆË-
ÏÑÔÕË, ÑÕÑÌÆâ ÑÕ ÅÎÖÃÑÍÑÅÑ ª¬-ÒÓÇÆÇÎÂ Ë ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÄ
ÐÇÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í à××ÇÍÕËÄÐÑÏÖ ÆÇÌÔÕÄËá. ¿ÕÖ
ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÐÑ ÓÇÛËÕß ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÞÏ ÔÒÑÔÑ-
ÃÑÏ, ÄÞÚËÔÎËÄ ÎËÆËÓÖáÜËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÇÆËÐËÚÐÑÏÖ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ
×ÖÐÍÙËâÏ (ÕÂÍÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐ Ä ÓÂÃÑÕÇ [5]).

¹ÕÑÃÞ ÑÙÇÐËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (4.30), ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÐÂÌÕË
ÒÑÎÐÞÌ ÐÂÃÑÓ 18 ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ Ch�t1; t2�, ÓÂÔÔÚËÕÂÕß ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ KcCh �
� k�h�Ch Ë ÄÞÚËÔÎËÕß ÔÎÇÆÖáÜÖá ÔÖÏÏÖ:

�Iÿ Kc�ÿ1KcI �
X

k�h�6�1

k�h�
1ÿ k�h�

1

hChjChi jChihChj ; �4:34�

ÅÆÇ h ì ÐÇÍËÌ ÂÃÔÕÓÂÍÕÐÞÌ ËÐÆÇÍÔ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÐÖÏÇÓÖÇÕ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË (ÊÐÂÚÇÐËâ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÑÃÇÅÂÇÕ àÕÑÕ ËÐÆÇÍÔ, ÃÖÆÖÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 4.2.3). ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÐÂÌÕË
ÔÒÇÍÕÓ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Kc. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÒÑÆÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ Ô
ÇÆËÐËÚÐÞÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÔÍÎá-
ÚËÕß, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËË ÒÑ àÕÑÏÖ ÒÑÆÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÖ à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ (3.55) ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß
Ë ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÒÑÎÐÖá ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÖá ×ÖÐÍÙËá
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ (4.6).

4.2.1. ¤ÇÐÇÓÂÕÑÓÞ SL�2;RR� Ë ÑÒÇÓÂÕÑÓ ¬ÂÊËÏËÓÂ. ¯ÇÒÑ-
ÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÓÇÛËÕß ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ KcCh �
� k�h�Ch ÔÎÑÉÐÑ. ¬ ÔÚÂÔÕßá, SL�2;RR�-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÒÓÑÜÂÇÕ àÕÖ ÊÂÆÂÚÖ. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Kc ÍÑÏÏÖÕËÓÖÇÕ Ô ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ
¬ÂÊËÏËÓÂ C ÅÓÖÒÒÞ SL�2;RR�, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË Kc Ë C ÔÑÄÒÂÆÂáÕ. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÑ ÑÕÆÇÎß-
ÐÑÔÕË: ÔÐÂÚÂÎÂ ÓÇÛËÕß ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ 19

CCh � h�hÿ 1�Ch, Â ÊÂÕÇÏ ÓÂÔÔÚËÕÂÕß ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂ-
ÚÇÐËâ k�h� ÆÎâ ËÊÄÇÔÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ch.

¤ÓÖÒÒÖ SL�2;RR� ÏÑÉÐÑ ÊÂÆÂÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÎÇÆÖá-
ÜËØ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ:

Lt
0 � ÿtqt ÿ D; Lt

ÿ1 � qt; Lt
1 � t2qt � 2Dt : �4:35�

­ÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ àÕË ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ
ÒÓÂÄËÎßÐÞÏ ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ:

Lt
m;L

t
n

� � � �mÿ n�Lt
m�n ; m; n � ÿ1; 0; 1 : �4:36�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÑÒÇÓÂÕÑÓ Ô ÍÑÐ×ÑÓÏ-
ÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá D ÂÐÐËÅËÎËÓÖÇÕÔâ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÏ Lt

0.
´ÂÍÉÇ ÑÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ D � 1=2 ÖÒÑ-

ÏâÐÖÕÞÇ ÄÞÛÇ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÞ ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ Ô âÆÓÑÏ Kc:
�Lt1
m � Lt2

m �Kc�t1; t2; t3; t4�jCh�t3; t4�
� �

� 
Kc�t1; t2; t3; t4��Lt3
m � Lt4

m �jCh�t3; t4�
��

� 2

�1
ÿ1

dt4
�
tm�13 Kc�t1; t2; t3; t4�Ch�t3; t4�

�t3�1
t3�ÿ1 ;

�4:37�

ÅÆÇ h�j�i ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ (3.54). ¿ÕÑ
ÖÔÎÑÄËÇ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÞ ÅÓÖÒÒÞ SL�2;RR�
âÄÎâáÕÔâ ÐÖÎÇÄÞÏË ÏÑÆÂÏË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Kc. £ÒÓÑÚÇÏ,
ÆÎâ ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß, ÚÕÑÃÞ ÚÎÇÐÞ Ä ÒÑÆÞÐÕÇÓÅÂÎßÐÑÏ
ÄÞÓÂÉÇÐËË Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÑÃÐÖÎâÎËÔß ÆÎâ ÄÔÇØ ÃÂÊËÔ-
ÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ch Ë ÄÔÇØ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 4.2.2 ÏÞ
ÖÄËÆËÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕ ÄÂÉÐÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇ-
ÐËÇ ÐÂ ×ÖÐÍÙËËCh.

� � . . .�

t2

t1 t3

t4

ÿÿ ÿ ÿ . . .
t3

t2

t1

t4

²ËÔ. 7. ³ÖÏÏÂ ÎÇÔÕÐËÚÐÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÐÑÔâÕ ÄÍÎÂÆ Ä FCFT.

18 ´Ñ ÇÔÕß ÕÂÍÑÌ ÐÂÃÑÓ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ I �Ph �1=hChjChi�jChihChj.
19 ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ¬ÂÊËÏËÓÂ ÖÆÑÃÐÑ, ØÑÕâ Ë ÐÇ
ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ, ÄÞÃÓÂÕß Ä ÄËÆÇ h�hÿ 1�.
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¯ÂÍÑÐÇÙ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÞ (4.35), ÏÑÉÐÑ ÒÑ-
ÔÕÓÑËÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓ ¬ÂÊËÏËÓÂ:

C � ÿLt1
0 � Lt2

0

�2 ÿ 1

2

ÿ
Lt1
ÿ1 � Lt2

ÿ1
�ÿ
Lt1
1 � Lt2

1

�ÿ
ÿ 1

2

ÿ
Lt1
1 � Lt2

1

�ÿ
Lt1
ÿ1 � Lt2

ÿ1
� �

� 2
ÿ
D2 ÿ D

�� 2Lt1
0 L

t2
0 ÿ Lt1

ÿ1L
t2
1 ÿ Lt1

1 L
t2
ÿ1 ; �4:38�

ÊÂÆÂáÜËÌ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ.

4.2.2. ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ.
²ÇÛËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ CCh � h�hÿ 1�Ch. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÅÇÐÇÓÂ-
ÕÑÓÞ (4.35) Ë D � 1=2, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:�ÿ�t1 ÿ t2�2qt1qt2 � �t1 ÿ t2��qt1 ÿ qt2�

�
Ch�t1; t2� �

� h�hÿ 1�Ch�t1; t2� : �4:39�
¹ÕÑÃÞ ÓÇÛËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÂÐÊÂÙ

Cho�t1; t2� � sgn �t1 ÿ t2������������������jt1 ÿ t2j
p ch

�jo�t1 ÿ t2�j
2

�
�

� exp

�
ÿio t1 � t2

2

�
: �4:40�

¿ÕÑÕ ÂÐÊÂÙ ËÐÔÒËÓËÓÑÄÂÐ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ¬ÂÊËÏËÓÂ Ë ×ÖÐÍÙËÌ Ch. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, Ch

âÄÎâÇÕÔâ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Ô ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÏ
ÄÇÔÑÏ D � 1=2, ÚÕÑ ÑÃÝâÔÐâÇÕ ÏÐÑÉËÕÇÎß sgn �t1 ÿ t2�=
=
�����������������jt1 ÿ t2j

p
. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.39) ÒÑÆ-

ÔÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ t1 Ë t2 ÖÆÑÃÐÑ ÒÇÓÇÌÕË Í
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ t � t1 ÿ t2 Ë T � �1=2��t1 � t2�. £-ÕÓÇÕßËØ,
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÇÌÔÕÄËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ¬ÂÊËÏËÓÂ (4.39) ÐÂ (4.40)
ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕo. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ×ÖÐÍÙËâ ch âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÛÇÐËÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÇÔÔÇÎâ:�
x2q2x � xqx �

�
x2 ÿ h�hÿ 1� ÿ 1

4

��
ch�x� � 0 ;

gde x � jotj
2

:
�4:41�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ h ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÌ
ÐÂÃÑÓ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÑÄÂÐÐÞØ ÚÂÔÕÑ-
ÕÑÌ o. ±ÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ ÚÂÔÕÑÕÂ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÂ
(o 2RR), ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ ì ÆËÔÍÓÇÕÐÂ
(o � �p=b��2n� 1�, n 2ZZ). ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ
Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËË (4.34) ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÕß ÐÇ ÒÑ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÖCh, Â ÒÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÖ Cho:

�Iÿ Kc�ÿ1KcI �

�
X

k�h�6�1

X
o

k�h;o�
1ÿ k�h;o�

1

hChojChoi jChoihChoj : �4:42�

°ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.41) ÔÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ ËÊ ÆÄÖØ
×ÖÐÍÙËÌ ¢ÇÔÔÇÎâ:

ch�x� � ÿAhJhÿ1=2�x� ÿ BhYhÿ1=2�x� �

� B1ÿh
cos �ph� Jhÿ1=2�x� ÿ

Bh

cos �ph� J1=2ÿh�x� : �4:43�

©ÆÇÔß Bh ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÑÕ h. ¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß
ÄÕÑÓÑÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ, ÏÞ ÖÚÎË, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.41) ÐÇ ËÊÏÇ-
ÐâÇÕÔâ ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ h! 1ÿ h, Ë ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÎË ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ C1ÿh � Ch. ´ÂÍÉÇ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ×ÖÐÍÙËâÏË ¢ÇÔÔÇÎâ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë
ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ:

Ya�x� � Ja�x� cos �pa� ÿ Jÿa�x�
sin �pa� : �4:44�

´ÇÒÇÓß ÄÔÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ âÆÓÑ Kc ÆÑÎÉÐÑ ÍÑÏÏÖÕËÓÑÄÂÕß Ô
ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂÏË SL�2;RR�. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ
ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (4.37) ÆÑÎÉÐÑ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÓÂÄÐâÕßÔâ ÐÖÎá ÆÎâ m � ÿ1; 0; 1 Ë ÄÔÇØ h. ¥Îâ m � ÿ1; 0
àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÄÔÇÅÆÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ Ë ÐÑÄÑÌ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË ÐÇ
ÔÑÑÃÜÂÇÕ. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ÍÄÂÆÓÂÕÐÞØ ÔÍÑÃ-
ÍÂØ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ jt3jmÿ1, ÍÑÅÆÂ t3 ! �1, Õ.Ç. ÆÎâ
m � ÿ1; 0 ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ m � 1 àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ
ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÐÂ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ Bh:�1
ÿ1

dt4

"
t23K�t1; t2; t3; t4��

� 1�����������������jt3 ÿ t4j
p cho

���o�t3ÿ t4�
��

2

�
cos

�
o�t3� t4�

2

�#t3�1
t3�ÿ1

�

� ÿ3 ���
p
p

J 2

�1
ÿ1

dt4
sgn �t2 ÿ t4�����������������������������������jt1 ÿ t2jjt2 ÿ t4j

p �

� sin
ot4
2

�
Bh

cos �ph� cos
ph
2
ÿ B1ÿh
cos �ph� sin

ph
2

�
� 0 ; �4:45�

ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

Bh

B1ÿh
� tan

ph
2
: �4:46�

³ÑÃËÓÂâ ÄÔÇ ×ÂÍÕÞ ÄÏÇÔÕÇ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÚÕÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË ËÏÇáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ (Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÃÖÆÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ ÐËÉÇ):

Cho�t1; t2� � sgn t�����jtjp exp �ÿioT �
�
cos �ph=2�
cos �ph� Jhÿ1=2

�jotj
2

�
ÿ

ÿ sin �ph=2�
cos �ph� J1=2ÿh

�jotj
2

��
: �4:47�

ªÐÕÇÅÓËÓÖâ ×ÖÐÍÙËá (4.47) ÄÏÇÔÕÇ Ô âÆÓÑÏ Kc (ÍÂÍ Ä
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË (3.52)), ÐÂØÑÆËÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ, KcCh � k�h;o�Ch:

k�h;o� � ÿ 3

2

tan
��p=2��hÿ 1=2��

hÿ 1=2
: �4:48�

¿ÕÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÅÓÑÏÑÊÆÍÑ, ÐÑ ÕÓËÄËÂÎßÐÑ, ÒÑàÕÑÏÖ ÏÞ
ÐÇÃÖÆÇÏÒÓËÄÑÆËÕßÇÅÑÊÆÇÔß.±ÑÆÓÑÃÐÑÔÕËÄÞÚËÔÎÇÐËâ 20

ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËâØ C Ë D ÓÂÃÑÕÞ [4].
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ (4.48) ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ

ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞ o ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË

20 ¡ÄÕÑÓÞ [4] ËÔÒÑÎßÊÖáÕ ÆÓÖÅÑÇ âÆÓÑ Ë ÒÑÎÖÚÂáÕ ÐÇÏÐÑÅÑ ÆÓÖÅËÇ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ÑÆÐÂÍÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÎâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ Ä ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ.

2*
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âÆÓÂ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÕÂÍÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÑâÄÎâÇÕÔâ, ÇÔÎË
ÑÕÑÌÕË ÑÕ ÅÎÖÃÑÍÑÅÑ ª¬-ÒÓÇÆÇÎÂ. £ ÓÂÃÑÕÇ [5] ÒÑÆÑÃÐÂâ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÂ Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÂ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËâ ÎËÆËÓÖáÜÇÌ ÐÇÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÚÇÕÞÓÈØ-
ÕÑÚÇÚÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË. ²ÇÊÖÎßÕÂÕ àÕÑÅÑ ÄÞ-
ÚËÔÎÇÐËâ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ Ä ÓÂÊ-
ÆÇÎÇ 4.1.

4.2.3. ±ÑÎÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË àÓÏËÕÑÄÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÒÑÎÐÞÌ ÐÂÃÑÓ
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [124]). ªÏÇâ Ä ÄËÆÖ àÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÒÑÕÓÇÃÖÇÏ,
ÚÕÑÃÞ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ¬ÂÊËÏËÓÂ ÃÞÎ àÓÏËÕÑÄÞÏ ÑÕÐÑÔËÕÇÎß-
ÐÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ (3.54):

CCho�t1; t2�jCh 0o 0 �t1; t2�

� � 
Cho�t1; t2�jCCh 0o 0 �t1; t2�
�
:

�4:49�

³ ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, àÓÏËÕÑÄÑÔÕß ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ¬ÂÊËÏËÓÂ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞ:

Im
�
h�hÿ 1�� � 0 ; t:e: Im h

ÿ
2Re hÿ 1

� � 0 : �4:50�

¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ h âÄÎâÇÕÔâ ÎËÃÑ ÚËÔÕÑ
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÌ, ÎËÃÑ ËÏÇÇÕ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÖá ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÖá ÚÂÔÕß: h � 1=2� is, s 2RR, s > 0 (ÃÇÊ ÒÑÔÎÇÆÐÇ-
ÅÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞ:
C1=2�is;o � C1=2ÿis;o). ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ËÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
(4.49) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÚÎÇÐÞ
ÑÃÐÖÎâáÕÔâ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ o, o 0 Ë h, h 0 ËÊ ÔÒÇÍÕÓÂ:

CCho�t1; t2�jCh 0o 0 �t1; t2�

�ÿ 
Cho�t1; t2�jCCh 0o 0 �t1; t2�
� �

� 8pd�oÿ o0�
o

h
x
ÿ
ch 0 �x�qxc�h�x� ÿ c�h�x�qxch 0 �x�

�ix�1
x�0
� 0 :

�4:51�

©ÆÇÔß ÏÞ ÒÑÆÔÕÂÄËÎË ÂÐÊÂÙ (4.40) Ë ÑÃÑÊÐÂÚËÎË x �
� jotj=2. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ×ÖÐÍÙËÌ ¢ÇÔÔÇÎâ
[125], ÐÂØÑÆËÏ

lim
x!1

h
x
ÿ
ch 0 �x�qxc�h�x� ÿ c�h�x�qxch 0 �x�

�i � 0 �4:52�

ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ h Ë h 0, Â ÕÂÍÉÇ

lim
x!0

h
x
ÿ
ch 0 �x�qxc �h �x� ÿ c �h �x�qxch 0 �x�

�i �
� lim

x!0

cos �ph �=2� cos �ph 0=2�
cos �ph �� cos �ph 0� �

�
�

h � ÿ h 0

G�h � � 1=2�G�h 0 � 1=2�
�
x

2

�h ��h 0ÿ1
ÿ

ÿ tan
ph �

2
tan

ph 0

2

h � ÿ h 0

G�3=2ÿ h �
�
G�3=2ÿ h 0

��x
2

�1ÿh �ÿh 0
�

� tan
ph �

2

h � � h 0 ÿ 1

G�3=2ÿ h ��G�h 0 � 1=2�
�
x

2

�h 0ÿh �
ÿ

ÿ tan
ph 0

2

h � � h 0 ÿ 1

G�h � � 1=2�G�3=2ÿ h 0�
�
x

2

�h ��h 0ÿ1#
� 0

�4:53�
ÆÎâ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÄËÆÂ h � 1=2� is, s 2 RR, s > 0 (Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ) ËÎË h � 2n,
n � 1; 2; 3; . . . (Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÔØÑÆâÜËÇÔâ ÚÎÇÐÞ ÖÏÐÑ-
ÉÂáÕÔâ ÐÂ ÐÖÎË). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÊÂÍÎáÚÂÇÏ, ÚÕÑ
ÄÏÇÔÕÇ ÆÄÂ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÐÖÏÇÓÖáÕ ÒÑÎÐÞÌ

ÐÂÃÑÓ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ.

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÐÂÌÆÈÏ ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÇ ÏÐÑÉËÕÇÎË Ä ÓÂÊ-
ÎÑÉÇÐËË (4.42), ÆÎâ ÚÇÅÑ ÄÞÚËÔÎËÏ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇ-
ÐËÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ:

Cho�t1; t2�jCh 0o 0 �t1; t2�

� �
� 2

�1
ÿ1

dT

�1
0

dt
t

c �h

�jojt
2

�
ch 0

�jo 0jt
2

�
exp

�
i�oÿ o 0�T ��

� 4pd�oÿ o 0�
�1
0

dt
t

�
sin �ph=2�
cos �ph� J1=2ÿh

�
ot
2

�
ÿ

ÿ cos �ph=2�
cos �ph� Jhÿ1=2

�
ot
2

���
�

�
�
sin �ph 0=2�
cos �ph 0� J1=2ÿh 0

�
ot
2

�
ÿ cos �ph 0=2�

cos �ph 0� Jh 0ÿ1=2

�
ot
2

��
:

�4:54�
¥Îâ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÊÂÆÂÈÕ ÔËÏÄÑÎ
¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ:


Cho�t1; t2�jCh 0o 0 �t1; t2�
� � 2p2

2hÿ 1
dhh 0 2pd�oÿ o 0� ;

�4:55�
Â ÆÎâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ì ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËá 21:


Cho�t1; t2�jCh 0o 0 �t1; t2�
� �

� 2p tan �ph�
2hÿ 1

2pd�hÿ h 0� 2pd�oÿ o 0� : �4:56�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ (3.53) ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÏÑÉÐÑ
ÓÂÊÎÑÉËÕß Ä ÔÎÇÆÖáÜÖá ÔÖÏÏÖ:

I�t1; t2; t3; t4� � 1

2

�1
ÿ1

do
2p

��1
0

ds

2p
2hÿ 1

p tan �ph� �

�Cho�t1; t2�C �ho�t3; t4�
���
h�1=2�is

�

�
X1
n�1

2hÿ 1

p2
Cho�t1; t2�C �ho�t3; t4�

���
h�2n

�
: �4:57�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÂÐÊÂÙ (4.47) Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ ÚÂÔÕÑÕÂÏ,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÖá ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÒÑÎÇÌ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá D � 1:

I�t1; t2; t3; t4� � 1

2

sgn �t12� sgn �t34�
jt12jjt34j �

�
��1

0

ds

2p
2hÿ 1

p tan �ph� C1=2�is�w�
���
h�1=2�is

�

�
X1
n�1

2hÿ 1

p2
C2n�w�

���
h�2n

�
; �4:58�

ÅÆÇ ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚËÎË t12 � t1 ÿ t2, ÄÄÇÎË SL�2;RR�-ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÑÇ ÆÄÑÌÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ:

w � t12t34
t13t24

; �4:59�

21 ®Þ ÄÄÇÎË µ¶-ÑÃÓÇÊÂÐËÇ E! 0 Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
limE!0 �2=�pÿ s�� sin ��1=2��sÿ p� log �E=2�� � pd�sÿ p�. ¢ÑÎßÛÇ ÆÇÕÂ-
ÎÇÌ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [4].
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Ë ÑÒÓÇÆÇÎËÎË ×ÖÐÍÙËá Ch�w�:
Ch�w� �

�

G�h=2�G��1ÿ h�=2����
p
p 2F1

"
h

2
;
1ÿ h

2
;
1

2
;

�
2ÿ w
w

�2
#
;

esli w > 1 ;

cos2 �ph=2�
cos �ph�

G 2�h�
G�2h� w

h
2F1

ÿ
h; h; 2h; w

�� �h! 1ÿ h� ;

esli 0 < w < 1 ;

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
�4:60�

ÅÆÇ G�. . .�ìÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËâ ¿ÌÎÇÓÂ, 2F1�. . .�ìÅËÒÇÓÅÇÑ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ. ¥ÇÕÂÎË àÕÑÅÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÏÑÉÐÑ
ÐÂÌÕË Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË ¤ Ë ÓÂÃÑÕÂØ [4, 5].

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (4.58) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä
ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÏ ÄËÆÇ Ô ÒÑÏÑÜßá ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÍÑÐÕÖÓÐÑÅÑ
ËÐÕÇÅÓÂÎÂ:

I�t1; t2; t3; t4� � 1

2

sgn �t12� sgn �t34�
t12t34

�

�
�
C

dh

2pi
hÿ 1=2

p tan �ph=2� Ch�w� ; �4:61�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÍÑÐÕÖÓ C ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:�
C

dh

2pi
�
� 1=2�i1

1=2ÿi1

dh

2pi
�
X1
n�1

Res h�2n : �4:62�

¹ÕÑÃÞ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ds, ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË
ÔËÏÏÇÕÓËá ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÊÂÏÇÐÞ h! 1ÿ h, Â ÕÂÍÉÇ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÕÓËÅÑÐÑ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ:

2

tan �ph� �
1

tan �ph=2� ÿ
1

tan
�
p�1ÿ h�=2� : �4:63�

²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÕÂÍÉÇ
ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÇÑÓËË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ
ÅÓÖÒÒÞ SL�2;RR�. ±ÑÆÓÑÃÐÑÔÕË àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÏÑÉÐÑ
ÐÂÌÕË Ä ÓÂÃÑÕÇ [121].

4.2.4. ¹ÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ Ë ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËÇ.¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÖá
×ÖÐÍÙËá, ÒÑÆÔÕÂÄËÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ë ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ
ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ (4.61) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.30):

FCFT�t1; t2; t3; t4� �
������
4p
p

3N

sgn �t12�
jJt12j2D

sgn �t34�
jJt34j2D

FCFT�w� ;

�4:64�

ÅÆÇ D � 1=4 Ë ÏÞ ÄÄÇÎË SL�2;RR�-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÖá ×ÖÐÍÙËá
FCFT�w�:

FCFT�w� �
�
C

dh

2pi
k�h�

1ÿ k�h�
hÿ 1=2

p tan �ph=2� Ch�w�
���
h 6�2

: �4:65�

±ÓË ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ ×ÖÐÍÙËâ (4.64) ÒÓËÐËÏÂÇÕ
ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

FCFT�t1; t2; t3; t4� �

�
������
4p
p

3N

1

bJ
sgn

�
sin �pt12=b�

���sin �pt12=b���2D sgn
�
sin �pt34=b�

���sin �pt34=b���2D FCFT�~w� ;

~w � sin �pt12=b� sin �pt34=b�
sin �pt13=b� sin �pt24=b� :

�4:66�

®Þ ËÔÍÎáÚËÎË ÊÐÂÚÇÐËÇ h � 2 Ä ËÐÕÇÅÓÂÎÇ (4.62), ÕÂÍ ÍÂÍ
ÑÐÑ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÐÖÎÇÄÑÌ ÏÑÆÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Kc, Õ.Ç. ÏâÅÍÑÌ
ÏÑÆÇ, ÑÃÔÖÉÆÂÄÛÇÌÔâ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.1. £ÒÓÑÚÇÏ, h � 2 ì
àÕÑ ÐÇ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ k�h� � 1 Ô k�h�
ÄËÆÂ (4.48). ¯Â ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑ ÏÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËÌ ÄËÆÂ hm � 2D� 2m� 1� Em, ÅÆÇ
Em ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá ÆÎâ ÃÑÎßÛËØ m,

Em � 3

2pm
dlq m4 1 : �4:67�

¿ÕË ÓÇÛÇÐËâ ÐÇ ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÔÒÇÍÕÓÖ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Kc,
ÑÆÐÂÍÑ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÒÓÑÔÕÞÏ ÒÑÎáÔÂÏ ×ÖÐÍÙËË k�h�=
=�1ÿ k�h���hÿ 1=2�=�p tan �ph=2��Ch�w�. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÔÆÄËÐÖÕß ÍÑÐÕÖÓ C ÄÒÓÂÄÑ (ÓËÔ. 8) Ë ÒÑÎÖÚËÕß
ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË FCFT:

FCFT�w� �
X1
m�0

Resh�hm

�
k�h�

1ÿ k�h�
hÿ 1=2

p tan �ph=2� Ch�w�
�
; �4:68�

ÅÆÇ h0 � 2 Ë hm ÆÎâ m > 0 ËÏÇáÕ ÖÒÑÏâÐÖÕÞÌ ÄÞÛÇ ÄËÆ.
£ÍÎÂÆ ÒÑÎáÔÂ h0 � 2 ÔÑÍÓÂÜÂÇÕÔâ, ÇÔÎË ÑÕÑÌÕË ÑÕ
ÅÎÖÃÑÍÑÅÑ ª¬-ÒÓÇÆÇÎÂ Ë ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÒÑÒÓÂÄÍË Í k�h;o�
ÑÍÑÎÑ h0 � 2 (ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÑÃÔÖÉÆÂÕß, ÍÂÍ àÕÑ ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ; ÒÑÆÓÑÃÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [5]). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÆÎâ w < 1 àÕÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÇ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË [5, 103]:

ÅÆÇ hm ì ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÇ ÄÇÔÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÒÓÑÏÇÉÖ-
ÕÑÚÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ, Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ cm ÐÂØÑÆâÕÔâ ËÊ

h � 1

2
� is

42 6 8

h
Â

42 6 8

h
Ã

²ËÔ. 8. (Â) ¬ÑÐÕÖÓ C ËÊ ÔÖÏÏÞ (4.65). (Ã) ¬ÑÐÕÖÓ ËÊ ÔÖÏÏÞ (4.68). ´ÈÏÐÞÏË ÍÓÖÉÍÂÏË ÑÕÏÇÚÇÐÞ ÒÑÎáÔÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÓÇÛÇÐËâÏ
tan �ph=2� � 0, ÍÓÇÔÕÂÏË ÑÕÏÇÚÇÐÞ ÒÑÎáÔÞ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÓÇÛÇÐËâÏ k�h� � 1. °ÃÓÂÕËÕÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÆÄÑÌÐÑÌ ÒÑÎáÔ Ä h � 2.

Om

FCFT�w� �
X1
m�1

c 2mw
hm

2F1

ÿ
hm; hm; 2hm; w

� �
�
X1
m�0

c 2m ; �4:69�
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ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (4.61) ÑÍÑÎÑ w � 0. ¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇ-
ÐËÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞØ ÄÇÔÑÄ ÒÑÆÔÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ Ä
ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ÒÑÔÕÓÑÇÐÞ ËÊ ÆÄÖØ ×ÇÓÏËÑÐ-
ÐÞØ ÒÑÎÇÌ, �2m� 1�-Ì ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ Ë ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕË,
ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ÅËÒÑÕÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ:

Om �
XN
i�1

X2m�1
k�0

dmkq
k
twiq

2m�1ÿk
t wi ; �4:70�

ÅÆÇ dmk ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ. ÁÄÐÞÌ
ÄËÆ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Om ÒÓËÄÇÆÈÐ Ä [123].

4.2.5. OTOC Ë TOC. °ÙÇÐËÏ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÇ ÄÍÎÂÆÞ Ä
OTOC (4.27), ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ×ÖÐÍÙËË F�b=4� it;
ÿb=4� it; 0;ÿb=2�, Ë TOC (4.29), ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ×ÖÐÍ-
ÙËË F�b=2� it; it; 0;ÿb=2�. ¯Â ÆÓÇÄÇÔÐÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÑÃÂ àÕËØ
ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂ ÄÇÆÖÕ ÔÇÃâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

OTOC�t� � TOC�t� � ~G

�
b
2

�
~G

�
b
2

�
�

���
p
p
2bJ
�O

�
1

N

�
;

�4:71�
Ä ÒÓÇÆÇÎÇ t!1. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 4.1 ÏÞ ÑÙÇÐËÎË ÎËÆËÓÖáÜÖá
ÒÑÒÓÂÄÍÖ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÖá 1=N Ë ÑÃÇÔÒÇÚÇÐÐÖá ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ÏâÅÍÑÌ ÏÑÆÑÌ. ©ÆÇÔß ÏÞ ÐÂÌÆÈÏ ÔÖÃÎËÆË-
ÓÖáÜËÌ ÄÍÎÂÆ, ÍÑÕÑÓÞÌ ËÏÇÇÕ ÕÑÕ ÉÇ ÒÑÓâÆÑÍ ÒÑ 1=N, ÐÑ
ÒÑÆÂÄÎÇÐ ÏÂÎÞÏ ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ 1=�bJ�. °ÃÑÊÐÂÚËÏ àÕË
ÒÑÒÓÂÄÍË ÍÂÍ dOTOC�t� Ë dTOC�t�.

£ ÒÓÇÆÇÎÇ t!1 ÊÐÂÚÇÐËâ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ Ë ÆÎâ OTOC, Ë
ÆÎâ TOC ÑÕÄÇÚÂáÕ ÏÂÎÞÏ ÆÄÑÌÐÞÏ ÑÕÐÑÛÇÐËâÏ (4.59),
w! 0. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ t! 0 ÂÓÅÖÏÇÐÕÞ OTOC
ÑÕÄÇÚÂáÕ ÑÕÐÑÛÇÐËá w! 2ÿ 4pit=b, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÂÓÅÖ-
ÏÇÐÕÞ TOC ÑÕÄÇÚÂáÕ w! 1ÿ p2t 2=b 2. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÆÎâ ÑÙÇÐÍË OTOC ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÒÓÑÆÑÎ-
ÉËÕß ÄÇÓÔËá ÄÞÓÂÉÇÐËâ (4.65), ÑÕÄÇÚÂáÜÖá w > 1, ÐÂ
ÏÂÎÞÇ ÏÐËÏÞÇ ÆÄÑÌÐÞÇ ÑÕÐÑÛÇÐËâ w � ÿ4i exp �ÿ2pt=b�:

dOTOC�t� �
������
4p
p

3N

1

bJ

�
C

dh

2pi
k�h�

1ÿ k�h�
hÿ 1=2

p tan �ph=2��

� G�h=2�Gÿ�1ÿ h�=2����
p
p 2F1

"
h

2
;
1ÿ h

2
;
1

2
;

�
2ÿ w
w

�2
#
h 6�2
:

�4:72�
¥Îâ ÑÙÇÐÍË TOC ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÊâÕß ÒÓÇÆÇÎ w �
� 4 exp �ÿ2pt=b� ! 0:

dTOC�t� �
������
4p
p

3N

1

bJ

�
C

dh

2pi
k�h�

1ÿ k�h�
hÿ 1=2

p tan �ph=2��

�
"
cos2�ph=2�
cos �ph�

G 2�h�
G�2h� w

h
2F1�h; h; 2h; w� � �h! 1ÿ h�

#
h 6�2

:

�4:73�

¹ÕÑÃÞ ÑÙÇÐËÕß ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÍÑÐÕÖÓÖ C, ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÒÓËÈÏÑÏ. ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ×ÖÐÍÙËá
kR�h�:

kR�h� � cos �p�2hÿ 1�=4�
cos �p�2h� 1�=4� k�h� ; �4:74�

ÍÑÕÑÓÂâ ËÏÇÇÕ ÆÄÂ ÄÂÉÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄÂ. ³ ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ,
ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÙÇÎÑÅÑ ÚÈÕÐÑÅÑ h àÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ k�h�, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÆÇÎÂÕß
ÊÂÏÇÐÖ k�h� ! kR�h� Ä ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ ÔÖÏÏÇ (4.65). ³ ÆÓÖÅÑÌ
ÔÕÑÓÑÐÞ, kR�h� � 1 Ä ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË, h � 2. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÍÑÐÕÖÓ, ÑÍÓÖÉÂáÜËÌ
h � 2; 4; 6; . . . ; ÏÑÉÐÑ ÃÇÔÒÓÇÒâÕÔÕÄÇÐÐÑ22 ÒÇÓÇÆÄËÐÖÕß ÐÂ
ÎËÐËá h � 1=2� is (ÓËÔ. 9). ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÒÓâÏÑÌ h � 1=2� is ÒÎáÔ
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÒÑÎáÔ Ä h � 2:

FCFT�w� �
�1
ÿ1

ds

2p

�
k�h�

1ÿ k�h� ÿ
kR�h�

1ÿ kR�h�
�
�

� hÿ 1=2

p tan �ph=2� Ch�w� ÿ

ÿResh�2

�
kR�h�

1ÿ kR�h�
hÿ 1=2

p tan �ph=2� Ch�w�
�
: �4:75�

ªÐÕÇÅÓÂÎ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (4.75) ÃÞÔÕÓÑ ÔØÑÆËÕÔâ Ë ÐÇ
ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ w! 0, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ
×ÖÐÍÙËâ C1=2�s�w� � w 1=2 (àÕÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ
Ë ÆÎâ TOC, Ë ÆÎâ OTOC). ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ ÐÂÛËØ
ÙÇÎÇÌ àÕËÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß.

£ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÒÑÎáÔ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (4.75) ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÇÏÖ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÄÍÎÂÆÖ ÄOTOC. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ,
àÕÑÕ ÒÑÎáÔ âÄÎâÇÕÔâ ÆÄÑÌÐÞÏ Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ
ÚÇÓÇÊ ÔÖÏÏÖ ×ÖÐÍÙËË Ch Ë ÇÈ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ qhCh. ´ÂÍÂâ
ÍÑÏÃËÐÂÙËâ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ:

dOTOC�t� � C1

bJN
exp

�
2pt
b

�
� C2

bJN
2pt
b

exp

�
2pt
b

�
; �4:76�

ÅÆÇ C1 Ë C2 ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÇ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ
ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ. ¯Â ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ, ÕÂÍÑÇ ÃÞÔÕÓÑÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂ-
ÐËÇ ÐÂÓÖÛÂÇÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ [9], ÑÆÐÂÍÑ ÒÓË ÃÑÎÇÇ ÒÓË-
ÔÕÂÎßÐÑÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ àÕÑ ÐÇ ÕÂÍ.
®ÐËÏÑÇ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÇ ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ ÊÐÂÍÑÏ ÄÍÎÂÆÂ (4.76)
(ÏÞ ÑÉËÆÂÇÏ, ÚÕÑ OTOC ÖÃÞÄÂÇÕ, Â ÐÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ) Ë
ÏÂÎÞÏ ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ 1=�bJ�. ªÊ-ÊÂ àÕÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ
ÄÍÎÂÆ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÚÂÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ
ÄÍÎÂÆ ÏâÅÍÑÌ ÏÑÆÞ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ, ÒÑÍÂ

22 Ch�w� ËÏÇÇÕ ÒÓÑÔÕÞÇ ÒÑÎáÔÞ Ä ÕÑÚÍÂØ h � 1; 3; 5; . . . ; ÑÆÐÂÍÑ àÕË
ÒÑÎáÔÞ ÔÑÍÓÂÜÂáÕÔâ Ô ÐÖÎâÏË �tan �ph=2��ÿ1.

2 6

h

4 8 2 8

hh � 1

2
� is

4 6

Â Ã

²ËÔ. 9. (Â) ³ÖÏÏÂ ÒÑ ÒÑÎáÔÂÏ Ä (4.65) Ô k�h� ! kR�h�. (Ã) ²ÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÇÓÇÕâÅËÄÂÐËâ ÍÑÐÕÖÓÂ ÄÎÇÄÑ. °ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ kR�h� � 1 ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ
h � 2, ÒÑàÕÑÏÖ ÄÍÎÂÆÑÄ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞØ ÄÍÎÂÆÂÏ ÐÂ ÓËÔ. 8Ã, ÐÇÕ.
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OTOC ÐÇ ÐÂÔÞÜÂÇÕÔâ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (4.76)
ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ ÎËÆËÓÖáÜÖá ÒÑÒÓÂÄÍÖ Í
ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÇ [5, 6, 103]:

OTOC�t� ! OTOC�t� � dOTOC�t� �
���
p
p
2bJ
�

�
�
1ÿ const

bJ
N

exp �kt�
�

dlq b5 t5 b log
N

bJ
; �4:77�

ÅÆÇ const ì ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÌ ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß
ÒÑÓâÆÍÂ O�1�, k ì ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÍÑÓÓÇÍÕËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÎâÒÖ-
ÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ; Ë ÏÐÑÉËÕÇÎß, Ë ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÕÞ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ (4.28) Ô
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ O�1=�bJ��:

k � 2p
b

�
1ÿ 6;05

bJ
� . . .

�
: �4:78�

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ ÒÓÇÆ-
ÔÍÂÊÂÐÐÑÇ Ä [9] ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ k � 2p=b.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÒÑÎáÔ
Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (4.75) ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÅÇÐÇÓËÓÑÄÂÕß ÄÑÊÓÂÔÕÂá-
ÜËÇ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÄÍÎÂÆÞ Ä TOC. ¬ÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÏâÅÍÑÌ
ÏÑÆÞ, àÕÑÕ ÄÍÎÂÆ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ 1=N, Õ.Ç. ÒÓËÃÎËÉÈÐ-
ÐÑÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÆÎâ ÒÑÎÐÑÅÑ TOC Ô ÖÚÈÕÑÏ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞØ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ (4.29).

±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ OTOC ÃÞÔÕÓÑ ÖÃÞÄÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ
ÄÓÇÏÈÐ, ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛËØ ÄÓÇÏÇÐË ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐËâ t� �
� b log �N=�bJ��. ¯Â ÃoÂ ÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ
àÕÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÐÇ ÓÂÃÑÕÂáÕ Ë ÆÓÖÅËÇ ÕËÒÞ ÆËÂÅÓÂÏÏ
(ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÏÐÑÉÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÇ "ÎÇÔÕÐËÙÞ")
ÕÂÍÉÇ ÏÑÅÖÕ ÅÇÐÇÓËÓÑÄÂÕß ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÍÎÂÆÞ Ä (4.28).
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕß ÖÃÞÄÂÐËâ
ÊÂÏÇÆÎËÕÔâ ÒÓÇÉÆÇ, ÚÇÏ OTOC ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ÐÂÔÞÕËÕÔâ
[5, 6, 9, 103]. ¿ÕÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ
[126], Ä ÍÑÕÑÓÑÌ OTOCs ÏÑÆÇÎË SYK ÓÂÔÔÚËÕÂÐÞ ÆÎâ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÄÓÇÏÈÐ. ¡ ËÏÇÐÐÑ, Ä àÕÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÑÃÐÂÓÖ-
ÉÇÐ ÐÑÄÞÌ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÏÂÔÛÕÂÃ tM � N logN=�64 ���

p
p

J�,
ÒÓË ÒÓÇÄÞÛÇÐËË ÍÑÕÑÓÑÅÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÃÞÄÂÐËÇ
OTOCs ÔÏÇÐâÇÕÔâ ÔÕÇÒÇÐÐ�yÏ: OTOC�t� � �t=t 0M�ÿ6, ÅÆÇ
t 0M � tM, ÇÔÎË b5 tM, Ë t 0M � bÿ1 Ä ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ.

¦ÜÈ ÓÂÊ ÒÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (4.77) Ë (4.78)
ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ 15 tJ < bJ5N, Õ.Ç. ÆÎâ ÏÂÎÞØ, ÐÑ
ÑÕÎËÚÐÞØ ÑÕ ÐÖÎâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ. £ÒÓÑÚÇÏ, ÐÇÆÂÄÐÑ ÃÞÎÑ
ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË q4 1, ÅÆÇ
q ì ÚËÔÎÑ ×ÇÓÏËÑÐÑÄ Ä ÄÇÓÛËÐÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, ÒÑ-
ØÑÉËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÕÂÍÉÇ ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÞØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ Ë ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÔÄâÊË [127, 128].

5. ¥ÄÖÏÇÓÐÂâ ÆËÎÂÕÑÐÐÂâ ÅÓÂÄËÕÂÙËâ

¦ÜÈ ÑÆÐÂ ÒÓËÏÇÚÂÕÇÎßÐÂâ ÕÇÑÓËâ, ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÜÂâ
ØÂÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ, ì àÕÑ ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÆËÎÂÕÑÐÐÂâ
ÅÓÂÄËÕÂÙËâ Ô ÏÂÕÇÓËÇÌ. ¬ÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÒÇ-
ÓÂÕÑÓÑÄ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÒÑÎâÏ ÏÂÕÇÓËË Ä
ÑÃÝÈÏÇ, Ä àÕÑÌ ÕÇÑÓËË ÄÇÆÖÕ ÔÇÃâ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ×ÇÓÏËÑÐÑÄ Ä ÏÑÆÇÎË SYK. £ÒÓÑÚÇÏ,
ÒÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÕÂÍÑÇ "ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ" ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ
Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÐËÊÍËØ àÐÇÓÅËÌ. ¿ÕÑÕ ÂÔÒÇÍÕ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÆËÎÂ-
ÕÑÐÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÕÜÂÕÇÎßÐÑ ËÊÖÚÇÐ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [10 ë 13].
£ ÓÂÊÆÇÎÂØ 5.1 ë 5.5 ÏÞ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÇÆÈÏ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ
ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÓÂÃÑÕ.

5.1. ¥ËÎÂÕÑÐÐÂâ ÅÓÂÄËÕÂÙËâ ÍÂÍ ÒÓÇÆÇÎ ÄÃÎËÊË
ÅÑÓËÊÑÐÕÂ ÔÑÃÞÕËÌ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑÌ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ
±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÄÃÎËÊË ÅÑÓËÊÑÐÕÂ ÔÑÃÞÕËÌ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÌ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑÌ ÚÈÓ-
ÐÑÌ ÆÞÓÞ ×ÂÍÕÑÓËÊÖÇÕÔâ Ä ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÂÐÕË-ÆÇ-³ËÕÕÇÓÂ �AdS2� Ë ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ
Ô×ÇÓÞ �S2�. ®ÇÕÓËÍÂ Ë àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÊÂÓâÉÇÐ-
ÐÑÌ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ ²ÇÌÔÐÇÓÂ ë¯ÑÓÆÔÕÓÈÏÂ ËÏÇáÕ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÌ ÄËÆ:

ds 2� ÿ�rÿ r���rÿ rÿ�
r 2

dt 2� r 2

�rÿ r���rÿ rÿ� dr
2 � r 2 dO 2;

�5:1�
r� � QlP � El 2P �

�����������������������������
2QEl 3P � E 2l 4P

q
; Frt � Q

r 2
:

©ÆÇÔß M ì ÏÂÔÔÂ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ, Q ì ÇÈ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ
ÊÂÓâÆ, dO 2 ì ÏÇÕÓËÍÂ ÐÂ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ Ô×ÇÓÇ Ô ÇÆËÐËÚÐÞÏ
ÓÂÆËÖÔÑÏ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, lP �

����
G
p

ì ÒÎÂÐÍÑÄÔÍÂâ ÆÎËÐÂ
(G ì ÑÃÞÚÐÂâ ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ¯ßáÕÑÐÂ), Â
àÐÇÓÅËâ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÐÂÆ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑÔÕßá E �Mÿ
ÿQ=lP. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ E � 0 ÅÑÓËÊÑÐÕÞ r� Ë rÿ
ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ë ÚÈÓÐÂâ ÆÞÓÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑÌ.
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇM Ë Q ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÐÇÊÂÄËÔË-
ÏÞÏË, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÎÂÐÍÑÄÔÍÂâ ÆÎËÐÂ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÇÆËÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÏ ÓÂÊÏÇÓÐÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑÌ ÚÈÓ-
ÐÑÌ ÆÞÓÞ.

¹ÕÑÃÞ ÒÇÓÇÌÕË Í ÒÓÇÆÇÎÖ ÄÃÎËÊË ÅÑÓËÊÑÐÕÂ àÍÔÕÓÇ-
ÏÂÎßÐÑÌ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ, ÄÄÇÆÈÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá

z � Q 2l 2P
rÿ r�

�5:2�

Ë ÄÑÊßÏÈÏ ÒÓÇÆÇÎ r! r�, lP ! 0 ÒÓË ÖÔÎÑÄËË z � const.
µÍÂÊÂÐÐÂâ ÄÞÛÇ ÍÑÏÃËÐÂÙËâ rÿ r� Ë lP ì àÕÑ ÒÓÑÔÕÇÌ-
ÛÂâ ÍÑÏÃËÐÂÙËâ Ô ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá ÆÎËÐÞ, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÇ
ËÔÚÇÊÂÇÕ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ r! r� (ÆÎâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÏÞ ÕÂÍÉÇ ÄÄÇÎË
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß Q 2). °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ
ÒÓÇÆÇÎÇ ÏÇÕÓËÍÂ (5.1) ×ÂÍÕÑÓËÊÖÇÕÔâ Ä ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ
AdS2 Ë S2:

ds 2 � Q 2l 2P

�ÿ dt 2 � dz 2

z 2
� dO 2

�
: �5:3�

´ÇÒÇÓß ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÄÃÎËÊË ÅÑÓËÊÑÐÕÂ
ÔÑÃÞÕËÌ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑÌ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ (5.3) ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ
ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÆËÎÂÕÑÐÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËÇÌ [103, 129 ë 131]. ¡
ËÏÇÐÐÑ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÕÂÕËÚÐÞÌ, Ô×ÇÓÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÞÌ ÂÐÊÂÙ ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË:

ds 2 � hi j�x 0; x 1� dx i dx j � F 2�x 0; x 1� dO2 ; �5:4�

ÅÆÇ i; j � 0; 1, x 0 � t, x 1 � r, hi j ËFìÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ×ÖÐÍÙËË,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÃÖÆÖÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ. ¥ÇÕÇÓÏËÐÂÐÕ
ÏÇÕÓËÍË (g � det gmn), ÓËÚÚË-ÔÍÂÎâÓ (Rg) Ë ÍÄÂÆÓÂÕ àÎÇÍÕ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ (F 2

mn) ÄÞÅÎâÆâÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ:�������ÿgp �

�������
ÿh
p

F 2 sin y ;

Rg � Rh � 2

F 2
ÿ 4H 2 logFÿ 6hmnHm logFHn logF ; �5:5�

F 2
mn �

2Q 2

F 4
;

ÅÆÇ Hk ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÒÑ ÑÕÐÑ-
ÛÇÐËá Í ÏÇÕÓËÍÇ hi j. £Ñ ÄÕÑÓÑÌ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (5.5) ÏÞ
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ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË, ÚÕÑ ÇÆËÐËÚÐÂâ Ô×ÇÓÂ ËÏÇÇÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÖá
ÍÓËÄËÊÐÖ R�y;f� � 2. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ àÕË ×ÑÓÏÖÎÞ Ä ÆÇÌÔÕÄËÇ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ë¤ËÎßÃÇÓÕÂ

I � ÿ 1

16pl 2P

�
d4x

�������ÿgp �
Rh ÿ l 2P

4
F 2
mn

�
; �5:6�

ËÔÒÑÎßÊÖâ ÕÇÑÓÇÏÖ ³ÕÑÍÔÂ (ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÚÎÇÐÞ ÑÃÐÖÎâáÕÔâ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ-
ÔÕË, ÅÆÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÒÎÑÔÍÑÏÖ) Ë
ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ ÖÅÎÑÄÞÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÔÄÑÃÑÆÞ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÔÎÇÆÖáÜÖá ÆÄÖÏÇÓÐÖá ÕÇÑÓËá23:

I � ÿ 1

4l 2P

�
d2x

�������
ÿh
p "

F 2Rh � 2�HF�2 � 2ÿ 2Q 2l 2P
F 2

#
: �5:7�

¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÒÑÎÇ F ÐÂÊÞÄÂáÕ ÒÑÎÇÏ ÆËÎÂÕÑÐÂ. ©ÂÏÇ-
ÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ £ÇÌÎâ ÔÆÄËÅÂÇÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Ë ÍÑ-
à××ËÙËÇÐÕ ÒÇÓÇÆ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËÏ ÚÎÇÐÑÏ:

hi j ! hi jFÿl=2 priwodit k 2! 2ÿ l ;

2ÿ 2Q 2l 2P
F 2

! Fÿl=2
�
2ÿ 2Q 2l 2P

F 2

�
; �5:8�

ÒÑàÕÑÏÖ ÑÕ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÚÎÇÐÂ ÒÑÎâ F ÏÑÉÐÑ ËÊÃÂ-
ÄËÕßÔâ:

I � ÿ 1

4l 2P

�
d2x

�������
ÿh
p "

F 2Rh � 2ÿ 2Q 2l 2P
F 2

#
: �5:9�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÕÇÒÇÓß ÆËÎÂÕÑÐ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËÏ, àÍÔÕÓÇÏÖÏ ÆÇÌÔÕÄËâ ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË F0, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÍÓËÄËÊÐÖ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÍÓËÄËÊÐÂ ÄÔÇÅÆÂ
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂ, Õ.Ç. àÍÔÕÓÇÏÖÏ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ
AdS2:

dFI � 0 pri uslowii Rh � ÿ 2Q 2l 2P
F 4

0

� ÿ 2

L 2
; �5:10�

ÅÆÇ ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚËÎË ÓÂÆËÖÔ AdS2 ÍÂÍ L � F 2
0 =�jQjlP�.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ L 2 � Q 2l 2P ËÊ (5.3), ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß ÍÓËÕËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑÎâ ÆËÎÂÕÑÐÂ: F0 � jQjlP. ¬ÂÍ Ë ÑÉËÆÂ-
ÎÑÔß, Ä ÎËÆËÓÖáÜÇÏ ÒÑÓâÆÍÇ àÕÂ ÕÇÑÓËâ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕ
ÒÓÇÆÇÎ ÄÃÎËÊË ÅÑÓËÊÑÐÕÂ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑÌ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ Ô
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÓÂÆËÖÔÑÏ r� � F0. ´ÇÒÇÓß ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÐÂÆ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑÔÕßá, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä àÕÑÌ
ÍÂÓÕËÐÇ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÏÂÎÞÏ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËâÏ ÆËÎÂÕÑÐÐÑÅÑ
ÒÑÎâ:

F 2 � F 2
0 � f�x; t� ; f�x; t�5F 2

0 ; �5:11�

Ë ÓÂÊÎÑÉËÏ ÆÇÌÔÕÄËÇ (5.9) ÆÑ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ f=F 2
0 :

I � ÿ 1

2l 2P

�
d2x

�������
ÿh
p

ÿ F 2
0

4l 2P

��
d2x

�������
ÿh
p �

Rh � 2

L 2

�
�

� 2

�
bdy

K
�
ÿ 1

4l 2P

��
d2x

�������
ÿh
p

f
�
Rh � 2

L 2

�
� 2

�
bdy

fbK
�
�5:12�

(ÅÆÇ bdy ì ÔÑÍÓÂÜÇÐËÇ ÑÕ ÂÐÅÎ. boundary ì ÅÓÂÐËÙÂ).
©ÆÇÔß ÏÞ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÎË ÒÓÂÄËÎßÐÞÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÚÎÇÐÞ 24 Ä
AdS2, ÚÕÑÃÞ ÔÆÇÎÂÕß ÏËÐËÏÂÎßÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÍÑÐÇÚÐÞÏ
(àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÃÖÆÇÕ ÒÓÑÄÇÓÇÐÑ ÐËÉÇ), Â ÕÂÍÉÇ ÄÄÇÎË ÔÎÇÆ
ÄÐÇÛÇÌ ÍÓËÄËÊÐÞ:

K � ÿ habT
aTcHcn

b

habTaTb
; �5:13�

ÅÆÇ Ta Ë na ì ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ Ë ÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓÞ 25 Í
ÅÓÂÐËÙÇ AdS2. ¥Îâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË ÏÞ ÕÂÍÉÇ ÑÃÑÊÐÂÚËÎË
fjbdy � fb.

±ÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ä (5.12) ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ ÑÃÝÈÏÖ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ AdS2, ÍÑÕÑÓÞÌ ÃÇÔÍÑÐÇÚÇÐ, ÐÑ ÒÑÔÕÑâÐÇÐ.
£ÕÑÓÑÌ ÚÎÇÐ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÑÃÞÚÐÖá ÆÄÖÏÇÓÐÖá ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËá ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. ¿ÕÑ ÚËÔÕÑ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ,
ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÔËÎÖ ×ÑÓÏÖÎÞ ¤ÂÖÔÔÂ ë¢ÑÐÐÇ ÑÐÑ ÓÂÄÐÑ àÌÎÇ-
ÓÑÄÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÑÃÂ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÚÎÇÐÂ ÐÇ ÔÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÆÄË-
ÉÇÐËâ.

£ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÒÑÔÎÇÆÐËÌ ÚÎÇÐ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (5.12)
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÖá ÆËÐÂÏËÍÖ ÑÔÕÂÄÛËØÔâ ÒÑÎÇÌ.
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ

IJT � ÿ 1

16pG

��
d2x

�������
ÿh
p

f
�
Rh � 2

L 2

�
� 2

�
bdy

fbK
�
�5:14�

ÑÃÞÚÐÑ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÕÇÑÓËÇÌ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË ¥ÉÂ-
ÍËÄÂ ë´ÇÌÕÇÎßÃÑÌÏÂ [132, 133]. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÏÞ ÒÇÓÇ-
ÏÂÔÛÕÂÃËÓÑÄÂÎË ÒÑÔÕÑâÐÐÖá ¯ßáÕÑÐÂ. ´ÂÍÉÇ ÊÂÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ f Ë Gÿ1 ÄÔÇÅÆÂ ÄÔÕÓÇÚÂáÕÔâ ÄÏÇÔÕÇ Ë ÑÃÓÂÊÖáÕ
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá ÍÑÏÃËÐÂÙËá, ÒÑàÕÑÏÖ ÖÆÑÃÐÑ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎËÕß ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÆËÎÂÕÑÐ Ë ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÖá ¯ßáÕÑÐÂ. £ ÓÂÊÆÇÎÂØ 5.2 ë 5.5 ÏÞ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ËÊÖÚËÏ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔÎÇÆÔÕÄËâ ÆÇÌÔÕÄËâ (5.14).

¢ÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÞÌ ÄÞÄÑÆ ÕÇÑÓËË (5.14) ËÊ ÒÓÇÆÇÎÂ
ÄÃÎËÊË ÅÑÓËÊÑÐÕÂ ÔÑÃÞÕËÌ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑÌ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÓÂÃÑÕÂØ [129, 130]. ´ÂÍÉÇ ÊÂ-
ÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÕÖ ÕÇÑÓËá ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÓÇÆÖÍÙËÇÌ ÐÇ-
ÍÑÕÑÓÞØ ÆÓÖÅËØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË
[131, 134].

5.2. ¹ËÔÕÑÇ ÆÄÖÏÇÓÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÂÐÕË-ÆÇ-³ËÕÕÇÓÂ
Ë ÇÅÑ ÔËÏÏÇÕÓËË
±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÑÃÔÖÉÆÂÕß ÕÇÑÓËá ¥ÉÂÍËÄÂ ë ´ÇÌÕÇÎß-
ÃÑÌÏÂ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÚËÔÕÑÇ AdS2, ÚÕÑÃÞ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÑÃÑ-
ÊÐÂÚÇÐËâ Ë ÑÃÔÖÆËÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÎÇÊÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ àÕÑÅÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ.

£Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÖÆÑÃÐÑ ÒÑÎÑÉËÕß ÓÂÆËÖÔ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
ÓÂÄÐÞÏ ÇÆËÐËÙÇ, L � 1, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÎÇÅÍÑ ÄÑÔ-
ÔÕÂÐÑÄËÕß ËÊ ÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ. ¯ËÉÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ËÏÇÐÐÑ ÕÂÍÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ, ÇÔÎË ÐÇ ÑÅÑ-
ÄÑÓÇÐÑ ÑÔÑÃÑ.

23 ²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÐÂÓâÆÖ Ô àÕÑÌ ÕÇÑÓËÇÌ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÆÓÖÅËÇ
ÕÇÑÓËË ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÆËÎÂÕÑÐÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË, Õ.Ç. ÕÇÑÓËË Ô ÆÓÖÅËÏË
ÄËÆÂÏË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ. ªÔÚÇÓÒÞÄÂáÜËÌ ÑÃÊÑÓ ÕÂÍËØ ÕÇÑÓËÌ ÏÑÉÐÑ
ÐÂÌÕË Ä ÓÂÃÑÕÇ [131].

24 ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÐÇ ÕÑ ÉÇ ÔÂÏÑÇ, ÚÕÑ ÅÓÂÐËÙÂ Ä ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÌ
ÕÇÑÓËË.
25 £ ÕÇÑÓËâØ ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÅÓÂÐËÚÐÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß
ËÏÇÇÕ ÆÄÂ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÂ Ta

1 Ë Ta
2 , ÒÑàÕÑÏÖ ÖÍÂÊÂÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇ-

ÐËÇ ÏÑÆË×ËÙËÓÖÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

K � ÿ habT
a
1T

c
2Hcn

b

habT
a
1T

b
2

:
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£Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÓÂÃÑÕÂÕß Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÔËÅÐÂ-
ÕÖÓÇ. ³ ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, àÕÑÕ ÄÞÃÑÓ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇ-
ÐËâ ÅÑÎÑÅÓÂ×ËËìÄ ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÚÈÕÇÏÞ ÊÂËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÐÞ Ä
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËâØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÆÖÂÎßÐÑÌ ÅÓÂÐËÚ-
ÐÑÌ ÕÇÑÓËË (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 5.5). ´ÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë Ä ÏÑÆÇÎË SYK
(ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 4), ÑÙÇÐËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÕËÒÞ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÔËÅÐÂÕÖÓÇ, Â ÒÑÕÑÏ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË
ÒÓÑÆÑÎÉËÏ ËØ ÐÂ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞ ÄÓÇÏÇÐÂ (ÔÏ. [135] ÆÎâ ÑÃ-
ÔÖÉÆÇÐËâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ Ä AdS).

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÔËÅÐÂÕÖÓÇAdS2 âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÑÃÞÚÐÞÏ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÆËÔÍÑÏ (ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ
­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ 26), ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÐÂÍÓÞÄÂÇÕÔâ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÂÏË ±ÖÂÐÍÂÓÇ Ë ²ËÐÆÎÇÓÂ (ÔÏ. ÓËÔ. 10):

ds 2 � dt 2 � dz 2

z 2
�Puankare� ;

�5:15�
ds 2 � dr 2 � sinh2r dj 2 �Rindler� :

®ÇÉÆÖ àÕËÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÍÎáÚÂÕßÔâ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÔÎÇÆÖáÜËØ ÕÑÉÆÇÔÕÄ:

tanh
r
2
cosj � ÿ 2t

t 2 � �z� 1�2 ; �5:16�
tanh

r
2
sinj � t 2 � z 2 ÿ 1

t 2 � �z� 1�2 :

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ t ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕÿ1 ÆÑ1, Â jìÑÕÿp ÆÑ p
(ÐÂ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ àÕÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÒÇÓËÑÆËÚÐÂ: j � j� 2p).
´ÂÍÉÇ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÌ ÔËÅÐÂÕÖÓÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
±ÖÂÐÍÂÓÇ �ds 2 � �ÿdt̂ 2 � dz 2�=z 2� ÒÑÍÓÞÄÂáÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÑ-
ÎÑÄËÐÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË, Â ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ²ËÐÆÎÇÓÂ
�ds 2 � dr 2 ÿ sinh2 r dĵ 2� ì ÇÜÈ ÏÇÐßÛÖá ÑÃÎÂÔÕß (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [10, 136]).

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÐÂ ÒÓÂÍÕËÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑAdS2 ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÑÃÓÇÊÂÕß ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÍÓËÄÑÌ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÎËÊÍÑ ÓÂÔÒÑ-

ÎÑÉÇÐÐÑÌ Í ÅÓÂÐËÙÇ (ÓËÔ. 11). £ ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÝÈÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ë ÆÎËÐÂ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ ÅÓÂÐËÙÂ ë ÅÓÂÐËÙÂ
ÃÖÆÖÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏË. ´ÂÍÑÇ ÑÃÓÇÊÂÐËÇ ÑÕÄÇÚÂÇÕ µ¶-ÑÃ-
ÓÇÊÂÐËá Ä ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏÑÌ ÆÖÂÎßÐÑÌ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÕÇÑÓËË.
¹ÕÑÃÞ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÕß ÑÃÓÇÊÂÐËÇ, ×ËÍÔËÓÖÇÏ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÏÇÕ-
ÓËÍË ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ:

ds
��
bdy
�

���������
ds 2

dt 2

r
dt �

�������������������������
�t 0�2 � �z 0�2

z 2

s
dt � dt

E
; �5:17�

ÚÕÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÃÑÎßÛÑÌ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆÎËÐÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ
ÍÓËÄÑÌ:

S �
�
ds �

� b

0

dt
E
� b

E
!1 ; �5:18�

ÅÆÇ ÄÓÇÏâ Ä ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ËÐÕÇÓÄÂÎÖ
t 2 �0; b�, Â ÛÕÓËØ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÒÑ t. ±ÓÇÆÇÎ
S!1 ÑÕÄÇÚÂÇÕ E! 0. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÍÓËÄÑÌ ÐÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ:

�t 0�2 � �z 0�2
z 2

� 1

E 2
; sledowatelxno;

�5:19�
z�t� � Et 0�t� � O�E 3� :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ×ÖÐÍÙËâ t�t� ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ×ËÍÔËÓÖÇÕ
ÅÓÂÐËÚÐÖá ÍÓËÄÖá.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÑÆËÐÂÍÑÄÑ ÆÎâ
ÄÔÇØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÍÓËÄÞØ, ÅÇÑÏÇÕÓËâ ÑÃÓÇÊÂÐÐÑÅÑ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÑÌ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ, Õ.Ç.
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ t�t�. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ
ÇÄÍÎËÆÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ AdS2 ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎß-
ÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ËÊ ÅÓÖÒÒÞ SO�2; 1� ' SL�2;RR�=ZZ2, Õ.Ç.
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÑÄÑÓÑÕÑÄ Ë ÕÓÂÐÔÎâÙËÌ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
×ÖÐÍÙËË t�t� Ë ~t�t�, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÇÏ:

t�t� ! ~t�t� � at�t� � b

ct�t� � d
; gde adÿ bc � 1 ; a; b; c; d 2RR ;

(5.20)

ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÑÆÐÖ Ë ÕÖ ÉÇ ÅÇÑÏÇÕÓËá. ¿ÕÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ
ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÇÔÎË ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ÏÇÕÓËÍÖ ±ÖÂÐÍÂÓÇ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ w � t� iz. ´ÑÅÆÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÕÑÃÓÂÉÂáÕ ÄÇÓØÐáá ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕß ÔÂÏÖ
Ä ÔÇÃâ, ÔÄÑÆâÕÔâ Í ÆÓÑÃÐÑ-ÎËÐÇÌÐÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏ:

w! aw� b

cw� d
; gde adÿ bc � 1 ; a; b; c; d 2RR ; (5.21)

ÚÕÑ ÆÂÈÕ (5.20) Ä ÒÓÇÆÇÎÇ E! 0.

26 ®Þ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÓÂÊÎËÚÂÕß ÄÇÓØÐáá ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕß Ë ÇÆËÐËÚÐÞÌ
ÆËÔÍ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËØ ÏÑÉÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÕÑÃÓÂÊËÕß ÆÓÖÅ Ä ÆÓÖÅÂ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ®ÈÃËÖÔÂ: w! �iw� 1�=�w� i�, ÅÆÇ w �
� t� iz. ®ÇÕÓËÍË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ë ÆËÔÍÇ ÔÄâÊÂÐÞ ÕÇÏ ÉÇ ÔÂÏÞÏ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÍÓËÄÞÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ t Ë z ÐÂ ÓËÔ. 10
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÍÓË-
ÄÞØ, ÎÇÉÂÜËØ ÐÂ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË.

r

z

j

t

²ËÔ. 10. ¬ÓËÄÞÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ t, z, j Ë r. ³ÕÓÇÎÍË ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ ÐÂ-
ÒÓÂÄÎÇÐËÇ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ.

�t�t�; z�t��

²ËÔ. 11. °ÃÓÇÊÂÐÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ AdS2.

´. 191, å 3 ±¦¥¡¤°¤ª¹¦³¬°¦ ££¦¥¦¯ª¦ £ ®°¥¦­¾ ³¡¹¥¦£¡ë«¦ë¬ª´¡¦£¡ 249



5.3. ºÄÂÓÙËÂÐÐÂâ ÕÇÑÓËâ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÑÓËá ¥ÉÂÍËÄÂ ë´ÇÌÕÇÎßÃÑÌÏÂ (5.14) ÐÂ
ÑÃÓÇÊÂÐÐÑÏ ÆËÔÍÇ ±ÖÂÐÍÂÓÇ Ë ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÑÐÂ à××ÇÍ-
ÕËÄÐÑ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÔÑ ÛÄÂÓÙËÂÐÐÞÏ
ÆÇÌÔÕÄËÇÏ. ¥Îâ ÐÂÚÂÎÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá
ÚÂÔÕß ÆÇÌÔÕÄËâ (5.14):

Ibulk � ÿ 1

16pG

�
d2x

���
h
p

f�Rh � 2� : �5:22�

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÆÎâ ÆËÎÂÕÑÐÂ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐËÇ Rh � 2 � 0, Õ.Ç., ËÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÅÑÄÑÓËÕ, ÚÕÑ
ÏÇÕÓËÍÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ AdS2. ±Ñ àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ
ÅÓÂÄËÕÂÙËá ¥ÉÂÍËÄÂ ë´ÇÌÕÇÎßÃÑÌÏÂ ËÐÑÅÆÂ ÐÂÊÞÄÂáÕ
"ÒÑÚÕË AdS2"-ÅÓÂÄËÕÂÙËÇÌ. µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÏÇÕ-
ÓËÍË ËÏÇáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

T
f
i j �

1

8pG

ÿ
HiHjfÿ hi jH2f� hi jf

� � 0 ; �5:23�

ÚÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÆËÎÂÕÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ:

f � a� bt� c�t 2 � z 2�
z

; �5:24�

ÅÆÇ a; b; c ì ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÑÍÑÎÑ ÅÓÂÐËÙÞ ÆËÎÂÕÑÐ "ÄÊÓÞÄÂÇÕÔâ":

f
��
bdy
� 1

E
a� bt�t� � ct 2�t�

t 0�t� � fr�t�
E

; �5:25�

ÅÆÇ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË (5.19) Ë ÆÎâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÑÒÓÇÆÇÎËÎË
"ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÇ" ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÒÑÎÇ fr�t�. £ÒÓÑÚÇÏ,
ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÃÑÎßÛÑÇ ÒÑÎÇ ÄÔÈ-ÕÂÍË
ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆËÎÂÕÑÐÂ Ä ËÔØÑÆ-
ÐÑÌ ÕÇÑÓËË, fr=E5F 2

0 � Q 2l 2P , ÄÄËÆÖ (5.11).
´ÇÒÇÓß ÑÙÇÐËÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÌ ÚÎÇÐ. ¬ÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ Ë ÐÑÓ-

ÏÂÎßÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓÞ Í ÍÓËÄÑÌ �t�t�; z�t�� Ä ÏÇÕÓËÍÇ ±ÖÂÐ-
ÍÂÓÇ ÊÂÆÂáÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË

Ta �
�
t 0
z 0

�
; na � z�������������������������

�t 0�2 � �z 0�2
q �ÿz 0

t 0

�

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËÔÒÑÎßÊÖâ (5.13) Ë (5.19),
ÏÑÉÐÑ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÎÇÆ ÄÐÇÛÐÇÌ ÍÓË-
ÄËÊÐÞ:

K � t 0�t 0 2 � z 0 2 � zz 00� ÿ zz 0t 00

�t 0 2 � z 0 2�3=2
�

� 1� E 2 Sch
�
t�t�; t��O�E 4� : �5:26�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (5.25) Ë (5.26) Ä ÅÓÂÐËÚÐÖá ÚÂÔÕß ÆÇÌÔÕÄËâ
(5.14), Â ÊÂÕÇÏ ÒÇÓÇØÑÆâ Í ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËá ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË Ä
ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÕÇÑÓËË, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ:

I min
JT � 0� Ibdy � ÿ 1

8pG

�
bdy

ds
fr�t�
E
K �

� ÿ 1

8pG

� b

0

dt
E

fr�t�
E

h
1� E 2 Sch

�
t�t�; t��O�E 4�i : �5:27�

²ÂÔØÑÆâÜËÌÔâ ÚÎÇÐ �ÒÑÓâÆÍÂ O�Eÿ2�� ÄÐÑÔËÕ ÄÍÎÂÆ Ä
àÐÇÓÅËá ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÕÇÑÓËË; ËÊÃÂÄËÕßÔâ ÑÕ
àÕÑÌ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË ÏÑÉÐÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÂ ÅÑÎÑÅÓÂ-

×ËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÍ [137 ë 139]. £ ÒÓËÏÇÐÇÐËË Í
2D-ÆËÎÂÕÑÐÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË àÕÑÕ ÏÇÕÑÆ ÛËÓÑÍÑ ËÊÖÚÇÐ Ä
ÓÂÃÑÕÂØ [11, 140 ë 142]. ©ÆÇÔß ÏÞ ÒÓÑÔÕÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ,
ÚÕÑ ÓÂÔØÑÆâÜËÌÔâ ÚÎÇÐ ÏÑÉÐÑ ÑÕÃÓÑÔËÕß27. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, Ä ÎËÆËÓÖáÜÇÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ E ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
ÆÇÌÔÕÄËÇ:

I min
JT � ÿ 1

8pG

� b

0

dt fr�t� Sch
�
t�t�; t� : �5:28�

­ÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÄÂÓËÂÙËâ àÕÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ ÒÑ t�t�
ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (5.25).

¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË fr�t� ÏÑÉÐÑ
ÖÆÂÎËÕß, ÒÇÓÇÏÂÔÛÕÂÃËÓÑÄÂÄ ÄÓÇÏâ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÕÇÑÓËË.
³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÐÑÄÖá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ ~t, ÕÂÍÖá ÚÕÑ
d~t � �fr dt=f

2
r �t�, ÅÆÇ �fr ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂâ

ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ (ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÏÞ ÔÚËÕÂÇÏ
ÆËÎÂÕÑÐ Ë ÒÑÔÕÑâÐÐÖá ¯ßáÕÑÐÂ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÏË), Ë ËÔ-
ÒÑÎßÊÖÇÏ ÒÓÂÄËÎÑ ÍÑÏÒÑÊËÙËË ÆÎâ ÛÄÂÓÙËÂÐÂ 28:

Ibdy � ÿ
�fr

8pG

� ~b

0

d~t Sch
�
t�~t�;~t� : �5:29�

ªÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ ÄÕÑÓÑÅÑ ÚÎÇÐÂ, fr Sch
�
~t; t
� � ÿ2f 00r , ÓÂÄÇÐ

ÐÖÎá ÄÄËÆÖ ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕË f 0r�t� b� � f 0r�t� (ÅÓÂÐËÚÐÂâ
ÍÓËÄÂâ ÅÎÂÆÍÂâ Ë ÊÂÏÍÐÖÕÂâ). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÆÂÎßÐÇÌ-
ÛÇÏ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÆËÎÂÕÑÐÂ ÃÇÊ ÒÑÕÇÓË ÑÃÜÐÑÔÕË.

´ÂÍÉÇ ÖÆÑÃÐÑ ÒÇÓÇÌÕË Í ÓËÐÆÎÇÓÑÄÔÍËÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ
Ô ÒÑÏÑÜßá ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ t�t� � tan �j�t�=2�, ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÎÇ-
ÆÖÇÕ ËÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄ (5.16) Ä ÒÓÇÆÇÎÇ z! 0:

Sch
�
t; t
� � Sch �j; t� � �j

0�2
2

: �5:30�

£ÂÓßËÓÖâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÒÑ j, ÒÑÎÖÚËÏ
ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ:

Sch �j; t� 0
j 0

ÿ j 00 � 0 ; �5:31�

ÍÑÕÑÓÑÇ ËÏÇÇÕ ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÓÇÛÇÐËÇ:

j�t� � 2pt
b

: �5:32�

¬Ñà××ËÙËÇÐÕ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÄÞÃÓÂÐ ÕÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÓËÐÆÎÇÓÑÄÔÍÑÇ ÄÓÇÏâ ÃÞÎÑ ÒÇÓËÑÆËÚ-
ÐÞÏ Ô ÒÇÓËÑÆÑÏ 2p: j � j� 2p. ¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ
ÂÔÔÑÙËËÓÑÄÂÕß Ô ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÕÇÑÓËÇÌ ÒÓË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ b.
£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ
ÐÂÆ àÕËÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ. ¥Îâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÒÑÎÑÉËÏ b � 2p.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.31) ì àÕÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÚÇÕÄÈÓÕÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÍÑÕÑ-
ÓÑÇ Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÏÐÑÅÑ ÊÂÏÞÔÎÑÄÂÕÞØ ÓÇ-
ÛÇÐËÌ. ®Þ ÐÇ ÊÐÂÇÏ, ÍÂÍ ÑÐË ÄÞÅÎâÆâÕ Ä ÑÃÜÇÏ ÄËÆÇ.
±ÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÐÇ ÏÑÉÇÏ âÄÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, âÄÎâÇÕÔâ ÎË
ÓÇÛÇÐËÇ (5.32) ÅÎÑÃÂÎßÐÞÏ ÏËÐËÏÖÏÑÏ ÆÇÌÔÕÄËâ (5.29).

27 ±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÃÇÊÑÒÂÔÐÞÌ ÔÒÑÔÑÃ ÒÑÎÖÚËÕß ÒÓÂ-
ÄËÎßÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ Ë ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÇ ì àÕÑ ÚÇÔÕÐÞÇ ÅÑÎÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËÇ
ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÖÒÑÏâÐÖÕÞÌ ÅÓÖÃÞÌ ÏÇÕÑÆ ËÐÑÅÆÂ ÑÃ-
ÏÂÐÚËÄ [140, 143]. £ÒÓÑÚÇÏ, ÆÎâ ÕÇÑÓËË (5.14) àÕÑÕ ÅÓÖÃÞÌ ÏÇÕÑÆ ÆÂÈÕ
ÒÓÂÄËÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ. ´ÜÂÕÇÎßÐÑÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ,
ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÍÑÐÕÓÚÎÇÐÑÄ, Â ÕÂÍÉÇ ÄÞÄÑÆ ÛÄÂÓÙËÂÐÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ Ä
2D-ÆËÎÂÕÑÐÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [140, 141, 144 ë 146].
28 Sch � f �g�t��; t� � �g 0�2 Sch � f �g�; g� � Sch �g; t�.
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´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ËÊ ÑÃÜÇ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÏÞ ÑÉË-
ÆÂÇÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÕÂÍ.

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ
ÑÍÑÎÑ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ (5.32):

j�t� � t� dj�t� : �5:33�
´ÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÆÇÎË SYK (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 4.1), ÏÑÉÐÑ
ÐÂÌÕË ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÆÎâ ÕÂÍËØ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ:

IS � ÿ
�fr

16pG

� 2p

0

dt
h
�dj 0�2 ÿ �dj 00�2

i
�Oÿdj3

�
; �5:34�

Ë ÑÙÇÐËÕß ËØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË (ÔÓ. Ô (4.21)):

dj�t�dj�0��

S
� 4G

�fr

X
m6�ÿ1; 0; 1

exp �imt�
m 2�m 2 ÿ 1� �

� 4G
�fr

�
ÿ�jtj ÿ p�2

2
� ÿjtj ÿ p

�
sin jtj � 1� p2

6
� 5

2
cos jtj

�
:

�5:35�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÏÞ ËÔÍÎáÚËÎË ÏÑÆÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÕÄÇÚÂáÕ
ÕÓÂÐÔÎâÙËâÏ Ë ÒÑÄÑÓÑÕÂÏ (Õ.Ç. SL�2;RR�-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâÏ), ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐË ÑÕÄÇÚÂáÕ ÐÇÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ ÔÕÇÒÇ-
ÐâÏ ÔÄÑÃÑÆÞ. ¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑÐÂÆÑÃËÕÔâ ÐÂÏ, ÚÕÑÃÞ
ÑÙÇÐËÕß ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂÏ Ä ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÕÇÑÓËË
(ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 5.5).

5.4. ±ÑÎâ ÏÂÕÇÓËË
¥ÑÃÂÄËÏ ÏÂÕÇÓËá Í ÕÇÑÓËË (5.14). ±ÓÑÔÕÇÌÛÇÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ
ÏÂÕÇÓËË ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Im � 1

2

�
d2x

���
h
p �

habqaxqbx�m 2x 2
�
: �5:36�

²ÇÛÇÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÇ
ÍÑÐÇÚÐÑ Ä ÑÃÝÈÏÇ, ÐÑ ÓÂÔØÑÆËÕÔâ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ z! 0, ÄÞ-
ÅÎâÆËÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

x�t; z� � z 1ÿDxr�t� � . . . ; gde D � 1

2
�

���������������
1

4
�m 2

r
; �5:37�

xr�t� ì ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑÎâ x�t; z�; ×ÖÐÍÙËâ xr�t�
ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÎÇ x�t; z�, ÍÑÐÇÚÐÑÇ Ä ÑÃÝÈÏÇ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ³ÖÃÎËÆËÓÖáÜËÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ z! 0
ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚËÎË ÏÐÑÅÑÕÑÚËÇÏ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÔÎÑÄÂÓá
AdS=CFT-ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËâ [147 ë 150], ×ÖÐÍÙËá xr�t� ÏÑÉÐÑ
ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ ËÔÕÑÚÐËÍ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓÖ
Ô ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá D. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, à××ÇÍ-
ÕËÄÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÒÑÎÇÌ ÏÂÕÇÓËË29, ÍÑÕÑÓÞÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐâáÕÔâ Ä AdS2 Ë ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ
(5.37), ÄÞÅÎâÆËÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ (ÆÎâ ÄÞÄÑÆÂ ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÂÃÑÕÖ [151]):

Imÿbdy � ÿD
�
dtdt 0

xr�t�xr�t 0�
jtÿ t 0j 2D ; gde D � �Dÿ 1=2�G�D����

p
p

G�Dÿ 1=2� :

�5:38�

¿ÕÑ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÐÇâÄÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ×ÑÓÏÞ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ
ÍÓËÄÑÌ. ¹ÕÑÃÞ ÔÆÇÎÂÕß àÕÖ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß âÄÐÑÌ, ËÔÒÑÎß-
ÊÖÇÏ (5.19) Ë ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ

ÄÓÇÏÇÐË ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ:

xr�t; z� � z 1ÿDxr�t� � E 1ÿD
�
t 0�t��1ÿDxr�t�t�� � E 1ÿDxr�t� ;

�5:39�
ÅÆÇ ÏÞ ÄÄÇÎË "ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÇ" ÒÑÎÇ xr�t� �
� �t 0�t��1ÿDxr�t�t��. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ àÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Ä ÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ (5.38), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Imÿbdy � ÿD
�
dt dt 0

"
t 0�t�t 0�t 0�ÿ
t�t� ÿ t�t0��2

#D
xr�t�xr�t 0� : �5:40�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ G! 0
ÅÓÂÐËÚÐÞÌ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜËÌ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ Ô ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ
xr�t� ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Z
�
xr�t�

� � exp �ÿI0 ÿ ISch ÿ Imÿbdy� ; �5:41�
ÅÆÇ I0 ìàÐÇÓÅËâ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ. ¯Â ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ,
àÕÑÕ ÚÎÇÐ ÓÂÔØÑÆËÕÔâ (Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÐ ÄÍÎáÚÂÇÕ Ä ÔÇÃâ
ÓÂÔØÑÆâÜËÇÔâ ÚÎÇÐÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5.3), ÒÑàÕÑÏÖ
ÇÅÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÕß [11, 103, 142]. ´ÇÏ ÐÇ
ÏÇÐÇÇ ÑÐ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ×ÑÓÏÞ ÅÓÂÐËÙÞ Ë ÒÑàÕÑÏÖ Ä
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒÖÜÇÐ.

¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, Ä ÒÓÇÆÇÎÇ G! 0 ÄÍÎÂÆ ÒÑÎÇÌ ÏÂÕÇÓËË
ÒÓÇÐÇÃÓÇÉËÏÑ ÏÂÎ (ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÇÔÎË D ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ
ÏÇÆÎÇÐÐÇÇ, ÚÇÏ Gÿ2=3 (ÔÏ. [10, 103])), ÒÑàÕÑÏÖ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ (5.41) ÐÂÃËÓÂÇÕÔâ ÐÂ àÍÔÕÓÇÏÖÏÇ ÛÄÂÓÙËÂÐ-
ÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ. ¿ÕÑÕ ÒÓÇÆÇÎ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÒÓÇÆÇÎÖ ÃÑÎßÛËØ N
Ä ÆÖÂÎßÐÑÌ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ. ³ÎÇ-
ÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÂâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÑÒÇ-
ÓÂÕÑÓÑÄ Ä ÆÖÂÎßÐÑÌ ÕÇÑÓËË Ä ÎËÆËÓÖáÜÇÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÄÞ-
ÅÎâÆËÕ ÕÂÍ:


V�t�V�t 0�� � 1

Z�xr�
q2Z�xr�

qxr�t�qxr�t 0�

�����
xr�0
�

�
"

t 0�t�t 0�t 0�ÿ
t�t� ÿ t�t 0��2

#D
� 1�

2 sin ��tÿ t 0�=2�	2D ; �5:42�

ÅÆÇ ÏÞ ÒÑÆÔÕÂÄËÎË ÔÇÆÎÑÄÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ (5.32) Ë ÒÑÎÑÉËÎË
b � 2p. ©ÆÇÔß ÑÒÇÓÂÕÑÓ V�t� ÔÑÒÓâÉÈÐ xr�t� Ä ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄËË Ô ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËÇÌ AdS=CFT. ²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÂÐÂÎÑÅËÚ-
ÐÞÇ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÕÂÍÉÇ ÆÎâ ÏÐÑÅÑÕÑÚÇÚÐÞØ
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ.

³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÄÂ ÄËÆÂ ÒÑÒÓÂÄÑÍ Í àÕÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá.
±ÇÓÄÞÌ ÄËÆ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâÏË Ä ÑÃÝÈÏÇ,
ÄÍÎáÚÂâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÒÑÎâÏË ÏÂÕÇÓËË Ë ÑÃ-
ÓÂÕÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ, ËÔÍÂÉÂáÜÇÇ ÑÚÇÓÕÂÐËâ ÅÓÂÐËÙÞ. £ÕÑ-
ÓÑÌ ÄËÆ ì àÕÑ ÒÇÕÎÇÄÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË "ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËË", ÑÃÖÔÎÑÄÇÐÐÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË t�t� Ë x�t; z� ÑÍÑÎÑ
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ (ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÍÑÐÇÚÐÑÌ G
ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß (5.41) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÌ
ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÒÑÎâÏ Ä ÑÃÝÈÏÇ). ±ÓËÚÈÏ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ G! 0
ÆÑÏËÐËÓÖáÕ ÒÑÒÓÂÄÍË, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË ÅÓÂ-
ÐËÙÞ (5.33). £ ÓÂÊÆÇÎÇ 5.5 ÏÞ ÑÙÇÐËÏ ÄÍÎÂÆ àÕËØ ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËÌ Ä ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË.

5.5. ¹ÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÂâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ,
ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÌ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË
Ë ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÌ ÄÐÇ ÄÓÇÏÇÐË ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÞ
³ÎÇÆÖâ [10, 11], ÑÙÇÐËÏ ÒÇÓÄÖá ÒÑÒÓÂÄÍÖ "ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÅÓÂÄËÕÂÙËË" Í "ÒÑÚÕË AdS2"-ÕÇÑÓËË. £ÞÚËÔÎÇÐËâ àÕÑÅÑ
ÓÂÊÆÇÎÂ ÑÚÇÐß ÒÑØÑÉË ÐÂ ÑÃÔÖÉÆÂÄÛËÇÔâ ÆÎâ ÏÑÆÇÎË
SYK Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4. ¬ÂÍ Ë Ä ÏÑÆÇÎË SYK, ÖÆÑÃÐÑ ÑÒÓÇÆÇ-

29 ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÒÑÎâ ÏÂÕÇÓËË ÐÇ ÔÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÐÂ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËË
Rh � 2 � 0 (ÔÏ. ÐÂÚÂÎÑ ÓÂÊÆÇÎÂ 5.3).
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ÎËÕß ÔÄâÊÐÖá ÚÂÔÕß ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË:

F�t1; t2; t3; t4� �


V�t1�V�t2�W�t3�W�t4�

�ÿ
ÿ 
V�t1�V�t2��
W�t3�W�t4�� : �5:43�

¥Îâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ V Ë W,
ÍÑÕÑÓÞÇ ËÏÇáÕ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÖá ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß D Ë ÆÖÂÎßÐÞ
ÓÂÊÐÞÏ ÒÑÎâÏ Ä ÑÃÝÈÏÇ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÞ
ËÊÃÇÅÂÇÏ ÍÓÑÔÔÍÂÐÂÎÑÄ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞÇ ÍÑÓ-
ÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÕÂÍËØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ àÍÔÒÑÐÇÐÙË-
ÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÕ Ô ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÄÓÇÏÇÐË:
hV�t1 � it�W�t2�i � exp ��ÿ2pD=b�t� � 0 ÆÎâ t4 b (ÊÆÇÔß
ÏÞ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÎË b Ä (5.42)). ¯ÂÏ ÒÑÐÂÆÑÃËÕÔâ àÕÑ
ÔÄÑÌÔÕÄÑ, ÚÕÑÃÞ ÑÙÇÐËÕß OTOC Ë TOC.

¯ÂÌÆÈÏ ÒÑÒÓÂÄÍÖ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ G Í ×ÖÐÍÙËË F .
¥Îâ àÕÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÏÂÎÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË30 ÒÑÄÇÓØ "ÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍÑÌ" ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ:

t�t� � tan
j�t�
2
� tan

t� dj�t�
2

; �5:44�

Ë ÓÂÊÎÑÉËÏ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÖá ×ÖÐÍÙËá (5.42) ÆÑ ÕÓÇÕßÇÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ dj:"

t 0�t�t 0�t 0�ÿ
t�t� ÿ t�t 0��2

#D
� 1�

2 sin
��tÿ t 0�=2�	2D�

� �1� B�t; t 0� � C�t; t 0� � O�dj3�� ; �5:45�
ÅÆÇ

B�t1; t2� � D
�
dj 0�t1� � dj 0�t2� ÿ dj�t1� ÿ dj�t2�

tan �t12=2�
�
;

C�t1; t2� � D�
2 sin �t12=2�

�2 ��1� D� D cos t12� �

� ÿdj�t1� ÿ dj�t2�
�2 � 2D sin t12

ÿ
dj�t1� ÿ dj�t2�

��
� ÿdj 0�t1� � dj 0�t2�

�ÿ �cos t12 ÿ 1��

�
�
D
ÿ
dj 0�t1� � dj 0�t2�

�2 ÿ dj 0 2�t1� ÿ dj 0 2�t2�
��
: �5:46�

©ÆÇÔß ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚËÎË t12 � t1 ÿ t2. ªÔÒÑÎßÊÖâ àÕÑ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËÇ, ÖÔÓÇÆÐËÏ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜËÌ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ (5.41) ÒÑ
×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ ×ÑÓÏÞ ÅÓÂÐËÙÞ Ë ÐÂÌÆÈÏ à××ÇÍÕËÄÐÑÇ
ÆÇÌÔÕÄËÇ:

ÿIeff�xV; xW� � log
D
exp

ÿÿImÿbdy�xV� ÿ Imÿbdy�xW�
�E

S
�

� D

�
dt1 dt2

h
1� 
C�t1; t2��Si�

� xV�t1�xV�t2� � �xV $ xW��
2 sin

��t1 ÿ t2�=2
�	2D �

�D 2

2

�
dt1 dt2 dt3 dt4


B�t1; t2�B�t3; t4��S�
� xV�t1�xV�t2�xV�t3�xV�t4� � �xV $ xW��

2 sin
��t1 ÿ t2�=2

�	2D�
2 sin

��t3 ÿ t4�=2
�	2D�

�D 2

�
dt1 dt2 dt3 dt4


B�t1; t2�B�t3; t4��S�

� xV�t1�xV�t2�xW�t3�xW�t4��
2 sin

��t1 ÿ t2�=2
�	2D�

2 sin
��t3 ÿ t4�=2

�	2D �O�G 2� ;
�5:47�

ÅÆÇ ËÔÕÑÚÐËÍË xV, xW ÆÖÂÎßÐÞ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏ V,W ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ, h. . .iS ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐ-
ÐÑÏÖ ÛÄÂÓÙËÂÐÐÑÏÖ ÆÇÌÔÕÄËá (5.34):

hOiS �
� DdjO exp

ÿÿISch�dj��� Ddj exp
ÿÿISch�dj�� : �5:48�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ hB�t1; t2�iS � 0, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ B ÎËÐÇÌÐÑ ÒÑ dj.
¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜËÌ ×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎ, ÐÂØÑÆËÏ ÔÄâÊÐÖá ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÖá ×ÖÐÍÙËá:

F�t1; t2; t3; t4� �
q4 exp

ÿÿIeff�xV; xW��
qxV�t1�qxV�t2�qxW�t3�qxW�t4�

����
xV�0; xW�0

�

�

B�t1; t2�B�t3; t4��S�

2 sin
��t1 ÿ t2�=2

�	2D�
2 sin

��t3 ÿ t4�=2
�	2D : �5:49�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÂÏ ÐÂÆÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÔÓÇÆÐÇÇ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÇ-
ÆÇÐËâ ÆÄÖØ B. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ (5.35) Ë ÖÚËÕÞÄÂâ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ


dj 0�t1�dj�t2�
�
S
� sgn �t1 ÿ t2�



dj�t1�dj�t2�

�0
S
;


dj 0�t1�dj 0�t2�
�
S
� 
dj�t1�dj�t2��00S ; �5:50�

ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÚÕÑ ËÊ-ÊÂ ×ÖÐÍÙËÌ ÊÐÂÍÂ ÔÓÇÆÐÇÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÑÓâÆÍÂ ÇÄÍÎËÆÑÄÞØ ÄÓÇÏÈÐ. ¬ÂÍ Ë Ä ÏÑÆÇÎË
SYK, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÄÂ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÓÂÊÐÞØ ÖÒÑÓâÆÑÚÇ-
ÐËâ (ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÆÓÖÅËØ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËÌ ÔÎÇÆÖáÕ ËÊ
ÔËÏÏÇÕÓËÌ F , ÑÃÔÖÉÆÂÄÛËØÔâ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÓÂÊÆÇÎÂ 4):

OPE : 2p > t1 > t2 > t3 > t4 > 0 ; �5:51�
OTO : 2p > t1 > t3 > t2 > t4 > 0 :

¥Îâ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËâ ÒÇÓÄÑÅÑ ÕËÒÂ ÔÄâÊÐÂâ ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚ-
ÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÊÂÆÂÈÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ:

F�t1; t2; t3; t4�
G�t1; t2�G�t3; t4� �

16GD2

�fr

�
t12

2 tan �t12=2� ÿ 1

�
�

�
�

t34
2 tan �t34=2� ÿ 1

�
�O�G 2� : �5:52�

©ÆÇÔß G�t1; t2� ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÆÓÇÄÇÔÐÞÇ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË (5.42) ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ V Ë W. ¥Îâ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËâ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÕËÒÂ ÔÄâÊÐÂâ ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÄÞÅÎâÆËÕ ÃÑÎÇÇ
ÅÓÑÏÑÊÆÍÑ:

F�t1; t2; t3; t4�
G�t1; t2�G�t3; t4� �

16GD2

�fr

�
t12

2 tan �t12=2� ÿ 1

�
�

�
�

t34
2 tan �t34=2� ÿ 1

�
�

� 8pGD2

�fr

�
sin
��t12 � t34�=2

�ÿ sin
��t13 � t24�=2

�
sin �t12=2� sin �t34=2� �

� t23
tan �t12=2� tan �t34=2�

�
�O�G 2� : �5:53�

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÞ ÕÂÍÉÇ ÐÂØÑÆËÏ ÒÑÒÓÂÄÍË
ÒÑÓâÆÍÂ O�G� Í ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ:

30 ªÊ ÆÇÌÔÕÄËâ (5.34) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÕÂÍËØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
ÒÑÓâÆÍÂ dj �

�����������
G= �fr

p
.
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V�t1�V�t2�

�
G�t1; t2� � 1� GD

�fr

1�
sin �t12=2�

�2 h2� 4D�

� t12�t12 ÿ 2p��D� 1� � ÿDt12�t12 ÿ 2p� ÿ 4Dÿ 2
�
cos t12�

� 2�pÿ t12��2D� 1� sin t12
i
�O�G 2� : �5:54�

±ÑÒÓÂÄÍË Í ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÖ hWWi ÄÞÅÎâÆâÕ ÕÂÍ ÉÇ.
¯ÂÍÑÐÇÙ, ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÏ b, ÒÑÆÔÕÂÄËÏ ÒÑÆØÑÆâÜËÇ

ÇÄÍÎËÆÑÄÞ ÄÓÇÏÇÐÂ Ä ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ (5.43) Ë ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË
ÒÓÑÆÑÎÉËÏ (5.52) Ë (5.53) ÐÂ ÐÇÐÖÎÇÄÞÇ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞ ÄÓÇ-
ÏÇÐÂ, ÚÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß TOC Ë OTOC. ¥Îâ OTOC ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄÞÃÑÓ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÄÓÇÏÈÐ:

t1 � b
4
� it ; t2 � ÿ b

4
� it ; t3 � 0 ; t4 � ÿ b

2
: �5:55�

£ ÚËÔÕÑ ÏÐËÏÑÏ ÔÎÖÚÂÇ (t � 0) àÕÑÕ ÄÞÃÑÓ ÑÕÄÇÚÂÇÕ
ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËá OTO, ÒÑàÕÑÏÖ ÐÂÆÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÒÓÑ-
ÆÑÎÉÂÕß (5.53):

OTOC�t� � tr
�
r1=4V�t�r1=4W�0�r1=4V�t�r1=4W�0�� �

� F
�
b
4
� it; ÿ b

4
� it; 0; ÿ b

2

�
�

�
�
V

�
b
2

�
V�0�

��
W

�
b
2

�
W�0�

�
�

�
�
p
b

�4D�
1ÿ 2D2 bG

�fr

exp

�
2pt
b

��
dlq b5 t5 b log

�fr

bG
:

�5:56�

©ÆÇÔß r ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÏÂÕÓËÙÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÌ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ CFT. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÏÞ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÎË
ÄÍÎÂÆÂÏË ËÊ (5.53) Ë (5.54), ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ
G, ÐÑ ÐÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ t. ±ÓÇÆÇÎ t4 b ÐÖÉÇÐ,
ÚÕÑÃÞ ËÔÍÎáÚËÕß ÄÍÎÂÆÞ "ÔÏÇÛÂÐÐÞØ" ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÄ
ÄËÆÂ hVWi, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÂ ÕÂÍËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÖÃÞÄÂáÕ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËÇ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÏÞ ÒÑÎÖÚËÎË ÖÒÑÏâÐÖÕÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ,
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÏÂÎÞØ ÄÓÇÏÈÐ,
Õ.Ç. ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ, ÒÑÍÂ OTOC ÐÇ ÐÂÔÞÜÂÇÕÔâ. ¥Îâ ÃoÂ ÎßÛËØ
ÄÓÇÏÈÐ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞÚËÔÎâÕß ÃÑÎÇÇ ÂÍÍÖ-
ÓÂÕÐÑ.

¥Îâ TOC ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÓÖÅÑÌ ÄÞÃÑÓ ÄÓÇÏÈÐ:

t1 � b
2
� it ; t2 � it ; t3 � 0 ; t4 � ÿ b

2
; �5:57�

ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ ÄÓÇÏÇÐÂØ, t � 0, ÑÕÄÇ-
ÚÂÇÕ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËá OPE. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË
ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÏ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ (5.52) Ë ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

TOC�t� � tr
�
V�t�r1=2V�t�W�0�r1=2W�0�� �

�
�
p
b

�4D�
1� const

G
�fr

�
; �5:58�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÎÂÃÑ ÑÕÍÎÑÐâÇÕÔâ ÑÕ ÆÓÇÄÇÔÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÂÉÇ
ÆÎâ ÑÚÇÐß ÃÑÎßÛËØ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ ÄÓÇÏÈÐ.

6. ±ÓËÏÇÓÞ ØÂÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ
(ÄÏÇÔÕÑ ÊÂÍÎáÚÇÐËâ)

£ÏÇÔÕÑ ÊÂÍÎáÚÇÐËâ ÍÓÂÕÍÑ ÑÃÔÖÆËÏ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓËÏÇÚÂ-
ÕÇÎßÐÞÇ ÒÓËÏÇÓÞ ØÂÑÕËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ, Õ.Ç. ÏÑÆÇÎÇÌ, Ä

ÍÑÕÑÓÞØ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÞ
C�t� Ë ÃÞÔÕÓÑ ÖÃÞÄÂáÕ OTOCs. £ÔÇ ÕÂÍËÇ ÏÑÆÇÎË
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ Ä ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ (ÃÑÎß-
ÛËØ N ËÎË ÏÂÎÞØ G) Ë ÕÇÏ ËÎË ËÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÑÆÇÎË-
ÓÖáÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÄËÆÂ ÄÔÇ-ÔÑ-ÄÔÇÏË; ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÍÂÍ
ÒÓÂÄËÎÑ, Ä àÕËØ ÏÑÆÇÎâØ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÏÂÎÞÇ
×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÐÂÆ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ. ±ÑàÕÑÏÖ
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÄÑ ÄÔÇØ ÔÎÖÚÂâØ
ÑÚÇÐß ÒÑØÑÉË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä àÕËØ ÏÑÆÇÎâØ ÎËÆËÓÖáÜËÌ
ÄÍÎÂÆ Ä OTOCs ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÕ ÎÇÔÕÐËÚÐÞÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ.

6.1. ®ÑÆÇÎß ³ÂÚÆÇÄÂ ë«Ç ë¬ËÕÂÇÄÂ/
ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÆËÎÂÕÑÐÐÂâ ÅÓÂÄËÕÂÙËâ
±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÍÓÂÕÍÑ ÐÂÒÑÏÐËÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÏÑÆÇÎË SYK. ¿ÕÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÂâ ÏÑÆÇÎß N4 1
ÏÂÌÑÓÂÐÑÄÔÍËØ ×ÇÓÏËÑÐÑÄ Ô ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÄÔÇ-ÔÑ-
ÄÔÇÏË Ë ÍÑÐÔÕÂÐÕÂÏË ÔÄâÊË Ji jkl, ÍÑÕÑÓÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÞ
ÔÎÖÚÂÌÐÑ Ë ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ, Õ.Ç. Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÍÄÂÆÓÂÕÑÏ J 2

i jkl � 3!J 2=N 3

(ÔÖÏÏÂ ÐÇ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕÔâ). ´ÂÍÑÌ ÄÞÃÑÓ ÍÑÐÔÕÂÐÕ
ÔÄâÊË ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÑÇ 1=N-ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËÇ ÆÎâ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞØ ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ (Õ.Ç. ×ÖÐÍÙËÌ, ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞØ ÒÑ ÓÂÊÐÞÏ ÓÇÂÎËÊÂ-
ÙËâÏ ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÔÄâÊË). £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞÇ ÒÑ
ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞÇ Ë ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÏË ÏÇÎÑÐÐÞÏË (ÔÏ. ÓËÔ. 1)
Ë ÎÇÔÕÐËÚÐÞÏË (ÔÏ. ÓËÔ. 7) ÆËÂÅÓÂÏÏÂÏË.

³ ÒÑÏÑÜßá àÕÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÐÑÌ ÕÇØÐËÍË ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂ-
ÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ 15 bJ5N, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÏÂÎÞÏ,
ÐÑ ÐÇÐÖÎÇÄÞÏ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂÏ �T � 1=b�, ÕÑÚÐÂâ ÆÄÖØÕÑ-
ÚÇÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂÇÕ Ä ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÏ
ÄÓÇÏÇÐË:

Gb
c �t� �

p1=4��������
2bJ
p sgn t��sinh �pt=b���1=2 � exp

�
ÿ t

td

�

dlq t4 td � 2b
p
; �6:1�

ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÌ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ ÒÓËÃÎËÊËÕÇÎßÐÑ
ÓÂÄÇÐ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËá ÆÄÖØ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ:

TOC�t� � G b
c

�
ÿ ib

2

�
G b

c

�
ÿ ib

2

�
�

���
p
p
2bJ

dlq t4 td ;

�6:2�
Â ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÌ ÄÐÇ ÄÓÇÏÇÐË ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ ÃÞÔÕÓÑ ÖÃÞ-
ÄÂÇÕ Ë ÐÂÔÞÜÂÇÕÔâ:

OTOC�t� �
���
p
p
2bJ

�
1ÿ D2

2C

bJ
N

exp �kt�
�

dlq td 5 t5 t� � b log
N

bJ
; �6:3�

ÅÆÇ C ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÌ ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ, D � 1=4ì à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß
×ÇÓÏËÑÐÑÄ, k � �2p=b��1ÿ 6;05=�bJ� � . . .�ìÒÑÍÂÊÂÕÇÎß
ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÄÂÐÕÑÄÑÇ
ÔÓÇÆÐÇÇ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÂ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂ-
ÔÕÂÇÕ:

C�t� � 2TOC�t� ÿOTOC

�
tÿ ib

4

�
ÿOTOC

�
t� ib

4

�
�

� const

N
2 cos

�
bk
4

�
exp �kt� � const

N

6p
bJ

exp �kt� : �6:4�
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©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÇÓÇÆ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÇÌ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÕÑÌ ÑÕÎËÚÇÐ ÑÕ ÐÖÎâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ k ÐÇÏÐÑÅÑ ÑÕÍÎÑ-
ÐâÇÕÔâ ÑÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ 2p=b.

¢ÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÞÌ ÄÞÄÑÆ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ ÓÂÄÇÐÔÕÄ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 3, 4, Â ÕÂÍÉÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [4 ë 8, 103, 104] Ë
ÆÑÍÎÂÆÂØ [1].

³ÕÑËÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÚËÔÕÑ ÃÑÊÑÐÐÞÌ ÂÐÂÎÑÅ ÏÑÆÇÎË
SYK:

I �
�
dt

"
1

2

XN
i�1

�
dfi

dt

�2

�
XN

i; j; k; l�1
Ji jkl f

if jf kf l

#
; �6:5�

ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÞÏ; Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÐÇÅÑ ÐÇ
ÖÆÂÈÕÔâ ÐÂÌÕË ÂÆÇÍÄÂÕÐÑÅÑ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ [79]. £ ÕÑ ÉÇ
ÄÓÇÏâ ÔÖÒÇÓÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÂÐÂÎÑÅË ÏÑÆÇÎË SYK ØÑÓÑÛÑ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ [79, 80].

®ÑÆÇÎß SYK ÕÂÍÉÇ ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÅÓÂÄËÕÂÙËÇÌ
¥ÉÂÍËÄÂ ë ´ÇÌÕÇÎßÃÑÌÏÂ (JT), Õ.Ç. ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ "ÒÑÚÕË
AdS2"-ÅÓÂÄËÕÂÙËÇÌ Ô ÆËÎÂÕÑÐÑÏ [10 ë 12]. ®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂ-
ÊÂÕß, ÚÕÑ àÕÂ ÕÇÑÓËâ à××ÇÍÕËÄÐÑ âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÇÈ ÆËÐÂÏËÍÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÑÌ ÅÓÂÐËÙÞ.
¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, Ä ª¬-ÒÓÇÆÇÎÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ àÕÑÌ
ÕÇÑÓËË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô à××ÇÍÕËÄÐÞÏ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÏÑÆÇÎË
SYK. £ ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ×ÑÓÏÂ ÆÇÌÔÕÄËâ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÔËÏ-
ÏÇÕÓËÇÌ ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ËÊ ÅÓÖÒÒÞ
SL�2;RR�. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÇ ÖÆËÄËÕÇÎßÐÑ, ÚÕÑ Ä ÍÄÂÊË-
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ Ä JT-ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÐÂÒÑÏËÐÂÇÕ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞØ
ÄÇÎËÚËÐ Ä ÏÑÆÇÎË SYK:

G�t� �
�

p
b sinh �pt=b�

�2D

� exp

�
ÿ t

td

�
dlq t4 td � b

2pD
;

�6:6�

TOC�t� �
�
p
b

�4D

dlq t4 td ; �6:7�

OTOC�t� �
�
p
b

�4D�
1ÿ 2D2 bG

�fr

exp �kt�
�

dlq td 5 t5 t� � b log
�fr

bG
;

�6:8�

ÅÆÇ D ì ÍÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ, ÆÖÂÎß-
ÐÞØ ÒÑÎâÏ ÏÂÕÇÓËË Ä ÑÃÝÈÏÇ, Gì ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÂâ ¯ßáÕÑÐÂ, �fr ì ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆËÎÂÕÑÐÂ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ,
k � 2p=bì ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ.

¢ÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ Ë ÆÓÖÅËØ ÔÄÑÌÔÕÄ 2D-ÆËÎÂÕÑÐÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÏÑÉÐÑ
ÐÂÌÕË Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5, Â ÕÂÍÉÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [10 ë 13, 103] Ë ÆÑÍ-
ÎÂÆÂØ [1].

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ JT-ÅÓÂÄËÕÂÙËâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ
ÑÍÑÎÑ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑÌ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ [130, 134],
Â AdS2 ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÕÇÏË ÉÇ ÒÓËÚËÐÐÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË, ÚÕÑ
Ë ÚÈÓÐÞÇ ÆÞÓÞ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ AdS ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÌ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË. ¿ÕË ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
JT-ÅÓÂÄËÕÂÙËá Ë ÏÑÆÇÎß SYK Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÅÓÖÛÇÚÐÞØ
ÏÑÆÇÎÇÌ ÆÎâ ËÊÖÚÇÐËâ ÏÐÑÅËØ ÔÎÑÉÐÞØ âÄÎÇÐËÌ ÐÂ ×ÑÐÇ
ÚÈÓÐÞØ ÆÞÓ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÒÓÑØÑÆËÏÞØ ÍÓÑÕÑÄÞØ ÐÑÓ [17 ë
20].

´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÔÕÑËÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ JT-ÅÓÂÄËÕÂÙËâ
ØÑÓÑÛÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÐËÊÍÑàÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÇ ÑÔÑÃÇÐ-
ÐÑÔÕË ÏÑÆÇÎË SYK (ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÛÄÂÓÙËÂÐ-
ÐÞÏ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ) Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÔÚËÕÂÕßÔâ
ÒÑÎÐÑÙÇÐÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑ-ÆÖÂÎßÐÑÌ ÕÇÑÓËÇÌ. ¢ÑÎÇÇ
ÕÑÅÑ, Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÇÔÕß ÕÑÎßÍÑ ÔÏÖÕÐÞÇ ÐÂÏÈÍË ÐÂ

ÒÑÎÐÑÙÇÐÐÖá ÆÖÂÎßÐÖá ÕÇÑÓËá. °ÔÐÑÄÐÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÊÂ-
ÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÖÂÎßÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÆÑÎÉÐÂ ÄÑÔÒÓÑ-
ËÊÄÑÆËÕß ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ (3.46), ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕ ÆËÐÂÏËÍÖ ÃËÎËÐÇÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ G Ë S. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÇ-
ÑÃØÑÆËÏÑ ÆÑÃÂÄËÕß Ä ÕÇÑÓËá ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ÏÂÔ-
ÔËÄÐÞØ ÒÑÎÇÌ (ÏÂÔÔÑÌ ÒÑÓâÆÍÂ O(1)), ÑÆÐÂÍÑ ÔÒÑÔÑÃÂ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÕÂÍÖá ÕÇÑÓËá Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ
ÄÓÇÏâ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ. ¢ÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÂÅÂÇÏÑÌ ÕÇÑÓËË, ÆÖÂÎßÐÑÌÏÑÆÇÎË SYK, ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË
Ä ÓÂÃÑÕÂØ [103, 122, 123].

6.2. °ÃÑÃÜÇÐËâ ÏÑÆÇÎË ³ÂÚÆÇÄÂ ë«Ç ë¬ËÕÂÇÄÂ
£ÔÇ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÏÑÆÇÎË SYK, ÄÍÎáÚÂâ
ÕÑÚÐÖá ÓÇÛÂÇÏÑÔÕß Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛËØ N, ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇ-
ÐËÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË Ä ª¬-ÒÓÇÆÇÎÇ Ë ÐÂÔÞÜÇÐËÇ
"ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ØÂÑÔ", ÑÔÐÑÄÂÐÞ ÐÂ ÖÔÓÇÆÐÇÐËË ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ, Õ.Ç. ÒÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ
ÓÇÂÎËÊÂÙËâÏ ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÔÄâÊË. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÏÑÆÇÎß
SYK ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÌ Ä ÒÑÎÐÑÏ ÔÏÞÔ-
ÎÇ àÕÑÅÑ ÔÎÑÄÂ; Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ
ÐÂÌÕË ÖÐËÕÂÓÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ àÄÑÎá-
ÙËá ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË. ±ÑàÕÑÏÖ ÑÃÑÃÜÇÐËâ ÏÑÆÇÎË SYK, ÍÑ-
ÕÑÓÞÇ ËÏËÕËÓÖáÕ ÇÈ ÔÄÑÌÔÕÄÂ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛËØ N, ÐÇ
ÒÓËÃÇÅÂâ Í ÖÔÓÇÆÐÇÐËá ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ
ÃÑÎßÛÑÌ ËÐÕÇÓÇÔ. ®Þ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÓË ÒÓËÏÇÓÂ ÕÂÍËØ
ÏÑÆÇÎÇÌ.

±ÇÓÄÞÌ ÒÓËÏÇÓ ì ÏÑÆÇÎß ¤ÖÓÂÖ ë£ËÕÕÇÐÂ, ÒÓÇÆÎÑ-
ÉÇÐÐÂâ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [106, 107]:

IGW �
� b

0

dt

"
1

2

X3
c�0

�X
a c

w c
a c

d

dt
w c
a c

�
�

� J

N 3=2

X
a 0a 1a 2a 3

w 0
a 0w 1

a 1w 2
a 2w 3

a 3

Y
c1<c2

da c1c2 a c2c1

#
; �6:9�

ÅÆÇ w c ì ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÇ ×ÇÓÏËÑÐÐÞÇ ÒÑÎâ, t ì ÇÄÍÎË-
ÆÑÄÑ ÄÓÇÏâ. ¥Îâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÙÄÇÕÂ c ÒÑÎÇ w c "ÉËÄÈÕ" Ä
ÄÇÍÕÑÓÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÅÓÖÒÒÞ O�N 3�, Õ.Ç. ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÕÇÐÊÑÓ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÓÂÐÅÂ Ô ËÐÆÇÍÔÂÏË a c �
� facd; d 6� cg, ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÑÃÇÅÂÇÕ ËÐÕÇÓÄÂÎ
1; . . . ;N. ±ÑÎÐÂâ ÅÓÖÒÒÂ ÔËÏÏÇÕÓËÌ ÕÇÑÓËË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
O�N 6�. ¥Îâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÏÞ ÒÓËÄÑÆËÏ ÕÑÎßÍÑ ÏÑÆÇÎß Ô
ÚÇÕÞÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÑÌ ÄÇÓÛËÐÑÌ, ÑÃÜËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÏÑÉ-
ÐÑ ÐÂÌÕË Ä [106, 107].

£ÕÑÓÑÌ ÒÓËÏÇÓ ì àÕÑ "ÑÃÇÔÙÄÇÚÇÐÐÂâ" ×ÇÓÏËÑÐÐÂâ
ÕÇÐÊÑÓÐÂâ ÏÑÆÇÎß, ËÎË ÏÑÆÇÎß ¬ÎÇÃÂÐÑÄÂ ë´ÂÓÐÑÒÑÎß-
ÔÍÑÅÑ [108 ë 110]:

IKT �
� b

0

dt

"
i

2

X
abc

w abc dw abc

dt
ÿ

ÿ g

4

X
a1a2b1b2c1c2

w a1b1c1w a1b2c2w a2b1c2w a2b2c1

#
; �6:10�

ÅÆÇ w abc ì×ÇÓÏËÑÐÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÓÂÐÅÂ, ËÐÆÇÍÔÞ a,
b, c ÐÇÓÂÊÎËÚËÏÞ Ë ÒÓÑÃÇÅÂáÕ ËÐÕÇÓÄÂÎ 1; . . . ;N. ±ÑÎÐÂâ
ÅÓÖÒÒÂ ÔËÏÏÇÕÓËÌ ÏÑÆÇÎË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô O�N 3�.

´ÓÇÕßâ ÏÑÆÇÎß (ÏÑÆÇÎß ¯ËÔËÐÂÍË ë´ËÓÂÔËÏÞ [111])
ËÏËÕËÓÖÇÕ ÏÑÆÇÎß SYK, ÊÂÏÇÜÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÔÄâÊË Ji jkl
ÎÈÅÍËÏ ÃÑÊÑÐÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ:

INT �
� b

0

dt
X

i<j<k<l

1

2E

��
dfi jkl

dt

�2

�m 2�fi jkl�2
�
� ISYK ;

�6:11�
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ÅÆÇ E � �3!=p��mJ 2=N 3�, mb5 1, ISYK ì ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÇ
ÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÑÆÇÎË SYK (3.1) c Ji jkl � fi jkl.

®Þ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂÕß ÏÑÆÇÎË (6.9) ë
(6.11); ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÄÂÉÐÞÌ ÆÎâ ÐÂÔ ÏÑÏÇÐÕ ÊÂÍÎáÚÂ-
ÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÄÔÇ àÕË ÏÑÆÇÎË ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆâÕ ÆËÂÅÓÂÏÏ-
ÐÖá ÕÇØÐËÍÖ SYK Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛËØ N Ë ÎËÆËÓÖáÜÇÏ
ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ 1=N. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ àÕË
ÏÑÆÇÎË ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÕÇÏ ÉÇ à××ÇÍÕËÄÐÞÏ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ Ë
ËÏÇáÕ ÕÇ ÉÇ ÔÂÏÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ, ÚÕÑ Ë ÑÓËÅËÐÂÎßÐÂâ ÏÑÆÇÎß
SYK. £ÞÄÑÆ ÖÍÂÊÂÐÐÑÅÑ Ë ÆÓÖÅËØ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ
SYK-ÒÑÆÑÃÐÞØ ÕÇÐÊÑÓÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÓÂ-
ÃÑÕÂØ [106 ë 111, 152 ë 164].

¦ÜÈ ÑÆÐËÏ ÒÓËÏÇÚÂÕÇÎßÐÞÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÏÑÆÇÎË
SYK âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÏÑÆÇÎß SYK (CSYK) [23,
165, 166]:

ICSYK �
� b

0

dt

"XN
i�1

w yi �t� _wi�t� ÿ

ÿ
X

j1<j2; k1<k2

Jj1 j2; k1k2A
�
w yj1w

y
j2
wk1wk2

	#
; �6:12�

ÅÆÇ Af. . .g ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÊÑÄÂÐÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇ-
ÆÇÐËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ, Â ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ
ÔÄâÊË Jj1 j2 ; k1k2 ËÏÇáÕ ÐÖÎÇÄÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ Ë ÆËÔÒÇÓÔËá

jJj1 j2; k1k2 j2 �
2J 2

N 3
:

¿ÕÂ ÕÇÑÓËâ ÑÃÎÂÆÂÇÕ Ë SL�2;RR�-ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ, Ë U�1�-
ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ. ´ÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë ÇÈ ÚËÔÕÑ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÌ
ÒÓÇÆÛÇÔÕÄÇÐÐËÍ, Ä ª¬-ÒÓÇÆÇÎÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÏÑÆÇÎß
SYK ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÛÄÂÓÙËÂÐÐÞÏ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ Ô ÆÑÒÑÎÐË-
ÕÇÎßÐÞÏ ÚÎÇÐÑÏ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÏ ÏÑÆÇ U�1�. ³ÍÓÖÒÖÎÈÊÐÑÇ
ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇÏÑÆÇÎËCSYKË ÇÈ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ
Ä ÓÂÃÑÕÂØ [23, 165 ë 167].

6.3. ¥ÄÖÏÇÓÐÂâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÒÑÎâ
Ô ÃÑÎßÛËÏ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞÏ ÊÂÓâÆÑÏ Ë ÖÆÂÓÐÞÇ ÄÑÎÐÞ
Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÂÐÕË-ÆÇ-³ËÕÕÇÓÂ
°ÆÐËÏË ËÊ ÒÇÓÄÞØ ÔËÔÕÇÏ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÃÞÎË ÄÞÚËÔÎÇÐÞ
OTOCs, ÔÕÂÎË ÚÈÓÐÂâ ÆÞÓÂ BTZ Ë 2D-CFT Ô ÃÑÎßÛËÏ
ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞÏ ÊÂÓâÆÑÏ [26, 35, 74 ë 76]. ¯ËÉÇ ÍÓÂÕÍÑ ÑÃ-
ÔÖÆËÏ àÕÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ.

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ, ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ OTOC ÎÑÍÂÎßÐÞØ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ V Ë W ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÆÄÖØÔÕÑ-
ÓÑÐÐÇÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä ÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËË TFD (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÞ (2.20) Ë (2.21)). ¦ÔÎË Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÎÇÄÑÌ Ë ÒÓÂÄÑÌ ÒÑÆÔËÔÕÇÏ ÄÞÃÓÂÕß ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÇ ÕÇÑÓËË,
ÆÖÂÎßÐÞÇ ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÕÇÑÓËâÏ ÄAdS, ÕÑ
ÚËÔÕÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ (2.18) ÃÖÆÇÕ ÆÖÂÎßÐÑ ÄÇÚÐÑÌ ÚÈÓÐÑÌ
ÆÞÓÇ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ AdS Ô ÑÃÓÂÕÐÑÌ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ b [168]. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÇÔÎË ÑÃÇ ÔËÔÕÇÏÞ
âÄÎâáÕÔâ 2D-CFT, ÕÑ jTFDi ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÚÈÓÐÖá ÆÞÓÖ
BTZ.

£ àÕÑÌ ÍÂÓÕËÐÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓ VL�t�, ÍÑÕÑÓÞÌ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÐÂ
ÚËÔÕÑÇ jTFDi, ÆÖÂÎÇÐ ÚÂÔÕËÙÇ, ËÐÉÇÍÕËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÑÍÑÎÑ
ÎÇÄÑÌ ÅÓÂÐËÙÞ Ä ÒÓÑÛÎÑÏ Ä ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t. £ ÔÑ-
ÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÅÑÎÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËÏ ÔÎÑÄÂÓÈÏ [147 ë 150] ÏÂÔÔÂ
ÚÂÔÕËÙÞ ÓÂÄÐÂ mV � DV=�2L�, ÅÆÇ L ì ÓÂÆËÖÔ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂAdS,DV ìÍÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßV (ÏÞ ÔÚËÕÂÇÏ,
ÚÕÑDV 4 1). £ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÕÂÍÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ËÔÍÂÉÂÇÕ
ÅÇÑÏÇÕÓËá ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ¹ÕÑÃÞ ÄÞÚËÔÎËÕß ÆÄÖØÔÕÑÓÑÐ-
ÐËÌ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ Ë OTOC, àÕÑ ËÔÍÂÉÇÐËÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÑÙÇ-
ÐËÕß.

¯Ç ÄÆÂÄÂâÔß Ä ÒÑÆÓÑÃÐÑÔÕË, ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ
ÄÑÊÏÖÜÈÐÐÂâ ÅÇÑÏÇÕÓËâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ
ÖÆÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ [26, 75, 169]. ¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß àÕÑ ÓÇ-
ÛÇÐËÇ, ÐÖÉÐÑ ÔÍÎÇËÕß ÏÇÕÓËÍÖ ËÔØÑÆÐÑÌ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ
(ÏÂÔÔÑÌ M) Ë ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ, ÒÓÑÅÎÑÕËÄÛÇÌ ËÐÉÇÍÕËÓÑ-
ÄÂÐÐÖá ÚÂÔÕËÙÖ (ÏÂÔÔÑÌM�mV), ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ
ÄÓÇÏâ Ä ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÕÇÍÎÑ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ, Â ÓÂÆËÖÔ
ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÐÇ ËÊÏÇÐâÎÔâ ÄÆÑÎß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÔÍÎÇËÄÂÐËâ. ¥Îâ ÏÂÎÞØ ÏÂÔÔ ËÐÉÇÍÕËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ,
mV 5M, ÏÇÕÓËÍÂ ÖÆÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÄÞÅÎâÆËÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ:

ds 2 � ÿ 4L 2

�1�UV�2 dU dV� R 2

�
1ÿUV

1�UV

�2

df 2�

� 4L 2

�1�UV�2
mV

4M
exp

�
Rt

L2

�
d�U� dU 2 ; �6:13�

ÅÆÇ U � u, V � v�mV=�4M� exp �Rt=L 2�y�u�, u Ë v ì
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ¬ÓÖÔÍÂÎÂ, R ì ÓÂÆËÖÔ ËÔØÑÆ-
ÐÑÌ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ. £ àÕÑÌ ÏÇÕÓËÍÇ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÕÑÚÍÂÏË, ÃÎËÊÍÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÏË Í
ÎÇÄÑÌ Ë ÒÓÂÄÑÌ ÅÓÂÐËÙÇ, ÊÂÆÂÈÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ:

d

L
� 2 log

2r

R
� 2 log

�
cosh

R�tR ÿ tL�
2L 2

�

� mV

8M
exp

�
Rt

L 2
ÿ R�tR � tL�

2L 2

��
; �6:14�

ÅÆÇ tL, tR ì ÄÓÇÏÇÐÐ�yÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ, r ì ÓÂÆËÂÎßÐÂâ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÎÇÄÑÌ Ë ÒÓÂÄÑÌ ÕÑÚÍË ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ. ¥Îâ
ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÎË, ÚÕÑ ÖÅÎÑÄÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
ÕÑÚÇÍ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ. £ÞÚËÕÂâ ÓÂÔØÑÆâÜËÌÔâ ÄÍÎÂÆ (ÐÇ
ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ ×ÑÓÏÞ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ) Ë ÒÑÎÂÅÂâ tL �
� tR � 0, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÆÄÖØÔÕÑÓÑÐÐáá ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËÑÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá Ä ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ
�G! 0�:

OTOC�t� � 
TFD��V yL�t�WL�0�WR�0�VL�t�
��TFD� �

� exp �ÿmWd � �
�
1� mV

8M
exp

�
Rt

L 2

��ÿ2LmW

�

�
�
1� C1

mVL

S
exp

�
2pt
b

��ÿ2LmW

dlq t5 t� � b
2p

logS ;
�6:15�

ÅÆÇ mW � DW=�2L�, DW 4 1 ì ÍÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ W, C1 ì ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÌ ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ. ©ÆÇÔß ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ ÆÎâ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÞ b � 2pL 2=R, ÏÂÔÔÞ M � R 2=�8GL 2� Ë àÐÕÓÑÒËË
S � pR=�2G� ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ BTZ. ´ÂÍÉÇ ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÑ-
ÉËÎË, ÚÕÑ ÚÈÓÐÂâ ÆÞÓÂ ÄÇÎËÍÂ, R � L, ÕÂÍ ÚÕÑ S �
� R 2=�GL� Ë C1 � O�1�. ±ÑÆÓÑÃÐÞÌ ÄÞÄÑÆ Ë ÑÃÔÖÉÆÇ-
ÐËÇ (6.15) ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÓÂÃÑÕÂØ [26, 74, 76].

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÒÓË ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâØ ÏÑÉÐÑ ÒÑ-
ÎÖÚËÕß ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá Ä ÅÓÂÐËÚÐÑÌ CFT Ô
ÃÑÎßÛËÏ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞÏ ÊÂÓâÆÑÏ c � 3L=�2G�:

OTOC�t� �
�
1� C2

DV

c
exp

�
2pt
b

��ÿDW

dlq t5 t� � b
2p

log c ;
�6:16�
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ÅÆÇ C2 ì ÆÓÖÅÑÌ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÌ ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ ÒÑÓâÆÍÂ O�1�. ²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÏÑÉÐÑ
ÕÂÍÉÇ ÒÑÎÖÚËÕß ÃÇÊ ÅÑÎÑÅÓÂ×ËË, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÚÇÕÞÓÈØÕÑ-
ÚÇÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÌ ÃÎÑÍ £ËÓÂÔÑÓÑ
ÆÎâ ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ [35, 77, 78].

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ë àÐÕÓÑÒËâ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ, Ë ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞÌ
ÊÂÓâÆ ËÊÏÇÓâáÕ ÚËÔÎÑ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÌ ÕÇÑÓËË; ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ë ÆÎâ (6.15), Ë ÆÎâ (6.16)
ÄÓÇÏâ ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐËâ t� � b logN. ¿ÕÑ ÐÂÔÞÜÂÇÕ ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐËÇ ÅËÒÑÕÇÊÞ Ñ ÃÞÔÕÓÞØ ÔÍÓÇÏÃÎÇÓÂØ. ­âÒÖÐÑÄÔÍÂâ
àÍÔÒÑÐÇÐÕÂ k � 2p=b ÕÂÍÉÇ ÐÂÔÞÜÂÇÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
(6.15) ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕ ÕÑÎßÍÑ ÎËÆËÓÖáÜËÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÒÓÇ-
ÆÇÎÇ G! 0, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÒÑÎÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÑÎÉÇÐ ÕÂÍÉÇ
ÖÚËÕÞÄÂÕß ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË. ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä [76],
ÕÂÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÖÄÇÎËÚËÄÂáÕ ÄÓÇÏâ ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐËâ Ë
ÖÏÇÐßÛÂáÕ ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ OTOCs.

6.4. ¿ÓÏËÕÑÄÂ ÏÂÕÓËÚÐÂâ ÏÑÆÇÎß
Ô ÍÄÂÓÕËÚÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ
Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ
±ÓËÏÇÚÂÕÇÎßÐÞÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ØÂÑÕËÚÐÑÌ, ÐÑ ÐÇ ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÑ ØÂÑÕËÚÐÑÌ ÏÑÆÇÎË âÄÎâÇÕÔâ ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÏÂÕÓËÚ-
ÐÂâ ÍÄÂÐÕÑÄÂâ ÕÇÑÓËâ ÒÑÎâ Ô ÍÄÂÓÕËÚÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÂâ Ä ÓÂÃÑÕÇ [83]:

I �
�
d4x

1

2
tr
��qmF�2 ÿm 2F 2 ÿ g 2F 4

�
; �6:17�

ÅÆÇ Fì àÓÏËÕÑÄÂ ÏÂÕÓËÙÂ ÓÂÊÏÇÓÑÏN�N,N4 1. ¬ÑÐ-
ÔÕÂÐÕÂ ÔÄâÊË 'Õ·ÑÑ×ÕÂ l � g 2N5 1. ³ÖÏÏËÓÖâ ÎËÆËÓÖá-
ÜËÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ N!1, g! 0, l � const Ë
ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ, ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß ËÐÕÇÅÓÑ-ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ
ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÅÑ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÂ:

dC�t�
dt
�M � C�t� ; �6:18�

ÅÆÇ M ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ-
ÐÞÌ Ä [83],

C�t� � 1

N 4

X
abcd

�
d3x tr

�
r 1=2

�
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� r 1=2

�
Fab�x�;Fcd�0�

��
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¬ÂÍ Ë Ä ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÚÂÔÕË ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
ÏÑÆÇÎË SYK (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 4.2), ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä (6.19)
ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕÔâ ÎÇÔÕÐËÚÐÞÏË ÆËÂÅÓÂÏÏÂÏË, ÒÓËÚÈÏ ÑÒÇ-
ÓÂÕÑÓ M ÆÑÃÂÄÎâÇÕ Í ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÎÇÔÕÐËÙÇ ÆÑÒÑÎÐË-
ÕÇÎßÐÖá "ÔÕÖÒÇÐßÍÖ". ³ÂÏÑÇ ÃÑÎßÛÑÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂ-
ÚÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.18)ì àÕÑ ÐÇ ÚÕÑ ËÐÑÇ, ÍÂÍ ÎâÒÖÐÑÄÔÍÂâ
àÍÔÒÑÐÇÐÕÂ k, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ
C�t� � exp �kt�. ¹ËÔÎÇÐÐÑ ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÖâ (6.18), ÏÑÉÐÑ
ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÒÓË ÏÂÎÑÌ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ, mb5 1,
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ ÊÂÆÂÈÕÔâ ÒÓËÏÇÓÐÞÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

k � 0;025
l 2

b 2m
: �6:20�

£ ÔÎÖÚÂÇ ÐÖÎÇÄÑÌ ÆÓÇÄÇÔÐÑÌ ÏÂÔÔÞ,m � 0, Ä (6.20) ÔÎÇÆÖÇÕ
ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ÕÇÒÎÑÄÖá ÏÂÔÔÖ m 2

th � 2l=�3b 2�, ÍÑÕÑÓÂâ
ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕÔâ ÑÆÐÑÒÇÕÎÇÄÞÏË ÒÑÒÓÂÄÍÂÏË Í ÆÄÖØÕÑÚÇÚ-

ÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË:

k � 0;025
l 2

b 2mth

� 0;031
l 3=2

b
: �6:21�

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÞÌ ÔÒÑÔÑÃ ÐÂÌÕË
ÎâÒÖÐÑÄÔÍÖá àÍÔÒÑÐÇÐÕÖ (6.20), ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÐÂ
ÂÐÂÎÑÅËá ÏÇÉÆÖ ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐËÇÏ Ë ÓÑÔÕÑÏ àÒËÆÇÏËË.
±ÑÔÏÑÕÓËÏ ÐÂ ÕÇÑÓËá (6.17) Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÑÒËÔÂÐËâ
ÅÂÊÂ N 2 ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÚÂÔÕËÙ. °ÆÐÑÚÂÔÕËÚÐÂâ
×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f �t; p� ÕÂÍÑÅÑ ÅÂÊÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÇÕ (Ä ÎËÆËÓÖáÜÇÏ ÒÑÓâÆÍÇ) ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËá ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ:

q f �t; p�
qt

�
�

d3q

�2p�3
1

2Eq

�
R^�p; q� ÿ R_�p; q�� f �t; q� ; �6:22�

ÅÆÇ Ep �
�����������������
m 2 � p 2

p
, p ì ÕÓÈØÏÇÓÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ, Â ×ÖÐÍ-

ÙËË R^�p; q� Ë R_�p; q� ËÊÏÇÓâáÕ ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ Ë ÖÃÞÄÂ-
ÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÚÂÔÕËÙ Ä ×ÂÊÑÄÑÌ âÚÇÌÍÇ p, ÂÔÔÑÙËËÓÑ-
ÄÂÐÐÞÌ Ô ×ÂÊÑÄÑÌ âÚÇÌÍÑÌ q. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÕÇÓâ
ÚÂÔÕËÙ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÆÄÖÏâ ÑÕÆÇÎßÐÞÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË:
ÂÐÐËÅËÎâÙËÇÌ Ë ÑÕÕÑÍÑÏ ÚÂÔÕËÙ Ä ÆÓÖÅËÇ ×ÂÊÑÄÞÇ âÚÇÌ-
ÍË. ¿ÕË ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË 2Gpd�pÿ q� Ë
R_�p; q� ÿ 2Gpd�pÿ q� ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ±ÓËÓÂÜÇÐËÇ ÚÂÔ-
ÕËÙ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ ÒÓËÕÑÍÑÏ ËÊ ÆÓÖÅËØ
×ÂÊÑÄÞØ âÚÇÇÍ. ¥Îâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÏÞ ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÂ.

£ÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ àÕÑÌ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎßá, ÚÕÑÃÞ
ÑÙÇÐËÕß, ÍÂÍ ÃÞÔÕÓÑ ÎÑÍÂÎßÐÑÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐâÇÕÔâ ÒÑ ÔËÔÕÇÏÇ (Õ.Ç. ÍÂÍ ÃÞÔÕÓÑ ÔËÔÕÇÏÂ ÔÍÓÇÏÃÎË-
ÓÖÇÕÔâ). ±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ, ÚÕÑ ÏÞ ËÐÉÇÍÕËÓÑÄÂÎË Ä ÔËÔÕÇÏÖ
ÊÂÓÂÉÈÐÐÖá ÚÂÔÕËÙÖ, ÍÑÕÑÓÂâ ÊÂÓÂÉÂÇÕ ÆÓÖÅËÇ ÚÂÔÕËÙÞ
ÒÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË. ¯Â ÓÂÐÐËØ ÔÕÂÆËâØ àÒËÆÇÏËË ÔÍÑÓÑÔÕß
ÇÈ ÓÑÔÕÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÖÏÏÂÓÐÞÏ ÒÑÕÑÍÑÏ, ÒÓÑØÑÆâ-
ÜËÏ ÚÇÓÇÊ ×ÂÊÑÄÖá âÚÇÌÍÖ, Õ.Ç. ÔÖÏÏÑÌ (ÒÑ ÏÑÆÖÎá) ÒÓË-
ÕÑÍÂ Ë ÑÕÕÑÍÂ ÚÂÔÕËÙ:

q
qt

fOTOC�t; p� �
�

d3q

�2p�3
1

2Eq

sinh �bEq=2�
sinh �bEp=2��

� �R^�p; q� � R_�p; q� ÿ 4Gpd�pÿ q�� fOTOC�t; q� : �6:23�

¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÏÞ ÒÑÏÇÐâÎË ÊÐÂÍ
ÚÎÇÐÂ (6.22), ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÅÑ ÑÕÕÑÍ ÚÂÔÕËÙ, Ë ÒÑÆÇÎËÎË
×ÖÐÍÙËá f �t; p� ÐÂ sinh �bEp=2�. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ×ÖÐÍÙËâ
fOTOC�t; p� ËÊÏÇÓâÇÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÊÂÓÂÉÈÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ. ¦ÔÎË
ÕÂÍÂâ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÒÓËÏÇÐËÏÂ Í ÔËÔÕÇÏÇ (6.17),
Â ÊÂÓÂÉÈÐÐÞÇ ÚÂÔÕËÙÞ âÄÎâáÕÔâ ÂÐÂÎÑÅÂÏË ÚÂÔÕËÙ, ÊÂ-
ÕÓÑÐÖÕÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇÏ, ÕÑ ÓÑÔÕ àÒËÆÇÏËË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÇÐ
ÔÍÓÇÏÃÎËÓÑÄÂÐËá. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ
ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ fOTOC�t; p� ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá
ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ C�t�.

£ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, Ä ÓÂÃÑÕÂØ [84, 170] ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (6.23) ÏÑÉÐÑ ÄÞÄÇÔÕË ÍÂÍ ª¬-ÒÓÇÆÇÎ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¢ÇÕÇ ë³ÑÎÒËÕÇÓÂ ÆÎâ OTOC (Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¢ÇÕÇ ë³ÑÎÒËÕÇÓÂ ÓÂÊÆÇÎâáÕÔâ). ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÏÑÉÐÑ
ÑÙÇÐËÕß ÎâÒÖÐÑÄÔÍÖá àÍÔÒÑÐÇÐÕÖ, ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÖâ (6.23)
ÄÏÇÔÕÑ (6.18). £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÂÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ (6.20) Ä ÒÓÇÆÇÎÇ N4 1, mb5 1. ²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ,
àÕÑÕ ÒÑÆØÑÆ ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÏÇÐËÕß Ë Í ÆÓÖÅËÏ ÔËÔÕÇ-
ÏÂÏ ÔÑ ÔÎÂÃÑÌ ÔÄâÊßá.

¢ÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕË. ¡ÄÕÑÓ ÃÎÂÅÑÆÂÓËÕ ¶.¬. ±ÑÒÑÄÂ, ¡. ®Ë-
ÎÇØËÐÂ, ¡.À. ®ÑÓÑÊÑÄÂ, £.¡. ²ÖÃÂÍÑÄÂ, ±.ª. ¡ÓÔÇÇÄÂ,
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£.£. ­ÑÔâÍÑÄÂ, µ. ®ÑÔÍÇÎÎÂ, ¡.³. ¤ÑÓÔÍÑÅÑ, ¡. ¥ÞÏÂÓ-
ÔÍÑÅÑ, ¥. ¤ÓÖÏËÎÎÇÓÂ, ¥.¡. ¤ÂÎÂÐÕÇ, ­.¡. ¡ÍÑÒâÐ,
¦.¯. ­ÂÐËÐÖ, ².°. ºÂÓËÒÑÄÂ Ë ¦.³. ´ÓÖÐËÐÖ ÊÂ ÒÑÎÇÊÐÞÇ
ÍÑÏÏÇÐÕÂÓËË Ë ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ. °ÔÑÃÖá ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕß ÏÞ
ÃÞ ØÑÕÇÎË ÄÞÓÂÊËÕß ¿.´. ¡ØÏÇÆÑÄÖ ÊÂ ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ
ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ Ë ÒÑÆÆÇÓÉÍÖ ÐÂ ÒÓÑÕâÉÇÐËË ÄÔÇÌ ÓÂÃÑÕÞ ÐÂÆ
ÑÃÊÑÓÑÏ. ®Þ ÕÂÍÉÇ ÒÓËÊÐÂÕÇÎßÐÞ ·ÇÓÏÂÐÐÖ ¯ËÍÑÎÂá Ë
ºÕÇ×ÂÐÖ ´ÂÌÔÇÐÖ ÊÂ ÒÓËÅÎÂÛÇÐËÇ Ä ªÐÔÕËÕÖÕ ¡ÎßÃÇÓÕÂ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ (¤ÑÎßÏ), ÅÆÇ ÃÞÎÂ ÚÂÔÕËÚÐÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ
ÓÂÃÑÕÂ ÐÂÆ àÕËÏ ÒÓÑÇÍÕÑÏ. ²ÂÃÑÕÂ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ÅÓÂÐÕÑÏ
¶ÑÐÆÂ ÓÂÊÄËÕËâ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË Ë ÏÂÕÇÏÂÕËÍË
¢¡©ª³.

7. ±ÓËÎÑÉÇÐËâ

¡. °ÆÐÑÏÇÓÐÞÇ ÏÂÌÑÓÂÐÑÄÔÍËÇ ×ÇÓÏËÑÐÞ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÏÂÌÑÓÂÐÑÄÔÍËØ
×ÇÓÏËÑÐÑÄ [1, 103, 171, 172]:

fwi; wjg � di j; i; j � 1; . . . ;N ; �A:1�

ÅÆÇ wi � w yi . ¥Îâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÚÈÕÐÞÏË ÚËÔ-
ÎÂÏË 31 N � 2K. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ ÑÃÝÇÆËÐËÕß ÚÈÕ-
ÐÞÇ Ë ÐÇÚÈÕÐÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ Ä ÐÇàÓÏËÕÑÄÞ ÍÑÏÃËÐÂÙËË:

ci � 1���
2
p ÿ

w2i ÿ iw2i�1
�
; c

y
i �

1���
2
p �w2i � iw2i�1� ; �A:2�

i � 1; . . . ;K ;

ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÆÚËÐâáÕÔâ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÂÐÕËÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐ-
ÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ (A.1):

fci; cjg � fc yi ; c yj g � 0 ; fci; c yj g � di j : �A:3�

¶ÂÍÕËÚÇÔÍË àÕË ÍÑÏÃËÐÂÙËË âÄÎâáÕÔâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏË
ÓÑÉÆÇÐËâ Ë ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ ÆËÓÂÍÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ. ³ÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, Ô ÒÑÏÑÜßá àÕËØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÆÎâ ×ÇÓÏËÑÐÐÞØ ÏÑÆ. ¡
ËÏÇÐÐÑ, ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÄÂÍÖÖÏÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÍÂÍ ÔÑÔÕÑâÐËÇ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÂÐÐËÅËÎËÓÖÇÕÔâ ÄÔÇÏË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏË ÖÐËÚÕÑÉÇ-
ÐËâ: cij0i � 0, Ë ÒÑÔÕÓÑËÏ k-ÚÂÔÕËÚÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÓÑÉÆÇÐËâ: �c y1 �n1 ; . . . ; �c yK�nK j0i, ÅÆÇ
ni � 0, 1, n1 � . . .� nK � k. £ÔÇÅÑ ÒÑÎÖÚÂÇÏ 2K ÔÑÔÕÑâÐËÌ.
¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß âÄÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÆÎâ
ÕÂÍËØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ [103], ËÔÒÑÎßÊÖâ ÏÂÕÓËÙÞ ÓÂÊÏÇÓÑÏ
2K � 2K, ÑÆÐÂÍÑ ÐÂÏ ÕÂÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÐÇ ÒÑÐÂÆÑ-
ÃËÕÔâ.

£ÞÚËÔÎËÏ Ô ÒÑÏÑÜßá àÕÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÆÄÖØÕÑ-
ÚÇÚÐÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÇ. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ Ä ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÕÇÑÓËË (3.1), Ji jkl � 0,
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, ÒÑàÕÑÏÖ ÔÓÇÆ-
ÐÇÇ ÒÑ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÏÖ ÂÐÔÂÏÃÎá ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:


T wi�t�wj�0��b � tr
�T exp �ÿbH0�wi�t�wj�0�

�
tr
�
exp �ÿbH0�

� �

� tr
�T wi�t�wj�0��

tr �1� � y�t� tr �wiwj�
tr �1� � y�ÿt� tr �wjwi�

tr �1� ; �A:4�

ÅÆÇ ÔÎÇÆ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÄÔÇÏ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ
ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ ÄÇÓÐÑ ÆÎâ
t 2 �ÿb=2; b=2�; ÚÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÆÓÖÅËØ
ÄÓÇÏÇÐÐ�yØ ÑÕÓÇÊÍÑÄ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÂÐÕË-
ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕß ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÂ ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ t! t� b. °ÚÇ-
ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (A.4) ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá, ÇÔÎË jiÿ j j > 1,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÐÑ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓÑËÊÄÇ-
ÆÇÐËâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÓÑÉÆÇÐËâ Ë ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ ÂÐÕËÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ (ÐÂÒÓËÏÇÓ,
hc1c2ib ËÎË hc1c y2 ib). ³ÎÖÚÂÌ jiÿ j j4 1 ÏÇÐÇÇ ÕÓËÄËÂÎÇÐ.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑ ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË ÚÇÕÞÓÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÑÕÄÇÚÂáÕ àÕÑÏÖ ÔÎÖÚÂá:
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i cij0i � h1ijcic yi � c

y
i cij1ii

� � 2Kÿ1;

tr �w2iw2i�1� �
i

2
tr
�
cic
y
i ÿ c

y
i ci
� �

�A:7�
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2
2Kÿ1�h0jcic yi ÿ c
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i cij0i � h1ijcicyi ÿ c
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i cij1ii

� � 0;

tr �w2i�1w2i� �
i

2
tr
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y
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� �
�A:8�

� i

2
2Kÿ1�h0jc yi ci ÿ cic

y
i j0i � h1ijc yi ci ÿ cic

y
i j1ii

� � 0 ;

ÅÆÇ ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚËÎË j1ii � c
y
i j0i Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÔÑÑÕÐÑÛÇ-

ÐËâ (A.2). ´ÇÒÇÓß ÏÑÉÐÑ ÎÇÅÍÑ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÕß ÑÃÜËÌ ÄËÆ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË £ÂÌÕÏÂÐÂ:

hwiwjib �
tr �wiwj�
tr �1� �

1

2
di j : �A:9�

£ÞÚËÔÎââ ×ÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÒÓÇÆÇÎ b!1, ÐÂØÑÆËÏ ×ÇÌÐÏÂ-
ÐÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ:
T wi�t�wj�0�� � 1

2
sgn t di j : �A:10�

¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÕÂÍÉÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÄÑÃÑÆÐÞÌ ×ÇÌÐÏÂ-
ÐÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ Ë
t 2 �ÿb=2; b=2�. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ ÂÐÕËÒÇÓË-
ÑÆËÚÇÐ ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ t! t� b, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÑÔÔÕÂÐÑ-
ÄËÕß ÇÅÑ ÄËÆ ÒÓË ÎáÃÞØ ÇÄÍÎËÆÑÄÞØ ÄÓÇÏÇÐÂØ t:
T wi�t�wj�0�� � 1

2
sgn

�
sin

pt
b

�
di j : �A:11�

¯ÂÍÑÐÇÙ, Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ (A.2) Ë ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ
ÂÓÅÖÏÇÐÕÂÙËË ËÊ ÖÚÇÃÐËÍÑÄ [112, 174] ÏÑÉÐÑ ÆÑÍÂÊÂÕß
ÕÇÑÓÇÏÖ £ËÍÂ ÆÎâ n-ÕÑÚÇÚÐÞØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ.
£ÒÓÑÚÇÏ, ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÕÇÑÓÇÏÂ £ËÍÂ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÂ (ÆÎâ ÒÓËÏÇÓÂ ÔÏ.
ÓÂÃÑÕÖ [175]). ¿ÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá �0� 1�-ÏÇÓÐÑÌ
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ.

¢. ¶ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ
ÒÑ ÏÂÌÑÓÂÐÑÄÔÍËÏ ×ÇÓÏËÑÐÂÏ
²ÂÊÐÞÇ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÇ ÏÂÌÑÓÂÐÑÄÔÍËÇ ×ÇÓÏËÑÐÞ ÂÐÕËÍÑÏ-
ÏÖÕËÓÖáÕ, ÑÆÐÂÍÑ ÍÄÂÆÓÂÕ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ×ÇÓÏËÑÐÂ ÐÇ

31 ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [120, 173], ÔÒÇÍÕÓ ÏÑÆÇÎË SYK ÕÂÍÉÇ ÑÕ-
ÎËÚÂÇÕÔâ ÆÎâ ÓÂÊÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ Nmod 8, ÑÆÐÂÍÑ ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÑÃÔÖÉ-
ÆÂÕß ÊÆÇÔß àÕÑÕ ÐáÂÐÔ.

3 µ¶¯, Õ. 191, å 3
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ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá (ÔÏ. ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (3.2)). ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, àÕË
×ÇÓÏËÑÐÞ ÐÇÎßÊâ ÑÒËÔÂÕß ÐË ÑÃÞÚÐÞÏË, ÐË ÅÓÂÔÔÏÂÐÑ-
ÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË. ¯ÇâÔÇÐ Ë ÔÏÞÔÎ ÐÂËÄÐÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑ ÏÂÌÑÓÂÐÑÄÔÍËÏ ×ÇÓÏËÑ-
ÐÂÏ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ×ÑÓÏÖÎÂ (3.38)): ÍÂÍ ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß
ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ wi, ÇÔÎË ÐÇÒÑÐâÕÐÑ ÆÂÉÇ, ÍÂÍÑÌ
ÂÎÅÇÃÓÇ ÑÐË ÒÑÆÚËÐâáÕÔâ?

´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË AÏÞ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ ÐÂÃÑÓ
ËÊ N � 2K ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÏÂÌÑÓÂÐÑÄÔÍËØ ×ÇÓÏËÑÐÑÄ ÏÑÉ-
ÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÑÃÞÚÐÞØ ÆËÓÂÍÑÄÔÍËØ ×ÇÓÏË-
ÑÐÑÄ:

w2i �
1���
2
p ÿ

ci � �ci

�
; w2i�1 �

i���
2
p ÿ

ci ÿ �ci

�
; i � 1; . . . ;K ;

�B:1�
ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓË ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËË ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÅÓÂÔÔÏÂÐÑÄÞÏË
(A.3). ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÏÇÓÖ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎËÕß ÍÂÍ

Dw2iDw2i�1 �
���� q�w2i; w2i�1�q�ci;

�ci�

����DciD �ci � DciD �ci : �B:2�

£ÞÚËÔÎËÏ Ô ÒÑÏÑÜßá àÕËØ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÅÂÖÔÔÑÄ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎ ËÊ ÓÂÊÆÇÎÂ 3.4. £ÏÇÔÕÑ ÊÂÅÂÆÑÚÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑ
ÏÂÌÑÓÂÐÑÄÔÍËÏ ×ÇÓÏËÑÐÂÏ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÌ
ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÅÓÂÔÔÏÂÐÑÄÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ:� Y2K

i�1
Dwi
!
exp

"
ÿ 1

2

X2K
i�1

�
dt dt 0 wi�t�A�t; t 0�wi�t 0�

#
�

�
� YK

i�1
DciD �ci

�
exp

"
ÿ
XK
i�1

�
dt dt 0 �ci�t�A�t; t 0�ci�t 0�

#
�

� tr log
����������������
A�t; t 0�

p
: �B:3�

©ÆÇÔß ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ A�t; t 0� �
� ÿd�tÿ t 0�qt ÿ S�t; t 0� ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ
t$ t 0. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÏÐÑÉËÕÇÎß 1=2 ÔÑÍÓÂÕËÎÔâ, ÍÂÍ Ë
ÑÉËÆÂÎÑÔß.

£. ¬ÑÓÓÇÎâÕÑÓ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ àÐÇÓÅËË
Ä ÏÑÆÇÎË ³ÂÚÆÇÄÂ ë«Ç ë¬ËÕÂÇÄÂ
³ÎÇÆÖâ ÓÂÃÑÕÇ [5], ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (4.24) ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÐÇ ÚÕÑ ËÐÑÇ, ÍÂÍ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
àÐÇÓÅËË. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÂÏ ÒÑÐÂÆÑÃËÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÕÇÓÏÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ:

ÿ logZ � bF � N

�
ÿS0 ÿ 2p2C

bJ
�O

�
1

�bJ�2
��
�

� bE0 � 3

2
log �bJ� � const�O

�
1

N

�
; �B:1�

ÅÆÇ E0 ì àÐÇÓÅËâ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ, S0 ì àÐÕÓÑÒËâ
(ÖÆÇÎßÐÂâ) ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ, C ì ÚËÔÎÇÐÐÞÌ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ËÊ ÛÄÂÓÙËÂÐÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ (3.64). £ÞÄÑÆ
àÕÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÓÂÃÑÕÂØ [5, 8, 120].

£ÂÓßËÓÖâ (B.1), Ä ÎËÆËÓÖáÜÇÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ N Ë bJ ÐÂ-
ØÑÆËÏ

dE � 4p2C
Ndb

b 3J
: �B:2�

´ÇÒÇÓß ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÏÂÎÞÇ ÄÂÓËÂÙËË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ Ä
ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓÇ (3.34):

G b�db
c �t�
G b

c �t�
� 1ÿ 2D

b

�
1ÿ pt

b tan �pt=b�
�
db : �B:3�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (B.2) Ë ÖÔÓÇÆÐââ ÒÑ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÄâÊÐÖá ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÖá ×ÖÐÍÙËá:

G b�db

c �t1; t2�G b�db
c �t3; t4�

�
G b

c �t1; t2�G b
c �t3; t4�

ÿ 1 � D2

4p4C 2
�

�
�
1ÿ pt12

b tan �pt12=b�
��

1ÿ pt34
b tan �pt34=b�

�
b 4J 2

N 2


�dE� 2� :
�B:4�

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÔÓÇÆÐËÌ ÍÄÂÆÓÂÕ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ àÐÇÓÅËË
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (B.1):


�dE�2� � q 2
b logZ �

4p2C

b 3J
; �B:5�

ÒÑàÕÑÏÖ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÌ ÄËÆ:

G b�db

c �t1; t2�G b�db
c �t3; t4�

�
G b

c �t1; t2�G b
c �t3; t4�

ÿ 1 �

� D2

p2C
bJ
N

�
1ÿ pt12

b tan �pt12=b�
��

1ÿ pt34
b tan �pt34=b�

�
: �B:6�

¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô (4.24) ÆÎâ D � 1=4.

¤. ªÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ
ÆÄÖØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ
¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß âÄÐÑ SL�2;RR�-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËÇ ÆÎâ ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ë ÚÇÕÞÓÈØÕÑÚÇÚÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ËÐÕÇÅÓÂÎ

A�h� �
�1
ÿ1

do
2p

Cho�t1; t2�C �ho�t3; t4� : �G:1�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÔËÏÏÇÕÓËá ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÊÂÏÇÐ
h! 1ÿ h, o! ÿo Ë ÒÑÆÔÕÂÄÎââ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË
(4.47), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ:

A�h� � 2

p

�1
0

do cos
�
o�t13 � t24�

��

�

cos2 �ph=2�
cos2 �ph� Jhÿ1=2�ojt12j�Jhÿ1=2�ojt34j� � �h! 1ÿ h� ;

h � 2n ;

sin2 �ips=2�
sin �ips� Jis�ojt12j�Jis�ojt34j� � �s! ÿs� ;

h � 1=2� is :

8>>>>>>><>>>>>>>:
�G:2�

©ÂÕÇÏ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÐÑÇ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË D
ÓÂÃÑÕÞ [4] ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ Ë ÑÃÑÃÜÂáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ 6.612
ÔÒÓÂÄÑÚÐËÍÂ [125]:�1

0

dx cos �ax� Jn�bx� Jn�cx� �

� 1

p
�����
bc
p

Qnÿ1=2�z� ; z > 1 ;

~Qnÿ1=2�z� ; jzj < 1 ;

ÿ sin �pn�Qnÿ1=2�z� ; z < ÿ1 ;

8><>: �G:3�
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ÅÆÇ ÏÞ ÄÄÇÎË ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá

z � ÿa
2 � b 2 � c 2

2bc
�G:4�

Ë ÑÒÓÇÆÇÎËÎË ×ÖÐÍÙËá ~Qn�z�, ÂÐÂÎËÕËÚÐÖá ÐÂ ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ z 2 �ÿ1; 1�:

~Qn�z� � 1

2

�
Qn�z� i0� �Qn�zÿ i0�� : �G:5�

©ÆÇÔßQn�z�ìÑÃÞÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ­ÇÉÂÐÆÓÂ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ,
ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ~Qn�z� ËÐÑÅÆÂ ÐÂÊÞÄÂáÕ ×ÖÐÍÙËÇÌ ­ÇÉÂÐÆÓÂ ÐÂ
ÓÂÊÓÇÊÇ. ±ÓËÏÇÐââ àÕÑ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ Í ËÐÕÇÅÓÂÎÖ (¤.2) Ë
ËÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ 8.335, 8.820, 9.134 ËÊ [125], ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ÕÓÇÃÖÇÏÖá ×ÑÓÏÖÎÖ:

A�h� � 1���������������jt12t34j
p �

�

G�h=2�Gÿ�1ÿ h�=2����
p
p 2F1

"
h

2
;
1ÿ h

2
;
1

2
;

�
2ÿ w
w

�2
#
;

esli w > 1 ;

cos2 �ph=2�
cos �ph�

G 2�h�
G�2h� w

h
2F1�h; h; 2h; w� � �h! 1ÿ h� ;

esli 0 < w < 1 ;

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�G:6�

ÅÆÇ w ì SL�2;RR�-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÇ ÆÄÑÌÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ.
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ (¤.6) ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ w! w=�wÿ 1�, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÚËÔÎËÕß
A�h� ÆÎâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÆÄÑÌÐÞØ ÑÕÐÑÛÇÐËÌ.
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The SachdevëYeëKitaev model and two-dimensional dilaton gravity have recently been attracting increasing attention of the high-
energy and condensed-matter physics communities. The success of these models is due to their remarkable properties. Following the
original papers, we broadly discuss the properties of these models, including the diagram technique in the limit of a large number of
degrees of freedom, the emergence of conformal symmetry in the infrared limit, effective action, four-point functions, and chaos. We
also brieêy discuss some recent results in this éeld. On the one hand, we attempt to be maximally rigorous, which means considering all
the details and gaps in the argument; on the other hand, we believe that this review can be suitable for those who are not familiar with the
relevant models.
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