
³ÑÆÇÓÉÂÐËÇ

1. £ÄÇÆÇÐËÇ (52).

2. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ ë ÆÇ ¶ÓËÊÂ (54).

3. ®ÑÆÖÎâÙËË ÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ (56).

4. ´ÇÑÓËâ µËÊÇÏÂ (58).

5. °ÃÑÃÜÈÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ÅÑÆÑÅÓÂ×Â (61).

6. ¶ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ (62).

7. ¿ÄÑÎáÙËâ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ Ä ÕÇÑÓËË ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ ë ÆÇ ¶ÓËÊÂ (63).

8. °ÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ ÄÑÎÐÞ Ô ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ (65).

9. °ÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ (66).

10. ¥ÄËÉÇÐËÇ ÍÓÂÈÄ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ (68).

11. ´ÇÑÓÇÏÂ Ñ ÚËÔÎÇ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ä ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐÂØ (71).

12. ´ÇÑÓËâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ ë

ÆÇ ¶ÓËÊÂ Ô ÆËÔÔËÒÂÙËÇÌ (72).

13. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ (74).

14. ²ÂÔÒÂÆ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ Ä ÕÇÑÓËË ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ (77).

15. ©ÂÆÂÚÂ Ñ ÒÑÓÛÐÇ (80).

16. ©ÂÆÂÚÂ Ñ ÓÂÄÐÑÖÔÍÑÓÇÐÐÑÏ ÒÑÓÛÐÇ (81).

17. ¥ÄËÉÇÐËÇ ÍÓÂÈÄ "ÍÄÂÊËÒÓÑÔÕÞØ" ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ

(82).

18. °ÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ Ä ÕÇÑÓËË ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄ-

ÔÍÑÅÑ (84).

19. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ (84).

³ÒËÔÑÍ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÞ (86).

±ÑÔÄâÜÂÇÕÔâ 90-ÎÇÕËá ¡.£. ¤ÖÓÇÄËÚÂ

1. £ÄÇÆÇÐËÇ

áÃÂâ ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ ÄÞÓÂÔÕÂÇÕ ËÊ ÚÂÔÕÐÞØ ÐÂÃÎá-
ÆÇÐËÌ Ë ÒÑÒÞÕÑÍ ËØ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË, ÓÇÛÇÐËÌ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ
ÊÂÆÂÚ Ë ËØ ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÞØ ÑÃÑÃÜÇÐËÌ. ¯Ñ Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ Ä
ÓÂÊÄËÕËË ÍÂÉÆÑÌ ÕÇÑÓËË ÏÑÉÐÑ ÄÞÆÇÎËÕß ÓÂÃÑÕÞ,
ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÇÄÓÂÜÂÎÑ ÐÂÃÑÓ ÚÂÔÕÐÞØ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÑÄ Ë ÔÏÖÕÐÞØ ËÆÇÌ Ä ÑÕÆÇÎßÐÖá ÑÃÎÂÔÕß ÐÂÖÍË, ÑÃ-
ÎÂÆÂáÜÖá ÔÄÑËÏË ×ËÊËÚÇÔÍËÏË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏË Ë
ÂÒÒÂÓÂÕÑÏ, ÒÑÊÄÑÎâáÜËÏË ÔÕÂÄËÕß Ë ÓÇÛÂÕß ÊÂÆÂÚË,
ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËÇ ËÏÇÐÐÑ ÆÎâ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË. £ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇ-
ÎËÐÇÌÐÑÌ ×ËÊËÍË, ÒÑÎÖÚËÄÛÇÌ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÇ ÐÂÊÄÂÐËÇ ÕÇÑ-
ÓËË ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ (¥µ£), ÕÂÍÂâ ÓÑÎß ÒÓË-
ÐÂÆÎÇÉËÕ ÓÂÃÑÕÇ ¡.£. ¤ÖÓÇÄËÚÂ Ë .±. ±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ [1]
1973 ÅÑÆÂ. £ ÐÇÌ ÃÞÎ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐ ÑÃÜËÌ ÒÑÆØÑÆ Í
ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÍÂÓÕËÐÇ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ë àÄÑÎáÙËË ÄÑÎÐ
ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÕÇÑÓËË ÏÑÆÖÎâÙËË ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
ÄÑÎÐ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜÇÌ ¥É.¢. µËÊÇÏÖ [2], Ë ÓÇÛÇÐÑ ÐÇ-
ÔÍÑÎßÍÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÊÂÆÂÚ, ÆÂáÜËØ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ
ÑÒËÔÂÐËÇ ÕËÒËÚÐÞØ ÆÎâ ¥µ£ ÔÕÓÖÍÕÖÓ.

±ÑàÕÑÏÖ ÒÑÆ ÊÂÆÂÚÇÌ ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ÏÑÉÐÑ
ÒÑÐËÏÂÕß ÍÂÍ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞÌ ¡.£. ¤ÖÓÇÄËÚÇÏ Ë .±. ±Ë-
ÕÂÇÄÔÍËÏ ÑÃÜËÌ ÒÑÆØÑÆ Í ÕÇÑÓËË ¥µ£, ÕÂÍ Ë ÕÇ ÍÑÐÍÓÇÕ-
ÐÞÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ [1] ÃÞÎË ÒÑÔÕÂÄÎÇÐÞ Ë
ÓÇÛÇÐÞ, Â Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÒÑÎÖÚËÎË ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÒÓË-
ÎÑÉÇÐËâ Í ÑÃÝâÔÐÇÐËá ÓÂÊÎËÚÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÐÂÃÎá-
ÆÇÐËÌ Ë ÒÑÔÎÖÉËÎË ÕÂÍÉÇ ÑÔÐÑÄÑÌ ÆÎâ ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ
ÓÂÊÄËÕËâ ÕÇÑÓËË.

¸ÇÎßá ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßË âÄÎâÇÕÔâ ÆÂÕß ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ ÄÄÇÆÇÐËÇ Ä àÕÖ ÑÃÎÂÔÕß ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÐÂÖÍË,
ÔÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÐÂ ÆÇÕÂÎßÐÑÏ ËÊÎÑÉÇÐËË ÓÂÃÑÕÞ
¡.£. ¤ÖÓÇÄËÚÂ Ë .±. ±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ [1] Ë ÒÓËÏÞÍÂáÜËØ Í
ÐÇÌ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ. ¯Ñ ÔÐÂÚÂÎÂ ÏÞ ÑÃÔÖÆËÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ
àÕÂÒÞ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÕÇÑÓËË ¥µ£, ÒÓËÄÇÆÛËÇ Ä ÍÑÐÇÚ-
ÐÑÏ ÔÚÈÕÇ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÓÂÃÑÕÞ [1].
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©ÂÆÂÚÂ ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ Ë ÇÈ ÓÂÊÄËÕËÇ

¡.®. ¬ÂÏÚÂÕÐÑÄ

¥ÂÐÑ ÄÄÇÆÇÐËÇ Ä ÕÇÑÓËá ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÑÆØÑÆÂ, Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ¤ÖÓÇÄËÚÇÏ Ë
±ËÕÂÇÄÔÍËÏ [¨¿´¶, Õ. 65, Ô. 590 (1973)] ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÕÇÑÓËË µËÊÇÏÂ ÆÎâ ÏÑÆÖÎâÙËÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ.
ªÊÎÑÉÇÐ ÄÞÄÑÆ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ ÆÎâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ ë ÆÇ ¶ÓËÊÂ, Â ÕÂÍÉÇ
ÒÓËÄÇÆÇÐÞ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ ÔÄÇÆÇÐËâ Ñ ÔÒÑÔÑÃÇ ËØ ÓÇÛÇÐËâ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË àÕÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÆÂÐÞ
ÓÇÛÇÐËâ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÊÂÆÂÚ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÄÛËØÔâ ¤ÖÓÇÄËÚÇÏ Ë ±ËÕÂÇÄÔÍËÏ. °ÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÕÇÑÓËË
ÆÎâ ÔËÔÕÇÏ ÔÑ ÔÎÂÃÑÌ ÆËÔÔËÒÂÙËÇÌ. ªÊÎÑÉÇÐÂ ÕÇÑÓËâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë
±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ.
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£ ÑÍÓÖÉÂáÜÇÌ ÐÂÔ ÒÓËÓÑÆÇ ¥µ£ ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÑÚÇÐß
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÈÐÐÞÏ âÄÎÇÐËÇÏ. ±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÒÇÓÄÞÇ ËØ
ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÃÞÎË ÔÄâÊÂÐÞ Ô ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇÏ ÄÑÎÐÑÑÃ-
ÓÂÊÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÄÃÎËÊË ×ÓÑÐÕÂ ÒÓËÎËÄÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÆÑ-
ÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÞÔÕÓÑ ÄÕÇÍÂáÜÇÌ Ä ÓÖÔÎÂ ÓÇÍ ËÎË Ä ÖÊÍËÇ
ÒÓÑÎËÄÞ. ¿ÕÑ âÄÎÇÐËÇ ÒÑÎÖÚËÎÑ ÐÂÊÄÂÐËÇ ÖÐÆÖÎâÓÐÑÌ
ÃÑÓÞ Ë Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÆÎËÕÇÎßÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ËÊÖÚÂÎÑÔß, ÒÑ-
ÄËÆËÏÑÏÖ, ÎËÛß ÖÊÍËÏ ÔÑÑÃÜÇÔÕÄÑÏ ÖÚÈÐÞØ Ë ËÐÉÇÐÇ-
ÓÑÄ, ÊÂÐËÏÂÄÛËØÔâ ÓÇÚÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÑÌ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇ-
ÐÇÇ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ ×ÂÍÕÞ Ñ ÕÂÍËØ ÃÑÓÂØ
ÃÞÎË ÄÞâÔÐÇÐÞ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÎËÆËÓÖáÜÇÇ ÄÑÊÄÞÛÇÐËÇ
ÄÑÆÞ ÐÂ ×ÓÑÐÕÇ ÃÑÓÞ ÃÞÎÑ ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎÇÐÑ Ô ÖÇÆËÐÈÐÐÑÌ
ÄÑÎÐÑÌ, ÄÒÇÓÄÞÇ ÐÂÃÎáÆÂÄÛÇÌÔâ ³ÍÑÕÕÑÏ ²ÂÔÔÇÎÑÏ [3] Ë
ÒÑÎÖÚËÄÛÇÌ ÑÃÝâÔÐÇÐËÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ ¢ÖÔÔËÐÇÔÍÂ [4], ²àÎÇâ
[5] Ë ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ Ë ÆÇ ¶ÓËÊÂ [6].

±ÑÒÞÕÍÂ ÄÞâÔÐËÕß ÖÔÎÑÄËâ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÖÐÆÖÎâÓÐÂâ
ÃÑÓÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐÂ ÍÂÍ ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÒÇÓËÑÆË-
ÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ ëÆÇ ¶ÓËÊÂ (¬Æ¶),
ÃÞÎÂ ÔÆÇÎÂÐÂ ¢ÇÐÆÉÂÏÇÐÑÏ Ë ÂÌÕØËÎÎÑÏ [7]. ±ÓË àÕÑÏ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÏÑÆÖÎâÙËË ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÛÇ-
ÐËâ, ÐÂÊÄÂÐÐÑÅÑ ÂÄÕÑÓÂÏË [6] "ÍÐÑËÆÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ", ÄÞ-
ÊÞÄÂÎËÔß ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË Ä ÄÑÎÐÑÄÑÏ ÕÇÚÇ-
ÐËË ÉËÆÍÑÔÕË.

´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ËÊ àÕËØ, ÐÑÔâÜËØ ÒÓÇÆÄÂÓËÕÇÎßÐÞÌ ØÂ-
ÓÂÍÕÇÓ, ÓÂÃÑÕ ÔÕÂÎÑ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÑÃÝâÔÐÇÐËâ âÄÎÇÐËâ
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÖÐÆÖÎâÓÐÑÌ ÃÑÓÞ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÚÇÔÕß ÔÑ-
ÄÏÇÔÕÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ à××ÇÍÕÑÄ ÆËÔÒÇÓÔËË Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË
ÆÎâ ÄÑÎÐ ÐÂ ÏÇÎÍÑÌ ÄÑÆÇ, ÒÓËÚÈÏ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÎÂÔß ÔÖ-
ÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÓÑÎß ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ, ÑÃÝâÔÐâá-
ÜËØ ÍÂÍ ÏÑÆÖÎâÙËá ÄÑÎÐÞ, ÕÂÍ Ë ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÞØ ÃÑÓ ÒÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÇ ÒÓË-
ÎËÄÐÑÌ ÄÑÎÐÞ. °ÆÐÂÍÑ ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÂÏË ÔÑÑÃÜÇÔÕÄÂ ÔÒÇÙËÂ-
ÎËÔÕÑÄ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÖÐÆÖÎâÓÐÞØ
ÃÑÓ ÐÇ ÒÓËÄÎÇÍÂÎÂ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÄÐËÏÂÐËâ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÏÑÐÑÅÓÂ×ËâØ [8, 9], ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÒËÔÞÄÂá-
ÜËØ ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÞÇ âÄÎÇÐËâ Ä ÄÑÎÐÂØ ÐÂ ÄÑÆÇ, ÑÐË ÆÂÉÇ
ÐÇ ÖÒÑÏËÐÂáÕÔâ.

±ÑÎÑÉÇÐËÇ ËÊÏÇÐËÎÑÔß Ä ÔÄâÊË Ô ÓÂÊÄËÕËÇÏ ÔÑÄÓÇ-
ÏÇÐÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ×ËÊËÍË. µÉÇ Ä ÐÂÚÂÎÇ 1960-Ø ÅÑÆÑÄ
ÔÕÂÎÑ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÖÇÆËÐÈÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ËÎË "ÔÑÎËÕÑÐÞ" ÒÑ
ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËË, ÏÑÅÖÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕßÔâ Ä
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË Ä ÒÎÂÊÏÇ
[10, 11], Â ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬Æ¶ ËÏÇÇÕ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ
Ë ÐÂØÑÆËÕ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ Ä ÔÂÏÞØ ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÞØ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍËØ ÔËÕÖÂÙËâØ ÒÓË ÖÚÈÕÇ ÔÎÂÃÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË Ë ÏÂÎÑÌ ÐÇ-
ÎËÐÇÌÐÑÔÕË.

³ÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆËÐÂÏËÍË ÒÎÂÊÏÞ
ÍÂÍ Ä ËØ ËÔØÑÆÐÑÌ ×ÑÓÏÇ, ÕÂÍ Ë Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ¬Æ¶, ÐÑ
ÃÇÊ ÖÚÈÕÂ ÆËÔÔËÒÂÙËË, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ ÃÇÊ ËÊÏÇÐÇÐËâ
×ÑÓÏÞ. ¦ÔÎË Ä ÔËÔÕÇÏÇ ËÏÇÇÕÔâ ÆËÔÔËÒÂÙËâ, ÕÑ Ä ÐÇÌ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÛËÓË-
ÐÂ ÒÇÓÇØÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÄÇÎËÚËÐÇ ÆËÔÔË-
ÒÂÙËË. ±ÑàÕÑÏÖ ÛËÓËÐÂ ÕÂÍÑÅÑ ÔÎÑâ ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ
ÒÑÓâÆÍÂ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÛËÓËÐÞ ÔÑÎËÕÑÐÂ. ´ÑÅÆÂ ÄÑÊÐË-
ÍÂÇÕ ÍÑÐÍÖÓÇÐÙËâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ à×-
×ÇÍÕÑÄ Ë ÒÇÓÇØÑÆÐÞÌ ÔÎÑÌ ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÑÏ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÔÑ-
ÎËÕÑÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ.

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÍÂÓÕËÐÇ ÖÆÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÎÂÊÏÞ Í ÆÓÖÅÑÏÖ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÚÇÓÇÊ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÖá ÄÑÎÐÑÄÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ËÐ-
ÕÇÐÔËÄÐÞØ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ. ¥ÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ Ä àÕÑÌ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÃÂÎÂÐÔÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËË Ë ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÑÔÕË, Â ÑÃÜÂâ ÛËÓËÐÂ ÖÆÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, Õ.Ç. ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ

ÆÎËÐÂ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÏÑÆÖÎâÙËâ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ,
ÑÃÓÂÕÐÑ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÄÇÎËÚËÐÇ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ à×-
×ÇÍÕÑÄ. ´ÂÍÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ ÃÞÎÂ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÂ
².©. ³ÂÅÆÇÇÄÞÏ [12], Ë ÑÐÂ ÐÂÃÎáÆÂÎÂÔß ÒÓË àÄÑÎáÙËË
ËÑÐÐÑ-ÊÄÖÍÑÄÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ä ÒÎÂÊÏÇ [13, 14].

¤ÖÓÇÄËÚ Ë ±ËÕÂÇÄÔÍËÌ ÒÑÆÑÛÎË Í àÕÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÇ Ô
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ. £Ñ ÄÕÑÓÑÌ ÒÑÎÑÄËÐÇ 1960-Ø Ë
ÐÂÚÂÎÇ 1970-Ø ÅÑÆÑÄ ÑÐË ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÎË (ÚÂÔÕËÚÐÑ ÄÏÇÔÕÇ
Ô .£. ±ÂÓËÌÔÍÑÌ) ÙËÍÎ ÓÂÃÑÕ [15 ë 18], ÒÑÔÄâÜÈÐÐÞØ
ÆËÐÂÏËÍÇ ÓÂÊÓÇÉÈÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ Ä ÓÂÏÍÂØ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ
ÕÇÑÓËË. £ àÕÑÌ ÕÇÑÓËË ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÒÎÂÊÏÞ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÑÐÑÄ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ Ë ÔÍÑ-
ÓÑÔÕâÏ, Â ÅÑÓâÚËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÕÇÒÎÑÄÑÏ ÓÂÄ-
ÐÑÄÇÔËË Ë ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËá ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ±ÖÂÔÔÑÐÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏÒÎÑÕÐÑÔÕß ÊÂÓâÆÂ ÓÂÄÐÂ
ÓÂÊÐÑÔÕË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÊÂÓâÆÑÄ ËÑÐÑÄ Ë àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ.
³ÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ Ä àÕÑÌ ÕÇÑÓËË ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂáÕÔâ, ÕÂÍ
ÚÕÑ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ, ÑÆÐÂÍÑ ÑÚÇ-
ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ Ë ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÐÂÎË-
ÚÇÔÕÄÖáÕ Ä ÒÑÎÐÑÌ ÏÇÓÇ. ³ÒÇÙË×ËÍÑÌ ÕÂÍÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍË
ÊÂÆÂÚË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ ÄÞÛÇ âÄÎâÎÑÔß ÕÑ,
ÚÕÑ ÙÇÐÕÓ ÕâÉÇÔÕË ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ ÐÂ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÖá ÆË-
ÐÂÏËÍÖ, ÑÕÎËÚÐÖá ÑÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ, ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ËÎË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ¥µ£,
Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÏÑÆÖÎâÙËâ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÑÃ-
ÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÆËÔÔËÒÂÙËÇÌ.

²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÊÂÆÂÚË ì ÐÂÚËÐÂâ ÑÕ
ÒÓÑÔÕÑÅÑ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÈÕÂ ÒÎÂÊÏÞ Ä ÄÂÍÖÖÏ [15,
16] Ë ÒÇÓÇØÑÆâ Í ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÑÌ ÆËÐÂÏËÍÇ ÒÓÑÔÕÞØ ÄÑÎÐ
[17], Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÖÉÇ ÃÞÎ ÑÕÏÇÚÇÐ ×ÂÍÕ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ×ÓÑÐ-
ÕÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÍÓÖÕËÊÐÞ Ä ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ¤Ö-
ÓÇÄËÚ Ë ±ËÕÂÇÄÔÍËÌ ÒÓËÛÎË Ä [18] Í ÄÞÄÑÆÖ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ ÂÐÂÎÑÅÂ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÔÕÑÌ
ÄÑÎÐÞ Ä ÍËÐÇÕËÍÇ ÓÂÊÓÇÉÈÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÐËá àÄÑÎáÙËÑÐËÓÖáÜÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ô
ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÑÓâÆÍÂ ÓÂÆËÖÔÂ ¥ÇÃÂâ, ÒÓËÚÈÏ ÇÔÎË ÂÏ-
ÒÎËÕÖÆÂ ÄÑÎÐÞ ÏÂÎÂ (ÐÑ ÐÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÂ), ÕÑ ÆËÐÂ-
ÏËÍÂ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¬Æ¶, ÍÑÕÑ-
ÓÑÇ ÒÓË ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËË ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ÕÂÍÉÇ ÄÇÆÈÕ Í ÑÒÓÑ-
ÍËÆÞÄÂáÜËÏÔâ ÓÇÛÇÐËâÏ.

°ÕÔáÆÂ ÆÇÎÂÇÕÔâ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÄÞÄÑÆ, ÚÕÑ ÒÓË ÖÚÈÕÇ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÄÏÇÔÕÑ ÑÃÎÂÔÕË ÏÐÑÅÑÊÐÂÚÐÑÔÕË ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ
ÑÃÎÂÔÕß ÑÔÙËÎÎâÙËÌ, ÐÂ ×ÓÑÐÕÇ ÍÑÕÑÓÑÌ ËÏÇÇÕÔâ ÒÑÔÎÇ-
ÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÃÂÎÂÐÔÖ ÐÇ-
ÎËÐÇÌÐÞØ Ë ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ, Â ÒÓË ÖÆÂÎÇÐËË ÑÕ
×ÓÑÐÕÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ Ë ÓÇÛÇÐËÇ
ÒÓËÃÎËÉÂÇÕÔâ Í ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏÖ. £ ÔÒËÔÍÇ ÓÂÃÑÕ ÒÑ
ÕÇÑÓËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶, ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞØ Ä [18], ËÏÇÇÕÔâ
ÔÔÞÎÍÂ ÐÂ ÔÕÂÕßá µËÊÇÏÂ [2].

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÔÈ ÃÞÎÑ ÒÑÆÅÑÕÑÄÎÇÐÑ Í ÔÑÊÆÂÐËá
ÕÇÑÓËË ¥µ£ Ä [1]: Ô ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÔÄÇÆÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË Í
ÕÇÑÓËË ÄÑÎÐ, ÒÑÆÚËÐâáÜËØÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬Æ¶, ÄÍÎá-
ÚËÎÑ àÕÖ ÒÓÑÃÎÇÏÖ Ä ÍÑÐÕÇÍÔÕ ÃÖÓÐÑ ÓÂÊÄËÄÂÄÛÇÌÔâ Ä ÕÇ
ÅÑÆÞ ÕÇÑÓËË ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ, Ô ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÐÑÄÂâ
ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË ÒÇÓÇÐÇÔÎÂ Ä ÙÇÐÕÓ ÄÐËÏÂÐËâ ÄÑÒÓÑÔ Ñ
ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ àÄÑÎáÙËË ÄÑÎÐÞ ÒÑÔÎÇ ÇÈ ÑÒÓÑÍËÆÞ-
ÄÂÐËâ ÃÇÊ ÖÚÈÕÂ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ. ªÏÇÐÐÑ àÕÂ
ÊÂÆÂÚÂ Ë ÃÞÎÂ ÓÇÛÇÐÂ Ä [1] ÆÎâ ÄÑÎÐ, àÄÑÎáÙËâ ÍÑÕÑÓÞØ
ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬Æ¶. £ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ àÕÂ ÕÇÑÓËâ
ÃÞÎÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐÂ ÐÂ ÏÐÑÅËÇ ÆÓÖÅËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë ÒÑ-
ÎÖÚËÎÂ ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËâ, ÑÕ ×ËÊËÍË ÄÑÎÐ ÐÂ
ÄÑÆÇ ÆÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÑÒÕËÍË Ë ÆËÐÂÏËÍË ÃÑÊÇ-àÌÐÛÕÇÌ-
ÐÑÄÔÍÑÅÑ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ.
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±ÑÏËÏÑ ÕÑÅÑ, ÊÂÆÂÚÂ ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ËÏÇÎÂ
ÄÂÉÐÑÇ ÆÎâ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË ÓÂÊÄËÕËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ
ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÕÔâ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ Ô ÑÕÍÓÞÕËÇÏ ÄÔÈ ÐÑÄÞØ ÅÎÖÃÑ-
ÍËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ. ±ÑàÕÑÏÖ ÐÂ ÓÂÃÑÕÖ [1] ËÏÇáÕÔâ ÏÐÑÅÑ-
ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÔÔÞÎÍË ÍÂÍ Ä ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ, ÕÂÍ Ë Ä ÏÂÕÇÏÂÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÏÞ ËÊÎÑÉËÏ
ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÒÑÆØÑÆÂ ¤ÖÓÇÄËÚÂ Ë ±ËÕÂÇÄ-
ÔÍÑÅÑ Í ÕÇÑÓËË ¥µ£, ÐÇ ÄÞØÑÆâ ÊÂ ÓÂÏÍË ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ Ä
ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ ÏÇÕÑÆÑÄ.

2. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ ë ÆÇ ¶ÓËÊÂ

¬ÂÍ ÑÕÏÇÚÇÐÑ ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬Æ¶ âÄÎâÇÕÔâ
ÄÇÔßÏÂ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÆÎâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
ÄÑÎÐ, ÚÂÔÕÑ ÄÑÊÐËÍÂáÜËÏ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÑ ÏÂÎÑÌ ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÑÔÕË Ë ÔÎÂÃÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
ÓÂÃÑÕÞ ¤ÖÓÇÄËÚÂ Ë ±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ, ÒÓËÄÇÆÛËÇ Í ÔÑÊÆÂÐËá
ÕÇÑÓËË¥µ£, ÐÂÒËÔÂÐÞ Ä ÍÑÐÕÇÍÔÕÇ ×ËÊËÍË ÄÑÎÐ Ä ÒÎÂÊÏÇ,
ÊÆÇÔß ÏÞ ÒÓËÄÇÆÈÏ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÞÄÑÆ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶ ÆÎâ
ÔÎÖÚÂâ ËÑÐÐÑ-ÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ Ä ÆÄÖØÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÌ
ÒÎÂÊÏÇ, ÍÑÅÆÂ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Te ÏÐÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ËÑÐÑÄ. ´ÑÅÆÂ ÕÇÒÎÑÄÞÏ ÆÄËÉÇÐËÇÏ ËÑÐÑÄ
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß Ë ËØ ÆËÐÂÏËÍÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÑÃÞÚ-
ÐÞÏË ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ô ÖÚÈÕÑÏ ÓÂÊÆÇ-
ÎÇÐËâ ÊÂÓâÆÑÄ ËÑÐÑÄ Ë àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ.

°ÃÑÊÐÂÚËÏ ÚËÔÎÑ ËÑÐÑÄ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÑÃÝÈÏÂ ÍÂÍ r, ËØ
ÏÂÔÔÖ ì ÍÂÍ M Ë ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÑÐË
ËÏÇáÕ ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÊÂÓâÆ e, Â ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÎÂÊÏÞ ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ ÄÆÑÎß ÑÔË x ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá u. ¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [19]), Ä ÕÂÍÑÌ ÒÎÂÊÏÇ ËÏÇÇÕÔâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ Ô ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá ÆÎËÐÞì ÆÇÃÂÇÄÔÍËÌ ÓÂÆËÖÔ
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ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ Í ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÆÎËÐÇ ÄÑÎÐÞ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕ ÄÇÎËÚËÐÖ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ (r0 ì ÓÂÄÐÑÄÇÔ-
ÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÑÎÐÞ). ¥Îâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ
ÑÃÔÖÆËÏ ÒÑ ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ Ë ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ
à××ÇÍÕÞ.

®ÂÎÞÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÑÕ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÎËÐÇÌ-
ÐÞÇ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ Ô rÿ r0; u;/ exp �i�kxÿ ot��, Ë
ÏÞ ÎÇÅÍÑ ÐÂØÑÆËÏ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË [19]:
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ÅÆÇ ÄÞÃÑÓ ÊÐÂÍÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ. °ÕÔáÆÂ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ à××ÇÍÕÞ
ÏÂÎÞ, ÍÑÅÆÂ ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ 2p=k ÏÐÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ ÆÇÃÂÇÄ-
ÔÍÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ rD. ±ÇÓÄÞÇ ÚÎÇÐÞ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÏÂÎÑÏÖ
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ÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ Ä ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ. ¬ÂÉÆÂâ
ÅÂÓÏÑÐËÍÂ Ô ÊÂÍÑÐÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËË (3) ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËá
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ÅÆÇ ÒÑÆ u ÏÞ ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÒÑÐËÏÂÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕß ÕÇÚÇÐËâ
ÒÎÂÊÏÞ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÎáÃÑÌ
ËÏÒÖÎßÔ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ ÅÂÓÏÑÐËÍ,
àÄÑÎáÙËâ ÎáÃÑÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÌÔâ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÏ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÄÑÎÐÞ ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËá (4) Ä ÅÎÂÄ-
ÐÑÏ ÒÑ ÖÚÈÕÖ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË.
±ÓË àÕÑÏ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÎÂÊÏÞ r 0 ÔÄâÊÂÐÑ ÔÑ
ÔÍÑÓÑÔÕßá ÕÇÚÇÐËâ u ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

r 0

r0
� � u

c0
�5�

Ô ÕÇÏ ÉÇ ÄÞÃÑÓÑÏ ÊÐÂÍÂ, ÚÕÑ Ë Ä (3).
¦ÔÎË ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ ÏÐÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ ÆÇÃÂÇÄÔÍÑÅÑ ÓÂ-

ÆËÖÔÂ, ÕÑ ÓÂÊÆÇÎÇÐËÇÏ ÊÂÓâÆÑÄ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß, ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ë ËÑÐÑÄ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ Ë ËØ
ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÑÕ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË r0 ÔÄâÊÂÐÑ Ô
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ ×ÑÓÏÖÎÑÌ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ r �
� r0 exp �ef=Te�. ªÔÍÎáÚÇÐËÇ Ô ÇÈ ÒÑÏÑÜßá ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
f ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆËÐÂÏËÍË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔËÔÕÇÏÇ ÅËÆÓÑÆË-
ÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ [19]:

rt � �ru�x � 0 ;
�6�

ut � uux � Te

M

rx
r
� 0 ;

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÆËÐÂÏËÍÇ ËÊÑÕÇÓÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÅÂÊÂ, ÍÑÅÆÂ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÆÂÄÎÇÐËâ p ÑÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕË r ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÍÂÍ
p � �Te=M�r. ÑÍÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÄÖÍÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÂâ
×ÑÓÏÖÎÑÌ c 2 � dp=dr � Te=M � c 20 , ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÍÂÊÂÐ-
ÐÑÌ ÄÞÛÇ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÆÎËÐÐÞØ ÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ Ë ÐÇ ÊÂ-
ÄËÔËÕ ÑÕ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË.

¦ÔÎË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÕÇÒÇÓß ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÞÌ ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ, ÕÑ, ÍÂÍ
ËÊÄÇÔÕÐÑ ËÊ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÔÄÇÆÇÐËÌ ËÊ ÅÂÊÑÄÑÌ ÆËÐÂ-
ÏËÍË, ÚÇÓÇÊ ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ÄÓÇÏâ ÑÐ ÓÂÊÆÇÎËÕÔâ ÐÂ ÆÄÂ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ, ÃÇÅÖÜËØ Ä ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ. £
ÍÂÉÆÑÌ ÕÂÍÑÌ ÄÑÎÐÇ ÎÑÍÂÎßÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË dr
ÐÂ ×ÑÐÇ r ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÎÑÍÂÎßÐÞÏ ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÕÇÚÇÐËâ du ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ dr � ��r=c0�du, ÔÎÇÆÖáÜËÏ ËÊ
(5), ÕÂÍ ÚÕÑ rx � ��r=c0�ux, ÒÓËÚÈÏ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÔÕÄÖ ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÄÖÍÂ ÇÈ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä
ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÐÇ ÒÓËØÑÆËÕÔâ. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ
àÕÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ä (6) ÆÂÈÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ
ÒÎÂÄÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÒÓË ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËË ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ:

ut � �c0 � u�ux � 0 : �7�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÐÂÛÎË ÆÄÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, (4) Ë (7),
ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÒÑ ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË àÄÑÎáÙËá ËÑÐÐÑ-ÊÄÖÍÑ-
ÄÞØ ÄÑÎÐ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÎËÃÑ ÏÂÎÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË, ÎËÃÑ ÏÂÎÑÌ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË. £ ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÂâ ËÎË ÐÇ-
ÎËÐÇÌÐÂâ ÒÑÒÓÂÄÍÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÆÑÃÂÄÎÇÐËá ÏÂÎÑÅÑ Ä
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÚÎÇÐÂ Í ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËá ut � c0ux � 0 ÆÎâ ÑÆÐÑÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ. ±ÑàÕÑÏÖ ÖÚÈÕ ÑÃÇËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ ÑÆÐÑ-
ÄÓÇÏÇÐÐÑ Ä ËØ ÄÇÆÖÜÇÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÄÑÆËÕÔâ Í ËØ
ÑÃÝÇÆËÐÇÐËá Ä ÑÆÐÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË. ±ÓËÐËÏÂâ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÈÐÐÑÔÕË, ÚÕÑ ÄÑÎÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ Ä ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË x, ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬Æ¶ ÆÎâ
ËÑÐÐÑ-ÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ Ä ÒÎÂÊÏÇ:

ut � �c0 � u� ux � 1

2
c0r

2
D uxxx � 0 : �8�
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¥Îâ ÖÒÓÑÜÇÐËâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÌ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÖÆÑÃÐÑ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕß, ÄÄÇÆâ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÞÇ: x 0 � �xÿ c0t�=rD, t 0 � c0t=�2rD�, u � 3c0u

0. ±ÑÆÔÕÂÄ-
Îââ ËØ Ä (8) Ë ÑÒÖÔÍÂâ ÛÕÓËØË Ö ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ,
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÐÂËÃÑÎÇÇ ÖÒÑÕÓÇÃËÕÇÎßÐÑÏÖ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ
ÄÓÇÏâ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÏÖ ÄËÆÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶:

ut � 6uux � uxxx � 0 : �9�

¬Ñà××ËÙËÇÐÕ 6 ÒÇÓÇÆ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÚÎÇÐÑÏ ÊÆÇÔß ÄÞÃÓÂÐ
ÆÎâ ÖÒÓÑÜÇÐËâ ÒÑÔÎÇÆÖáÜËØ ×ÑÓÏÖÎ.

±ÓË ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËË ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (9) ÔÄÑ-
ÆËÕÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ·ÑÒ×Â

ut � 6uux � 0 ; �10�

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÏÖ ÔÑÃÑÌ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá ×ÑÓÏÖ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ (7). ¬ÂÍ ÎÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÊÐÂÚÇÐËâ u ÒÑÔÕÑâÐÐÞ ÄÆÑÎß
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ xÿ 6ut � const, âÄÎâáÜËØÔâ ÓÇÛÇÐËÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ dx=dt � 6u. ±ÑàÕÑÏÖ ÇÔÎË ÒÓË t � 0 ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ u ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ u � u0�x�, Â x � x�u�
âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÓÂÕÐÑÌ Í ÐÇÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ, ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ·ÑÒ×Â ÆÂÈÕÔâ ÐÇâÄÐÑ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

xÿ 6ut � x�u� ; �11�

ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ u�x; t� Ä ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÇ
ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÓÇÏÇÐË.

¯ÂËÃÑÎÇÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÇÓÕÑÌ àÕËØ ÓÇÛÇÐËÌ âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÊÐÂÚÇÐËÌ u ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Ô
ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ u Ë ÆÎâ ÕËÒËÚÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ
u0�x� ÓÇÛÇÐËÇ ÒÑÔÎÇ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ t � tb ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÏÐÑÅÑÊÐÂÚÐÞÏ, ÍÂÍ àÕÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 1. ÁÔÐÑ,
ÚÕÑ ÒÓË àÕÑÏ ÏÞ ÄÞØÑÆËÏ ËÊ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË
ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ: Ä ÏÑÏÇÐÕ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂ-
ÐËâ t � tb ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑ x ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÌ Ä ÕÑÚÍÇ xb Ë Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË xb ÆËÔ-
ÒÇÓÔËÑÐÐÞÌ ÚÎÇÐ Ô ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË ¬Æ¶ (9) ÐËÍÂÍ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÔÚËÕÂÕßÔâ ÏÂÎÞÏ.

¬ÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË, ÖÚÈÕ ÆËÔÒÇÓÔËË ÖÔÕÓÂ-
ÐâÇÕ ÕÂÍÑÇ ÐÇ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ Ë ÄÏÇÔÕÑ ÑÃÎÂÔÕË
ÏÐÑÅÑÊÐÂÚÐÑÔÕË Ä ÓÇÛÇÐËË ÒÑÎÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶ ÄÑÊ-
ÐËÍÂÇÕ àÄÑÎáÙËÑÐËÓÖáÜÂâ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÑÃÎÂÔÕß ÑÔÙËÎ-
ÎâÙËÌì ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÂâ ÖÆÂÓÐÂâ ÄÑÎÐÂ. ¤ÖÓÇÄËÚ Ë ±ËÕÂÇÄ-

ÔÍËÌ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÎË, ÚÕÑ àÕÖ ÑÃÎÂÔÕß ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÏÑÉÐÑ
ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÇ-
ÓËÑÆËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶, ÕÂÍ ÚÕÑ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÛÂÅÑÏ Ä ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÕÇÑÓËË ¥µ£ ÆÑÎÉÐÑ ÔÕÂÕß
ÒÑÎÖÚÇÐËÇ ÕÂÍËØ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ, Ë àÕÑ ÃÞÎÑ
ÔÆÇÎÂÐÑ ÔÂÏËÏË ¬ÑÓÕÇÄÇÅÑÏ Ë ÆÇ ¶ÓËÊÑÏ Ä [6]. ©ÆÇÔß ÏÞ
ÒÓËÄÇÆÈÏ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ ÆÎâ ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÔÄÇÆÇÐËâ.

¬ÂÍ ÑÃÞÚÐÑ, ËÜÇÏ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9) Ä ÄËÆÇ ÃÇ-
ÅÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ u � u�x�, x � xÿ Vt; ÅÆÇ V ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ, Ë ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ u�x� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ
ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÏÖ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá uxxx �
� Vux ÿ 6uux, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÔÎÇ ÆÄÖØ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ËÐÕÇÅÓË-
ÓÑÄÂÐËÌ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

1

2
u 2
x � ÿA� Bu� 1

2
Vu 2 ÿ u 3 �

� ÿR�u� � ÿ�uÿ n1��uÿ n2��uÿ n3� ; �12�

ÅÆÇ A Ë B ì ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ. ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ËÏÇÇÕ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ, ÇÔÎË ÏÐÑÅÑÚÎÇÐ R�u�
ËÏÇÇÕ ÕÓË ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞØ ÐÖÎâ: n1, n2, n3, n1 4n2 4n3.
ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÆÄËÉÇ-
ÐËá ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ u ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÐÖÎâÏË Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ

n2 4 u4n3 ; �13�

ÅÆÇ R�u�4 0. ±ÑÔÕÑâÐÐÞÇ A, B, V ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ n1,
n2, n3 ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

A � ÿn1n2n3 ; B � ÿ�n1n2 � n2n3 � n3n1� ; �14�
V � 2�n1 � n2 � n3� :

´ÑÅÆÂ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ���

2
p

x �
� n3

u

du 0�������������������������������������������������������u 0 ÿ n1��u 0 ÿ n2��n3 ÿ u 0�p ; �15�

ÅÆÇ ÂÆÆËÕËÄÐÂâ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í x ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ËÐÕÇÅÓË-
ÓÑÄÂÐËâ ÄÞÃÓÂÐÂ ÕÂÍ, ÚÕÑ u�x� ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ n3 ÒÓË x � 0. ªÐÕÇÅÓÂÎ (15) ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ
àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Â ËØ
ÑÃÓÂÜÇÐËÇ ÆÂÈÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß u � u�x� ÚÇÓÇÊ àÎÎËÒÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË. °ÒÖÔÍÂâ àÕË ÓÖÕËÐÐÞÇ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
×ËÊËÍÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ, ÒÓËÄÑÆËÏ ËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ:

u � n3 ÿ �n3 ÿ n2� sn2
� ���������������

n3 ÿ n1
2

r
�xÿ Vt�;m

�
; �16�

ÅÆÇ sn ì àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÌ ÔËÐÖÔ, Â ÒÂÓÂÏÇÕÓ m ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ
ÍÂÍ

m � n3 ÿ n2
n3 ÿ n1

�17�

Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâÏË ÔÒÓÂÄÑÚÐËÍÂ [20]. ³
ÒÑÏÑÜßá ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ sn2 z� cn2 z � 1 àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐÑ ÚÇÓÇÊ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÌ ÍÑÔËÐÖÔ cn, ÒÑàÕÑÏÖ
¬ÑÓÕÇÄÇÅ Ë ÆÇ ¶ÓËÊ ÐÂÊÄÂÎË ÔÄÑÈ ÓÇÛÇÐËÇ "ÍÐÑËÆÂÎßÐÑÌ
ÄÑÎÐÑÌ" ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÍÑÔËÐÖÔÑËÆÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ ÎËÐÇÌ-
ÐÑÌ ÕÇÑÓËË. ³ÄÑÌÔÕÄÂ ÕÂÍÑÌ ÍÐÑËÆÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ÕÓÇÏâ ÐÖÎâÏË, n1, n2, n3, ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÂ R�u�. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÑÎÐÞ V Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓ m ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ
×ÑÓÏÖÎÂÏË (14) Ë (17) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¥ÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ L
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÍÂÍ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ

u�x�

t � 0

t � tb t4 tb

xb xÿ x� x

²ËÔ. 1. ¿ÄÑÎáÙËâ ÕËÒËÚÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá ·ÑÒ×Â
(10). ±ÑÔÎÇ ÏÑÏÇÐÕÂ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ t > tb ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ u�x; t� ÔÕÂ-
ÐÑÄËÕÔâ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÕÓÈØÊÐÂÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x Ä ÑÃÎÂÔÕË
xÿ < x < x�.
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ÔÑÔÇÆÐËÏËÏÂÍÔËÏÖÏÂÏË×ÖÐÍÙËË u�x�, Ë ÑÐÂ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ
ÚÇÓÇÊ ÒÑÎÐÞÌ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂK�m�
Ä ÄËÆÇ

L �
�

du�����������������ÿ2R�u�p � 2K�m���������������
n3 ÿ n1
p : �18�

¡ÏÒÎËÕÖÆÖ ÍÐÑËÆÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËÇÏ

a � umax ÿ umin

2
� n3 ÿ n2

2
: �19�

²ÇÛÇÐËÇ (16) ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÖá ÄÑÎÐÖ ÎË-
ÐÇÌÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ

u ' n2 � 1

2
�n3 ÿ n2� cos

� ���������������������
2�n2 ÿ n1�

p
�xÿ Vt�� �20�

ÒÓË ÏÂÎÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÇ ÄÑÎÐÞ a5 n2 ÿ n1, ÍÑÅÆÂ m5 1.
±ÓË àÕÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ k � 2p=L � ���������������������

2�n2 ÿ n1�
p

Ë
×ÂÊÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÑÎÐÞ V � 2n1 � 4n2 � 6n2 ÿ k 2 ÔÄâ-
ÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ V � o=k, ÔÎÇÆÖáÜËÏ ËÊ ÊÂÍÑÐÂ
ÆËÔÒÇÓÔËË o � 6n2kÿ k 3, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÎËÐÇÂÓËÊÑ-
ÄÂÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬Æ¶ u 0t � 6n2u 0x � u 0xxx � 0 ÆÎâ ÄÑÎÐ,
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÄÆÑÎß ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ
u � n2.

£ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ, n2 ! n1 Ë m! 1, ÆÎËÐÂ
ÄÑÎÐÞ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, Â sn �z; 1� � tanh z, ÕÂÍ
ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ (16) ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä

u � n1 � n3 ÿ n1
cosh2

� ������������������������n3 ÿ n1�=2
p �xÿ Vt�� : �21�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑ×ËÎß u � u�xÿ Vt� ËÏÇÇÕ ×ÑÓÏÖ
ÖÇÆËÐÈÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÌÔâ ÄÆÑÎß ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ u � n1. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÒÓÇÆÇÎÇ
m! 1 ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÂâ ÄÑÎÐÂ ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÖÇÆËÐÈÐÐÞÇ
ËÏÒÖÎßÔÞ, ËÎË ÔÑÎËÕÑÐÞ (21), ÓÂÊÐÇÔÈÐÐÞÇ ÆÓÖÅ ÑÕ
ÆÓÖÅÂ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ.

¶ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÆØÑÆÂ ¤ÖÓÇÄËÚÂ
Ë ±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ Í ÕÇÑÓËË ¥µ£ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓË
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÒÑÔÎÇ ÏÑÏÇÐÕÂ ÑÒÓÑÍË-
ÆÞÄÂÐËâ, ÍÑÅÆÂ ÆÎËÐÂ ÑÃÓÂÊÑÄÂÄÛÇÌÔâ ÑÃÎÂÔÕË ÑÔÙËÎÎâ-
ÙËÌ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÏÐÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÆÎË-
ÐÞ ÄÑÎÐÞ L, àÄÑÎáÙËá ¥µ£ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÂÍ
ÏÇÆÎÇÐÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ n1, n2, n3 Ä ÏÑÆÖÎËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÌ ÍÐÑËÆÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÇ (16). µÔÎÑÄËÇ "ÏÇÆÎÇÐÐÑÔÕË"
ÊÆÇÔß ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÏÑÆÖÎâ-
ÙËÑÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ n1, n2, n3 ËÎË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ ËÏ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÏÂÎoÂ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÒÑÓâÆÍÂ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ
L ËÎË ÊÂ ÄÓÇÏâ ÒÑÓâÆÍÂ ÑÆÐÑÅÑ ÒÇÓËÑÆÂ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÂÆÂÚÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÕÇÑÓËË ¥µ£ ÔÄÑ-
ÆËÕÔâ Í ÄÞÄÑÆÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ àÄÑÎáÙËá ÏÑ-
ÆÖÎâÙËÑÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, Ë ÒÑÎÖÚÇÐËá ËØ ÓÇÛÇÐËÌ Ä
ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔËÕÖÂÙËâØ. ±Ñ ÔÚÂÔÕÎËÄÑÏÖ ÔÕÇ-
ÚÇÐËá ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÔÎÖ-
ÚÂâ ÏÑÆÖÎâÙËÌ ÍÐÑËÆÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ¬Æ¶ ÖÉÇ ÃÞÎË ÄÞ-
ÄÇÆÇÐÞ Í ÕÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË µËÊÇÏÑÏ [2]. ¬ ÔÑÉÂÎÇÐËá, ÍÂÍ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [2], ÕÂÍ Ë Ä ÃÑÎÇÇ ÒÑÊÆÐÇÌ ÍÐËÅÇ [21] µËÊÇÏ ÒÓËÄÈÎ
ÎËÛß ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÔÄÑËØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ, ÑÒÖ-
ÔÕËÄ ÄÔÇ ÆÇÕÂÎË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ àÕË ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÄÇÔßÏÂ ÐÇ-
ÕÓËÄËÂÎßÐÞ, ÆÎâ ÒÑÎÐÑÕÞ ÏÞ ËØ ÍÓÂÕÍÑ ËÊÎÑÉËÏ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 4, ÐÑ ÔÐÂÚÂÎÂ ÑÔÕÂÐÑÄËÏÔâ Ä ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍËØ ÙÇÎâØ
ÐÂ ÂÐÂÎÑÅÇ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÑÌ ÕÇÑÓËË µËÊÇÏÂ Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË.

3. ®ÑÆÖÎâÙËË ÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ

°ÆÐËÏ ËÊ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÕÇÑÓËË ÏÑÆÖ-
ÎâÙËË ÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ ÑÅËÃÂáÜÂâ
ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ ÄÑÎÐ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ Ô ÅÓÖÒ-
ÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÐÇÔÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ. ¥ÇÕÂÎßÐÑ ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐÞ
ÕÂÍÉÇ ÏÇÕÑÆÞ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ
ÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÒÑÆÑÃÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇ-
ÐËÇ ÄÑÎÐ. °ÆÐÂÍÑ ÏÞ ÒÑÆÑÌÆÈÏ Í ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá ÊÂÆÂÚ
ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ Ô ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÆÓÖÅÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ, ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâáÜÇÌÔâ ×ËÊËÚÇÔÍË ÑÚÇÐß âÔÐÑÌ Ë ÆÑÒÖÔÍÂáÜÇÌ ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÐÂ ÆËÐÂÏËÍÖ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ àÄÑÎáÙËá ÄÑÎÐÞ,
ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¬Æ¶ u 0t �
� 6n2u 0x � u 0xxx � 0 Ë ËÏÇáÜÇÌ ÐÂÚÂÎßÐÖá ×ÑÓÏÖ "ÔÕÖ-
ÒÇÐßÍË". ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÕ ÚÎÇÐÂ 6n2u 0x ÎÇÅÍÑ ËÊÃÂÄËÕßÔâ,
ÒÇÓÇÌÆâ Ä ÔËÔÕÇÏÖ ÑÕÔÚÈÕÂ x 0 � xÿ 6n2t, t 0 � t, ÏÞ ÊÂ-
ÒËÛÇÏ ÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬Æ¶ Ä ÄËÆÇ

ut � uxxx � 0 ; �22�

Â Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ ÄÑÊßÏÈÏ

u0�x� � 1 ; x4 0 ;
0 ; x > 0 :

�
�23�

¿ÕÖ ÊÂÆÂÚÖ ÎÇÅÍÑ ÓÇÛËÕß ÕÑÚÐÑ ÏÇÕÑÆÑÏ ¶ÖÓßÇ, Ë
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÄËÆÖ:

u�x; t� �
�1
x=�3t�1=3

Ai �z� dz ; �24�

ÅÆÇAi �z�ì ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË ¿ÌÓË [20].
¬ÂÍ ÄËÆÐÑ, ÒÓÑ×ËÎß ÄÑÎÐÞ ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÂÄÕÑ-
ÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ z � x=�3t�1=3 (ÓËÔ. 2). ±ÓË ÃÑÎß-
ÛËØ x, ÍÑÅÆÂ z4 1, ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÑÎÐÞ ÔÒÂÆÂÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ Ä ÑÃÎÂÔÕß "ÕÇÐË", Â Ä ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ
ÃÑÎßÛËØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ x Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ
ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ×ÖÐÍÙËË ¿ÌÓË ÐÂØÑÆËÏ �ÿz4 1�

u�z� � 1ÿ 1���
p
p �ÿz�ÿ3=4 cos

�
2

3
�ÿz�3=2 � p

4

�
: �25�

±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂáÕ ÑÃÜÖá ËÆÇá Ñ
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÒÓÑâÄÎâáÕÔâ Ä ×ÑÓÏË-
ÓÑÄÂÐËË ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ËÊ ËÏÒÖÎß-
ÔÑÄ Ô ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÇÊÍËÏË ×ÓÑÐÕÂÏË. ¯Ñ ÄËÆ ÒÑÎÖÚÂá-

0 zÿ12,5 ÿ10,0 ÿ7,5 ÿ5,0 ÿ2,5

1,2

u�z�

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

²ËÔ. 2. ¤ÓÂ×ËÍ ÒÓÑ×ËÎâ ÄÑÎÐÞ (24) Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÌ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ z � x=�3t�1=3.
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ÜÇÌÔâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÐÂÄÑÆËÕ ÐÂ ÏÞÔÎß Ñ ÆÓÖÅÑÏ
ÒÑÆØÑÆÇ Í ÇÈ ÑÒËÔÂÐËá.

ª ÓËÔÖÐÑÍ 2, Ë ×ÑÓÏÖÎÂ (25) ÒÑÆÔÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ àÕÖ
ÄÑÎÐÖ ÏÑÉÐÑ ËÔÕÑÎÍÑÄÂÕß ÒÓË x! ÿ1 ÍÂÍ ÏÑÆÖÎËÓÑ-
ÄÂÐÐÖá ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÖá ÄÑÎÐÖ Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË ÄÑÎÐÑÄÞÏ
ÚËÔÎÑÏ, ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ë ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ. ±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ
ÕÂÍÖá ÄÑÎÐÖ Ä ÄËÆÇ

u�x; t� � 1� a�x; t� cos �y�x; t� � y0
�
; �26�

ÅÆÇ ÏÞ ÄÄÇÎË ×ÂÊÖ ÄÑÎÐÞ

y�x; t� � 2

3

� ÿx
�3t�1=3

�3=2

; �27�

ËÔÍÎáÚËÄ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ËÊ ÇÈ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ
ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ y0 � p=4. £ ÕÂÍÑÌ ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÄÑÎÐÇ
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ k�x; t� Ë ÚÂÔÕÑÕÖ
o�x; t� ÍÂÍ

k�x; t� � yx�x; t� � ÿ
�ÿx
3t

�1=2

;
�28�

o�x; t� � ÿyt�x; t� �
�ÿx
3t

�3=2

;

ÍÑÕÑÓÞÇ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÔÄâÊÂÐÞ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇÏ o � ÿk 3, ÔÎÇÆÖáÜËÏ ËÊ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¬Æ¶ (22), Õ.Ç. ÄÑÎÐÂ (26) ÎÑÍÂÎßÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÖá ÄÑÎÐÖ, âÄÎâáÜÖáÔâ ÒÓË ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËË
ÏÑÆÖÎâÙËÇÌ ÕÑÚÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ¦ÔÎË
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÖÚÂÔÕÑÍ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ô ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÄÑÎ-
ÐÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ k�x; t�, ÕÑ ËÊ ÒÇÓÄÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ (28) ÔÓÂÊÖ ÉÇ
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ àÕÑÕ ÖÚÂÔÕÑÍ ÒÇÓÇÏÇÜÂÇÕÔâ ÄÆÑÎß ÑÔË x Ô
ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá

vg � ÿ3k 2 � do
dk

�29�

ÔÑÅÎÂÔÐÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÏÖ ÔÄÑÌÔÕÄÖ ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË.
ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÕÂÍÑÇ ÄÄÇÆÇÐËÇ ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Ä ÕÇÑÓËá
ÏÑÆÖÎâÙËË ÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ ËÏÇÇÕ ÑÃÜËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ.

±ÖÔÕß ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÂâ ÎËÐÇÌÐÂâ ÄÑÎÐÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ
Ä ÄËÆÇ

u�x; t� � a�x; t� cos �y�x; t�� ; �30�

Ë ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÎÑÍÂÎßÐÑ Ô ØÑÓÑÛÇÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá
àÕÂ ÄÑÎÐÂ âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ Ô ÎÑÍÂÎßÐÞÏË ÊÐÂÚÇ-
ÐËâÏË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ Ë ÚÂÔÕÑÕÞ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ-
ÐÞÏË ÔÑÅÎÂÔÐÑ

k�x; t� � yx�x; t� ; o�x; t� � ÿyt�x; t� ; �31�

ÒÓËÚÈÏ ÑÐË ÔÄâÊÂÐÞ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÊÂÍÑÐÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËË ÆÎâ
ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ

o � o�k� : �32�

µÔÎÑÄËÇ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ ÒÇÓÇÍÓÈÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ×ÂÊÞ
�yx�t � �yt�x ÒÓËÄÑÆËÕ Ä ÔËÎÖ (31) Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

kt � ox � 0 ili kt � �kV�x � 0 ; �33�

ÅÆÇ V � V�k� ì ×ÂÊÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÑÎÐÞ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
ÚËÔÎÑ ÆÎËÐ ÄÑÎÐ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÆÎËÐÞ ÄÆÑÎß ÑÔË x ÓÂÄÐÑ

1=L � k=�2p�, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (33) ÏÑÉÐÑ ËÔÕÑÎÍÑÄÂÕß ÍÂÍ
ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÚËÔÎÂ ÄÑÎÐ, ÒÓËÚÈÏ k ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ËØ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË, Â o � kV ì ÒÑÕÑÍÂ. ±ÑÆÔÕÂÄËÄ Ä (33) ÊÂÍÑÐ
ÆËÔÒÇÓÔËË (32), ÒÓËÆÈÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

kt � vg�k�kx � 0 ; �34�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÐÑÄÂ ÅÑÄÑÓËÕ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ k
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá vg�k� � o 0�k� Ë ÔÑØÓÂ-
ÐâÇÕ ÔÄÑÈ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÄÆÑÎß ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË xÿ vg�k�t �
� const. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÒÂÍÇÕ, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ ËÊ
ÅÂÓÏÑÐËÍ Ô ÄÑÎÐÑÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË, ÃÎËÊÍËÏË Í ÊÐÂÚÇÐËá
k � k0, ÃÖÆÇÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕßÔâ, ÇÔÎË ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ËÊÏÇ-
ÐÇÐËÇÏ ×ÑÓÏÞ ÒÂÍÇÕÂ, Ô ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá vg�k0� �
� o 0�k0�.

´ÇÒÇÓß ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÄÇÓÐÖÕßÔâ Í ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÓÂÔÒÂÆÇ
ÔÕÖÒÇÐßÍË Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ (23) Ë ÄÏÇÔÕÑ ÇÈ
ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÖÐÍÙËË ¿ÌÓË ÒÓËÏÇÐËÕß
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (34). ¬ÎáÚÇÄÞÏ ÊÆÇÔß âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ, ÚÕÑ
ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ Ô ÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÔÕßá ÆÎËÐÞ, ÑÆÐÂÍÑ ËÔØÑÆÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ ËÏÇÇÕ ÐÇÍÑ-
ÕÑÓÑÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË c0. ±ÑàÕÑÏÖ ÓÇ-
ÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (34) ÏÑÉÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÎËÛß ÑÕ ÂÄÕÑÏÑ-
ÆÇÎßÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x � x=t �Ä ÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÇÆËÐËÙÂØ ì
ÑÕ x � x=�c0t��. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ k � k�x� Ä (34), ÐÂØÑÆËÏ
�dk=dx��vg�k� ÿ x� � 0. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÆÑÎß ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÞ dk=dx 6� 0, ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß k � k�x� ÐÇâÄÐÑ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

vg�k� � x � x

t
: �35�

¯ÂÌÆâ ÑÕÔáÆÂ k � k�x=t�, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÄÞÓÂÊËÕß ×ÂÊÖ
y�x; t� Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËâ yx � k Ô ÖÚÈÕÑÏ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ
ÚÂÔÕÑÕÂ o � ÿyt, âÄÎâáÜÂâÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÑÕ k, ÕÑÉÇ
ÏÑÉÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÎËÛß ÑÕ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ.
±ÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬Æ¶ ÒÑÎÖ-
ÚÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÎÇÅÍÑ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆâÕ ÖÉÇ ËÊÄÇÔÕ-
ÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÿ3k 2 � x=t, k � yx � ÿ�ÿx=�3t��1=2,
y � �2=3��ÿx=�3t�1=3�3=2. ªÕÂÍ, ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ (34) ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÎÇÅÍÑ ÐÂÌÕË ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍË ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ.

¥Îâ ÄÞÄÑÆÂ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ a�x; t� ÄÑÎÐÞ (30) ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÊÂÍÑÐ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÞ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá àÐÇÓÅËË ÒÑ
ÄÔÈ ÃÑÎßÛÇÏÖ ÑÃÝÈÏÖ, Â ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË Ä ÎËÐÇÌÐÞØ
ÔËÔÕÇÏÂØ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÍÄÂÆÓÂÕÖ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ. ±ÓË-
ÐËÏÂâ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÆÎËÐÇ ÄÑÎÐÞ ÎÑÍÂÎßÐÂâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË a 2�x; t� ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ Ô ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá vg, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÌ ÎÑÍÂÎßÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÚËÔÎÂ k, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÊÂÒËÔÂÕß ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË Ä
ÄËÆÇ

q�a 2�
qt
� q�vga 2�

qx
� 0 : �36�

£ ÔÎÖÚÂÇ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶ Ë ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÓÇÉËÏÂ (35) àÄÑÎáÙËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (36)
ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä tat � xax � ÿa=2. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÎÇÅÍÑ ÓÇ-
ÛÂÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ,
ÚÕÑ ÆÂÈÕ a�x; t� � �1= ��

t
p � f �x=t�, ÅÆÇ f ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ

×ÖÐÍÙËâ. ±ÓËÐËÏÂâ, ÚÕÑ Ä ÊÂÆÂÚÇ ÑÃ àÄÑÎáÙËË ÔÕÖÒÇÐßÍË
ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÕÂÍÉÇ ÊÂÄËÔËÕ ÎËÛß ÑÕ ÕÑÌ ÉÇ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÌ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ z � ÿx=�3t�1=3, ÑÕ ÍÑÕÑÓÑÌ ÊÂÄËÔËÕ ÄÑÎÐÑÄÑÇ
ÚËÔÎÑ k, ÎÇÅÍÑ ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ f �x=t� � const �ÿx=t�ÿ3=4 Ë
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×ÑÓÏÂ ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ-
ÐÑÌ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ:

u�x; t� � const��
t
p

�ÿx
t

�ÿ3=4
cos

�
2

3

�ÿx�3=2
�3t�1=2

�
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÇÎË ÑÔÐÑÄÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍË ÓÇÛÇÐËâ (25), ÐÇ ËÔÒÑÎßÊÖâ ÍÂÍÖá-ÎËÃÑ ËÐ×ÑÓÏÂ-
ÙËá Ñ ÔÄÑÌÔÕÄÂØ ×ÖÐÍÙËË ¿ÌÓË, Â ÓÇÛÂâ ÄÏÇÔÕÑ àÕÑÅÑ
ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (34) Ë (36) ÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË.
ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ËÆÇâ àÕÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÊÂÍÑÐÂ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÚËÔÎÂ ÄÑÎÐ Ë ÆÓÖÅËØ ÊÂÍÑÐÑÄ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ Ô
ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞÏË ÒÎÑÕÐÑÔÕâÏË Ë ÒÑÕÑÍÂÏË ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÑÃÑÃ-
ÜÇÐËÇ ÆÎâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ. ªÏÇÐÐÑ àÕÑ ÃÞÎÑ ÔÆÇÎÂÐÑ
µËÊÇÏÑÏ ÆÎâ ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ÍÐÑËÆÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ¬Æ¶, Ë ÏÞ ÑÃÓÂÕËÏÔâ Í ÇÅÑ ÕÇÑÓËË Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.

4. ´ÇÑÓËâ µËÊÇÏÂ

®Þ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ËÊÎÑÉÇÐËÇÏ ÑÃÜÇÌ ËÆÇË µËÊÇÏÂ [2] ÑÃ
ÖÔÓÇÆÐÇÐËË ÊÂÍÑÐÑÄ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ, Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ àÄÑÎáÙËâ ÄÑÎÐÞ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÆÎâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ u:

F�u; ut; ux; utt; utx; uxx; . . .� � 0 : �37�

®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (37) ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËâ Ä
ÄËÆÇ ÃÇÅÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ, ÍÑÅÆÂ u�x; t� ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ x Ë t ÕÑÎßÍÑ Ä
ÍÑÏÃËÐÂÙËË x � xÿ Vt, u � u�x�, Ë ÆÎâ ÕÂÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (37) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄÇÆÇÐÑ Í ÄËÆÖ

u 2
x � F�u;V;Ai� ; �38�

ÅÆÇ Ai ì ÐÂÃÑÓ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ ÒÓË ÄÞÄÑÆÇ
(38) ËÊ (37). £ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÃÇÅÖÜÇÌ ÄÑÎÐÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ u
ÑÔÙËÎÎËÓÖÇÕ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÐÖÎâÏË ×ÖÐÍÙËË F�u�. °ÃÑ-
ÊÐÂÚËÏ àÕË ÐÖÎË ÍÂÍ u1�V;Ai� Ë u2�V;Ai�, u1 < u2; ÒÓËÚÈÏ
×ÖÐÍÙËâ F ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
u1 < u < u2. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

L � L�V;Ai� � 2

� u2

u1

du����������������������
F�u;V;Ai�

p ; �39�

Â ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ k Ë ÚÂÔÕÑÕÂ o ËÏÇáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

k � k�V;Ai� � 1

L�V;Ai� ; �40�
o � o�V;Ai� � Vk�V;Ai� ;

ÒÓËÚÈÏ ÏÞ ÑÒÖÔÕËÎË ÏÐÑÉËÕÇÎß 2p Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÇÅÑ ÄÄÇÆÇÐËÇ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
ÕÇÑÓËË ÐÖÉÐÑ ÎËÛß ÆÎâ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ Ô ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆ-
ÐÞÏ ÒÓÇÆÇÎÑÏ Ë ÒÓË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË àÕÑÕ ÏÐÑÉËÕÇÎß
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÎÇÅÍÑ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ
ÚËÔÎÑ k ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ Ä ÕÑÚÐÑÔÕË ÓÂÄÐÞÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÚËÔÎÂ
ÄÑÎÐ. £ ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÄÑÎÐÇ u�x;V;Ai� ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ V Ë
Ai âÄÎâáÕÔâ ÏÇÆÎÇÐÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË x Ë t, ÏÂÎÑ ËÊÏÇ-
ÐâáÜËÏËÔâ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÒÑÓâÆÍÂ ÑÆÐÑÌ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ
L Ë ÊÂ ÄÓÇÏâ ÒÑÓâÆÍÂ ÑÆÐÑÅÑ ÒÇÓËÑÆÂ 1=o. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ,
ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ËÐÕÇÓÄÂÎ D ÏÐÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ
L, ÐÑ ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ ÐÇÍÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ l, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÇÅÑ
ÄÑÎÐÑÄÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ Ä ÙÇÎÑÏ: L5D5 l. ÁÔÐÑ, ÚÕÑ Ô
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÏÂÎÞØ ÄÇÎËÚËÐ ÒÑÓâÆÍÂ e � D=l ÖÔÓÇÆÐÇ-

ÐËÇ ÒÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÖ D àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËá ÒÑ ÆÎËÐÇ
ÄÑÎÐÞ L. ±ÑàÕÑÏÖ ÖÔÓÇÆÐâÕß ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÑ
ÃÞÔÕÓÞÏ ÑÔÙËÎÎâÙËâÏ Ä ÄÑÎÐÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÔÑÅÎÂÔÐÑ
ÒÓÂÄËÎÖ

hFi � 1

L

� L

0

F�x 0; t� dx 0 : �41�

¦ÔÎË ËÊÄÇÔÕÇÐ ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ Pt �Qx � 0, ÕÑ ÒÑÔÎÇ
ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÑÐ ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

q
qt
hPi � q

qx
hQi � 0 ; �42�

ÅÆÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ x Ë t ËÏÇÇÕÔâ ÎËÛß Ä ÏÇÆÎÇÐÐÑ
ËÊÏÇÐâáÜËØÔâ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂØ V Ë Ai,
ÄØÑÆâÜËØ Ä ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ. ®Þ ÏÑÉÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ (42) ÍÂÍ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÎâ àÕËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÒÑÆÑÃÐÑ ÕÑÏÖ ÍÂÍ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÎË ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË.

´ÇÒÇÓß ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÑÃÓÂÕËÕßÔâ Í ÄÞÄÑÆÖ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐ-
ÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÍÐÑËÆÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ¬Æ¶. £ ÔÎÂÃÑ
ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÄÑÎÐÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ A, B, V ËÎË n1, n2, n3
ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÏÇÆÎÇÐÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÑÕ x Ë t, Ë ÏÞ ØÑÕËÏ
ÐÂÌÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ àÄÑÎáÙËá àÕËØ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÄ. £ÞÚËÔÎÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÖÒÓÑÔÕËÕß, ÒÓËÐâÄ ÄÑ ÄÐË-
ÏÂÐËÇ, ÚÕÑ ÑÆÐÑ ËÊ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÂÏ ÖÉÇ
ËÊÄÇÔÕÐÑ. ©ÂÏÇÐËÄ Ä ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÛÇÐËË (16) ÂÓÅÖ-
ÏÇÐÕ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ×ÂÊÑÌ y, ÍÑÕÑÓÖá ÏÑÉÐÑ
ÑÒÓÇÆÇÎËÕß Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÑÆØÑÆâÜÇÅÑ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ
ÏÐÑÉËÕÇÎâ, ÏÞ, ÍÂÍ Ë Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÄÄÑÆËÏ ÎÑ-
ÍÂÎßÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ Ë ÚÂÔÕÑÕÞ×ÑÓÏÖÎÂÏË
(31), Ë ÕÑÅÆÂ ÑÐË ÆÑÎÉÐÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÊÂÍÑÐÖ ÔÑØÓÂÐÇ-
ÐËâ ÚËÔÎÂ ÄÑÎÐ (33). £ ÔÎÂÃÑ ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÄÑÎÐÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ k Ë o ÆÂáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË (40) Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË V, Ai, ÕÂÍ ÚÕÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇ àÕËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÒÓË àÄÑÎáÙËË ÄÑÎÐÞ ÆÑÎÉÐÑ ÒÑÆÚËÐâÕßÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËá

kt � �kV�x � 0 ; k � 1

L
: �43�

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÐÇÆÑÔÕÂáÜËØ ÆÄÖØÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞÇ ÊÂÍÑÐÞ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ:

ut � �3u 2 � uxx�x � 0 ; �44��
1

2
u 2

�
t

�
�
2u 3 � uuxx ÿ 1

2
u 2
x

�
x

� 0 ;

ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ Ä ÐËØ ut ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶.

³ÐÂÚÂÎÂ ÏÞ ÄÞÄÇÆÇÏ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ A, B, V. ³ÎÇÆÖâ µËÊÇÏÖ, ÄÞÓÂÊËÏ ÔÓÇÆÐËÇ
ÄÇÎËÚËÐÞ ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá

W � ÿ
���
2
p � ������������������������������������������������

ÿA� Bu� 1

2
Vu 2 ÿ u 3

r
du �

� ÿ
���
2
p � ��������������

ÿR�u�
p

du ; �45�

ÅÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÃÇÓÈÕÔâ ÒÑ ÊÂÏÍÐÖÕÑÏÖ ÍÑÐÕÖÓÖ ÄÑÍÓÖÅ
ËÐÕÇÓÄÂÎÂ n2 4 u4n3. ¥ÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ L � 1=k ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ
ÚÇÓÇÊW ÍÂÍ

L � 1���
2
p

�
du��������������ÿR�u�p � qW

qA
� WA : �46�
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ÇÅÍÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÔÓÇÆÐËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ:

hui � k

� L

0

u dx � k���
2
p

�
u du��������������ÿR�u�p � ÿkWB ;�

1

2
u 2

�
� k

� L

0

�1=2�u 2 du

ux
� ÿkWV ; �47�

hu 2
x i � k

�
u 2
x du

ux
� ÿkW :

£ÕÑÓÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ uxx ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÔÍÎáÚÇÐÞ ËÊ ÊÂ-
ÍÑÐÑÄ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ uxx � B� Vuÿ
ÿ 3u 2. ±ÑÔÎÇ ÒÓÑÔÕÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ kWA � 1 Ë ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ÔÓÇÆÐËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞÇ ÊÂÍÑÐÞ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ Ä ÄËÆÇ

�kWB�t � �kVWB ÿ B�x � 0 ; �48�
�kWV�t � �kVWV ÿ A�x � 0 :

±ÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË k � 1=WA Ë ÄÄÇÆÇÐËâ "ÆÎËÐÐÑÌ"
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ D=Dt � q=qt� V q=qx ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÏÑ-
ÆÖÎâÙËÑÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ

DWA

Dt
� WA

qV
qx

;
DWB

Dt
� WA

qB
qx

;
�49�

DWV

Dt
� WA

qA
qx

;

ÒÇÓÄÑÇ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ
(43) Ô ÒÑÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÏ Ä ÐÇÅÑ ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ k � 1=WA.

¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÍÂÉÖÜÖáÔâ ÒÓÑÔÕÑÕÖ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ, ÑÐË ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ ÒÑÎÇÊÐÞ ÐÂ ÒÓÂÍÕËÍÇ. ±ÑàÕÑÏÖ
ÒÓËÄÇÆÈÏ ËØ Í ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ n1, n2, n3. ªÊ (14) ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎÂÏË:

dV � 2�dn1 � dn2 � dn3� ;
dB � ÿ��n2 � n3� dn1 � �n1 � n3� dn2 � �n1 � n2� dn3

�
;

dA � ÿ�n2n3 dn1 � n1n3 dn2 � n1n2 dn3� :

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÖÓÂÄÐÇÐËâ (49) Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ n1, n2, n3
ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ÄËÆ

WA; n1
Dn1
Dt
�WA; n2

Dn2
Dt
�WA; n3

Dn3
Dt
�

� 2WA�n1; x � n2; x � n3; x� ;

WB; n1
Dn1
Dt
�WB; n2

Dn2
Dt
�WB; n3

Dn3
Dt
�

� ÿWA

��n2 � n3�n1; x � �n1 � n3�n2; x � �n1 � n2�n3; x
�
;

WV; n1
Dn1
Dt
�WV; n2

Dn2
Dt
�WV; n3

Dn3
Dt
�

� ÿWA

�
n2n3n1;x � n1n3n2; x � n1n2n3; x

�
; �50�

ÅÆÇ ÄÔÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË W ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕÔâ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÂÏË, ÒÑÆÑÃÐÞÏË (45), (47).

µÍÂÊÂÐËÇÏ ÆÎâ ÒÑÔÎÇÆÖáÜËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÔÎÖÉËÕ
ÕÑ, ÚÕÑ ÒÓÂÄÞÇ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (50) ËÏÇáÕ ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ ÉÇ
ÏÐÑÉËÕÇÎßWA. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÒÑÆÑÃÓÂÕß ÕÂÍËÇ ËØ ÎË-
ÐÇÌÐÞÇ ÍÑÏÃËÐÂÙËË, ÚÕÑÃÞ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÇÓÇÆ ÑÆÐÑÌ ËÊ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÑÃÓÂÕËÎÔâ Ä ÐÖÎß, Â ÆÓÖÅËÇ ÆÄÂ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÂ ÔÕÂÎË ÓÂÄÐÞÏË ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÖÏÐÑ-
ÉËÏ ÒÇÓÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (50) ÐÂ p, ÄÕÑÓÑÇ ì ÐÂ q, ÕÓÇÕßÇ ì

ÐÂ r, ÔÎÑÉËÏ ËØ Ë ÒÑÆÃÇÓÈÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ p, q, r ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÇÓÇÆ n1; x ÑÃÓÂÕËÎÔâ Ä ÐÖÎß, Â ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ ÒÇÓÇÆ n2; x Ë n3; x ÔÕÂÎË ÓÂÄÐÞÏË ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ:

2pÿ q�n2 � n3� ÿ rn2n3 � 0 ;

2pÿ q�n1 � n3� ÿ rn1n3 � 2pÿ q�n1 � n2� ÿ rn1n2 :

ªÊ àÕËØ ÖÔÎÑÄËÌ ÔÓÂÊÖ ÔÎÇÆÖÇÕ

q � ÿrn1 ; p � ÿ 1

2
r�n1n2 � n1n3 ÿ n2n3� ;

ÕÂÍ ÚÕÑ ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÑÎÑÉËÕß r � ÿ2 Ë ÒÑÎÖÚËÕß p �
� n1n2 � n1n3 ÿ n2n3, q � 2n1, r � ÿ2. ´ÑÅÆÂ ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß
àÕÑÌ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÏÃËÐÂÙËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (50) ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ
ÄËÆ

ÿ2�n2 ÿ n1��n3 ÿ n1�WA
q�n2 � n3�

qx
: �51�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÇÔÎË Ä ÕÂÍÑÌ ÉÇ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÏÃËÐÂ-
ÙËË ÎÇÄÞØ ÚÂÔÕÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (50) ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÇÓÇÆ
Dn1=Dt ÑÃÓÂÕËÕÔâ Ä ÐÖÎß, Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÒÇÓÇÆ Dn2=Dt
Ë Dn3=Dt ÑÍÂÉÖÕÔâ ÓÂÄÐÞÏË ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ, ÕÑ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐ-
ÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓËÏÖÕ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÒÓÑÔÕÑÌ "ÆËÂÅÑ-
ÐÂÎßÐÞÌ" ÄËÆ.

³ ÒÑÏÑÜßá ÎÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓâÇÏÑÅÑ ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ

d

du

 
2

���������������������������������
�uÿ n2��uÿ n3�
ÿ�uÿ n1�

s !
�

� ÿ u 2 ÿ 2n1u� n1n2 � n1n3 ÿ n2n3
�uÿ n1�

��������������ÿR�u�p
ÒÑÎÖÚÂÇÏ

pWA; n1 � qWB; n1 � rWV; n1 �

� ÿ 1���
8
p

�
d

du

 
2

���������������������������������
�uÿ n2��uÿ n3�
ÿ�uÿ n1�

s !
du � 0 ;

ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÐÑÌ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË, Ë ÒÇÓÄÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ
ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÄÞÒÑÎÐÇÐÐÞÏ.

¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ ÒÇÓÇÆ Dn2=Dt Ë Dn3=Dt ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ËÏÇáÕ ÄËÆ

K2 � pWA; n2 � qWB; n2 � rWV; n2 �

� 1���
8
p

�
u 2 ÿ 2n1u� n1n2 � n1n3 ÿ n2n3

�uÿ n2�
��������������ÿR�u�p du ;

K3 � pWA; n3 � qWB; n3 � rWV; n3 �

� 1���
8
p

�
u 2 ÿ 2n1u� n1n2 � n1n3 ÿ n2n3

�uÿ n3�
��������������ÿR�u�p du ;

Ë ËØ ÓÂÊÐÑÔÕß ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá ÍÂÍ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÒÇÓËÑÆÖ ÑÕ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË:

K2 ÿ K3 � n2 ÿ n3���
8
p

�
d

du

 
2

���������������������������������
ÿ�uÿ n1�

�uÿ n2��uÿ n3�

s !
du � 0 :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, K2 � K3 Ë ÍÑÏÃËÐÂÙËâ n2 � n3 âÄÎâÇÕÔâ
ÖÆÑÃÐÑÌ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÏÑÆÖ-
ÎâÙËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ. £ÑÊ-
ÐËÍÛËÌ ÊÆÇÔß ÍÑà××ËÙËÇÐÕ K2 � K3 ÒÇÓÇÆ D�n2 � n3�=Dt
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ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐ ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËáWA. £ ÔÂÏÑÏ
ÆÇÎÇ, K2 Ë K3 ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

K2 � n2 ÿ n1���
2
p

� �uÿ n3� du
�uÿ n2�

��������������ÿR�u�p �

� 1���
8
p

�
u 2 ÿ 2n2u� n1n2 � n2n3 ÿ n1n3

�uÿ n2�
��������������ÿR�u�p du ;

K3 � n3 ÿ n1���
2
p

� �uÿ n2� du
�uÿ n3�

��������������ÿR�u�p �

� 1���
8
p

�
u 2 ÿ 2n3u� n1n3 � n2n3 ÿ n1n2

�uÿ n3�
��������������ÿR�u�p du :

¯Ñ ÄÕÑÓÞÇ ÚÎÇÐÞ Ä ÒÓÂÄÞØ ÚÂÔÕâØ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá Ä ÔËÎÖ
ÕÑÉÆÇÔÕÄ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞØ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÞÏ ÄÞÛÇ, Â ÑÔÕÂÄ-
ÛËÇÔâ ÐÇÐÖÎÇÄÞÇ ÚÎÇÐÞ ÎÇÅÍÑ ÒÓËÄÑÆâÕÔâ Í ÄËÆÖ

K2 � �n2 ÿ n1�WA ÿ 2�n2 ÿ n1��n3 ÿ n2�WA; n2 ; �52�
K3 � �n3 ÿ n1�WA � 2�n3 ÿ n1��n3 ÿ n2�WA; n3 :

´ÑÅÆÂ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ K2 � K3 ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÉÆÇÔÕÄÖ

WA � ÿ2
��n2 ÿ n1�WA; n2 � �n3 ÿ n1�WA; n3

�
;

ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ Ä ÎáÃÑÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (52) ÆÂÈÕ

K2 � K3 � ÿ2�n2 ÿ n1��n3 ÿ n1��WA; n2 �WA; n3� �
� 2�n2 ÿ n1��n3 ÿ n1�WA; n1

Ä ÔËÎÖ

WA; n1 �WA; n2 �WA; n3 �
1���
8
p

� ÿR 0�u� du
�ÿR�3=2�u�

� 0 :

´ÇÒÇÓß ÒÓËÓÂÄÐËÄÂÇÏ ÎÇÄÖá ÚÂÔÕß ÐÂÛÇÌ ÎËÐÇÌÐÑÌ
ÍÑÏÃËÐÂÙËË

2�n1 ÿ n2��n1 ÿ n3�WA; n1
D�n2 � n3�

Dt

ÇÈ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (51) Ë ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

D�n2 � n3�
Dt

� WA

WA; n1

q�n2 � n3�
qx

� 0 : �53�

¸ËÍÎËÚÇÔÍÂâ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ n1, n2, n3 ÆÂÈÕ ÆÄÂ
ÆÓÖÅËØ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ µËÊÇÏÂ:

D�n3 � n1�
Dt

� WA

WA; n2

q�n3 � n1�
qx

� 0 ;

�54�
D�n1 � n2�

Dt
� WA

WA; n3

q�n1 � n2�
qx

� 0 :

£ ÍÂÉÆÑÇ ËÊ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ µËÊÇÏÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÄØÑÆâÕ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÄÇÎËÚËÐ n2 � n3, n3 � n1,
n1 � n2, Õ.Ç. ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓËÑÃÓÇÎË ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÄËÆ.
±ÑàÕÑÏÖ ÒÓÑÄÇÆÈÐÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÖ ÑÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ×ÑÓÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÅÂÊÑÄÑÌ ÆËÐÂ-
ÏËÍË Í ËØ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ÆÎâ ÆÓÖÅËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ,
ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË ²ËÏÂÐÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [22]).
±ÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏ ÐÑÄÞÇ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞÇ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÇ, ÓËÏÂÐÑÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ r1 4 r2 4 r3 ÏÑÆÖÎâÙËÑÐ-

ÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ, ÍÂÍ

r1 � 1

2
�n1 � n2� ; r2 � 1

2
�n1 � n3� ; r3 � 1

2
�n2 � n3� ; �55�

n1 � r1 � r2 ÿ r3 ; n2 � r1 � r3 ÿ r2 ; n3 � r2 � r3 ÿ r1 ;

Ë ÄÞÓÂÉÂÇÏ ÚÇÓÇÊ ÐËØ ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ. £ ÚÂÔÕÐÑ-
ÔÕË, ÐÂØÑÆËÏ WA; r1 � WA; n1 �WA; n2 ÿWA; n3 � ÿ2WA; n3 ,
WA; r2 � ÿ2WA; n2 ,WA; r3 � ÿ2WA; n1 . µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑWA �
� L, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

WA

WA; n1
� ÿ 2WA

WA; r3

� ÿ 2L

qL=qr3

Ë ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ WA=WA; n2 Ë WA=WA; n3 .
¯ÂÍÑÐÇÙ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ

V � 2�n1 � n2 � n3� � 2�r1 � r2 � r3� ; �56�

ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ µËÊÇÏÂ Ä ÄËÆÇ

qri
qt
� vi�r1; r2; r3� qriqx

� 0 ; i � 1; 2; 3 ; �57�

ÅÆÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË

vi � 2�r1 � r2 � r3� ÿ 2L

qL=qri
�

�
�
1ÿ L

qiL
qi

�
V ; i � 1; 2; 3 ; �58�

qi � q=qri. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ×ÑÓÏÖÎÂ (18) ÆÎâ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ
ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä

L � 2K�m���������������
r3 ÿ r1
p ; m � r2 ÿ r1

r3 ÿ r1
; �59�

ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ (59) Ä (58) Ô ÖÚÈÕÑÏ ËÊÄÇÔÕÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ
ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ K�m� (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [20]) ÆÂÈÕ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ vi Ä ÄËÆÇ

v1 � 2�r1 � r2 � r3� � 4�r2 ÿ r1�K�m�
E�m� ÿ K�m� ;

v2 � 2�r1 � r2 � r3� ÿ 4�r2 ÿ r1��1ÿm�K�m�
E�m� ÿ �1ÿm�K�m� ; �60�

v3 � 2�r1 � r2 � r3� � 4�r3 ÿ r1��1ÿm�K�m�
E�m� ;

ÅÆÇ E�m� ì ÒÑÎÐÞÌ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÓÑÆÂ. ªÏÇÐÐÑ Í ÕÂÍÑÏÖ ÄËÆÖ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÆÎâ ÍÐÑËÆÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ¬Æ¶ ÒÓËÛÈÎ µËÊÇÏ Ä ÓÂÃÑÕÇ [2].

£ÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÕÓÈØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ä ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÄËÆ âÄÎâÇÕÔâ Ä
ÄÞÔÛÇÌ ÔÕÇÒÇÐË ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ ×ÂÍÕÑÏ. ¬ ÔÚÂÔÕßá,
µËÊÇÏ ÐÇ ÊÐÂÎ ÕÇÑÓÇÏÞ, ÖÕÄÇÓÉÆÂáÜÇÌ, ÚÕÑ Ä ÔËÔÕÇÏÂØ
ÃÑÎÇÇ ÚÇÏ ÆÄÖØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÕÂÍÑÌ ÒÇÓÇØÑÆ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ,
ÐÇÄÑÊÏÑÉÇÐ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [23]). ³ÂÏ µËÊÇÏ ÐÂÊÞÄÂÇÕ Ä
ÍÐËÅÇ [21] ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÕÂÍÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ "ÖÆËÄË-
ÕÇÎßÐÑÌ". £ÒÑÔÎÇÆÔÕÄËË ÄÞâÔÐËÎÑÔß, ÚÕÑ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÖÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ
ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÞÏ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ "ÒÑÎÐÑÌ ËÐ-
ÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕË" ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶, ÍÑÕÑÓÑÇ ÃÞÎÑ ÑÕÍÓÞÕÑ
ÆÄÖÏâ ÅÑÆÂÏË ÒÑÊÆÐÇÇ [24].

¦ÔÎË ÓÇÛÇÐËÇ ri � ri�x; t�, i � 1; 2; 3, ÖÓÂÄÐÇÐËÌµËÊÇÏÂ
ÆÎâ ÍÂÍÑÌ-ÕÑ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÐÂÌÆÇÐÑ, ÕÑ ÒÓÑ×ËÎß
ÄÑÎÐÞ Ä ¥µ£ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ àÕÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ
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Ä ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
(ËÐÄÂÓËÂÐÕÂØ ²ËÏÂÐÂ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ) ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÄËÆ

u � r2 � r3 ÿ r1 ÿ 2�r2 ÿ r1� sn2
ÿ ��������������

r3 ÿ r1
p �xÿ Vt�;m� �61�

Ô ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ (59). ±ÓË r2 ! r3, ÍÑÅÆÂ L!1, ÏÞ
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÑÎËÕÑÐÐÑÏÖ ÒÓÇÆÇÎÖ:

u�x; t���
r2�r3� r1 � 2�r3 ÿ r1�

cosh2
� ��������������

r3 ÿ r1
p �xÿ Vst�

� ; �62�
Vs � 2�r1 � 2r3� ;

Â Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÏÂÎÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ, r2 ÿ r1 5 r2, ÍÐÑËÆÂÎßÐÂâ
ÄÑÎÐÂ ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÖá:

u�x; t� � r3 � �r2 ÿ r1� cos
�
2
��������������
r3 ÿ r1
p �xÿ Vt�� ; �63�

V � 2�2r1 � r3� ;

Ô ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ p=
��������������
r3 ÿ r1
p

, ÚÕÑ, ÍÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß,
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÓÇÆÇÎÑÏ m! 0 ÄÞÓÂÉÇÐËâ (59).

µÓÂÄÐÇÐËâ µËÊÇÏÂ ÒÑÊÄÑÎâáÕ, ÆÂÉÇ ÇÔÎË ÑÅÓÂÐË-
ÚËÕßÔâ ÕÑÎßÍÑ ËØ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÑÆÄË-
ÐÖÕßÔâ Ä ÑÒËÔÂÐËË ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ¥µ£ Ä ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ
ÊÂÆÂÚÂØ, Ë ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÃÞÎË ÐÂÚÂÕÞ Ä ÓÂ-
ÃÑÕÇ ¤ÖÓÇÄËÚÂ Ë ±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ [1]. °ÆÐÂÍÑ, ÒÓÇÉÆÇ ÚÇÏ
ÒÇÓÇÌÕË Í ÕÂÍËÏ ÊÂÆÂÚÂÏ, ÏÞ ÑÒËÛÇÏ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5 ÑÃÜËÌ
ÏÇÕÑÆ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ, ÓÂÊÄËÕÞÌ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ
Ä ÃÑÎÇÇ ÒÑÊÆÐËØ ÓÂÃÑÕÂØ ¤ÖÓÇÄËÚÂ Ô ÔÑÕÓÖÆÐËÍÂÏË [25 ë
29] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [30 ë 35]).

5. °ÃÑÃÜÈÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ÅÑÆÑÅÓÂ×Â

¦ÜÈ ²ËÏÂÐÑÏ ÃÞÎÑ ÊÂÏÇÚÇÐÑ, ÚÕÑ ÇÔÎË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ
ÅÂÊÑÄÑÌ ÆËÐÂÏËÍË ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÕÇÚÇ-
ÐËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÅÂÊÂ r � r�x; t� Ë ÔÍÑÓÑÔÕß
ÕÇÚÇÐËâ u � u�x; t� âÄÎâáÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x Ë
ÄÓÇÏÇÐË t, ÔÆÇÎÂÕß ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÅÑÆÑ-
ÅÓÂ×Â, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ x Ë t ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË ÄÞÓÂ-
ÉÇÐÐÞØ ÚÇÓÇÊ r Ë u ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ, ÕÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÆÎâ x Ë t ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏË Ë ÆÑÒÖÔÍÂáÕ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÆÑÃÐÖá ÆÎâ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ×ÑÓÏÖ ÓÇÛÇÐËâ.

®ÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ µËÊÇÏÂ (57) ÒÑ ×ÑÓÏÇ
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÅÂÊÑÄÑÌ ÆËÐÂÏËÍË ÒÑÔÎÇ ËØ
ÒÓËÄÇÆÇÐËâ Í ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÏÖ ÄËÆÖ, ÒÑàÕÑÏÖ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÒÑÒÞÕÂÕßÔâ ÒÓËÏÇÐËÕß ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÏÇÕÑÆ. ´ÂÍÑÌ "ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ÅÑÆÑ-
ÅÓÂ×Â" ÃÞÎ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐ Ä ÄÇÔßÏÂ ÑÃÜÇÌ ×ÑÓÏÇ ³.±. ¸Â-
ÓÈÄÞÏ [36] ÍÂÍ ÔÒÑÔÑÃ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ Ô ÚËÔÎÑÏ ÊÂÄËÔËÏÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÃÑÎÇÇ ÆÄÖØ.
®Þ ÒÓËÄÇÆÈÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ ÔÄÇÆÇÐËâ ÑÃ àÕÑÏ
ÏÇÕÑÆÇ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÃÞÎË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ¤ÖÓÇÄËÚÇÏ Ô ÔÑ-
ÕÓÖÆÐËÍÂÏË ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ (57) Ä ÊÂÆÂÚÇ
¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ.

£ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ·ÑÒ×Â (10), âÄÎâá-
ÜÇÅÑÔâ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ ÒÓÇÆÇÎÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶, ÓÇ-
ÛÇÐËÇ (11) ÎÇÅÍÑ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ u. ´ÇÒÇÓß Ö ÐÂÔ ËÏÇáÕÔâ ÕÓË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(57) ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÅÑ ÄËÆÂ Ë ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÑÒÞÕÂÕßÔâ ËÔÍÂÕß
ËØ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ ×ÑÓÏÇ:

xÿ vi�r�t � wi�r� ; i � 1; 2; 3 ; �64�
ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËË wi�r� ÒÑÆÎÇÉÂÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá. ¥Ë××ÇÓÇÐÙË-
ÓÑÄÂÐËÇ àÕËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÒÑ rj ÆÂÈÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

ÿ�qvi=qrj�t � qwi=qrj; i 6� j; ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÏÑÉÐÑ ËÔÍÎá-
ÚËÕß t Ô ÒÑÏÑÜßá (64), t � ÿ�wi ÿ wj�=�vi ÿ vj�, Ë Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÞÄÑÆÖ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËË wi

ÆÑÎÉÐÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ¸ÂÓÈÄÂ

1

wi ÿ wj

qwi

qrj
� 1

vi ÿ vj
qvi
qrj

; i 6� j : �65�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÇÔÎË ÏÞ ÐÂÌÆÈÏ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ wi�r�
àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÞØ vi�r�, ÕÑ ÒÑÎÖÚËÏ ÑÃÜÇÇ
ÓÇÛÇÐËÇ (64) ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ (57), ÍÑÕÑÓÑÇ ÊÂÕÇÏ
ÏÑÉÐÑ ÃÖÆÇÕ ÍÑÐÍÓÇÕËÊËÓÑÄÂÕß ÆÎâ ÍÂÍÑÌ-ÕÑ ÚÂÔÕÐÑÌ
ÊÂÆÂÚË.

±ÑÆØÑÆ Í ÓÇÛÇÐËá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (65) ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË, ÇÔÎË
ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ àÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ
ÍÂÍ ÖÔÎÑÄËâ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ (57) Ë ÐÇÍËØ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

qri
qt
� wi�rj� qriqx

� 0 ; i; j � 1; 2; 3 ; �66�

ÆÎâ àÄÑÎáÙËË ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ
×ËÍÕËÄÐÑÅÑ "ÄÓÇÏÇÐË" t Ô ×ÑÓÏÂÎßÐÞÏË "ÔÍÑÓÑÔÕâÏË"
wi�rj�. ´ÑÅÆÂ ÖÔÎÑÄËÇ q2ri=qt qt � q2ri=qt qt ÒÑÔÎÇ ÒÓÑÔÕÞØ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÆÂÈÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ wjqvi=qrj � viqwi=qrj �
� vjqwi=qrj � wiqvi=qrj, àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÇ (65). ³ÚËÕÂâ wi�r�
ÂÐÂÎÑÅÑÏ ÖËÊÇÏÑÄÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÔÍÂÕß
ÓÇÛÇÐËÇ wi ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¸ÂÓÈÄÂ Ä ÄËÆÇ [26]

wi �
ÿ
1ÿ �qi lnL�ÿ1qi

�
W ; qi � q

qri
; �67�

ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÏ (58). ªÔÒÑÎßÊÖâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ vi � 2s1ÿ
ÿ2�qi lnL�ÿ1, s1 � r1 � r2 � r3, ÏÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÏ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ (67) Ä ÄËÆÇ

wi �W�
�
1

2
vi ÿ s1

�
qiW ; �68�

Ë Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÑÔÕÑÅÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÐÂØÑÆËÏ

wi ÿ wj �
�
1

2
vj ÿ s1

�
�qiWÿ qjW� � 1

2
�vi ÿ vj�qiW ;

qjwi � qjWÿ qiW�
�
1

2
vi ÿ s1

�
qi jW� 1

2
qjvi qiW ;

ÅÆÇ qi j � q2=qri qrj. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ àÕËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ Ä ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (65) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÆÎâW:

qjWÿ qiW�
�
1

2
vi ÿ s1

�
qi jW �

�
�
1

2
vj ÿ s1

�
�qiWÿ qjW� qjvi

vi ÿ vj : �69�

¹ÕÑÃÞ ÔÆÇÎÂÕß ÆÂÎßÐÇÌÛËÇ ÖÒÓÑÜÇÐËâ, ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÏÐÑ-
ÅÑÚÎÇÐ

Q�r� � �rÿ r1��rÿ r2��rÿ r3� �
� r 3 ÿ s1r 2 � s2rÿ s3 ; �70�

s1 �
X
i

ri ; s2 �
X
i<j

ri rj ; s3 � r1r2r3 ;

ÅÆÇ r ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ, Ë ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÎÇÅÍÑ
ÒÓÑÄÇÓâÇÏÑÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ

qi j
1����������
Q�r�p � 1

2�ri ÿ rj�
�
qi

1����������
Q�r�p ÿ qj

1����������
Q�r�p �

; �71�
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ªÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (18) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÐÇÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ L � � dr=

����������
Q�r�p

, ÅÆÇ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ÒÑ ÊÂÏÍÐÖÕÑÏÖ ÍÑÐÕÖÓÖ,
ÑÍÓÖÉÂáÜÇÏÖ ËÐÕÇÓÄÂÎ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÐÖÎâÏË, r1 Ë r2,
ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÂ Q�r�. ±ÑàÕÑÏÖ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(71) ÒÑ ÕÑÏÖ ÉÇ ÍÑÐÕÖÓÖ ÆÂÈÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

qi jL
qiLÿ qjL

� 1

2�ri ÿ rj� : �72�

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (58) Ä ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß (65) ÒÑÔÎÇ
ÒÓÑÔÕÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÐÂÌÆÇÐÐÞØ
ÕÑÉÆÇÔÕÄ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ W:

q2W
qri qrj

ÿ 1

2�ri ÿ rj�
�
qW
qri
ÿ qW

qrj

�
� 0 ; i 6� j : �73�

¿ÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ¿ÌÎÇÓÂ ë±ÖÂÔ-
ÔÑÐÂ, Ë ËÏ ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÑÃÛËÓÐÂâ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÎËÕÇÓÂ-
ÕÖÓÂ. ®Þ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÊÆÇÔß ÒÓÑÔÕÇÌÛËÏË ×ÂÍÕÂÏË,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÊÄÑÎâÕ ÐÂÏ ÓÇÛËÕß ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ËÐÕÇÓÇÔÐÞØ
ÊÂÆÂÚ ËÊ ÕÇÑÓËË ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ÆÎâ ÆËÐÂÏËÍË
¥µ£.

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÊ ÔÓÂÄÐÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(73) Ô ÕÑÉÆÇÔÕÄÑÏ (71) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

W�r; r1; r2; r3� � r 3=2����������
Q�r�p �

X1
k�0

W �k��r1; r2; r3�
r k

�74�

âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ r
ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (73). °ÕÔáÆÂ ÔÓÂÊÖ ÊÂÍÎáÚÂÇÏ, ÚÕÑ
(74) ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÇÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÚÂÔÕÐÞØ
ÓÇÛÇÐËÌ W �k��r1; r2; r3�, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÏÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÂÏË ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ W ÒÑ ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ r. ±ÑÔÎÇ ËØ
ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË Ä (68) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÚÂÔÕÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ (64)
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ Ä ÐÇâÄÐÑÏ ÄËÆÇ. µÉÇ àÕË ÒÓÑÔÕÇÌÛËÇ
ÓÇÛÇÐËâ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÑÒËÔÂÕß ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ¥µ£ Ä ÐÇÔÍÑÎß-
ÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÒÓËÏÇÓÂØ ÊÂÆÂÚË ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄ-
ÔÍÑÅÑ, ÍÑÕÑÓÞÏË ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ.

6. ¶ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË
¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÑÃÜÇÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËÇ Ñ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÊÂÆÂÚ Ä ÒÑÆØÑÆÇ ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄ-
ÔÍÑÅÑ Ä ÕÇÑÓËË ¥µ£, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐ-
ÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶ Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇÏ Ä ÄËÆÇ "ÔÕÑÎËÍÂ" Ô ÐÇÏÐÑÅÑ ÔÅÎÂÉÇÐÐÞÏË ÍÓÂâÏË:

u0�x� � 1 ; jxj4 l0 ;

0 ; jxj > l0 :

�
�75�

£ ÐÂÛËØ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÌ
ÓÂÊÏÇÓ ÓÂÄÇÐ ÇÆËÐËÙÇ, ÒÑàÕÑÏÖ ÄÞÃÓÂÐÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÃÑÎßÛÂâ ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÛËÓËÐÂ ÔÕÑÎËÍÂ 2l0, ÚÕÑÃÞ ÛËÓËÐÂ
ÑÃÓÂÊÑÄÂÄÛÇÌÔâ ¥µ£ ÕÂÍÉÇ ÏÑÅÎÂ ÔÕÂÕß ÃÑÎßÛÑÌ Ë
ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÏÇÕÑÆÂ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ µËÊÇÏÂ
ÄÞÒÑÎÐâÎÑÔß ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ØÑÓÑÛÑ ÒÓË t4 1. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ
ËÊ ÓËÔ. 3, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ àÄÑÎáÙËË ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ, ÃÎËÊÍÑÅÑ Í (75), ÐÂ ÇÅÑ ÍÓÂâØ Ô×ÑÓÏËÓÑÄÂÎËÔß ÆÄÇ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ. ¯Â ÊÂÆÐÇÏ ÍÓÂÇ ÑÃÓÂÊÑÄÂÎÂÔß ÄÑÎÐÂ ÓÂÊÓÇ-
ÉÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓË ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËË ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÎÂÔß ÃÞ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ u�x; t� �
� �x� l0�=�6t� ÒÓË ÿl0 4 x4ÿ l0 � 6t. ±ÇÓÇÆÐËÌ ÍÓÂÌ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (75) ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏËÓÑÄÂÎÔâ Ä ÑÃÎÂÔÕß ÑÔÙËÎ-

ÎâÙËÌ, Õ.Ç. Ä ¥µ£, Ë ÐÂÏ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß
ÍÑÓÓÇÍÕÐÞÌ ÔÒÑÔÑÃ ÇÈ ÑÒËÔÂÐËâ Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ
ÒÓÇÆÇÎÇ ËÔÚÇÊÂáÜÇ ÏÂÎÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË.

©ÆÇÔß ÒÑÎÇÊÐÑ ÍÓÂÕÍÑ ÑÔÕÂÐÑÄËÕßÔâ ÐÂ ÕÑÏ, ÍÂÍ ÂÐÂ-
ÎÑÅËÚÐÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÓÇÛÂÇÕÔâ Ä ÕÇÑÓËË ÄâÊÍËØ ÖÆÂÓÐÞØ
ÄÑÎÐ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [22]). ¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, Ä ÔÓÇÆÂØ ÔÑ
ÔÎÂÃÑÌ ÆËÔÔËÒÂÙËÇÌ ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÇ ÐÂ ÓËÔ. 1 ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂ-
ÐËÇ ÄÑÎÐÞ ÖÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇÏ ÑÚÇÐß ÖÊÍÑÌ ÑÃ-
ÎÂÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÕÇÚÇÐËâ ÔÓÇÆÞ Í
ÆÓÖÅÑÏÖ. £ÐÖÕÓË àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑËÔØÑÆâÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÞÇ
ÐÇÑÃÓÂÕËÏÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄâÊ-
ÍÑÔÕßá Ë ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕßá ÅÂÊÂ, ÐÑ ÒÓË ÖÆÂÎÇÐËË ÑÕ
ÕÂÍÑÌ ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÕÇÚÇÐËÇ ÃÞÔÕÓÑ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ
ØÂÓÂÍÕÇÓ ÕÇÚÇÐËâ ËÆÇÂÎßÐÑÅÑ ÅÂÊÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÍÂÍËÏË-ÎËÃÑ ÐÇÑÃÓÂÕËÏÞÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË. £
ÒÓÇÆÇÎÇ ËÔÚÇÊÂáÜÇ ÏÂÎÞØ ÄâÊÍÑÔÕË, ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË Ë
ÆÓÖÅËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÕÑÎÜË-
ÐÂ ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË Ä ÐÂÛÇÏ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÏ ÑÒË-
ÔÂÐËË ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá Ë ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÊÂÏÇÐËÕß ÇÈ ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕßá ÓÂÊÓÞÄÂ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÒÑ
ÓÂÊÐÞÇ ÔÕÑÓÑÐÞ ÑÕ ÍÑÕÑÓÑÌ ÕÇÚÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÃÇÊ-
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÏ. ·ÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÕÇÚÇÐËâ Ë ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÅÂÊÂ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÚÇÓÇÊ ÓÂÊÓÞÄ ÆÑÎÉÐÞ
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÖÔÎÑÄËâÏ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÏÂÔÔÞ, ËÏÒÖÎßÔÂ Ë
àÐÇÓÅËË, ÚÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÊÂÍÑÐ ÆÄËÉÇÐËâ ÓÂÊÓÞÄÂ.

£ ËÐÕÇÓÇÔÖáÜÇÏ ÐÂÔ ÔÎÖÚÂÇ ¥µ£ ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ÔÑ-
ÄÇÓÛËÕß ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ Í ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏÖ
ÒÓÇÆÇÎÖ ËÔÚÇÊÂáÜÇ ÏÂÎÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË. ´ÇÒÇÓß ÄÏÇÔÕÑ ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÓÞÄÂ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÑÃÎÂÔÕß ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ô
ËÔÚÇÊÂáÜÇ ÏÂÎÑÌ ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÄÐÖÕÓË ÐÇÈ, Ë ÆËÐÂÏËÍÂ
àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâÏË µËÊÇÏÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÕÂÍÉÇ Ä "ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÏ"
ÏÂÔÛÕÂÃÇ ËÏÇáÕ ÄËÆ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ä
ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô
ÑÃÞÚÐÑÌ ÖÆÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ ÐÂÏ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÔÕÓÑËÕß ÓÇ-
ÛÇÐËÇ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ä ÓÇÛÇÐËÇ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ·ÑÒ×Â ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÅÎÂÆÍÑÇ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÔÛËÄÂÎÑÔß Ô ÖÔÓÇÆÐÈÐ-
ÐÞÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÅÑ ÏÑÆÖÎËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ.

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÐÂ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÏ ÍÓÂÇ ¥µ£ àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ,
ÚÕÑ ÄÇÆÖÜËÌ ÔÑÎËÕÑÐ ÆÑÎÉÇÐ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕßÔâ ÒÑ ×ÑÐÖ,
ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÏÖ Ä ÕÑÚÍÇ ÔÛËÄÂÐËâ ÅÎÂÆÍËÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ.
³ËÕÖÂÙËâ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÆÇÎËÍÂÕÐÑÌ ÐÂ ÏÂÎÑÂÏÒÎË-
ÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ, ÅÆÇ, ÍÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÉËÆÂÕß ÔÛËÄÂ-
ÐËâ Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ ÎËÐÇÌÐÞØ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(33) Ë (36). °ÆÐÂÍÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ËÔÚÇÊÂáÜÇ ÏÂÎÑÌ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËË ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÑÎÐÞ Ä ÕÑÚÍÇ ÔÛËÄÂÐËâ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá
Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (36) ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÂÄÕÑÏÂÕË-
ÚÇÔÍË. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂÏË ÒÓË ÄÞÄÑÆÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÚËÔÎÂ ÄÑÎÐ (43) ÒÇ-

2,0
u
1,5

1,0

0,5

ÿ100 ÿ50 0 50 100 x

²ËÔ. 3. ¿ÄÑÎáÙËâ ËÏÒÖÎßÔÂ Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ (75)
(ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ) ÊÂ ÄÓÇÏâ t � 5 ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬Æ¶ (9).
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ÓÇØÑÆËÕ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, Ä ÕÑÚÍÇ ÔÛËÄÂÐËâ Ä ÔÄÑÌ ÎËÐÇÌÐÞÌ
ÒÓÇÆÇÎ (33). ±ÑàÕÑÏÖ ÖÍÂÊÂÐÐÞÌ ÍÓÂÌ ¥µ£ ÆÄËÉÇÕÔâ ÒÑ
ÅÎÂÆÍÑÏÖ ×ÑÐÖ Ô ÐÇÍÑÌ ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá, ÍÑÕÑÓÂâ Ä
ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÑÌ ÕÇÑÓËË µËÊÇÏÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÅËÆÓÑÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÇÌ ¥µ£.

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÇÓÇØÑÆ Í ÒÓÇÆÇÎÖ ËÔÚÇÊÂáÜÇ ÏÂÎÑÌ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÍÂÍ ËÊÏÇÐÇ-
ÐËÇ ÏÂÔÛÕÂÃÂ, Õ.Ç. ÒÇÓÇØÑÆ Í "ÏÇÆÎÇÐÐÞÏ" ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ
X � ex, T � et, ÕÂÍ ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬Æ¶ ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä
uT � 6uuX � e 2uXXX � 0; ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÒÑÓâ-
ÆÑÍ ÄÇÎËÚËÐÞ L � e Ë Ä ÒÓÇÆÇÎÇ e! 0 ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ·ÑÒ×Â. £ àÕÑÏ ÉÇ ÒÓÇÆÇÎÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ e ËÔÚÇÊÂÇÕ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË vg � ÿ3e 2k 2 � �e=L�2 � 1, ÕÂÍ ÚÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕß ÏÂÎÑÂÏ-
ÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÍÓÂâ ¥µ£ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÎËÛß ÊÐÂÚÇÐËâÏË
ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËØ ÑÅËÃÂá-
ÜÖá ¥µ£.

³ÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÑÒËÔÂÐÐÂâ ÊÆÇÔß ÍÂÓÕËÐÂ
¥µ£, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÂâ ¤ÖÓÇÄËÚÇÏ Ë ±ËÕÂÇÄÔÍËÏ, ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÃÑÎÇÇ ÓÂÐÐËØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ¢ÇÐÆ-
ÉÂÏÇÐÂ ëÂÌÕØËÎÎÂ ËÎË ³ÂÅÆÇÇÄÂ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÞÏ
¥µ£ ËÏÇÎÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ Ë ÇÈ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË
Ä ÙÇÎÑÏ ÑÒÓÇÆÇÎâÎËÔß ÐÇÒÓÇÏÇÐÐÞÏ ÐÂÎËÚËÇÏ ÔÎÂÃÑÌ
ÆËÔÔËÒÂÙËË, ÍÑÐÍÖÓËÓÖáÜÇÌ Ô ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ. ®Þ ÄÇÓÐÈÏ-
Ôâ Í àÕÑÌ ÍÂÓÕËÐÇ ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ¥µ£ ÒÓË
ÖÚÈÕÇ ÆËÔÔËÒÂÙËË Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 12.

ªÕÂÍ, ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ à××ÇÍ-
ÕÞ ÕÂÍ ÏÑÆË×ËÙËÓÖáÕ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜÇÇÔâ ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ (11) ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ·ÑÒ×Â,
ÚÕÑ ÄÏÇÔÕÑ ÏÐÑÅÑÊÐÂÚÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÑÃÎÂÔÕß
xL< x < xR ÄÑÎÐÑÄÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË u�x; t�,
àÄÑÎáÙËâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâÏ µËÊÇÏÂ. £ÐÇ ÑÃÎÂÔÕË xL < x < xR ÄÑÎÐÖ ÏÑÉÐÑ
ÑÒËÔÂÕß ÒÎÂÄÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ (11) ÖÓÂÄÐÇÐËâ ·ÑÒ×Â, Â
ÄÐÖÕÓË ÐÇÈ ¥µ£ Ô ØÑÓÑÛÇÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞ-
ÓÂÉÇÐËÇÏ (61), ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ r1, r2, r3 âÄÎâáÕÔâ ÓÇÛÇ-
ÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ (57). ¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÑÎÉÐÑ ÖÆÑÄ-
ÎÇÕÄÑÓâÕß ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏ, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÜËÏ ÔÛË-
ÄÂÐËÇ Ô ÒÎÂÄÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ. ¥Îâ ÄÞâÔÐÇÐËâ ÖÔÎÑÄËÌ
ÔÛËÄÂÐËâ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÇ ÒÑ ÆÎËÐÇ ÄÑÎÐÞ
ÊÐÂÚÇÐËÇ u�x; t�,

hui � 2�r3 ÿ r1� E�m�
K�m� � r1 � r2 ÿ r3 ; �76�

Ä àÕËØ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÍÂÍ

huir1�r2 � r3 ; huir2�r3 � r1 ; �77�
Õ.Ç. ÐÂ ÒÓÂÄÑÏ ÍÓÂÇ ×ÑÐÑÄÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ r1, ÒÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ
ÆÄËÉÇÕÔâ ÔÑÎËÕÑÐ (62), ÓÂÄÐâÇÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËá u�xR; t�
ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ Ä àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ, Â ÐÂ ÎÇÄÑÏ
ÍÓÂÇ ×ÑÐÑÄÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ r3 ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÒÓÇÆÇÎÂ
(63) ÓÂÄÐâÇÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËá u�xL; t� ÕÑÅÑ ÉÇ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÄÞÛÇ ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÑÉÇÐËâÏ, ÐÂ ÒÓÂÄÑÏ ÍÓÂÇ xR�t� ¥µ£ ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ë ÊÆÇÔß r2 � r3 �m � 1�.
¯Â ÎÇÄÑÏ ÍÓÂÇ xL�t� Ô ÏÂÎÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÏÞ
ÒÓËÐËÏÂÇÏ r2 � r1 �m � 0�.

³ÑÄÒÂÆÇÐËÇ ÆÄÖØ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÖËÊÇÏÑÄÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (60)
ÐÂ ÍÓÂâØ ¥µ£. ®Þ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ

v1
��
r2�r1� v2

��
r2�r1 � 12r1 ÿ 6r3 ; v3

��
r2�r1 � 6r3 ; �78�

v1
��
r2�r3� 6r1 ; v2

��
r2�r3 � v3

��
r2�r3� 2r1 � 4r3 : �79�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÂ ÊÂÆÐÇÏ ÍÓÂÇ x � xL�t�, ÅÆÇ ÄÑÎÐÂ u�x; t�
Ë ÇÈ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÓËÏÂÐÑÄÞÏ ËÐÄÂÓËÂÐ-
ÕÑÏ r3, ÇÅÑ àÄÑÎáÙËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÓÇÆÇÎÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
µËÊÇÏÂ

qr3
qt
� 6r3

qr3
qx
� 0 ; r2 � r1 ; x � xL�t� ; �80�

ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÏ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ·ÑÒ×Â (10) ÆÎâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ
u�x; t� Ä ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ÐÂ ÒÇÓÇÆÐÇÏ ×ÓÑÐÕÇ x � xR�t�, ÅÆÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ
hu�x; t�i ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓËÏÂÐÑÄÞÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ r1, ÇÅÑ
àÄÑÎáÙËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÂÍËÏ ÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ·ÑÒ×Â:

qr1
qt
� 6r1

qr1
qx
� 0 ; r2 � r3 ; x � xR�t� : �81�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÞÄÑÆÖ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÐÂ
ÊÂÆÐÇÏ ÍÓÂÇ ¥µ£ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ

v1
��
r1�r2 � v2

��
r1�r2 ; v3

��
r1�r2 � 6rL ; �82�

Â ÐÂ ÒÇÓÇÆÐÇÏ ÍÓÂÇ ì ÖÔÎÑÄËÇ

v1
��
r2�r3 � 6rR ; v2

��
r2�r3 � v3

��
r2�r3 : �83�

©ÆÇÔß rL Ë rR ì ÊÐÂÚÇÐËâ ÓÇÛÇÐËâ (11) ÖÓÂÄÐÇÐËâ ·ÑÒ×Â,
ÑÕÄÇÚÂáÜÇÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ ÒÓÑ×ËÎá r � u0�x�, Ä ÕÑÚÍÂØ
ÔÛËÄÂÐËâ Ô ¥µ£. ¥Îâ ÓÇÛÇÐËâ Ä ×ÑÓÏÇ (64) ÍÑÐÙÇÄÞÇ
ÕÑÚÍË¥µ£ÆÑÎÉÐÞ ÔÛËÄÂÕßÔâ Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ (11) ÖÓÂÄÐÇÐËâ
·ÑÒ×Â Ë ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ (82) Ë (83) ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä ÄËÆÇ

w1

��
r1�r2 � w2

��
r1�r2 ; w3

��
r1�r2 � �x�r3� ; �84�

w1

��
r2�r3 � �x�r1� ; w2

��
r2�r3 � w3

��
r2�r3 �85�

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¦ÔÎË ÐÂÏ ÖÆÂÔÕÔâ ÐÂÌÕË ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ (57), ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ ÖÍÂÊÂÐÐÞÏ ÖÔÎÑ-
ÄËâÏ, ÕÑ ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ×ÖÐÍÙËË r1, r2, r3 ÄÑ ÄÔÇÌ ÑÃÎÂÔÕË
xL�t� < x < xR�t� Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÒËÛÇÏ ÑÅËÃÂáÜËÇ
ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ ÄÑ ÄÔÇÌ ¥µ£.

±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÒÇÓÇÌÕË Í ÓÇÛÇÐËá ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÊÂÆÂÚ,
ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ µËÊÇÏÂ, ÍÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ËØ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÔÕË, ËÏÇáÕ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÄËÆÇ

ri�x; t� � t gRi�xtÿ1ÿg� ; �86�

ÅÆÇ g ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ËÐÆÇÍÔ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÔÕË, Ri�z�ì
ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ��1� g�zÿ vi�R�

�
R 0i � gRi ; i � 1; 2; 3 ; �87�

ÅÆÇ z � xtÿ1ÿg, R 0i � dRi=dz, Ë vi�R� � tÿgvi�r�, Õ.Ç. vi�R�
ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊRi ÕÂÍËÏËÉÇ ×ÑÓÏÖÎÂÏË, ÍÂÍËÏË vi�r�
ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ri. ¿ÕÑ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂØÑÆËÕß
ÒÑÎÇÊÐÞÇ ÍÎÂÔÔÞ ÓÇÛÇÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ¥µ£, ÆÎâ
ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÅÑ ÄÞÃÑÓÂ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ.

7. ¿ÄÑÎáÙËâ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ
Ä ÕÇÑÓËË ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ ë ÆÇ ¶ÓËÊÂ

¯ÂÚÐÈÏ Ô ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ [1], ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÅÑ ÊÂÆÂÚÇ
ÑÃ àÄÑÎáÙËË ÔÕÖÒÇÐßÍË (23) Ä ÕÇÑÓËË ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ¬Æ¶. ¥Îâ ÖÒÓÑÜÇÐËâ ×ÑÓÏÖÎ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÕÇÏ,
ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬Æ¶ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂ-
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ÊÑÄÂÐËâ ¤ÂÎËÎÇâ x! x� 6At, t! t, u! u� A Ë ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ x! x=B 1=2, t! t=B 3=2, u! Bu,
ÅÆÇ A Ë B âÄÎâáÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË. ³
ÒÑÏÑÜßá àÕËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÐÂÚÂÎßÐÖá ÔÕÖÒÇÐßÍÖ Ô
ÎáÃÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

u0�x� � u�x; 0� � 1 ; x < 0 ;
0 ; x > 0 :

�
�88�

£ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ×ÑÓ-
ÏÂÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ·ÑÒ×Â

u�x; t� �
1 ; x < 6t ;
x

6t
; 04 x4 6t ;

0 ; x > 6t ;

8>><>>:
ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÏÐÑÅÑÊÐÂÚÐÞÏ Ä ÑÃÎÂÔÕË 0 < x < 6t.
³ÑÅÎÂÔÐÑ ¤ÖÓÇÄËÚÖ Ë ±ËÕÂÇÄÔÍÑÏÖ, ÒÓË ÖÚÈÕÇ ÆËÔÒÇÓÔËË
ÄÏÇÔÕÑ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ¥µ£, àÄÑÎáÙËâ ÍÑÕÑÓÑÌ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË µËÊÇÏÂ.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË µËÊÇ-
ÏÂ Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ Ô ÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÔÕßá ÆÎËÐÞ, ÓÇÛÇÐËÇ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÏ (ÔÏ. (86) Ô g � 0), Õ.Ç.
ri � ri�z�, z � x=t, ÅÆÇ ri�z� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÂÎßÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (ÔÏ. (87)) �viÿ z� dri=dz� 0. ¯Â ÊÂÆ-
ÐÇÏ ÍÓÂÇ z � zL, ÅÆÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í
ÐÖÎá, ËÏÇÇÏ r1 � r2 Ë ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ hui ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ
Ô u � 1 (ÔÏ. (77)), ÆÑÎÉÐÑ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑ-
ÄËÇ r1�zL� � r2�zL�, r3�zL� � 1. ¯Â ÒÇÓÇÆÐÇÏ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÏ
×ÓÑÐÕÇ z � zR, ÅÆÇ r2 � r3 Ë ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ hui � r1
ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß, ËÏÇÇÏ ÆÓÖÅÑÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ:
r2�zR� � r3�zR�, r1�zR� � 0. ÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÏÞ ÒÑÎÖ-
ÚËÏ ÓÇÛÇÐËÇ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ ÑÃÑËÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑ-
ÄËâÏ, ÇÔÎË ÄÑÊßÏÈÏ

r1 � 0 ; r3 � 1 ; v2 � z : �89�

´ÑÅÆÂ m � �r2 ÿ r1�=�r3 ÿ r1� � r2 Ë ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(89) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ
z � x=t ÑÕ r2,

z � x

t
� 2�1� r2� ÿ 4r2�1ÿ r2�K�r2�

E�r2� ÿ �1ÿ r2�K�r2� : �90�

£ÊâÄ ÒÓÇÆÇÎ r2 ! 0, ÐÂØÑÆËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÌ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÐÂ ÊÂÆÐÇÏ ÍÓÂÇ:

zL � ÿ6 ili xL � ÿ6t ; �91�
Õ.Ç. ÑÃÎÂÔÕß ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ Ä ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐ-
ÐÖá ÑÃÎÂÔÕß ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá sL � vg � ÿ6, ÓÂÄ-
ÐÑÌ ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ ÐÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ
×ÑÐÇ u � 1 Ô ÊÂÍÑÐÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËË o � 6kÿ k 3. ¥ÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ, ÅÓÖÒÒÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß do=dk � 6ÿ 3k 2 ÓÂÄÐÂ
vg � ÿ6 ÒÓË ÆÎËÐÇ ÄÑÎÐÞ, ÓÂÄÐÑÌ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (59), ÄÇÎË-
ÚËÐÇ L�0� � p, Õ.Ç. ÒÓË k � 2p=L � 2.

¯Â ÒÇÓÇÆÐÇÏ×ÓÑÐÕÇÏÞËÏÇÇÏ r2 ! 1 Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (90)
ÆÂÈÕ

zR � 4 ili xR � 4t ; �92�
Õ.Ç. àÕÑÕ ÍÓÂÌ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÌ ÖÆÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÆÄËÉÇÕÔâ Ô
ÔÑÎËÕÑÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá sR � Vs � 4r3 � 4. ¡ÏÒÎËÕÖÆÂ
ÒÇÓÇÆÐÇÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÂ ÄÆÄÑÇ ÃÑÎßÛÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÔÕÖ-
ÒÇÐßÍË. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß r2 � m ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ z 00 � 4ÿ z,

jz 00j5 1, ÄÃÎËÊË ÒÇÓÇÆÐÇÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇÏ z 00 ' 2�1ÿm� ln �16=�1ÿm��, ÚÕÑ ÆÂÈÕ Ô ÎÑÅÂÓË×ÏË-
ÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá 1ÿm ' z 00=2 ln �1=z 00�. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÑÎËÕÑÐÂÏË ÄÃÎËÊË ÒÇÓÇÆÐÇÅÑ ×ÓÑÐÕÂ
(ÅÆÇ 4tÿ x � 1 ËÎË 4ÿ z � z 00 � 1=t) ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇ-
ÐÇÏ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÊÂÍÑÐÖ

L � 2K�m���������������
r3 ÿ r1
p ' p ln

1

z 00
� p ln t : �93�

£ ÙÇÎÑÏ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß r2 � m ÑÕ z ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 4Â.
±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐ-
ÕÑÄ Ä ×ÑÓÏÖÎÖ (61) ÆÂÈÕ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ u�x; t� Ä ÆËÔ-
ÒÇÓÔËÑÐÐÑÌ ÖÆÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÇ:

u�x; t� � 1� r2 ÿ 2r2 sn
2
ÿ
x�r2� ÿ 2�1� r2�t; r2

�
; �94�

ÒÓËÚÈÏ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß x�r2� Ä ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ t
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (90). ±ÑàÕÑÏÖ ÑÅËÃÂáÜÂâ
ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ÆÂÈÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ umax � 1� r2, Â ÏËÐËÏÖ-
ÏÑÄ ì ×ÖÐÍÙËÇÌ umin � 1ÿ r2. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 4Ã ÑÐË ÒÑ-
ÍÂÊÂÐÞ ÛÕÓËØÑÄÞÏË ÎËÐËâÏË. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ, ÕÇÑÓËâ
µËÊÇÏÂ ÄÇÔßÏÂ ØÑÓÑÛÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÖá ÖÆÂÓ-
ÐÖá ÄÑÎÐÖ ÖÉÇ ÒÓË ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ ÃÑÎßÛÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË t � 15,

2

u

ÿ125 ÿ75 ÿ50 ÿ25 0 25 xRxL x

Ã

t � 15

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

ÿ8 sL � ÿ6 ÿ4 ÿ2 0 2 zsR � 4

Âr3
ri

r2

r1

²ËÔ. 4. (Â) ²ËÏÂÐÑÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ Ä ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÔÕÖÒÇÐßÍÇ. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß r2
ÑÕ z ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (90). (Ã) ¿ÄÑÎáÙËâ ËÏÒÖÎßÔÂ Ô ÐÂÚÂÎß-
ÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ Ä ÄËÆÇ ÔÕÖÒÇÐßÍË (88) ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬Æ¶
(ÔÒÎÑÛÐÂâ ÎËÐËâ). °ÅËÃÂáÜËÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ¥µ£ ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÛÕÓËØÑ-
ÄÞÏË ÎËÐËâÏË.
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ÒÓËÚÈÏ ÏÑÉÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ ÕÑÚÐÑÔÕß ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Ô
ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ t. ±ÓË àÕÑÏ ÕÇÑÓËâ µËÊÇÏÂ ÒÓÂÄËÎßÐÑ
ÒÓÇÆÔÍÂÊÞÄÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖáÜÇÅÑ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÌ ÅÓÂÐËÙÇ ¥µ£.

8. °ÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ ÄÑÎÐÞ
Ô ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 7 ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÒÓÑÔÕÇÌÛÖá ÊÂÆÂÚÖ ¤ÖÓÇ-
ÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ Ñ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË ¥µ£ ËÊ ÄÇÔßÏÂ
ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ ì ÔÍÂÚÍÑÑÃÓÂÊ-
ÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ. ·ÑÕâ Í àÕÑÏÖ ËÆÇÂÎËÊËÓÑÄÂÐÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂá
ÏÑÉÐÑ ÔÄÇÔÕË ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÇ ÊÂÆÂÚË, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË
ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÅÇÐÇÓÂÙËË ¥µ£ ÒÓË ÑÃÕÇÍÂÐËË ÒÓÇÒâÕÔÕÄËâ [37,
38], ÕÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÑÐ ÆÂÎÈÍ ÑÕ ÕËÒËÚÐÞØ ÍÂÓÕËÐ ÑÒÓÑÍË-
ÆÞÄÂÐËâ ÄÑÎÐÞ. ¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [22, æ 101]),
ËÏÇáÕÔâ ÆÄÂ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÔÙÇÐÂÓËâ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÒÓÑÔÕÑÌ
ÄÑÎÐÞ. £ ÒÇÓÄÑÏ ÔÙÇÐÂÓËË ÄÑÎÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ Ä
ÐÇÒÑÆÄËÉÐÖá ÔÓÇÆÖ Ë Ä ÏÑÏÇÐÕ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÄÇÓÕËÍÂÎß-
ÐÖá ÍÂÔÂÕÇÎßÐÖá ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ Ô ÐÇÒÑÆÄËÉÐÑÌ ÔÓÇÆÑÌ.
´ÑÅÆÂ Ä ÐÂËÃÑÎÇÇ ÕËÒËÚÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÓÂÜÇÐËÇ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ ÄÑÎÐÞ Ä ÐÖÎß ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÑ ÍÑÓÐÇÄÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ. £Ñ
ÄÕÑÓÑÏ, ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏ, ÔÙÇÐÂÓËË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ àÄÑÎáÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ËÏÇáÜÇÅÑ
ÕÑÚÍÖ ÒÇÓÇÅËÃÂ: Ä ÏÑÏÇÐÕ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ àÕÑÕ ÒÓÑ×ËÎß
Ä ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÕÂÍÉÇ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ Ä
ÕÑÚÍÇ ÒÇÓÇÅËÃÂ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÖá ÍÂÔÂÕÇÎßÐÖá Ë Ä ÕËÒËÚÐÞØ
ÔËÕÖÂÙËâØ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ ÒÂÓÂÃÑ-
ÎÑÌ. £ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÇÓÄÞÌ ÔÙÇÐÂÓËÌ
ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÄÑÎÐÞ, Â Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 9 ÑÃÓÂÕËÏÔâ ÍÑ
ÄÕÑÓÑÏÖ.

ªÕÂÍ, ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ Ä ÏÑÏÇÐÕ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂ-
ÐËâ t � 0 ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒÑ
ÍÑÓÐÇÄÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ,

u0�x� � u�x; 0� �
�������ÿxp

; x < 0 ;
0 ; x > 0 ;

�
�95�

ÒÓËÚÈÏ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¤ÂÎËÎÇâ Ë ÏÂÔÛÕÂÃ-
ÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÓËÄÇÔÕË xjt�0 / ÿu 2 Í
ÖÍÂÊÂÐÐÑÏÖ ÊÆÇÔß ÒÓÑÔÕÑÏÖ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÏÖ ÄËÆÖ. ²ÇÛÇ-
ÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ·ÑÒ×Â Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ (95) ÄÞÓÂ-
ÉÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ (ÔÏ. (11))

xÿ 6ut � ÿu 2 ; �96�

Õ.Ç. àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÑÃÎÂÔÕß ÏÐÑÅÑÊÐÂÚÐÑÔÕË ÒÓË
0 < x < 9t 2 ÒÑÔÎÇ ÏÑÏÇÐÕÂ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ t > 0. ³Ñ-
ÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓËË ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ÒÓË ÖÚÈÕÇ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ ÄÏÇÔÕÑ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÏÐÑÅÑÊÐÂÚÐÑÔÕË
ÄÑÊÐËÍÐÇÕ ¥µ£, ÊÂÐËÏÂáÜÂâ ÑÃÎÂÔÕß xL 4 x4 xR: ¯Â
ÔÄÑÈÏ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÊÂÆÐÇÏ ÍÓÂÇ xL ¥µ£ ÔÛËÄÂÇÕÔâ
Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ (96) (ÔÏ. (84)),

w3

��
r1�r2 � ÿu

2 ; u � rL3 : �97�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ (64) Ô
×ÖÐÍÙËâÏË wi, ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÏË ÒÑ ÓËÏÂÐÑÄÞÏ ËÐÄÂÓËÂÐ-
ÕÂÏ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ m! 0. ³ÍÑÓÑÔÕË ÕÂÍÑÅÑ ÕËÒÂ ÔÑ ÔÕÇ-
ÒÇÐÐ�yÏË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕâÏË ÑÕ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ
ÒÓË m! 0 ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÒÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÇÌ
×ÖÐÍÙËË (74), Ë ÐÇÑÃØÑÆËÏÂâ ÐÂÏ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÂâ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÖ Ô W �2��r1; r2; r3� ÒÓË

rÿ2. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÃÇÓÈÏ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ wi�r� ×ÖÐÍÙËË
(68) Ô W �W �2�, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÄËÆÖ ÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
¿ÌÎÇÓÂ ë±ÖÂÔÔÑÐÂ ÏÑÉÐÑ ÖÏÐÑÉËÕß ÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ
ÒÑÔÕÑâÐÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß C:

wi � C

�
1ÿ L

qiL
qi

�
W �2��r1; r2; r3� ;

W �2��r1; r2; r3� � 2s2 ÿ 3

2
s 2
1 ; �98�

s2 � r1r2 � r2r3 � r3r1 ; s1 � r1 � r2 � r3 :

¬ÑÐÍÓÇÕÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇC ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÔÛËÄÂÐËâ
Ô ÅÎÂÆÍËÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÐÂ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ ¥µ£, ÅÆÇ
r3 � uL. ±ÓË àÕÑÏ ÐÂ ÒÇÓÇÆÐÇÏ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÏ ÍÓÂÇ xR
ÔÓÇÆÐââ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß, Ë àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ
ÆÂÈÕ r1 � 0 Ë r2 � r3. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÏ ÅÓÂÐËÚ-
ÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ ÊÂÆÂÚË, ÇÔÎË ÄÑÊßÏÈÏ r1 � 0 Ë ÒÑÆÃÇÓÈÏ
ÒÑÔÕÑâÐÐÖá C ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÄÞÒÑÎÐâÎÑÔß ÖÔÎÑÄËÇ (97).
£ÞÚËÔÎÇÐËÇ w3 ÒÓË m! 0 ÆÂÈÕ w3 � ÿ�15=2�Cr 23 , ÕÂÍ ÚÕÑ
ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÔÛËÄÂÐËâ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ C � 2=15. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÏ ×ÑÓÏÖÎÂÏ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ [25, 30]:

xÿ v2t � 2

15

�
W�

�
1

2
v2 ÿ s1

�
qW
qr2

�
;

�99�
xÿ v3t � 2

15

�
W�

�
1

2
v3 ÿ s1

�
qW
qr3

�
;

ÅÆÇW � 2r2r3 ÿ �3=2��r2 � r3�2, s1 � r2 � r3.
¯Â ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ àÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÄÑÆâÕÔâ Í

xL � 6rL3 t �
1

3
�rL3 �2 ; xL ÿ 6rL3 t � ÿ�rL3 �2 ;

ÑÕÍÖÆÂ ÔÓÂÊÖ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
xL � ÿ�1=3��rL�2, t � �1=9�rL, ÆÎâ ÊÂÍÑÐÂ ÆÄËÉÇÐËâ
àÕÑÅÑ ÍÓÂâ, ÕÂÍ ÚÕÑ ËÔÍÎáÚÇÐËÇ rL ÒÓËÄÑÆËÕ Í

xL � ÿ27t 2 : �100�

¯Â ÔÑÎËÕÑÐÐÑÏ ÍÓÂÇ ÒÓË r2 � r3 ÑÃÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (99)
ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í ÑÆÐÑÏÖ Ë ÕÑÏÖ ÉÇ ÒÓÇÆÇÎÖ xR ÿ 4r3t �
� ÿ�8=15�r 23 , ÊÐÂÚÇÐËÇ rR3 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞÏ
ÊÐÂÚÇÐËÇÏ x Ä ÑÃÎÂÔÕË ¥µ£, ÑÕÍÖÆÂ rR3 � 15t=4 Ë

xR � 15

2
t 2 : �101�

¿ÕÑ ÊÂÍÑÐ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÇÓÇÆÐÇÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÅÑ ÍÓÂâ.
ªÊ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ×ÑÓÏÖÎ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÏÞ ÒÓËÛÎË Í

ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ (ÔÏ. (86)) Ô
g � 1, ÅÆÇ ÓËÏÂÐÑÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ËÏÇáÕ ÄËÆ

r1 � R1 � 0 ; r2 � tR2�z� ; r3 � tR3�z� �102�

Ô ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ z � x=t 2. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ Ri ÑÕ z ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 5Â.
ÁÔÐÑ, ÚÕÑ R3 ÔÛËÄÂÇÕÔâ Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ·ÑÒ×Â,
ÒÑÍÂÊÂÐÐÞÏ ÐÂ àÕÑÏ ÓËÔÖÐÍÇ ÛÕÓËØÑÄÑÌ ÎËÐËÇÌ. ±ÑÆ-
ÔÕÂÐÑÄÍÂ ÐÂÌÆÇÐÐÞØ r2, r3 ÄÏÇÔÕÇ Ô r1 � 0 Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ (61)
ÆÂÈÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ×ÑÓÏÖ ×ÖÐÍÙËË u�x; t� ÑÕ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ Ë ÄÓÇÏÇÐË Ä ÑÃÎÂÔÕË ¥µ£. ±ÓËÏÇÓ ÕÂÍÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË u�x; t� Ä ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t ÒÓËÄÇÆÈÐ
ÐÂ ÓËÔ. 5Ã.

5 µ¶¯, Õ. 191, å 1
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9. °ÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ

¬ÂÍ ÓÂÐÇÇ ÃÞÎÑ ÖÍÂÊÂÐÑ, ÕËÒËÚÐÑÇ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ ÄÑÎÐÞ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÒÓÑ×ËÎß ÄÑÎÐÞ
ËÏÇÇÕ ÕÑÚÍÖ ÒÇÓÇÅËÃÂ Ë Ä ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ·ÑÒ×Â ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÖá ÍÂÔÂÕÇÎßÐÖá. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ àÕÂ
ÕÑÚÍÂ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÕÑÚÍÑÌ ÒÇÓÇÅËÃÂ, ÄÕÑÓÂâ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÒÓÑ×ËÎâ Ä ÐÇÌ ÕÂÍÉÇ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß.
±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÕÓÇÕßâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÒÓÑ×ËÎâ Ä àÕÑÌ
ÕÑÚÍÇ ÐÇ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, Â ÕÂÍÉÇ ÄÞÃËÓÂâ ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
Ä ÕÑÚÍÇ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ Ë ÐÂÚÂÎÑ ÑÕÔÚÈÕÂ ÄÓÇÏÇÐË Ä
ÏÑÏÇÐÕ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑÄÂÕß
ÒÓÑ×ËÎß ÄÃÎËÊË ÕÑÚÍË ÒÇÓÇÅËÃÂ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ ÒÂÓÂÃÑÎÑÌ. £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÓÇÛÇÐËá ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ·ÑÒ×Â, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ ÖÔÎÑ-
ÄËá �x�u� � ÿu3 ÒÓË t � 0, Ä ÄËÆÇ

xÿ 6ut � ÿu 3 : �103�

ªÊ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËÌ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÕÂÍÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ Ä ÏÑÏÇÐÕ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÕËÒËÚÐÞÏ, Ë ÊÆÇÔß ÏÞ ÑÃÔÖÆËÏ àÄÑÎáÙËá ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-

ÜÇÌ ¥µ£. °ÔÐÑÄÐÞÇ ÚÇÓÕÞ àÕÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ Ä
[1], Â ÕÑÚÐÑÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä [39].

¥Îâ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕË wi�r� ËÊ
(68), ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÕÓÇÕßÇÏÖ ÚÎÇÐÖW �W �3� Ä ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËË ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÇÌ ×ÖÐÍÙËË (74), ËÏÇáÕ Ä ÍÑÐÙÇÄÞØ
ÕÑÚÍÂØ Ô m � 0 Ë m � 1 ÍÖÃËÚÇÔÍÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ri. ³
ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ (ÔÏ. (67))

wi �
�
1ÿ L

qiL
qi

�
W �3��r1; r2; r3� ; �104�

ÅÆÇ

W �3��r1; r2; r3� � ÿ 5

4
s 3
1 � 3s1s2 ÿ 2s3 �105�

Ë si âÄÎâáÕÔâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÂ (70), ÎÇÅÍÑ
ÄÞÚËÔÎËÕß

w3 � ÿ 35

4
r 33 pri m! 0 ;

�106�
w1 � ÿ 35

4
r 31 pri m! 1 :

µÏÐÑÉËÄ wi ÐÂ ÿ4=35, ÏÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ
ÖÔÎÑÄËâÏ ÔÛËÄÂÐËâ ¥µ£ ÐÂ ÇÈ ÍÓÂâØ Ô ÅÎÂÆÍËÏ ÃÇÊ-
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ (103) Ë ÐÂØÑÆËÏ ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ (57) Ä ÄËÆÇ

xÿ 6vi�r1; r2; r3� t � 4

35
wi�r1; r2; r3� ; i � 1; 2; 3 ; �107�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËË wi, i � 1; 2; 3, ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË
(104), (105). £ÇÎËÚËÐÞ vi Ë wi ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß, ØÑÕâ Ë Ä
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍÑÏ ÄËÆÇ, ÚÇÓÇÊ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÇ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÞ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ (âÄÐÞÇ
×ÑÓÏÖÎÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÐËÉÇ Ä ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÏ ÄËÆÇ, ÔÏ.
(134) ë (136)). ±ÑàÕÑÏÖ ÔËÔÕÇÏÂ (107) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË ri
ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ x Ë t. ¥Ñ ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÏÖ ÄËÆÖ
ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ
ÓÇÛÇÐËâ.

¯Â ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ ËÏÇÇÏ r1 � r2 �m � 0� Ë
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (107) Ô i � 3 ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä

xÿ 6r3t � ÿr 33 pri r1 � r2 : �108�

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÂ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÏ ÍÓÂÇ ËÏÇÇÏ
r2 � r3 Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (107) Ô i � 1 ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä

xÿ 6r1t � ÿr 31 pri r2 � r3 : �109�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÍÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß, àÕË ÓËÏÂÐÑÄÞ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ÔÛËÄÂáÕÔâ ÐÂ ÍÓÂâØ ¥µ£ Ô ÅÎÂÆÍËÏ ÓÇÛÇ-
ÐËÇÏ:

r3 � u pri r1 � r2 ; �110�
r1 � u pri r2 � r3 ;

ÅÆÇ u ì ÓÇÛÇÐËÇ (103) ÖÓÂÄÐÇÐËâ ·ÑÒ×Â. £ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË
ÊÂÆÐÇÅÑ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÍÓÂâ ÄÄÑÆËÏ ÎÑÍÂÎßÐÖá
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ x 0,

x � xL � x 0 ; �111�
Ë ÏÂÎÞÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ r 0i ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÑÕ ËØ
ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ,

r1 � rL1 � r 01 ; r2 � rL1 � r 02 ; r3 � rL3 � r 03 : �112�

u

3

2

1

5

ÿ10 ÿ5 0 5 x

t � 0,5

Ã

Ri

R3

R2

15/4

zL � ÿ27 zR � 15=2 z

R1

Â

²ËÔ. 5. (Â) ²ËÏÂÐÑÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ Ä ÊÂÆÂÚÇ ÑÃ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËË
ËÏÒÖÎßÔÂ Ô ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ. ºÕÓËØÑÄÑÌ ÎËÐËÇÌ ÒÑÍÂ-
ÊÂÐÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ zÿ 6R � ÿR 2 ÖÓÂÄÐÇÐËâ ·ÑÒ×Â.
(Ã) ¿ÄÑÎáÙËâ ËÏÒÖÎßÔÂ Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ (95) ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓËË
¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶.

66 ¡.®. ¬¡®¹¡´¯°£ µ¶¯ 2021



²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (107) ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ r 0i Ä ×ËÍÔËÓÑ-
ÄÂÐÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ t ÆÂáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË

xL � x 0 ÿ �12r1 ÿ 6r3�tÿ �9r 01 � 3r 02 ÿ 6r 03�t �

� 1

5
�ÿ16r 31 � 8r 21 r3 � 2r1r

2
3 � r 33 � ÿ

ÿ 3

10
�24r 21 ÿ 8r1r3 ÿ r 23 �r 01 ÿ

1

10
�24r 21 ÿ 8r1r3 ÿ r 23 �r 02 �

� 1

5
�8r 21 � 4r1r3 � 3r 23 �r 03 ;

xL � x 0 ÿ �12r1 ÿ 6r3�tÿ �3r 01 � 9r 02 ÿ 6r 03�t �

� 1

5
�ÿ16r 31 � 8r 21 r3 � 2r1r

2
3 � r 33 � ÿ

ÿ 1

10
�24r 21 ÿ 8r1r3 ÿ r 23 �r 01 ÿ

3

10
�24r 21 ÿ 8r1r3 ÿ r 23 �r 02 �

� 1

5
�8r 21 � 4r1r3 � 3r 23 �r 03 ;

xL � x 0 ÿ 6r3tÿ 6r 03t � ÿr 33 ÿ 3r 23 r
0
3 ; �113�

ÅÆÇ ÏÞ ÄÄÇÎË ÄÓÇÏÇÐÐÞÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ r1 � rL1 , r3 � rL3 .
£ÞÚËÕÂâ ÄÕÑÓÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÊ ÒÇÓÄÑÅÑ, ÒÑÎÖÚËÏ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ

t � 1

30
�24r 21 ÿ 8r1r3 ÿ r 23 � : �114�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÒÇÓÇÆ r 01 Ë r
0
2 Ä ÒÇÓÄÞØ

ÆÄÖØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (113) ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá Ë ÒÑàÕÑÏÖ x 0 âÄÎâÇÕÔâ
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÑÕ r 01, r

0
2:

x 0 / r 0 21 ; r
0 2
2 ; r

0
3 :

£ ÕÑÚÍÇ xL àÕË ÆÄÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÂáÕ

xL ÿ �12r1 ÿ 6r3�t � 1

5
�ÿ16r 31 � 8r 21 r3 � 2r1r

2
3 � r 33 � ; �115�

Â ÕÓÇÕßÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (113) ÔÄÑÆËÕÔâ, ÍÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß, Í
ÓÇÛÇÐËá xL ÿ 6r3t � ÿr 33 ÖÓÂÄÐÇÐËâ ·ÑÒ×Â. °ÕÔáÆÂ ÏÞ
ÏÑÉÇÏ ÐÂÌÕË ÊÂÍÑÐ ÆÄËÉÇÐËâ ÊÂÆÐÇÅÑ ÍÓÂâ. ±ÑÔÎÇ
ÄÞÚËÕÂÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (108) Ô x � xL ËÊ (115) Ë ÆÇÎÇÐËâ
ÊÂÕÇÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ÐÂ �r1 ÿ r3� ÒÑÎÖÚËÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

t � 1

30
�8r 21 � 4r1r3 � 3r 23 � ;

ÔÑÒÑÔÕÂÄÎââ ÍÑÕÑÓÑÇ Ô (114), ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ
ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÐÂ ÊÂÆÐÇÏ ÍÓÂÇ:

rL1 � rL2 � ÿ
1

4
rL3 : �116�

´ÑÅÆÂ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (114) Ë (108) ÐÂØÑÆËÏ

t � 1

12
�rL3 �2 ; xL � ÿ 1

2
�rL3 �3 ; �117�

ÕÂÍ ÚÕÑ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÍÓÂÌ ÆÄËÉÇÕÔâ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ

xL � ÿ12
���
3
p

t 3=2 : �118�

¡ÏÒÎËÕÖÆÂ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÊÆÇÔß ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá ÍÂÍ

a � r2 ÿ r1 ' 2r 02 /
�����
x 0
p

; �119�

£ÃÎËÊË ÒÇÓÇÆÐÇÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ÄÄÑÆËÏÏÂÎÞÇ
ÄÇÎËÚËÐÞ

x � xR ÿ x 00 ; x 00 > 0 ; �120�
r1 � rR1 � r 001 ; r2 � rR3 � r 002 ; r3 � rR3 � r 003 : �121�

²ÂÊÎÑÉÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (73) Ô ÖÚÈÕÑÏ ÕÑÎßÍÑ ÅÎÂÄÐÞØ
ÒÑÒÓÂÄÑÍ ËÏÇáÕ ÄËÆ

xR ÿ x 00 ÿ 6r1t� 8�r3 ÿ r1�
ln
�
16=�1ÿm�� t �

� ÿr 31 �
4

35
�15r 21 � 12r1r3 � 8r 23 �

r3 ÿ r1

ln
�
16=�1ÿm�� ;

xR ÿ x 00 ÿ �2r1 � 4r3�t� 2 ln

�
16

1ÿm

�
�r 003 ÿ r 002 �t �

� ÿ 1

35
�5r 31 � 6r 21 r3 � 8r1r

2
3 � 16r 23 � �

� 1

35
�3r 21 � 8r1r3 � 24r 23 � ln

�
16

1ÿm

�
�r 003 ÿ r 002 � ;

xR ÿ x 00 ÿ �2r1 � 4r3�tÿ 2 ln

�
16

1ÿm

�
�r 003 ÿ r 002 �t �

� ÿ 1

35
�5r 31 � 6r 21 r3 � 8r1r

2
3 � 16r 23 � ÿ

ÿ 1

35
�3r 21 � 8r1r3 � 24r 23 � ln

�
16

1ÿm

�
�r 003 ÿ r 002 � ; �122�

ÅÆÇ 1ÿm � �r 003 ÿ r 002 �=�r3 ÿ r1� Ë ÏÞ ÔÐÑÄÂ ÄÓÇÏÇÐÐÑ ÄÄÇÎË
ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ r1 � rR1 Ë r3 � rR3 . £ÞÚËÕÂâ ÕÓÇÕßÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
Ä (122) ËÊ ÄÕÑÓÑÅÑ, ÒÑÎÖÚËÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

t � 1

70
�3r 21 � 8r1r3 � 24r 23 � ; �123�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÅÎÂÄÐÞÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(122),

xR ÿ 6r1t � ÿr 31 ; �124�
xR ÿ �2r1 � 4r3�t � ÿ 1

35
�5r 31 � 6r 21 r3 � 8r1r

2
3 � 16r 33 � ;

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÊÂÍÑÐ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÇÓÇÆÐÇÅÑ ÍÓÂâ. £ ÔÂÏÑÏ
ÆÇÎÇ, ÓÂÊÐÑÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (124) ÆÂÈÕ ÆÓÖÅÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ:

t � 1

70
�15r 21 � 12r1r3 � 8r 23 � ; �125�

ÔÓÂÄÐÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ Ô (123) ÒÓËÄÑÆËÕ Í

rR3 � ÿ
3

4
rR1 ; rR1 < 0 ; �126�

ÕÂÍ ÚÕÑ

t � 3

20
�rR1 �2 ; xR � 1

10
jrR1 j3 �127�

Ë ÔÑÎËÕÑÐÐÞÌ ÍÓÂÌ ÆÄËÉÇÕÔâ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ

xR � 4

9

�����
15
p

t 3=2 : �128�

²ÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÑÎËÕÑÐÂÏË ÐÂ ÒÇÓÇÆÐÇÏ ÍÓÂÇ ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ x 00 ÍÂÍ

L / ln
1

jx 00j : �129�

5*
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±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÂÄÕÑ-
ÏÑÆÇÎßÐÑÏ ÄËÆÇ:

ri � t 1=2Ri

�
x

t 3=2

�
; �130�

âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (87) Ô g � 1=2:

dRi

dz
� Ri

3zÿ vi�R� ; z � x

t 3=2
: �131�

ªÊ ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÎÇÅÍÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß
ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ Ri. ¯Â ÊÂÆÐÇÏ ÏÂÎÑÂÏ-
ÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ ¥µ£ ËÏÇÇÏ zL � xL=t 3=2 � ÿ12 ���

3
p

Ë

RL
1 � RL

2 � ÿ
1

2

���
3
p

; RL
3 � 2

���
3
p

; �132�

Â ÐÂ ÒÇÓÇÆÐÇÏ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÏ ì zR � 4
�����
15
p

=9 Ë

RR
1 � ÿ

2

3

�����
15
p

; RR
2 � RR

3 �
1

2

�����
15
p

: �133�

¤ÎÑÃÂÎßÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß Ri ÑÕ z ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÇâÄÐÑ
ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË

z � 6v1 ÿ w1 ; z � 6v2 ÿ w2 ; z � 6v3 ÿ w3 ; �134�

ÅÆÇ

v1 � 2�R1 � R2 � R3� � 4�R2 ÿ R1�K�m�
E�m� ÿ K�m� ;

v2 � 2�R1 � R2 � R3� ÿ 4�R2 ÿ R1��1ÿm�K�m�
E�m� ÿ �1ÿm�K�m� ; �135�

v3 � 2�R1 � R2 � R3� � 4�R3 ÿ R1��1ÿm�K�m�
E�m�

Ô m � �R2 ÿ R1�=�R3 ÿ R1�; ×ÖÐÍÙËË wi�R1;R2;R3� ËÏÇáÕ
ÄËÆ

wi �W�
�
1

2
vi ÿ R1 ÿ R2 ÿ R3

�
qW
qRi

; �136�

ÅÆÇ

W � 4

35

�
ÿ 5

4
�R1 � R2 � R3�3 � 3�R1 � R2 � R3� �

� �R1R2 � R2R3 � R3R1� ÿ 2R1R2R3

�
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÊ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(134) ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÐÂÌÕË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ Ri ÑÕ z
[39]. ¿ÕÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 6Â, ÅÆÇ ÛÕÓËØÑÄÑÌ
ÎËÐËÇÌ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÍÖÃËÚÇÔÍÂâ ÍÓËÄÂâ z � 6Rÿ R 3, ÔÛË-
ÄÂáÜÂâÔâ Ô ÓËÏÂÐÑÄÞÏË ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË R3 Ë R1 Ä ÕÑÚÍÂØ
zL Ë zR ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¬ÑÅÆÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ
ri � t 1=2Ri�x=t 3=2� ÑÕ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÐÂÌ-
ÆÇÐÞ, ËØ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ Ä (61) ÆÂÈÕ ÑÒËÔÂÐËÇ ¥µ£, ÑÃÓÂ-
ÊÖáÜÇÌÔâ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÃÎÂÅÑ-
ÆÂÓâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ à××ÇÍÕÂÏ. ¤ÓÂ×ËÍ àÕÑÌ ¥µ£ ÒÑÍÂ-
ÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 6Ã. ²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÇ ÊÆÇÔß ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ, ÒÑÍÂ ÅÎÂÆÍÂâ ÚÂÔÕß
ÓÇÛÇÐËâ Ô ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÖÃËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÍÓËÄÑÌ (103).

10. ¥ÄËÉÇÐËÇ ÍÓÂÈÄ
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ

¯ÂÌÆÇÐÐÞÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 8, 9 ÓÇÛÇÐËâ ÆÂáÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
Ñ ØÂÓÂÍÕÇÓÇ àÄÑÎáÙËË ¥µ£ ÐÂ ÔÕÂÆËË, ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ
ÖÆÂÎÈÐÐÑÌ ÑÕ ÏÑÏÇÐÕÂ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÄÑÎÐÞ, ÍÑÅÆÂ
ÅÎÂÆÍÂâ ÚÂÔÕß ÓÇÛÇÐËâ ÇÜÈ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÎËÊÍÑÌ Í ÒÂÓÂÃÑÎÇ ËÎË
ÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ ÒÂÓÂÃÑÎÇ. °ÆÐÂÍÑ ÐÂ ÒÓÂÍÕËÍÇ ËÏÒÖÎßÔÞ
ËÏÇáÕ ÑÃÞÚÐÑ ÍÑÐÇÚÐÖá ÒÓÑÕâÉÈÐÐÑÔÕß, Ë ÒÑàÕÑÏÖ
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ×ÑÓÏÇ ¥µ£ ÐÂ ÕÑÌ ÔÕÂÆËË, ÐÂ
ÍÑÕÑÓÑÌ ÇÈ ÒÑÎÐÂâ ÆÎËÐÂ ÔÓÂÄÐËÏÂ Ô ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÆÎËÐÑÌ
ËÏÒÖÎßÔÂ ËÎË ÏÐÑÅÑ ÇÈ ÃÑÎßÛÇ. ®ÇÕÑÆ ÅÑÆÑÅÓÂ×Â,
ËÊÎÑÉÇÐÐÞÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÓÇÛÇÐËÇ
ÕÂÍÑÌ ÊÂÆÂÚË [25 ë 29, 32, 34, 35] Ä ×ÑÓÏÇ ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ ë±ÖÂÔÔÑÐÂ (73). °ÆÐÂÍÑ àÕÂ ×ÑÓÏÂ
ÓÇÛÇÐËâ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÔÎÑÉÐÂ Ë ÆÂÉÇ ÑÚÇÐß ÂÍÍÖÓÂÕÐÑÇ
ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÐÇ ÆÂÈÕ ËÐÕÖËÕËÄÐÑ
ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÌ ÍÂÓÕËÐÞ âÄÎÇÐËâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ
ÊÆÇÔß ÄØÑÆËÕß Ä ÆÇÕÂÎË àÕÑÌ ÕÇÑÓËË, Â ÑÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÐÂ
ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ [25, 40], ÍÑÕÑÓÞÌ ÎÇÅÍÑ ÒÓËÄÑÆËÕ
Í ÒÓÑÔÕÞÏ ×ÑÓÏÖÎÂÏ ÆÎâ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ¥µ£ Ë,

3

Ri

R3

R2

R1

R2 � R3

1

ÿ2

ÿ3

R2 � R1

Â

ÿ30 ÿ25 ÿ15 ÿ10 ÿ5 5 zzR

zL

6

u�x�

4

2

ÿ2

Ã

ÿ30 ÿ25 ÿ20 ÿ15 ÿ10 ÿ5 5 x

t � 1

²ËÔ. 6. (Â) ²ËÏÂÐÑÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ Ä ÊÂÆÂÚÇ ÑÃ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËË ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ Ô ÍÖÃËÚÇÔÍËÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕßRi � ri=t

1=2 ÑÕ z � x=t 3=2

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (134). ºÕÓËØÑÄÑÌ ÎËÐËÇÌ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ zÿ 6R � ÿR 3 ÖÓÂÄÐÇÐËâ·ÑÒ×Â. (Ã) ¿ÄÑÎáÙËâ
ËÏÒÖÎßÔÂ Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÍÖÃËÚÇÔÍËÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËá µËÊÇÏÂ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶. ºÕÓËØÑÄÑÌ ÎËÐËÇÌ ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂ-
ÄËÔËÏÑÔÕß ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x. £ÓÇÏâ àÄÑ-
ÎáÙËË t � 1.
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ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÆÎâ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÛËÓÑ-
ÍÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ ÆÓÖÅËØ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ.

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÊÎËÚÂÕß "ÒÑÎÑ-
ÉËÕÇÎßÐÞÇ" Ë "ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÇ" ËÏÒÖÎßÔÞ Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏË u0�x� > 0 Ë u0�x� < 0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ËÏÇáÕ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ Ë ÆÑÎ-
ÉÐÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÒÑ ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË. ±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
ÑÃ ËØ àÄÑÎáÙËË ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ ÓËÔ. 7, ÅÆÇ ÒÑÍÂÊÂÐÞ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶ Ô ÒÑÆ-
ØÑÆâÜËÏË ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÆÂÐÐÞÏË.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÐÂ ÒÇÓÇÆÐÇÏ ×ÓÑÐÕÇ Ë ÎËÆËÓÖáÜÂâ ÚÂÔÕß
¥µ£ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÔÑÎËÕÑÐÑÄ (62),
ÆÄËÉÖÜËØÔâ ÒÑ ÐÖÎÇÄÑÏÖ ×ÑÐÖ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÊÂÆÐËÌ ÏÂ-
ÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÍÓÂÌ ÔÛËÄÂÇÕÔâ Ô ÅÎÂÆÍËÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ Ë
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÒÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏÖ ×ÑÐÖ. ©ÆÇÔß ÔÎÇÆÖÇÕ
ÖÚÇÔÕß, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ u0�x� Ô ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÏ um ÒÓË x � xm
Ä ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË (ÓËÔ. 8Â) ÑÃÓÂÕÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ
ÆÄÖØ ÄÇÕÄÇÌ, �x1�u� Ë �x2�u� (ÓËÔ. 8Ã), ÕÂÍ ÚÕÑ ÃÇÊÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÂÈÕÔâ ÆÄÖÏâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (11), ÆÎâ ÍÂÉ-
ÆÑÌ ÄÇÕÄË ÒÑ ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË.

¯Â ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÕÂÆËË àÄÑÎáÙËË ¥µ£ ÇÈ ÏÂÎÑÂÏÒÎË-
ÕÖÆÐÞÌ ÍÓÂÌ ÔÛËÄÂÇÕÔâ Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ
ÄÇÕÄË �x1�u�, Ë Ä ÕÑÚÍÇ ÔÛËÄÂÐËâ xL ËÏÇÇÏ

xL ÿ 6ut � �x1�u� : �137�

³ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, Ä àÕÑÌÉÇ ÕÑÚÍÇ ÓËÏÂÐÑÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ
r1; r2 ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá, Â r3 � u (ÓËÔ. 9Â), ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ (59)
ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä L � p=

���
u
p

, ÚÇÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÑÎÐÑÄÑÇ
ÚËÔÎÑ k � 2

���
u
p

, Ë ÔÍÑÓÑÔÕß ÆÄËÉÇÐËâ àÕÑÌ ÕÑÚÍË, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÏÂâ ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÎËÐÇÌÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÐÂ ×ÑÐÇ u,
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÓÂÄÐÑÌ vg � 6uÿ 3k 2 � ÿ6u. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ÄÆÑÎß ÒÖÕË ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÍÓÂâ dxL � 6u dt � 0

Ë ÖÔÎÑÄËÇ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (137) Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

dxL
du
� 6u

dt

du
� 0 �138�

u�x�

x

Â

u�x�

x

Ã

²ËÔ. 7. (Â) ¿ÄÑÎáÙËâ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ "ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ" ËÏÒÖÎßÔÂ. (Ã) ¿ÄÑ-
ÎáÙËâ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ "ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ" ËÏÒÖÎßÔÂ.

x

Âu0�x�
um

xm

Ã
um

u

�x�u�

�x1

�x2

�x�um�

²ËÔ. 8. (Â) ¯ÂÚÂÎßÐÞÌ ÒÓÑ×ËÎß "ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ" ËÏÒÖÎßÔÂ. (Ã) °Ã-
ÓÂÕÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ �x�u�, ÔÑÔÕÑâÜÂâ ËÊ ÆÄÖØ ÄÇÕÄÇÌ: �x1�u� Ë �x2�u�.

Ãri

um

u

r3

r2

r1

x

xRxL

Â

xxRxL

ri

um

u

r3

r2

r1

²ËÔ. 9. (Â) ¥ËÂÅÓÂÏÏÂ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÆÎâ "ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ-
ÅÑ" ËÏÒÖÎßÔÂ. (Ã) ¥ËÂÅÓÂÏÏÂ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÆÎâ "ÑÕÓË-
ÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ" ËÏÒÖÎßÔÂ.
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ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá

2u
dt

du
� t � ÿ 1

6

d�x1
du

; �139�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÎÇÅÍÑ ÓÇÛÂÇÕÔâ Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ t�0� � 0,
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂáÜËÏ, ÚÕÑ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ ÄÑÎÐÞ ÒÓÑËÔØÑ-
ÆËÕ Ä ÐÖÎÇÄÑÌ ÏÑÏÇÐÕ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ Ô "ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ" ÔÓÇÆÑÌ,
ÅÆÇ u � 0. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

t�u� � 1

12
���
u
p
� 0

�x1�u�

dx�����������
u0�x�

p ; �140�

Ë ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ àÕÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ä (137) ÆÂÈÕ ÊÂÍÑÐ
ÆÄËÉÇÐËâ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÍÓÂâ Ä ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ
ÄËÆÇ:

xL�u� � �x1�u� �
���
u
p
2

� 0

�x1�u�

dx�����������
u0�x�

p : �141�

ÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ àÕË ×ÑÓÏÖÎÞ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆâÕ ÊÂÍÑÐ
(100) ÆÎâ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ u0�x� �
� �������ÿxp

Ô ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÄÇÕÄßá ÑÃÓÂÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
�x1�u� � ÿu 2.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÑ-
ÎÖÚÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÆÑ ÏÑÏÇÐÕÂ

tm � 1

12
������
um
p

� 0

xm

dx�����������
u0�x�

p ; �142�

ÍÑÅÆÂ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÍÓÂÌ ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÕÑÚÍË ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ um. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÏÞ
ÆÑÎÉÐÞ ÓÇÛÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (139) Ô ÊÂÏÇÐÑÌ �x1�u� ! �x2�u�
Ë ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ t�um� � tm. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÊÂÍÑÐ ÆÄËÉÇÐËâ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÍÓÂâ Ä ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÄËÆÇ:

t�u� � 1

12
���
u
p
� 0

�x2�u�

dx�����������
u0�x�

p ;
�143�

xL�u� � �x2�u� �
���
u
p
2

� 0

�x2�u�

dx�����������
u0�x�

p ;

ÅÆÇ ÒÑÆ u0�x� ÒÑÐËÏÂÇÕÔâ ÒÑÎÐÞÌ ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÒÓÑ×ËÎß
ËÏÒÖÎßÔÂ, ÑÃÓÂÜÂáÜËÌÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓË x � 0 Ë ÔÕÓÇÏâ-
ÜËÌÔâ Í ÐÖÎá ÒÓË x! ÿ1. ¦ÔÎË ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ
ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÐÂ ÊÂÆÐÇÏ ÍÓÂÇ ÒÓË x � ÿl � �x2�0�, ÕÑ
ÒÓË t!1 ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ t � A=�12 ���

u
p �, ÅÆÇ A �

� � 0ÿl dx= �����������
u0�x�

p
, Ë ÊÂÍÑÐ ÆÄËÉÇÐËâ ÊÂÆÐÇÅÑ ÍÓÂâ ÒÓËÑÃ-

ÓÇÕÂÇÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÌ ÄËÆ:

xL � ÿl� A
2

24t
; t!1 : �144�

¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÐÂÌÕË ÕÂÍÉÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÖá ×ÑÓÏÖ ÊÂÍÑÐÂ
ÆÄËÉÇÐËâ ÒÇÓÇÆÐÇÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÅÑ ÍÓÂâ ¥µ£. ªÊ ÓËÔÖÐ-
ÍÂ 9Â ÆÎâ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË t!1
ÅÓÂ×ËÍË r2�x� Ë r3�x� ÄÞÕâÅËÄÂáÕÔâ Ä ÆÎËÐÐÞÌ "âÊÞÍ" Ë
ÄÃÎËÊË ÒÇÓÇÆÐÇÅÑ ÍÓÂâ r1 � 0, r2 � r3 � um. ±ÑàÕÑÏÖ
ÒÇÓÇÆÐËÌ ÍÓÂÌ ÆÄËÉÇÕÔâ Ô ÔÑÎËÕÑÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá
Vs � 4um Ë

xR � 4umt : �145�

¦ÔÎË ÑÃÓÂÕËÕßÔâ Í ÄÑÒÓÑÔÖ ÑÃ àÄÑÎáÙËË ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ

ÓËÔ. 7Ã, Ô ÅÎÂÆÍËÏ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏÓÇÛÇÐËÇÏ ÅÓÂÐËÚËÕ
ÔÑÎËÕÑÐÐÞÌ ÍÓÂÌ ¥µ£, ÍÑÕÑÓÞÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ, ÔÎÇ-
ÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏÖ ×ÑÐÖ. ¯Â àÕÑÌ ÅÓÂÐËÙÇ
ÓËÏÂÐÑÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ (ÓËÔ. 9Ã) r1 � u, r2 � r3 � 0, ÕÂÍ
ÚÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÑÎËÕÑÐÐÑÅÑ ÍÓÂâ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (79), Vs � 2u
ËÎË dxR � 2u dt. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÆÑÎß ÒÖÕË ÔÑÎËÕÑÐÐÑÅÑ ÍÓÂâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

dxR
du
ÿ 2u

dt

du
� 0 �146�

ÔÐÑÄÂ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÑ Ô ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ
ÓÇÛÇÐËÇÏ

xR ÿ 6ut � �xi�u� ; i � 1; 2 ; �147�

ÇÔÎË ÍÓÂÌ ÅÓÂÐËÚËÕ Ô i-Ì ÄÇÕÄßá àÕÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ.ªÔÍÎáÚÂâ
xR, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ t � t�u�:

2u
dt

du
� 3t � ÿ 1

2
�x 0i �u� ; �148�

ÅÆÇ �xi�u� ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÄÇÕÄß ÑÃÓÂÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (ÓËÔ. 10). ¥Îâ ÄÇÕÄË i � 1
ÓÇÛÇÐËÇ ËÜÇÕÔâ Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ t�0� � 0, ÚÕÑ
ÆÂÈÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ×ÑÓÏÖ ÆÄËÉÇÐËâ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÅÑ
ÍÓÂâ:

t�u� � 1

4�ÿu�3=2
� u

0

�������ÿup
�x 01�u� du ; �149�

xR � ÿ 3

2
�������ÿup
� u

0

�������ÿup
�x 01�u� du� �x1�u� :

Â

x

u0�x� xm

um

Ã�x�u�

�x�um�

�x1

�x2

um u

²ËÔ. 10. (Â) ¯ÂÚÂÎßÐÞÌ ÒÓÑ×ËÎß "ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ" ËÏÒÖÎßÔÂ. (Ã) °Ã-
ÓÂÕÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ �x�u�, ÔÑÔÕÑâÜÂâ ËÊ ÆÄÖØ ÄÇÕÄÇÌ: �x1�u� Ë �x2�u�.
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¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ u0�x� � ÿ

���
x
p

, �x1�u� � u 2, x > 0, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÕÔáÆÂ
ÊÂÍÑÐ ÆÄËÉÇÐËâ xR � ÿ5t 2.

²ÇÛÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (148) Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ

t�um� � 1

4�ÿum�3=2
� um

0

�������ÿup
�x 01�u� du

ÆÎâ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ, ËÏÇáÜÇÅÑ
ÏËÐËÏÖÏ u � um ÒÓË x � xm, ÒÓËØÑÆËÏ Í ÊÂÍÑÐÖ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ

t�u� � 1

4�ÿu�3=2
� x2�u�

0

���������������
ÿu0�x�

p
dx ;

�150�
xR � x2�u� ÿ 3

2
�������ÿup
� x2�u�

0

���������������
ÿu0�x�

p
dx :

°ÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ¬Æ¶ÐÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ ÐÇ ÏÑÉÇÕ
ÒÓË ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÓÂÔÒÂÔÕßÔâ Ä
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÔÑÎËÕÑÐÑÄ. £ÏÇÔÕÑ àÕÑÅÑ ÑÐ ÕÓÂÐÔ-
×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÒÂÍÇÕ, ÔÑÎËÕÑÐÐÞÌ
ÍÓÂÌ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓË t!1 ÆÄËÉÇÕÔâ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ

xR � ÿ 3A2=3

21=3
t 1=3 ; A �

�1
0

���������������
ÿu0�x�

p
dx ; �151�

ÔÛËÄÂâÔß Ô ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÞÏ ÂÔËÏÒÕÑÕË-
ÚÇÔÍËÏ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ u � x=�6t� ÒÓË
xR < x < 0. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÇÆÖÜÇÅÑ ÔÑÎË-
ÕÑÐÂ Ä ¥µ£ ÖÃÞÄÂÇÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÍÂÍ

a � 2jr1j � A
2=3

2 4=3
tÿ2=3 : �152�

£ÃÎËÊË àÕÑÅÑ ÍÓÂâ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ âÄÎâáÕÔâ
ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÏË Ë ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ z � x=t 1=3.
·ÑÕâ àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÄËÆÇ [41, 42], ÑÃÎÂÔÕß ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÔÕË ÑÕÐÑÔËÕÇÎß-
ÐÑ ÏÂÎÂ Ë ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÕßÔâ ÊÆÇÔß ÐÂ àÕÑÌ
ÕÇÑÓËË. ²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ ÄÑ ÄÔÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ¥µ£
ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä [29, 42]. ±ÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ Í ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏÖ
ÍÓÂá àÄÑÎáÙËâ ¥µ£ ÔÐÑÄÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÌ Ô
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÑÕ z � x=t.
¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÌ ÊÂÍÑÐ ÆÄËÉÇÐËâ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ
ÍÓÂâ ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ, ÊÂÏÇÕËÄ, ÚÕÑ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓËÔ. 9Ã, ÐÂ
àÕÑÏ ÍÓÂÇ r1 � r2 � um, r3 � 0, Õ.Ç. ËÊ (59) ÐÂØÑÆËÏ
ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ k � 2p=L � 2

����������ÿump
. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä

ÕÑÚÍÇ ÔÛËÄÂÐËâ ÅÓÖÒÒÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÎËÐÇÌÐÑÌ ÄÑÎÐÞ
vg � ÿ3k 2 � 12um Ë

xL � 12umt : �153�

11. ´ÇÑÓÇÏÂ Ñ ÚËÔÎÇ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ
Ä ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐÂØ

£ ÓÂÃÑÕÇ [43] ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÄÂÉÐÂâ ÕÇÑÓÇÏÂ, ÖÕÄÇÓÉÆÂáÜÂâ,
ÚÕÑ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÓÂÊÎËÚËâ ÏÇÉÆÖ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÏÂÎÑÂÏÒÎË-
ÕÖÆÐÑÅÑ ÍÓÂâ vg Ë ×ÂÊÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÄÑÎÐÞ V ÆÎËÐÂ
¥µ£ ÊÂ ÄÓÇÏâ dt ÐÂ àÕÑÏ ÍÓÂÇ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ÐÂ
�vg ÿ V� dt, ÒÑàÕÑÏÖ ÚËÔÎÑ ÒÇÓËÑÆÑÄ ÄÑÎÐÞ Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá

dN

dt
� 1

2p
k�vg ÿ V� ; �154�

ÅÆÇ ÄÔÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÄÞÚËÔÎâáÕÔâ ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÚËÔÎÂ Ä ¥µ£ ÐÂ ÇÈ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ. £ÞÓÂÉÇÐËÇ Ä
ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (154) ÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ
ÄÇÎËÚËÐÖ ÒÑÕÑÍÂ ÚËÔÎÂ ÄÑÎÐ o � kV Ä ÑÃÎÂÔÕß ¥µ£ Ô
ÖÚÈÕÑÏ ÔÆÄËÅÂ ¥ÑÒÎÇÓÂ ËÊ-ÊÂ ÆÄËÉÇÐËâ ÅÓÂÐËÙÞ ÔÑ
ÔÍÑÓÑÔÕßá vg. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÑÎÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ, ÄÑÛÇÆ-
ÛËØ Ä ¥µ£ ÊÂ ÄÔÈ ÄÓÇÏâ ÇÈ àÄÑÎáÙËË, Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ
ÊÐÂÍÂ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÍÂÍ

N � 1

2p

�1
ÿ1

k�vg ÿ V� dt � 1

2p

�1
ÿ1

�
k
do
dk
ÿ o

�
dt : �155�

©ÆÇÔß ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕË-
ÓÑÄÂÕß ÍÂÍ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ËÏÒÖÎß-
ÔÑÏ k Ë ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ o, ÍÑÕÑÓÂâ ÂÔÔÑÙËËÓÑÄÂÐÂ Ô
ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÒÂÍÇÕÑÏ, ÆÄËÉÖÜËÏÔâ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÏÂÎÑÂÏÒÎË-
ÕÖÆÐÞÏ ÍÓÂÇÏ ¥µ£. ´ÑÅÆÂ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÓÂÄÇÐ ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÏÖ ÆÇÌÔÕÄËá S ÕÂÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ë ÚËÔÎÑ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ

N � S

2p
: �156�

ÁÔÐÑ, ÚÕÑ àÕË ×ÑÓÏÖÎÞ ÐÑÔâÕ ÑÃÜËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ Ë
âÄÎâáÕÔâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏË ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶.

¥Îâ ×ÂÍÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÔÚÈÕÂ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ËÊÄÇÔÕÐÞ
ÑÔÐÑÄÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ¥µ£ ØÑÕâ ÃÞ ÐÂ ÇÈ ÏÂÎÑÂÏ-
ÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶
ÎÇÅÍÑ ÐÂØÑÆËÏ jk�vg ÿ V�j � 2k 3 Ë ÆÎâ àÄÑÎáÙËË ÔÕÖ-
ÒÇÐßÍË Ô ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÊÆÇ-
ÎÇ 7, ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ ÐÂ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ k � 2.
°ÕÔáÆÂ ÐÂØÑÆËÏ ÚËÔÎÑ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÄÛËØÔâ Ä
¥µ£ ÊÂ ÄÓÇÏâ t: N � �8=p�t. ¥Îâ ÄÓÇÏÇÐË t � 15 àÕÂ
×ÑÓÏÖÎÂ ÒÓÇÆÔÍÂÊÞÄÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ N � 38, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÒÑÆ-
ÔÚÈÕ ÚËÔÎÂ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÐÂ ÓËÔ. 4Ã, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏ Ä ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶, ÆÂÈÕ ÒÓËÏÇÓÐÑ
N � 39 Ä ØÑÓÑÛÇÏ ÔÑÅÎÂÔËË Ô ÕÇÑÓËÇÌ. ³ÑÅÎÂÔËÇ Ô àÕËÏ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÆÔÚÈÕÑÏ ÖØÖÆÛÂÇÕÔâ, ÑÆÐÂÍÑ, ÒÓË
ÏÇÐßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ
ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ ÊÐÂÚÇÐËâ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ
ÐÂ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (116),
r3 � u, r1 � r2 � ÿu=4, ÅÆÇ u ì ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÑÎÐÞ Ä ÕÑÚÍÇ
ÔÛËÄÂÐËâ, ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÍÂÍ u � �������

12t
p

(ÔÏ. (116)).
±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ Ä (59) ÆÂÈÕ ÆÎËÐÖ ÄÑÎÐÞ L � 2p=

�����
5u
p

Ë
ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ k � �����

5u
p � �����

10
p � 31=4t 1=4. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ

ÆÎâ ÚËÔÎÂ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÄÛËØÔâ Í ÏÑÏÇÐÕÖ t, ÒÑ-
ÎÖÚÂÇÏ

N � 40
�����
10
p � 33=4

7p
t 7=4 � 13;1� t 7=4 :

¥Îâ t � 1 ÚËÔÎÑ ÑÔÙËÎÎâÙËÌN � 13 ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ
ÑÕ ÚËÔÎÂ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ N � 15ÿ16, ÓÂÊÎËÚËÏÞØ ÐÂ ÓËÔ. 6Ã,
ÕÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÔÑÅÎÂÔËÇ ÏÑÉÇÕ ÔÚËÕÂÕßÔâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓË-
ÕÇÎßÐÞÏ ÆÎâ ÔÕÑÎß ÐÇÃÑÎßÛÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË àÄÑÎáÙËË.

¦ÔÎË ÏÞ ËÏÇÇÏ ÆÇÎÑ Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ ËÏÒÖÎßÔÑÏ
ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕË, ÕÑ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÑÐ àÄÑÎáÙËÑÐË-
ÓÖÇÕ Ä ËÕÑÅÇ Ä ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÒÑ ÐÖÎÇÄÑÏÖ ×ÑÐÖ u � r1 � 0. ¤ÓÖÒÒÑÄÂâ
ÔÍÑÓÑÔÕß ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÍÓÂâ, âÄÎâáÜÂâÔâ Ä ÕÇÑÓËË
µËÊÇÏÂ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ, ËÏÇÇÕ Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÔÏÞÔÎ ÔÍÑÓÑÔÕË ÅÓÂÐËÙÞ, ÑÕÆÇÎâáÜÇÌ ÍÑÎÇÃÂ-
ÐËâ, ÒÓÇÄÓÂÜÂáÜËÇÔâ ÒÓË t!1 Ä ÔÑÎËÕÑÐÞ, ÑÕ ÎËÐÇÌ-
ÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ. ¹ËÔÎÑ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÄ-
ÛËØÔâ ËÊ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÂ-
ÚÂÎßÐÞÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ u0�x�, Ë ÑÐÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÚËÔÎÇÐÑ
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ.
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¯Â ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ k � 2
���
u
p

Ë k�vg ÿ V� �
� ÿ2k 3 � ÿ16u 3=2. ªÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ t ÑÕ 0 ÆÑ tm
ÏÑÉÐÑ Ô ÒÑÏÑÜßá (139) Ë (140) ÊÂÏÇÐËÕß ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂ-
ÐËÇÏ ÒÑ u ÑÕ 0 ÆÑ um, Ë ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ËÐÕÇÅÓË-
ÓÑÄÂÐËÇ ÑÕ tm ÆÑ �1 Ô ÒÑÏÑÜßá (143) ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Ä
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÕÑÏÖ ÉÇ ËÐÕÇÓÄÂÎÖ u. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ

N � 4

p

� um

0

�
t2 ÿ t1 � 1

6
��x 02 ÿ �x 01�

�
du ; �157�

ÅÆÇ

t2 ÿ t1 � 1

12
���
u
p

� um

u

�x 02 ÿ �x 01�����
u1
p du1: �158�

¥ÄÑÌÐÑÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËÌ ÒÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ (158)
Ä (157), ÎÇÅÍÑ ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÞÌ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ÚÂÔÕâÏ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËØÑÆËÏ Í
×ÑÓÏÖÎÇ

N � 1

p

� um

0

���
u
p ��x 02 ÿ �x 01� du �

1

p

� 0

ÿ1

�����������
u0�x�

p
dx ; �159�

ÅÆÇ, ÍÂÍ ÑÃÞÚÐÑ, u0�x� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÐÂÚÂÎßÐÞÌ
ÒÓÑ×ËÎß ÄÑÎÐÞ. £ÒÇÓÄÞÇ àÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÃÞÎÂ ÄÞÄÇÆÇÐÂ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [44] Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÅÎÖÃÑÍËØ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËØ
ÔÄÑÌÔÕÄ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÇÅÑ ÒÑÎÐÑÌ ËÐÕÇ-
ÅÓËÓÖÇÏÑÔÕßá [24]. £ ÐÂÛÇÏ ËÊÎÑÉÇÐËË ÑÐÂ âÄÎâÇÕÔâ
ÒÓÑÔÕÞÏ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÒÑÆØÑÆÂ ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ Í
ÕÇÑÓËË ¥µ£.

12. ´ÇÑÓËâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ
ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ ë ÆÇ ¶ÓËÊÂ
Ô ÆËÔÔËÒÂÙËÇÌ

£Ñ ÄÄÇÆÇÐËË ÏÞ ÑÃÔÖÆËÎË ÓÂÊÄËÕËÇ ËÆÇË Ñ ¥µ£ ÑÕ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ³ÂÅÆÇÇÄÂ, ÔÑÔÕÑâÜÇÅÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÒÓÇÄÓÂÜÂáÕ ÒÇÓÇØÑÆÐÞÌ ÔÎÑÌ ÄâÊÍÑÌ
ÖÆÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÖá ÄÑÎÐÑÑÃÓÂÊÐÖá ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÖ, Í ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ Ñ ×ÑÓÏË-
ÓÑÄÂÐËË ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ¥µ£ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÑÒÓÑÍËÆÞ-
ÄÂÐËâ ÄÑÎÐÞ, ÒÓËÚÈÏ àÄÑÎáÙËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÏÑÆÖÎâÙËË Ä
¥µ£ ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏµËÊÇÏÂ. ÁÔÐÑ, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ
ÐÂÎËÚËÇ ÏÂÎÑÌ ÆËÔÔËÒÂÙËË ËÎË ÆÓÖÅËØ ÄÑÊÏÖÜÂáÜËØ
ÚÎÇÐÑÄ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ¬Æ¶ ÕÂÍÉÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í àÄÑÎáÙËË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÏÑÆÖÎâÙËË, Õ.Ç. ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
µËÊÇÏÂ ÕÓÇÃÖáÕ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÏÑÆË-
×ËÍÂÙËË. ´ÑÅÆÂ ÍÂÓÕËÐÂ¥µ£, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÂâ ³ÂÅÆÇÇÄÞÏ,
ÆÑÎÉÐÂ ÑÒËÔÞÄÂÕßÔâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏË ÓÇÛÇÐËâÏË ÕÂÍËØ
ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ, ÖÚËÕÞÄÂáÜËØ
ÒÑÏËÏÑ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÎÞÇ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ à××ÇÍÕÞ. £
àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÑÃÔÖÆËÏ ÕÂÍÖá ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÖá
ÕÇÑÓËá µËÊÇÏÂ Ë ÇÈ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÇ ÔÎÇÆÔÕÄËâ.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬Æ¶
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

ut � 6uux � uxxx � R�u� ; �160�

ÅÆÇ ÄÑÊÏÖÜÂáÜËÌ ÚÎÇÐ âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÎÞÏ, R � e5 1, Ë
ÊÂÄËÔËÕ ÍÂÍ ÑÕ ÒÑÎâ u, ÕÂÍ Ë ÑÕ ÇÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ. £ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÊÎËÚÂÕß ÆÄÂ
ÕËÒÂ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ¥Îâ ÑÆÐÑÅÑ ÕËÒÂ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ
µËÊÇÏÂ ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÒÓÂÄÞÇ ÚÂÔÕË ÒÓË ÒÓÇÉÐÇÌ ×ÑÓÏÇ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ²ËÏÂÐÂ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÕËÒÂ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÏÖ ÄËÆÖ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞØ

ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
qri
qt
�
X
j

vi j
qrj
qx
� 0 ;

ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÂÙËâ ÍÑÕÑÓÞØ, ÍÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4,
ÑÃÞÚÐÑ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÂ. ®Þ ÑÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÒÇÓÄÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ, Í ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÑÕÐÑÔâÕÔâ ×ËÊËÚÇÔÍË ÄÂÉÐÞÇ ÊÂÆÂÚË Ô
ÏÂÎÑÌ ÆËÔÔËÒÂÙËÇÌ. £ÞÄÑÆËÕß ÄÑÊÏÖÜÈÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
µËÊÇÏÂ ÑÒâÕß ÃÖÆÇÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇÏ ÊÂÍÑÐÑÄ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ.
±ÓË àÕÑÏ ÖÚÕÈÏ, ÚÕÑ ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÚËÔÎÂ ÄÑÎÐ (43)
ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÔÄÑÌ ÄËÆ, Â ÊÂÍÑÐÞ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ (44) ÒÓËÑÃÓÇ-
ÕÂáÕ ÒÓÂÄÞÇ ÚÂÔÕË:

ut � �3u 2 � uxx�x � R ;
�161��

1

2
u 2

�
t

�
�
2u 3 � uuxx ÿ 1

2
u 2
x

�
x

� uR :

µÔÓÇÆÐÈÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

huit � h3u 2 � uxxix � hRi ; �162��
1

2
u 2

�
t

�
�
2u 3 � uuxx ÿ 1

2
u 2
x

�
x

� huRi

ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏ ÕÑÚÐÑ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, Ë ÄÏÇÔÕÑ (49)
ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

DWA

Dt
� WA

qV
qx

;
DWB

Dt
� WA

qB
qx
ÿWAhRi ;

�163�
DWV

Dt
� WA

qA
qx
ÿWAhuRi ;

ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÒÓÇÉÐËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÎËÛß ÆÑÒÑÎ-
ÐËÕÇÎßÐÞÏË ÚÎÇÐÂÏË, ÊÂÄËÔâÜËÏË ÑÕ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ. ±ÇÓÇ-
ØÑÆâ Í ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ n1, n2, n3 Ë ÄÄÑÆâ ÓËÏÂÐÑÄÞ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÞ (55) ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ Ä ÍÂÚÇ-
ÔÕÄÇ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÐÂØÑÆËÏ ÉÇÎÂÇÏÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ µËÊÇÏÂ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ:

qri
qt
� vi qriqx

� L

qL=qri


�s1 ÿ 2ri ÿ u�R�
4
Q

j 6�i�ri ÿ rj� ; i � 1; 2; 3 ; �164�

ÅÆÇ vi ì ÔÍÑÓÑÔÕË µËÊÇÏÂ (60) ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ, s1 � r1 � r2 � r3. £ ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄâÊÍÑÔÕË ¢áÓ-
ÅÇÓÔÂ ÄÑÊÏÖÜÈÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ µËÊÇÏÂ ÄÞÄÇÆÇÐÞ Ä ÓÂÃÑ-
ÕÂØ [43, 45], Â ÆÎâ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÄâÊÍÑÔÕËì Ä [46]. £ ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ Ä ×ÑÓÏÇ (164) ÑÐË ÄÞÄÇÆÇÐÞ Ä [47 ë 49].

¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ñ ÓÑÎË ÏÂÎÑÌ ÆËÔÔË-
ÒÂÙËË, ÑÃÓÂÕËÏÔâ Í ÊÂÆÂÚÇ ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ Ñ ÓÂÔ-
ÒÂÆÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ. ¬ÂÍ ÏÞ ÊÐÂÇÏ ËÊ ÓÂÊÆÇÎÂ 7, ÐÂ
ÐÂÚÂÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ àÄÑÎáÙËË ÆËÔÔËÒÂÙËâ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂ Ë
¥µ£ ÓÂÔÛËÓâÇÕÔâ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. °ÆÐÂÍÑ,
ÍÑÅÆÂ ÇÈ ÆÎËÐÂ ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÓÂÊÏÇÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ � eÿ1, ÄÔÇ
ÚÎÇÐÞ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ µËÊÇÏÂ (164) ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÑÆËÐÂÍÑÄÑ
ÄÂÉÐÞÏË Ë ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÉËÆÂÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏÖ
ÓÇÉËÏÖ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÑÎÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ
¥µ£ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÃÂÎÂÐÔÑÏ ÚÎÇÐÑÄ Ô ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË ÒÑ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÏË ÒÑÒÓÂÄÍÂÏË. ±ÑàÕÑÏÖ
ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ (164) Ô ËÐ-
ÄÂÓËÂÐÕÂÏË ri, ÊÂÄËÔâÜËÏË ÎËÛß ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x �
� xÿ Vt. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ àÕÂ ÔËÔÕÇÏÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í

dri
dx
� ÿ


�s1 ÿ 2ri ÿ u�R�
8
Q

j6�i�ri ÿ rj� ; i � 1; 2; 3 ; �165�
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ÇÔÎË Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ V ÄÊâÕß ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÑÎÐÞ V � 2s1, ÒÓËÚÈÏ
ÄÄËÆÖ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÔÕË ÒÓÑ×ËÎâ àÕÂ ÔËÔÕÇÏÂ ÆÑÎÉÐÂ
ËÏÇÕß ËÐÕÇÅÓÂÎ

s1 � const : �166�

ÇÅÍÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ s1 ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ âÄÎâÇÕÔâ
ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ, Â ÆÄÇ ÆÓÖÅËÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË,
s2 � r1r2 � r1r3 � r2r3 Ë s3 � r1r2r3, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâÏ

ds2
dx
� 1

4
hRi ; ds3

dx
� 1

8

ÿ
s1hRi ÿ huRi

�
: �167�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÔÄÇÎË ÊÂÆÂÚÖ Í ÓÇÛÇÐËá ÔËÔÕÇÏÞ
ÆÄÖØ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ s2
Ë s3, ÒÓËÚÈÏ ri âÄÎâáÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË ÑÕ s2 Ë s3 Ë ÐÂØÑÆâÕÔâ
ËÊ ÓÇÛÇÐËâ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

Q�r� � r 3 ÿ s1r 2 � s2rÿ s3 � 0 : �168�

©ÂÆÂÚÂ ÇÜÈ ÃÑÎßÛÇ ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ, ÇÔÎË hRi � 0, ÕÂÍ ÚÕÑ ÏÞ
ËÏÇÇÏ ÇÜÈ ÑÆËÐ ËÐÕÇÅÓÂÎ s2 � const, Ë ÐÂÏ ÑÔÕÂÈÕÔâ
ÓÇÛËÕß ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

ds3
dx
� ÿ 1

8
huRi : �169�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÆÑÃÐÑ ÄÇÓÐÖÕßÔâ ÑÕ ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ
×ÖÐÍÙËÌ Í ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ ri Ë ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß, ÐÂÒÓËÏÇÓ, r1
Ë r2 ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ r3, ÅÆÇ r3 � r3�x�. ´ÑÅÆÂ ËÊ (165)
ÐÂØÑÆËÏ

dr1
dr3
� r3 ÿ r2

r2 ÿ r1
;

dr2
dr3
� ÿ r3 ÿ r1

r2 ÿ r1
: �170�

¿ÕÂ ÔËÔÕÇÏÂ ËÏÇÇÕ ÆÄÂ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ: s1 � const, s2 � const.
³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, r1 Ë r2 ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ r3 âÄÎâáÕÔâ
ÍÑÓÐâÏË ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

r 2 ÿ �s1 ÿ r3�r� s2 ÿ �s1 ÿ r3�r3 � 0 : �171�

¦ÅÑ ÍÑÓÐË ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÞ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÖÔÎÑÄËá
r1 4 r2, Â ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ s1, s2 ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÅÓÂÐËÚÐÞÏË
ÖÔÎÑÄËâÏË. °ÃÑÊÐÂÚËÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ
ÄÑÎÐÞ ÒÓË x! ÿ1 ÍÂÍ uL Ë ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÄÑÎÐÂ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ Ä ÔÓÇÆÇ Ô u � 0 ÒÓË x! �1. ¯Â
ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ, ÅÆÇ m! 0, r2 ! r1, ÄÇÎËÚËÐÂ
uL � r3 � rL3 Ë ËÐÕÇÅÓÂÎÞ

s1 � 2rL1 � uL ; s2 � �rL1 �2 � 2rL1 uL : �172�

¯Â ÔÑÎËÕÑÐÐÑÏ ÍÓÂÇ rR1 � 0, rR2 � rR3 Ë ËØ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ Ä
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ s1, s2 ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá

s 2
1 ÿ 4s2 � 0 �173�

ÏÇÉÆÖ ËÐÕÇÅÓÂÎÂÏË. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (173) ×ÑÓÏÖÎÞ (172),
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ rL1 , ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÆÂÈÕ
rL1 � uL=4, Õ.Ç. ÐÂ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ

s1 � 3

2
uL ; s2 � 9

16
u 2
L : �174�

ªÐÕÇÅÓÂÎÞ ÒÓËÐËÏÂáÕ àÕË ÉÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ë ÐÂ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÏ
ÍÓÂÇ, ÅÆÇ r1 � 0 Ë s3 � 0, ÕÂÍ ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (168) ËÏÇÇÕ
ÊÆÇÔß ÆÄÑÌÐÑÌ ÍÑÓÇÐß rR2 � rR3 � �3=4�uL. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÇÆÖÜÇÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÂ as � 2rR3 Ë ÇÅÑ ÔÍÑÓÑÔÕß

Vs � 4rR3 , ÔÑÄÒÂÆÂáÜÂâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÖÆÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ,
ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÍÂÍ

as � 3

2
uL ; V � 3uL : �175�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÌ
ÖÆÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÄÇÎËÚËÐÑÌ ÓÂÊÓÞÄÂ
Ä ÔÑÅÎÂÔËË Ô ÑÃÜÇÌ ÕÇÑÓËÇÌ ÄâÊÍËØ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ Ô ÏÂÎÑÌ
ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ [22]. ªÐÕÇÓÇÔÐÑ, ÚÕÑ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÔÍÑÓÑÔÕß, ÐÑ Ë
ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÇÆÖÜÇÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÂ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÖÐËÄÇÓÔÂÎß-
ÐÞÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË (175) ÚÇÓÇÊ ÄÇÎËÚËÐÖ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ
ÓÂÊÓÞÄÂ Ë ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄËÆÂ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÅÑ ÚÎÇÐÂ. £
ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆËÔÔËÒÂÙËË ÕËÒÂ ¢áÓÅÇÓÔÂ ×ÑÓÏÖÎÞ
(175) ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ [50] ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÏÇÕÑÆÑÏ
ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÃÇÊ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÕÇÑÓËË µËÊÇÏÂ.

¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÅÎÑÃÂÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÄÆÑÎß ÄÔÇÌ ¥µ£,
ÊÂÏÇÚÂÇÏ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË ÊÐÂÚÇÐËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ
(174) Ä (171) Ë ÓÇÛÇÐËâ àÕÑÅÑ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÞ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ r1 Ë r2 ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË r3. ªØ ÉÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ Ä
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (59) ÆÎâ m ÆÂÈÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ r3 ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÞÓÂÉÇÐËá àÕÑÅÑ ÓËÏÂÐÑÄÂ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ÚÇÓÇÊ m, Ë ÕÑÅÆÂ r1 Ë r2 ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÕß ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ m. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ àÕËØ àÎÇÏÇÐÕÂÓ-
ÐÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

r1 � uL
2

�
1ÿ 1�m

2
������������������������
1ÿm�m 2
p

�
;

r2 � uL
2

�
1ÿ 1ÿ 2m

2
������������������������
1ÿm�m 2
p

�
; �176�

r3 � uL
2

�
1� 1ÿm=2������������������������

1ÿm�m 2
p

�
:

²ÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÃÖÆÇÕ ÒÑÎÖÚÇÐÑ, ÇÔÎË ÃÖÆÇÕ ÐÂÌÆÇÐÂ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ m ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x. £ÞÚËÔÎËÄ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá dm=dr3 Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎ (170) Ë ÖÏÐÑ-
ÉËÄ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÐÂ dr3=dx ËÊ (165), ÒÑÎÖÚËÏ ÕÓÇÃÖÇÏÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:

dm

dx
� ÿ 1ÿm�m 2

4�r2 ÿ r1��r3 ÿ r1��r3 ÿ r2� huRi ; �177�

ÅÆÇ ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊ m ÆÎâ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËâ R ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ ÄËÆÂ.

¬ÑÐÍÓÇÕËÊËÓÖÇÏ àÕÖ ÕÇÑÓËá, ÄÞÃÓÂÄ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ Ä
ÄËÆÇ ÕÓÇÐËâ ¢áÓÅÇÓÔÂ [43, 45]:

R � euxx : �178�

¥Îâ ×ÂÍÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÄÇÆÇÐËâ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÖÆÑÃÐÑ ÒÇÓÇÌ-
ÕË Í ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ v � �s1 ÿ u�=2, ÕÂÍ ÚÕÑ v ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËá v 2

x � 4Q�v�, Q�v� � Q3
i�1�vÿ ri�, Õ.Ç. uxx �

� ÿ2vxx � ÿ4 dQ=dv. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÐÂØÑÆËÏ

ÿhuRi � 8e
L

� ����������
Q�v�

p
dv :

¿ÕÑÕ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÎÇÅÍÑ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÕÂÃÎËÚ-
ÐÞÏ, Ë Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

dm

dx
� F�m� � 8e

15

1ÿm�m 2

m�1ÿm� �

�
�
�1ÿm�m 2� E�m�

K�m� ÿ �1ÿm�
�
1ÿm

2

��
: �179�
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´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÔÄÇÎÑÔß Í ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÇ

x � ÿ
� 1

m

dm

F�m� : �180�

±ÑÔÎÇÆÐââ ×ÑÓÏÖÎÂ ÄÏÇÔÕÇ Ô (176) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ Ä ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÏ ÄËÆÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ,
Õ.Ç. ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ri ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
µËÊÇÏÂ, ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x, ÑÕÔÚËÕÞÄÂÇÏÑÌ ÑÕ ×ÓÑÐÕÂ
¥µ£. ±ÓËÏÇÓ ÕÂÍÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 11Â, Â
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÒÓÑ×ËÎß ¥µ£ì ÐÂ ÓËÔ. 11Ã.

13. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ

±ÑÏËÏÑ ËÏÇáÜÇÅÑ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¬Æ¶, ÆÓÖÅËÏ ÄÂÉÐÇÌÛËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÕÂÍÉÇ ÄÑÊÐËÍÂá-
ÜËÏ Ä ÔÂÏÞØ ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÞØ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂØ, âÄÎâÇÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ, Ä ÚÂÔÕÐÑ-
ÔÕË, ÆËÐÂÏËÍÖ ÔÎÂÃÑ ÐÇËÆÇÂÎßÐÑÅÑ ÃÑÊÇ-ÅÂÊÂ ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ [51, 52] Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ, ÍÑÅÆÂ
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÃÑÊÇ-ÅÂÊÂ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ, ÒÑÆÑÃÐÑ
ÒÑÎá ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ. ¿ÕÂ
ÕÇÑÓËâ ÒÓËÑÃÓÇÎÂ ÃÑÎßÛÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑÔÎÇ àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÃÑÊÇ-àÌÐÛÕÇÌÐÑÄÔÍÑÌ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËË
ÂÕÑÏÑÄ, Ë Ô ÑÔÐÑÄÐÞÏË ÇÈ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏË ÏÑÉÐÑ
ÒÑÊÐÂÍÑÏËÕßÔâ ÒÑ ÑÃÊÑÓÂÏ [53, 54]. ©ÆÇÔß ÏÞ ÑÅÓÂÐË-
ÚËÏÔâ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÄÞÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄ-
ÔÍÑÅÑ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË c�r� Ä ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÑÃÑÊÐÂ-

ÚÇÐËâØ:

i�h
qc
qt
� ÿ �h 2

2m
Dc�U�r�c� gjcj2c ; �181�

ÅÆÇ m ì ÂÕÑÏÐÂâ ÏÂÔÔÂ, D ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÂÒÎÂÔÂ, U�r�ì
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÐÂ ÂÕÑÏÞ, Â
ÒÂÓÂÏÇÕÓ g, ÍÑÕÑÓÞÌ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÆÎËÐÖ ÓÂÔÔÇâÐËâ a
ÂÕÑÏÑÄ ÆÓÖÅ ÐÂ ÆÓÖÅÇ,

g � 4p�h 2a

m
;

ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÔËÎÖ ÏÇÉÂÕÑÏÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâì ÑÐÑ
âÄÎâÇÕÔâ ÑÕÕÂÎÍËÄÂáÜËÏ ÒÓË g > 0 Ë ÒÓËÕâÅËÄÂáÜËÏ
ÒÓË g < 0. ¥Îâ ÐÂÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÇÓÄÞÌ ÔÎÖÚÂÌ,
ÍÑÅÆÂ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÑ Ë ÒÑ
ÐÇÏÖ ÏÑÅÖÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕßÔâ ÄÑÎÐÞ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ ÄÑÊÐËÍÎÑ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÔÂÏÑ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË ÒÖÚÍÑÄ
ÔÄÇÕÂ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ [55, 56], ÅÆÇ ÓÑÎß ÄÓÇÏÇÐË
ËÅÓÂÇÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÄÆÑÎß ÒÖÚÍÂ, Â ÆË×ÓÂÍÙËâ ÊÂÏÇÐâÇÕ
ÔÑÃÑá ÆËÔÒÇÓÔËá, ÑÆÐÂÍÑ Ä ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÓÂÃÑÕÂØ ÑÃÔÖÉÆÂ-
ÎÂÔß ÎËÛß ×ÑÍÖÔËÓÖáÜÂâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË ÔÄÇÕÂ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ. ¥ÓÖÅÂâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ (181) ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË àÄÑÎáÙËË ÑÅËÃÂáÜÇÌ
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÏÂÎÑÌ
ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ Ë ÔÎÂÃÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá [57]. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÒÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÞÏ à××ÇÍÕÂÏ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÖÚËÕÞÄÂáÜËÏ, ÒÑÏËÏÑ
ÆÄËÉÇÐËâ ÒÂÍÇÕÂ Ô ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá, ÇÅÑ ÏÇÆÎÇÐÐÑÇ
ÓÂÔÒÎÞÄÂÐËÇ, Â ÒÑÔÎÇÆÐËÌ ÚÎÇÐ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÑÕÍÎËÍÂ ÔÓÇÆÞ ÑÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ. ±ÑÆÑÃÐÂâ ÔË-
ÕÖÂÙËâ ÄÔÕÓÇÚÂÇÕÔâ Ä ×ËÊËÍÇ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÚÂÔÕÑ ì ÑÕ ÑÒË-
ÔÂÐËâ ÄÑÎÐ ÐÂ ÅÎÖÃÑÍÑÌ ÄÑÆÇ ÆÑ ÕÇÑÓËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ
ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÔÄÇÕÂ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÔÄÇÕÑÄÑÆÂØ. £ àÕÑÏ ÍÑÐ-
ÕÇÍÔÕÇ ÒÑÎÖÚÂáÜÇÇÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÚÂÔÕÑ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (¯µº). °ÆÐÂÍÑ Ä ÐÂÛÇÌ
ÔÕÂÕßÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂ-
ÙËÇÌ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ, ÆÂáÜÇÌ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÑÃÓÂ-
ÜÂÕßÔâ Í ÃÑÎÇÇ ÐÂÅÎâÆÐÞÏ ÑÃÓÂÊÂÏ Ë ÒÑÐâÕËâÏ ÅÂÊÑÄÑÌ
ÆËÐÂÏËÍË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ r � jcj2, Â
ÇÅÑ ÔÍÑÓÑÔÕß ÕÇÚÇÐËâ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÅÓÂÆËÇÐÕ ×ÂÊÞ
ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË [53, 54], ÕÂÍ ÚÕÑ ÇÔÎË ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÄÑÎ-
ÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá Ä ÄËÆÇ

c � ���
r
p

exp �if� ; u � �h

m
Hf ; �182�

ÕÑ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ Ä (181) ÆÂÈÕ ÒÑÔÎÇ ÒÓÑÔÕÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÌ ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ �U�r� � 0�:

rt � H�ru� � 0 ; �183�

ut � �uH�u� g

m
Hr� �h 2

2m
H
� �Hr�2

4r2
ÿ Dr

2r

�
� 0 :

±ÇÓÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÞÚÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÑÔÕË, ÑÕÄÇÚÂáÜËÏ ÔÑØÓÂÐÇÐËá ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ Ä
ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÇ, Â ÄÕÑÓÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ×ÑÓÏÖ ÏÑÆË×ËÙË-
ÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ ÆÎâ ÕÇÚÇÐËâ ÅÂÊÂ Ô ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇÏ ÔÑÔÕÑâÐËâ p � gr2=�2m� Ë Ô ÒÑÔÎÇÆÐËÏ ÚÎÇÐÑÏ,
ÔÑÆÇÓÉÂÜËÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÄÞÛÇ ÒÇÓ-
ÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ÁÔÐÑ, ÚÕÑ àÕÑÕ ÚÎÇÐ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ÅÂÊÂ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÏ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÇÌ ÂÕÑÏÑÄ. ¦ÔÎË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÆÎËÐÐÞÇ

uL

3uL
2

u�x�

ÿ40 ÿ30 ÿ20 ÿ10 0 x

Ã

uL

3uL
4

uL
4

ri�x�

r1

r2

r3

ÿ40 ÿ30 ÿ20 ÿ10 0 x

Â

²ËÔ. 11. (Â) ¤ÓÂ×ËÍË ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ
ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÅÑ ¥µ£ Ô ÄâÊÍÑÔÕßá ¢áÓ-
ÅÇÓÔÂ (178) ÒÓË e � 0;1, uL � 1;0. (Ã) ±ÓÑ×ËÎß ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÖÆÂÓ-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÞ u�x� Ô ÄâÊÍÑÔÕßá ¢áÓÅÇÓÔÂ ÒÓË ÕÇØ ÉÇ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂ-
ÓÂÏÇÕÓÑÄ.
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ÄÑÎÐÞ Ë ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß àÕËÏ ÚÎÇÐÑÏ, ÕÑ ÏÞ ÒÓËÆÈÏ Í
ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÄÖÍÂ Ä ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÇ:

cs �
�������
dp

dr

s
�

������
gr
m

r
; �184�

ÍÑÕÑÓÂâ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË r. ¦ÔÎË ÑÃÓÂ-
ÕËÕßÔâ Í ÎËÐÇÌÐÞÏ ÄÑÎÐÂÏ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÇ Ô
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá r, ÕÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ
ÆÂÈÕ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ [58]

o�k� � k

��������������������������
c 2s �

�
�hk

2m

�2
s

; �185�

ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ k ÒÇÓÇØÑÆËÕ ÑÕ
ÊÄÖÍÑÄÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË o � csk Ä ÑÃÞÚÐÞÌ ÊÂÍÑÐ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÚÂÔÕËÙ e � �ho � ��hk�2=�2m�, ÍÑÅÆÂ
ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ ÆÇ ¢ÓÑÌÎâ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÏÇÐßÛÇ ÆÎËÐÞ
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË

xc �
�h���
2
p

mcs
� �h������������

2mgr
p : �186�

£ÄÇÆÇÐËÇ Ä ÕÇÑÓËá ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËØ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÍÑÐÆÇÐ-
ÔÂÕÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ: ÆÎËÐÞ xc Ë ÔÍÑÓÑÔÕË cs ÒÓË ØÂÓÂÍÕÇÓ-
ÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË r0 ì ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÖÆÑÃÐÞÇ
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ: r! r=� ���2p xc�, t! cst=�

���
2
p

xc�,
c! c=

�����
r0
p

. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ
ÎËÛß ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÏË ÆÄËÉÇÐËâÏË ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ, ÕÂÍ ÚÕÑ Ä
ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¤ÓÑÔÔÂ ë ±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ
ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

ict �
1

2
cxx ÿ jcj2c � 0 ; �187�

Â ÇÅÑ "ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ" ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (183) ÒÇÓÇÌÆÈÕ Ä
ÔÎÇÆÖáÜÇÇ:

rt � �ru�x � 0 ; �188�
ut � uux � rx �

�
r2x
8r2
ÿ rxx

4r

�
x

� 0 :

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ (185)
ÒÓÇÄÓÂÕËÕÔâ Ä

o�k� � k

��������������
1� k 2

4

r
: �189�

ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÄÑÎÐÞ ÏÑÅÖÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕßÔâ Ä ÑÃÑËØ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ ÑÔË x, ÕÂÍ ÚÕÑ ÎáÃÑÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÇ ÒÇÓÇÌÆÈÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ Ä ÆÄÂ ÄÑÎÐÑÄÞØ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ Ä ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ.
¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÇÔÎË ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ ËÏÇÇÕ ×ÑÓÏÖ ÄÑÊÄÞ-
ÛÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ ÐÂ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ×ÑÐÇ, ÕÑ
ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ (187)
ËÎË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (188) ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ àÄÑÎá-
ÙËá ÄÑÎÐÞ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÖá ÐÂ ÓËÔ. 12. ¬ÂÍ ÏÞ ÄËÆËÏ,
ËÏÒÖÎßÔ ÓÂÔÜÇÒÎâÇÕÔâ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÐÂ ÆÄÂ, Ë ÍÂÉÆÞÌ ËÊ
ÐËØ ËÔÒÞÕÞÄÂÇÕ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ Ô ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇÏ ¥µ£.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÇÓÇÆ ÐÂÏË ÄÔÕÂÈÕ ÊÂÆÂÚÂ ÑÒËÔÂÕß àÄÑ-
ÎáÙËá ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ, ÒÑÆÚËÐâáÜËØÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¤ÓÑÔ-
ÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÒÑÆØÑÆÖ ¤ÖÓÇ-
ÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ, ÍÂÉÆÂâ ¥µ£ ÅÓÂÐËÚËÕ Ô ÅÎÂÆÍËÏ ÓÇ-
ÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËá
ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ, ÑÃÓÂÕËÏÔâ ÔÐÂÚÂÎÂ Í àÕÑÏÖ ÒÓËÃÎËÉÇÐËá.

£ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÒÑÔÎÇÆÐËÏ ÚÎÇÐÑÏ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË ¿ÌÎÇÓÂ (188) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß Ë àÕÂ ÔËÔÕÇÏÂ
ÒÓËÏÇÕ ÒÓÑÔÕÖá ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ×ÑÓÏÖ:

rt � �ru�x � 0 ; ut � uux � rx � 0 : �190�

¬ÂÍ ÑÃÞÚÐÑ Ä ÕÇÑÓËË ÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ, ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ËÊÏÇÐÇ-
ÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË dr Ë ÔÍÑÓÑÔÕË ÕÇÚÇÐËâ du ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇÏ dr=r � �du=c, ÅÆÇ ÄÞÃÑÓ ÊÐÂÍÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ. ±ÑàÕÑÏÖ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ä ÄÑÎÐÇ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÌÔâ ÄÒÓÂÄÑ, ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ du � cdr=r � dr=

���
r
p

,
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÆÑÎß ÕÂÍÑÌ
ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÑÎÐÞÏÇÉÆÖ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÕÇÚÇÐËâ u Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕßá
r ËÏÇÇÕÔâ ÔÄâÊß u=2ÿ ���

r
p � const, Ë ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑ-

ÛÇÐËÇ Ô ÆÓÖÅËÏ ÊÐÂÍÑÏ ÒÇÓÇÆ ÍÑÓÐÇÏ ËÏÇÇÕÔâ ÆÎâ ÄÑÎÐÞ,
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÌÔâ ÄÎÇÄÑ. ¿ÕÑ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËÇ ÒÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ×ËÊËÍÇ ÄÑÎÐ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË
âÄÎâáÕÔâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÓËÏÂÐÑÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ, ÔÄâÊÂÐ-
ÐÞÇ Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá Ë ÔÍÑÓÑÔÕßá ÕÇÚÇÐËâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

r� � u

2
� ���

r
p

; rÿ � u

2
ÿ ���

r
p

: �191�

µÓÂÄÐÇÐËâ (190), ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÇ Ä àÕËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ,
ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ÒÓÑÔÕÑÌ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÄËÆ:

qr�
qt
� v��r�; rÿ� qr�qx � 0 ;

�192�
qrÿ
qt
� vÿ�r�; rÿ� qrÿqx � 0 ;

ÅÆÇ ÔÍÑÓÑÔÕË v� � u� c ËÏÇáÕ ÒÓÑÔÕÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ
ÔÏÞÔÎ ÔÍÑÓÑÔÕË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔËÅÐÂÎÂ, ÓÂÄÐÑÌ ÔÖÏÏÇ
Ë ÓÂÊÐÑÔÕË ÔÍÑÓÑÔÕË ÕÇÚÇÐËâ Ë ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÄÖÍÂ, ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ ÒÑ ÕÇÚÇÐËá ËÎË ÒÓÑÕËÄ ÐÇÅÑ. £ ÐÂÛÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÃÑÊÇ-àÌÐÛÕÇÌÐÑÄÔÍÑÅÑ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ ÑÐË ÑÚÇÐß ÒÓÑ-
ÔÕÑ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÓËÏÂÐÑÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ:

v� � 3

2
r� � 1

2
rÿ ; vÿ � 1

2
r� � 3

2
rÿ : �193�

±ÓÑÔÕÞÇ ÄÑÎÐÞ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÑÏ ÑÆÐÑÅÑ
ËÊ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÄÑÎÐÞ,

2,0

1,5

1,0

0,5

0
0

4
8
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16
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24
28

32

t

ÿ80

t � 0

t � 4

t � 8

t � 12

t � 16

t � 20

t � 24

t � 28

t � 32

r�
x
;t
�

ÿ60ÿ40
ÿ20 0

x

20
40

60
80

²ËÔ. 12. ¿ÄÑÎáÙËâ ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË Ä ÃÑÊÇ-àÌÐÛÕÇÌÐÑÄÔÍÑÏ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÇ. ±ÑÔÎÇ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÄÑÎ-
ÐÞ ÒÓË tb � 20 ÐÂ ÇÅÑ ÍÓÂâØ ÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ ÖÆÂÓÐÞÇ
ÄÑÎÐÞ.
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ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÌÔâ ÄÒÓÂÄÑ, ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ
ËÐÄÂÓËÂÐÕ rÿ � r �0�ÿ � const, Ë ÕÑÅÆÂ ÄÕÑÓÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(192) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕÔâ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË, Â ÒÇÓÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ·ÑÒ×Â, Ô ÍÑÕÑÓÞÏ ÏÞ ÖÉÇ
ËÏÇÎË ÆÇÎÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ËÑÐÐÑ-ÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ Ä ÒÎÂÊÏÇ.
°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÄÄËÆÖ ÖÍÂÊÂÐÐÑÌ ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ r Ë u àÕÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ·ÑÒ×Â ÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÐÂÒËÔÂÕß ÆÎâ ÑÆÐÑÌ ËÊ
àÕËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÚÕÑ ÆÂÔÕ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËÇ ÆÎâ ÑÆÐÑÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐ Ä
ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÇ. ¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ÖÚÈÕ ÆËÔÒÇÓÔËË (189) Ä
ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË o � k� k 3=8 ÒÓËÄÇÆÈÕ ÐÂÔ Í
ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬Æ¶ ÆÎâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎß-
ÛÑÌ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ Ë ÏÂÎÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ. ÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß,
ÚÕÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ Ë ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÌ ÚÎÇÐÞ Ä àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËË ËÏÇáÕ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÇ ÊÐÂÍË, ÕÂÍ ÚÕÑ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ
ÓÇÛÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ âÏÍÂÏ Ä ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬Æ¶ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ "ÏÇÎÍËÇ" ÔÑÎËÕÑÐÞ ÐÂ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ×ÑÐÇ. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÇÑÓËâ ¥µ£ ÆÎâ ¬Æ¶
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÒÓËÏÇÐËÏÂ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ Ä
ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÇ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË ËØ ÐÇÃÑÎßÛÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ Ë
ÑÆÐÑÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ. °ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÅÎÖ-
ÃÑÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ë ¥µ£ ÃÑÎßÛÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÕÓÇÃÖÇÕÔâ
ÓÂÊÄËÕËÇ ÕÇÑÓËË ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ.

³×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÄ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËâ Ä ÖÆÑÃÐÑÌ ÆÎâ ÐÂÔ ×ÑÓÏÇ (192), ÏÞ ÏÑÉÇÏ
ÑÃÓÂÕËÕßÔâ Í ÕÇÑÓËË ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ, ÏÑÆÖÎâÙËË ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒËÔÞÄÂáÕ
¥µ£. ¦ÔÎË ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ (188) Ä ÄËÆÇ ÃÇÅÖÜÇÌ
ÄÑÎÐÞ r � r�x�, u � u�x�, x � xÿ Vt, ÕÑ ÒÇÓÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÏÅÐÑÄÇÐÐÑ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÕÔâ, Â ÄÕÑÓÑÇ ÒÑÔÎÇ ËÔÍÎáÚÇÐËâ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ u ÔÄÑÆËÕÔâ ÒÑÔÎÇ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÌ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ:

rx � 2
�����������
R�r�

p
; R�r� �

Y3
i�1
�rÿ ni� : �194�

ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÒÎÑÕÐÑÔÕß r ÍÑÎÇÃÎÇÕÔâ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
n1 4r4n2, ÅÆÇ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐR�r� ÒÑÎÑÉËÕÇÎÇÐ Ë ÔÕÂÐÆÂÓÕ-
ÐÑÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÄÞÄÑÆÖ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÄËÆÇ
ÍÐÑËÆÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶, ÒÓËÄÑÆËÕ
Í ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄ-
ÔÍÑÅÑ Ä ÄËÆÇ

r � n1 � �n2 ÿ n1� sn2
ÿ ��������������

n3 ÿ n1
p �xÿ Vt�;m� ; �195�

ÅÆÇ m � �n2 ÿ n1�=�n3 ÿ n1� Ë ÔÍÑÓÑÔÕß V, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ
ÕÂÍÑÄÑÌ Ä ÕÇÑÓËË ¬Æ¶, âÄÎâÇÕÔâ ÕÇÒÇÓß ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ. ³ÍÑÓÑÔÕß ÕÇÚÇÐËâ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ

u � V�
�������������
n1n2n3
p

r
: �196�

£ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ, ÍÑÅÆÂ n3 ! n2 Ë m! 0, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÓÇÛÇÐËÇ [59]

r � r0

�
1ÿ 1ÿ V 2=r0

cosh2
ÿ �����������������

r0 ÿ V 2
p �xÿ Vt��

�
;

�197�
u � V

�
1ÿ r0

r

�

ÆÎâ ÔÑÎËÕÑÐÂ, ÆÄËÉÖÜÇÅÑÔâ ÒÑ ÒÑÍÑâÜÇÏÖÔâ ÐÂ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÖ Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá n2 � r0. ¬ÑÅÆÂ
ÅÎÖÃËÐÂ ÔÑÎËÕÑÐÂ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá, ÇÅÑ ÔÍÑÓÑÔÕß

ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÄÖÍÂ c0 � �����
r0
p

, ÐËÍÑÅÆÂ ÐÇ
ÒÓÇÄÞÛÂâ ÇÈ. ¦ÔÎË ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÑÎËÕÑÐÂ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, ÕÑ
Ä ÇÅÑ ÙÇÐÕÓÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß r ÕÂÍÉÇ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ë
ÕÂÍÑÌ ÔÑÎËÕÑÐ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ "ÚÈÓÐÞÏ". £ ÔËÎÖ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËâ u � fx ×ÂÊÂ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ
ÚÇÓÇÊ ÑÃÎÂÔÕß, ÊÂÐËÏÂÇÏÖá ÔÑÎËÕÑÐÑÏ, ËÔÒÞÕÞÄÂÇÕ
ÔÍÂÚÑÍ

Df � f�1� ÿ f�ÿ1� � ÿ2 arccos V�����
r0
p ; V > 0 ; �198�

Ë ÆÎâ ÚÈÓÐÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÂ ÒÓË V! �0 àÕÑÕ ÔÍÂÚÑÍ
Df � ÿp. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ×ÂÊÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ
2p, àÕÑ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ ÐÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßáV! ÿ0 Ë ÔÍÂÚÍÑÏDf � p. ´ÈÏÐÞÌ ÔÑÎËÕÑÐ
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ àÕÑÏÖ ÇÅÑ ÔÄÑÌÔÕÄÖ ÏÑÉÇÕ ËÊÏÇÐâÕß ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÕÑÚÍÂØ, ÅÆÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß Ä ÇÅÑ ÙÇÐÕÓÇ
ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ
ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÇ, ÖÆÇÓÉËÄÂÇÏÑÏ ÎÑÄÖÛÍÑÌ. ¶ÑÓÏÖÎÞ (197)
ÏÑÉÐÑ ÑÃÝÇÆËÐËÕß Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

c �
� ����������������

r0ÿ V 2

q
tanh

h �����������������
r0 ÿ V 2

q
�xÿ Vt�

i
� iV

�
exp �ÿir0t�

�199�

ÆÎâ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄ-
ÔÍÑÅÑ (187). £ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ n2 ÿ n1 5
5 n3 ÿ n1, m5 1, ÄÑÎÐÂ (195) ÄÞÓÑÉÆÂÇÕÔâ Ä ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕ-
ÓËÚÇÔÍÖá,

r � n1 � a

2
cos
�
2
��������������
n3 ÿ n1
p �xÿ Vt�� ; �200�

ÒÓËÚÈÏ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ k � 2
��������������
n3 ÿ n1
p

Ë ×ÂÊÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß
ÄÑÎÐÞ V � � �����

n3
p

ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ V 2 � n3 �
� n1 � k 2=4 � r0 � k 2=4, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÊÂÍÑÐÖ ÆËÔ-
ÒÇÓÔËË (189).

±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÚÇÕÞ-
ÓÈØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ: V, n1, n2, n3 ì Ë ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ¥µ£
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞÄÇÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÚËÔÎÂ ÄÑÎÐ
(33) ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÐÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÄÑÎÐÞ (195) Ô ÔÑ-
ÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÚÇÓÇÊ
ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ, Ë ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÐÂÌÕË ÇÜÈ ÕÓË
ÊÂÍÑÐÂ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ
(187), ÕÂÍ ÚÕÑ ËØ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÆÂÔÕ Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÒÑÎÐÞÌ
ÍÑÏÒÎÇÍÕ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. °ÆÐÂÍÑ ËØ ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÐËÇ Ä ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÄËÆ ÒÓâÏÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ µËÊÇÏÂ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÕÇØÐËÚÇÔÍË ÔÎÑÉÐÞÏ, Ë ÄÒÇÓÄÞÇ àÕË ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ Ä ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ
[60, 61] ÎËÛß ÒÑÔÎÇ ÑÕÍÓÞÕËâ ÒÑÎÐÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕË
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ Ä [62] Ë ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ
ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ ÒÑÎÐÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕßá Ë ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÂ-
ÙËÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ Ä [63]. ®Þ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÄÆÂÄÂÕßÔâ Ä
ÆÇÕÂÎË àÕÑÌ ÕÇÑÓËË Ë ÒÓËÄÇÆÈÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ µËÊÇÏÂ ÆÎâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ Ä ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÏ ÄËÆÇ,
ÕÇÏ ÃÑÎÇÇ ÚÕÑ ÑÐË ÄÇÔßÏÂ ÒÑØÑÉË ÐÂ ÖÉÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÐÂÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ µËÊÇÏÂ ÆÎâ ÏÑÆÖÎâÙËÌ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ
¬Æ¶ Ë ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏË ÏÇÕÑ-
ÆÂÏË.

¦ÔÎË Ä ÔÎÖÚÂÇ ¬Æ¶ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ni Í ÓË-
ÏÂÐÑÄÞÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏ ri ÔËÔÕÇÏÞ µËÊÇÏÂ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâ-
ÇÕÔâ ÑÚÇÐß ÒÓÑÔÕÞÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË (55), ÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ V, ni ÔÄâÊÂÐÞ Ô
ÓËÏÂÐÑÄÞÏË ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË ri, r1 4 r2 4 r3 4 r4; ÃÑÎÇÇ

76 ¡.®. ¬¡®¹¡´¯°£ µ¶¯ 2021



ÔÎÑÉÐÞÏË ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË:

n1 � 1

4
�r1 ÿ r2 ÿ r3 � r4�2 ;

n2 � 1

4
�r1 ÿ r2 � r3 ÿ r4�2 ;

�201�
n3 � 1

4
�r1 � r2 ÿ r3 ÿ r4�2 ;

V � 1

2
�r1 � r2 � r3 � r4� :

³ÕÑËÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐ R�n� �Q3
i�1�nÿ ni�

âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÊÑÎßÄÇÐÕÑÌ ¶ÇÓÓÂÓË ÆÎâ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÂ
Q�r� �Q4

i�1�rÿ ri�, ÒÑÊÄÑÎâáÜÇÌ ÄÞÓÂÊËÕß Ä ÓÂÆËÍÂÎÂØ
ÍÑÓÐË ÖÓÂÄÐÇÐËâ Q�r� � 0 ÚÇÓÇÊ ÇÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ.
®ÐÑÅÑÚÎÇÐ Q�r� Ë ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË ÇÅÑ ÐÖÎÇÌ
ËÅÓÂáÕ ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß Ä ÕÇÑÓËË ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ Ë
ËØ ÏÑÆÖÎâÙËÌ ÆÎâ ÛËÓÑÍÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ¹ÇÓÇÊ ÓËÏÂÐÑÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ
×ÑÓÏÖÎÑÌ

r � 1

4
�r4 ÿ r3 ÿ r2 � r1�2 � �r4 ÿ r3��

� �r2 ÿ r1� sn2
� �����������������������������������
�r4 ÿ r2��r3 ÿ r1�

p
x;m

�
; �202�

ÅÆÇ

m � �r2 ÿ r1��r4 ÿ r3�
�r4 ÿ r2��r3 ÿ r1� : �203�

®ÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ µËÊÇÏÂ ËÏÇáÕ ÆËÂÅÑÐÂÎß-
ÐÞÌ ÄËÆ:

qri
qt
� vi�r� qriqx

� 0 ; i � 1; 2; 3; 4 ; �204�

ÅÆÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ
ÆÎËÐÖ ÄÑÎÐÞ

L � 2K�m�������������������������������������r4 ÿ r2��r3 ÿ r1�
p �205�

×ÑÓÏÖÎÑÌ

vi�r� �
�
1ÿ L

qiL
qi

�
V ; i � 1; 2; 3; 4 ; �206�

ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ (58). ±ÑÆÔÕÂÄËÄ (205) Ä (206), ÒÑÎÖÚËÏ

v1 � 1

2

X
ri ÿ �r4 ÿ r1��r2 ÿ r1�K
�r4 ÿ r1�Kÿ �r4 ÿ r2�E ;

v2 � 1

2

X
ri � �r3 ÿ r2��r2 ÿ r1�K
�r3 ÿ r2�Kÿ �r3 ÿ r1�E ;

�207�
v3 � 1

2

X
ri ÿ �r4 ÿ r3��r3 ÿ r2�K
�r3 ÿ r2�Kÿ �r4 ÿ r2�E ;

v4 � 1

2

X
ri � �r4 ÿ r3��r4 ÿ r1�K
�r4 ÿ r1�Kÿ �r3 ÿ r1�E :

¯Â ÔÑÎËÕÑÐÐÑÏ ÍÓÂÇ ¥µ£ ÒÓË r2 � r3 �m � 1� àÕË
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÒÇÓÇØÑÆâÕ Ä

v1 � 3

2
r1 � 1

2
r4 ; v4 � 3

2
r4 � 1

2
r1 ;

�208�
v2 � v3 � 1

2
�r1 � 2r2 � r4� ;

Â ÐÂ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ ÒÓË r3 � r4 Ë m � 0 ÒÑÎÖÚËÏ

v1 � 3

2
r1 � 1

2
r2 ; v2 � 3

2
r2 � 1

2
r1 ;

�209�

v3 � v4 � 2r4 � �r2 ÿ r1�2
2�r1 � r2 ÿ 2r4� ;

ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÞ Ë Ä ÒÓÇÆÇÎÇ
r1 � r2 �m � 0�.

¬ÂÍ ÄËÆËÏ, ÐÂ ÍÓÂâØ ¥µ£ ÑÆÐÂ ÒÂÓÂ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
ÔÎËÄÂÇÕÔâ Ä ÑÃÜÇÇ ÆÎâ ÐËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ, Â ÆÓÖÅÂâ ÒÂÓÂ
ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ×ÑÓÏÖÎÞ (193) ÆÎâ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕÇÌ ÒÓË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎÇÐËË ÖËÊÇÏÑÄ-
ÔÍËØ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ Ô ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏË ÓË-
ÏÂÐÑÄÞÏË ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË r� (ÔÏ. (191)). ¿ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎß-
ÔÕÄÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÔÕÓÑËÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ,
ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ¥µ£, Ä ÅÎÂÆÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (192). ¿ÕË ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ,
ÍÂÍ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ µËÊÇÏÂ, ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÓÇÛÇÐÞ ÏÇÕÑÆÑÏ
ÅÑÆÑÅÓÂ×Â. ¥Îâ ÔËÔÕÇÏÞ µËÊÇÏÂ ÓÇÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

xÿ vi�rj�t � wi�rj� ; i; j � 1; 2; 3; 4 ; �210�
ÅÆÇ

wi�rj� �
�
1ÿ L

qiL
qi

�
W�rj� ; i; j � 1; 2; 3; 4 ; �211�

Ë ×ÖÐÍÙËâ W�r1; r2; r3; r4� âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÔËÔÕÇÏÞ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ ë±ÖÂÔÔÑÐÂ (73). £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÍÂÍ Ë Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶, ÄÂÉÐÞÌ ÍÎÂÔÔ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞØ
ÓÇÛÇÐËÌ ÒÓÇÆÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÂâ ×ÖÐÍÙËâ

W � r 2����������
Q�r�p �

X1
k�0

W �k��rj�
r k

; �212�

ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ r Ë ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâáÜÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¿ÌÎÇÓÂ ë±ÖÂÔÔÑÐÂ (73). ¬Ñà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ ÇÈ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ r ÒÓËÄÑÆâÕ
Í ÚÂÔÕÐÞÏ ÓÇÛÇÐËâÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ ë±ÖÂÔÔÑÐÂ, ÆÎâ
ÍÑÕÑÓÞØ ×ÖÐÍÙËË wi�rj� ÒÓËÐËÏÂáÕ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÌ ÄËÆ:

w
�k�
i �rj� �W �k��rj� � 2�vi ÿ V� qiW �k��rj� : �213�

£ÄËÆÖ ÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ ë±ÖÂÔÔÑÐÂ ÎáÃÂâ
ÎËÐÇÌÐÂâ ÍÑÏÃËÐÂÙËâ wi �

P
k Akw

�k�
i ×ÖÐÍÙËÌ (213)

ÕÂÍÉÇ ÆÂÈÕ ÓÇÛÇÐËÇ (210). ©ÆÇÔß W �k� ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË si ÍÑÓÐÇÌ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÂ Q�r� �
�Q 4

i�1�rÿ ri�, âÄÎâáÜËÇÔâ ÇÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË. £ ÚÂÔÕ-
ÐÑÔÕË,

W �1� � 1

2
s1 ; W �2� � 3

16
s 2
1 ÿ

1

4
s2 ;

�214�
W �3� � 5

32
s 3
1 ÿ

3

8
s1s2 � 1

4
s3 :

µÉÇ àÕËØ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÔÄÇÆÇÐËÌ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÚÕÑÃÞ
ÓÇÛËÕß ÊÂÆÂÚÖ ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ÆÎâ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÔÎÖÚÂÇÄ.

14. ²ÂÔÒÂÆ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ
Ä ÕÇÑÓËË ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ

´ÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 7 ÕÇÑÓËË ¬Æ¶,
ÐÂÚÐÈÏ Ô ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÊÂÆÂÚË Ñ ÓÂÔÒÂÆÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ
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ÓÂÊÓÞÄÂ, ÍÑÅÆÂ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ ÒÓË x < 0 Ë x > 0
ËÏÇÇÕ ÓÂÊÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë ÔÍÑÓÑÔÕË ÕÇÚÇÐËâ rL,
uL Ë rR, uR ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÌ
ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÔÛËÄÂáÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËâ ÓËÏÂÐÑÄÞØ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ, ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ ÊÂÆÂÆËÏ
ËØ ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÒÑ ÓÂÊÐÞÇ ÔÕÑÓÑÐÞ ÑÕ ÓÂÊÓÞÄÂ:

r��x; t� �
rL� �

uL
2
� ������

rL
p

; x < 0 ;

rR� �
uR
2
� ������

rR
p

; x > 0 :

8><>: �215�

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ àÄÑÎáÙËá ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ
ÓÂÊÓÞÄÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÍÑÅÆÂ Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË uL � uR � 0, Ë ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ÃÖÆÇÏ
ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ rL > rR, ÕÂÍ ÚÕÑ rL� � ÿrLÿ > rR� � ÿrRÿ .

¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ
ÆÎâ ÕÂÍÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ ÆÂÈÕ ÄÑÎÐÑÄÖá ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÖ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÖá ÐÂ ÓËÔ. 13Â ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÎËÐËÇÌ. ¬ÂÍ ÏÞ
ÄËÆËÏ, àÕÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÆÄÖØ ÄÑÎÐ, ÔÑÇÆËÐÈÐÐÞØ
ÑÃÎÂÔÕßá ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ ("ÒÎÂÕÑ"). £ÄËÆÖ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄËâ Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ Ô ÓÂÊÏÇÓ-
ÐÑÔÕßá ÆÎËÐÞ, ÓÇÛÇÐËâ ÍÂÍ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ (192), ÕÂÍ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ (204) ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß
ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÏË Ë ÊÂÄËÔÇÕß ÎËÛß ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ z � x=t.
±ÑàÕÑÏÖ, ÍÂÍ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÄÆÑÎß àÕËØ ÄÑÎÐ ÏÑ-
ÉÇÕ ËÊÏÇÐâÕßÔâ ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ ËÊ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ.
³ÎÇÄÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÄÑÎÐÂ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ, ÄÆÑÎß ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÇÐ ÓËÏÂÐÑÄ ËÐÄÂÓËÂÐÕ r�, Õ.Ç.

������
rL
p � �u=2� ���

�r
p

, ÅÆÇ
ÐÂÆÚÈÓÍÐÖÕÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÑÊÐÂÚÂáÕ ËØ ÊÐÂÚÇÐËâ ÐÂ
ÒÎÂÕÑ. £ ÓÇÛÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ ÕÂÍÉÇ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ
ÎËÛß ÑÆËÐ ËÊ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ri, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ËØ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÇ ÔÛËÄÂÐËÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ,
ÇÔÎË ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÓËÏÂÐÑÄ ËÐÄÂÓËÂÐÕ r3. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ

ÄÑÊÐËÍÂáÜÖá ÄÑÎÐÑÄÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß
ÆËÂÅÓÂÏÏÑÌ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ, ËÊÑÃÓÂÉÈÐÐÑÌ ÐÂ
ÓËÔ. 13Ã, ÅÆÇ ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÄÔÇØ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÑÕ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ z. £ÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇ ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ r1 ÄÆÑÎß ¥µ£ Ë ÇÅÑ ÔÛË-
ÄÂÐËâ Ô ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË �rÿ Ë rRÿ ÐÂ ÍÓÂâØ ¥µ£ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÇÜÈ ÑÆÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ: �u=2ÿ ���

�r
p � ÿ ������

rR
p

ì ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÄ ÕÇÚÇÐËâ ÄÆÑÎß ÒÎÂÕÑ. ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÂáÕ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÕÇÚÇÐËâ ÐÂ ÒÎÂÕÑ

�r � 1

4

ÿ ������
rL
p � ������

rR
p �2

; �u � ������
rL
p ÿ ������

rR
p

; �216�

ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÇÍÓÂÔÐÑ ÔÑÅÎÂÔÖáÕÔâ Ô ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ.
²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÄËÆ ÒÑÎÖ-

ÚÂáÜÇÌÔâ ÒÓË ÓÂÔÒÂÆÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ ÄÑÎÐÑÄÑÌ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß, ÔÑÇÆËÐËÄ ÒÂÓÞ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÇÈ ÍÓÂâÏ,
ÎËÐËâÏË Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ ÐÂÍÎÑÐÑÏ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÏ ÂÄ-
ÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÏ ÓÇÛÇÐËâÏ ÄËÆÂ vi � z (ÆÎâ ÄÑÎÐ ÓÂÊÓÇÉÇ-
ÐËâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÔÕß ÐÂÍÎÑÐÂ ÑÚÇÄËÆÐÂ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ
(193) ÆÎâ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ, Â ÆÎâ ¥µ£ ÑÐÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑÅÑ ËÔ-
ÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (207)). ¦ÔÎË Ä ÒÑÎÖÚÂáÜÇÌÔâ
ÑÃÎÂÔÕË ËÏÇÇÕÔâ ÎËÛß ÆÄÂ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ, ÕÑ
àÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÑÎÐÇ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ. ¦ÔÎË Ä ÕÂ-
ÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÚÇÕÞÓÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ, ÕÑ ÑÐÂ ÑÕ-
ÄÇÚÂÇÕ ¥µ£.

¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ [64, 65] Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÎËÛßÛÇÔÕß ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÞØ ÐÂ ÓËÔ. 14
ÄÏÇÔÕÇ Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÕËÒÂÏË ÄÑÎÐÑÄÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ.
£ ÔÎÖÚÂâØ ÓËÔ. 14Â, Ã ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÒÑ ÑÆÐÑÌ ÄÑÎÐÇ ÓÂÊÓÇÉÇ-
ÐËâ Ë ÑÆÐÑÌ ¥µ£ Ë ÑÐË ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ ÎËÛß ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËâÏË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÓËÔ. 14Ä ("ÔÕÑÎ-
ÍÐÑÄÇÐËÇ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÑÄ") ÒÑ ÓÂÊÐÞÇ ÔÕÑÓÑÐÞ ÑÕ ÒÎÂÕÑ
ÄÑÊÐËÍÎË ÆÄÇ ¥µ£. £ ÔÎÖÚÂâØ ÓËÔ. 14Å, Æ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÞ ÒÑ
ÓÂÊÐÞÇ ÔÕÑÓÑÐÞ ÑÕ ÓÂÊÓÞÄÂ ËÏÇáÕ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÇ
ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÒÓË ËØ ÓÂÊÃÇÅÂÐËË ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÒÎÂÕÑ Ô ÒÑÐËÉÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá, ÒÓËÚÈÏ Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÓËÔ. 14Æ ÐÂÚÂÎßÐÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÄÇÎËÍË, ÚÕÑ àÕÂ
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²ËÔ. 13. (Â) £ÑÎÐÑÄÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ, ÑÃÓÂÊÖáÜÂâÔâ ÒÓË ÓÂÔÒÂÆÇ ÐÂÚÂÎß-
ÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ Ä ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÃÑÊÇ-ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ Ô rL � 3,
rR � 1, ÄÓÇÏâ àÄÑÎáÙËË t � 10. ¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÔÒÎÑÛ-
ÐÑÌ ÎËÐËÇÌ, Â ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ
ì ÛÕÓËØÑÄÑÌ. ´ÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ �r � 1;87, xL

ÿ=t � ÿ1;73,
xL
�=t � ÿ0;63, xR

ÿ =t � 1;37, xR
� =t � 2;89 ØÑÓÑÛÑ ÔÑÅÎÂÔÖáÕÔâ Ô ÚËÔÎÇÐ-

ÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ. (Ã) ¥ËÂÅÓÂÏÏÂ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÂâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÄÛÇÌÔâ ÒÓË ÓÂÔÒÂÆÇ ÐÂ-
ÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË.
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²ËÔ. 14.£ÑÎÐÑÄÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, ÑÃÓÂÊÖáÜËÇÔâ ÒÓË ÓÂÔÒÂÆÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ
ÓÂÊÓÞÄÂ Ä ÕÇÑÓËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ, Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ.
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ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÖÃÞÄÂÇÕ ÆÑ ÐÖÎâ. ¯ÂÍÑÐÇÙ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÓËÔ. 14Ç,
ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÄÔÕÓÇÚÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÔÕÂÎÍËÄÂáÜËØÔâ ÍÑÐÆÇÐ-
ÔÂÕÑÄ ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÃÞÔÕÓÑÇ, ÚÕÑ ÄÏÇÔÕÑ ÒÎÂÕÑ, ÍÂÍ Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÓËÔ. 14Ä, ÏÇÉÆÖ ¥µ£ ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÐÇÎËÐÇÌÐÂâ ÒÇÓËÑÆËÚÇ-
ÔÍÂâ ÄÑÎÐÂ, ÒÂÓÂÏÇÕÓ m ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÅÓÂÐËÚ-
ÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË:

m � m � � �r
R
� ÿ rRÿ ��rL� ÿ rLÿ�
�rL� ÿ rR� ��rLÿ ÿ rRÿ �

: �217�

¥Îâ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ËÏÇÐÐÑ ÕÂÍÑÅÑ ÐÂÃÑÓÂ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓ ÐÂÆÑ ÖÆÑÔÕÑÄÇÓËÕßÔâ, ÚÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕË ÍÓÂÈÄ ÄÑÎÐ
ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ Ë ¥µ£ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÞ ÆÑÎÉÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ.
¥Îâ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ àÕÑÅÑ ×ÂÍÕÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊÖÚËÕß ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ Ë ÏÑÆÖÎâÙËÑÐ-
ÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ.

¡ÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (192) Ô ÕÓÇÃÖÇ-
ÏÞÏË ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÐÂØÑÆËÕÔâ ÃÇÊ ÕÓÖÆÂ. ¯Â-
ÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÄÑÎÐÞ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ ÐÂ ÓËÔ. 13 ËÎË 14Â ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ ÓËÏÂÐÑÄ ËÐÄÂÓËÂÐÕ r� � u=2� ���

r
p �

� ������
rL
p

, ÚÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ u Ë r Ä ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÑÎÐÇ.
±ÇÓÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (192) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓÇÐÑ, Â ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

vÿ � 1

2
r� � 3

2
rÿ � 3

2
uÿ ������

rL
p � z � x
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;

Ë ËÊ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÎÇÅÍÑ ÐÂØÑÆËÏ
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�
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ÇÄÞÌ ÍÓÂÌ ÄÑÎÐÞ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ ÆÄËÉÇÕÔâ ÄÎÇÄÑ ÔÑ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá sLÿ ÊÄÖÍÂ, ÓÂÄÐÑÌ ÒÑ ÂÃÔÑÎáÕÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÇ

������
rL
p

, Â
ÔÍÑÓÑÔÕß sL� ÒÓÂÄÑÅÑ ÍÓÂâ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË, ÒÓËÓÂÄÐâÄ ÑÆÐÖ
ËÊ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ (218) ÇÈ ÊÐÂÚÇÐËá (216) ÐÂ ÒÎÂÕÑ, ÕÂÍ ÚÕÑ
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������
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£¥µ£ ÐÂ ÓËÔ. 13 ÊÐÂÚÇÐËâ ÕÓÈØ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐ-
ÕÑÄ ËÊÄÇÔÕÐÞ:

r1 � ÿ ������
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p

; r2 � ������
rR
p

; r4 � ������
rL
p

; �220�

Â ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß r3 ÑÕ z � x=t ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÏ
ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ:

v3
ÿÿ ������

rR
p

;
������
rR
p

; r3;
������
rL
p � � z � x

t
: �221�

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÄÔÇØ àÕËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ Ë ×ÖÐÍÙËË r3 � r3�z� Ä
(202) ÆÂÈÕ ÐÂÏ ÒÓÑ×ËÎß ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ¥µ£, ÒÑÍÂÊÂÐÐÞÌ ÐÂ
ÓËÔ. 13Â ÛÕÓËØÑÄÑÌ ÎËÐËÇÌ, Ä ØÑÓÑÛÇÏ ÔÑÅÎÂÔËË Ô
ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ. ³ÍÑÓÑÔÕË ÍÓÂÈÄ ¥µ£ ÐÂØÑÆâÕÔâ
ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ ÊÐÂÚÇÐËÌ (220) Ä ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ
(208) Ë (209) ÆÎâ v3:

sRÿ �
1

2

ÿ ������
rL
p � ������

rR
p �

; sR� �
2rL ÿ rR������

rL
p : �222�

ÇÅÍÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓË rL > rR ÔÍÑÓÑÔÕË ÍÓÂÈÄ
ÄÑÎÐÞ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ Ë ¥µ£ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÞ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÐÇÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÂÏ sLÿ < sL� < sRÿ < sR� Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÆËÂÅÓÂÏ-
ÏÑÌ ÐÂ ÓËÔ. 13Ã.

¡ÏÒÎËÕÖÆÂ ÔÑÎËÕÑÐÂ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ Ô ÒÎÂÕÑ

as � �r4 ÿ r2��r2 ÿ r1� � 2
ÿ ������������

rL rR
p ÿ rR

�
: �223�

¦ÔÎËÏÞ ÊÂ×ËÍÔËÓÖÇÏ ÄÇÎËÚËÐÖ rL Ë ÃÖÆÇÏ ÖÏÇÐßÛÂÕß rR
ÑÕ ÇÅÑ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ rL, ÕÑ ÖÄËÆËÏ, ÚÕÑ
ÅÎÖÃËÐÂ ÔÑÎËÕÑÐÂ as ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÓÂÄÐÑÌ ×ÑÐÑÄÑÌ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË �r, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ ÐÂ ÒÎÂÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (216), ÒÓË
rR � rL=9, Õ.Ç. àÕÑÕ ÔÑÎËÕÑÐ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÚÈÓÐÞÏ Ë Ä
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ "ÄÂ-
ÍÖÖÏÐÂâ ÕÑÚÍÂ" [64, 65]. ±ÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÖÏÇÐßÛÇÐËË
rR ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÇÆÖÜÇÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÏÇÐßÛÇ
×ÑÐÑÄÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë ÄÂÍÖÖÏÐÂâ ÕÑÚÍÂ ÒÇÓÇÏÇÜÂÇÕÔâ
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²ËÔ. 15.´ÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËâ ¥µ£ ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÂ ÒÓÂÄÑÌ ÅÓÂÐËÙÇ. (Â) £ÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÄÂÍÖÖÏÐÑÌ ÕÑÚÍË. (Ã) £ÂÍÖÖÏÐÂâ ÕÑÚÍÂ ÄÐÖÕÓË
¥µ£. (Ä) ¥µ£ Ô ÐÇÃÑÎßÛÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ ÐÂ ×ÑÐÇ ÄÑÎÐÞ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ. (Å) ±ÓÇÄÓÂÜÇÐËÇ ¥µ£ Ä ÄÑÎÐÖ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÂ
ÒÓÂÄÑÌ ÅÓÂÐËÙÇ.
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ÄÅÎÖÃß ¥µ£. ¬ÑÅÆÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕß rR ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ËÔÚÇÊÂáÜÇ
ÏÂÎÑÌ, ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ä ¥µ£ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá
ÄÏÇÔÕÇ Ô ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ ÔÑÎËÕÑÐÂ (223), ÑÃÎÂÔÕß ÒÎÂÕÑ
ËÔÚÇÊÂÇÕ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÎÇÄÑÌ ÄÑÎÐÑÌ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ, ÐÑ ÊÂÕÑ ÄÔâ
ÑÃÎÂÔÕß ¥µ£ ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÄÑÎÐÖ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ (218),
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÓÂÔÛËÓÇÐËá ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ Ä ÄÂÍÖÖÏ.
´ÂÍÂâ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËâ ¥µ£ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÅÓÂÐËÚÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÑÄÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 15.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ
ÆÓÖÅËÇ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË, ÒÑÍÂÊÂÐÐÞÇ ÐÂ ÓËÔ. 14. ³ÎÇÆÖÇÕ
ÎËÛß ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÓËÔ. 14Ç ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÞÇ
ÄÑÎÐÞ ÔÛËÄÂáÕÔâ ÐÇ Ô ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÕÇÚÇÐËÇÏ ÐÂ ÒÎÂÕÑ, Â
Ô ÐÇÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ Ô ËÊÄÇÔÕ-
ÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ (217) ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ m.

ªÊÎÑÉÇÐÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕÔâ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÔÒÇÙËÂÎßÐÑ ÒÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÏ [66], Ä ÍÑÕÑ-
ÓÑÏ ÑÒÕËÚÇÔÍËÌ ËÏÒÖÎßÔ ËÏÇÎ ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÑ ÔÍÑÐÔÕÓÖË-
ÓÑÄÂÐÐÞÌ ÓÂÊÓÞÄ Ä ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÄÇÕÂ,
Â àÄÑÎáÙËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÑÆÚËÐâÎÂÔß ¯µº, àÍÄËÄÂÎÇÐÕ-
ÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ. ¯Â ÄÊâÕÑÏ ËÊ
àÕÑÌ ÔÕÂÕßË ÓËÔ. 16Â, Ä ÒÑÍÂÊÂÐ ÒÓÑ×ËÎß ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÄØÑÆâÜÇÅÑ Ä ÔÄÇÕÑÄÑÆ ËÏÒÖÎßÔÂ, Â ÐÂ ÓËÔ. 16Ã, Å ì
ÒÓÑ×ËÎß ÄÞØÑÆâÜÇÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÂØ 16Â, Ã ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐÞ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ËÊÏÇÓÇÐËÌ, Â ÐÂ ÓËÔ. 16Ä, Å ì ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ¯µº. ¯ÂÚÂÎßÐÞÌ ËÏ-
ÒÖÎßÔ ËÏÇÇÕ ×ÑÓÏÖ "ÔÆÄËÐÖÕÞØ ÄÒÎÑÕÐÖá ÔÕÑÎËÍÑÄ"
ÓÂÊÎËÚÐÑÌ ÄÞÔÑÕÞ, ÕÂÍ ÚÕÑ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÓÂÊÓÞÄ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, àÄÑÎáÙËâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐ-
ÕÇÓÇÔ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÄÑÎÐÞ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËÇ ÐÂ
ÄÐÇÛÐËØ ÍÓÂâØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, ÏÑÉÐÑ ËÅÐÑÓËÓÑÄÂÕß. ¬ÂÍ
ÄËÆËÏ, ÄÑÊÐËÍÂáÜÂâ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÄÑÎÐÂ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÔÎÖÚÂá
ÓËÔ. 14Ã, Ë ÔÍÑÓÑÔÕË ÍÓÂÈÄ ÄÑÎÐÞ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ Ë ¥µ£
ØÑÓÑÛÑ ÔÑÅÎÂÔÖáÕÔâ Ô ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË.

©ÂÆÂÚÂ Ñ ÓÂÔÒÂÆÇ ÓÂÊÓÞÄÂ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÔÄÑá ÒÓÑ-
ÔÕÑÕÖ, ÐÂØÑÆËÕ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ Ä ÃÑÎÇÇ ÓÇÂÎËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÓË-

ÎÑÉÇÐËâØ, ÕÂÍËØ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÂÍ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¥µ£ Ä ÕÇ-
ÚÇÐËË ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ ÏËÏÑ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËâ [67, 68], ÚÕÑ ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ÑÃÝâÔÐËÕß, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ [69]. °ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ ÖÍÎÂÆÞÄÂá-
ÜÖáÔâ Ä àÕÖ ÔØÇÏÖ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËá àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ Ô
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ àÄÑÎáÙËÇÌ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ä ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÑÌ ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËË ÍÂÍ Ä ×ËÊËÍÇ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÑÄ [70, 71], ÕÂÍ Ë Ä ÐÇ-
ÎËÐÇÌÐÑÌ ÑÒÕËÍÇ [72]. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 15 ÏÞ ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÏ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÌ ÏÇÕÑÆ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÒÓÑÔÕÑÌ ÊÂÆÂÚË Ñ
ÆÄËÉÇÐËË ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÆÄËÉÖ-
ÜÇÅÑÔâ ÒÑÓÛÐâ [73].

15. ©ÂÆÂÚÂ Ñ ÒÑÓÛÐÇ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÕÇÚÇÐËË ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ
ÒÑÓÛÐâ [73]. ®Þ ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑÓÛÐâ ÐÂÚÂ-
ÎÑÔß Ä ÏÑÏÇÐÕ t � 0 Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá vp Ë ÆÑ
ÐÂÚÂÎÂ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÑÓÛÐâ ÔÒÓÂÄÂ ÑÕ ÐÇÅÑ ÐÂØÑÆËÎÔâ
ÒÑÍÑâÜËÌÔâ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá r0.
ÁÔÐÑ, ÚÕÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÕÂÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÑÕ ÒÑÓÛÐâ
ÐÂÚÐÈÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕßÔâ ÄÑÎÐÂ, ÒÓËÚÈÏ ÇÔÎË ÔÍÑÓÑÔÕß
ÒÑÓÛÐâ ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ ÄÇÎËÍÂ, ÕÑ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÇÆÒÑÎÂ-
ÅÂÕß, ÚÕÑ Í ÐÇÏÖ ÒÓËÏÞÍÂÇÕ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÐÆÇÐ-
ÔÂÕÂ Ô ÕÑÌ ÉÇ ÔÍÑÓÑÔÕßá vp Ë Ô ÐÇÍÑÌ ÒÑÄÞÛÇÐÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá rL. ®ÇÉÆÖ àÕËÏ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÕÇÚÇÐËÇÏ Ë
ÒÑÍÑâÜËÏÔâ ÄÆÂÎË ÑÕ ÒÑÓÛÐâ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÑÏ ÐÂØÑÆËÕÔâ
¥µ£, Ë ÊÐÂÚÇÐËâ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÔÎÇÄÂ Ë ÔÒÓÂÄÂ
ÑÕ ÐÇÈ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÍÂÍ

rL� �
1

2
vp � ������

rL
p

; rR� � �
�����
r0
p

: �224�

¥µ£ ÊÂÓÑÉÆÂÇÕÔâ ÏÅÐÑÄÇÐÐÑ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÐÂÚÂÎÑÏ ÆÄËÉÇÐËâ
ÒÑÓÛÐâ, Õ.Ç. ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß
ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÏ Ë ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÞÌ ÐÂ ÓËÔ. 17Â. ªÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
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²ËÔ. 16. ªÊÏÇÓÇÐÐÞÇ ÒÓÑ×ËÎË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÐÂ ÄØÑÆÇ Ä ÔÄÇÕÑÄÑÆ (Â) Ë ÐÂ ÄÞØÑÆÇ ËÊ ÐÇÅÑ (Ã). (Å) ²ÇÊÖÎßÕÂÕ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ¯µº Ô
ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ (Ä). (ªÊ ÓÂÃÑÕÞ [66].)
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rLÿ � r1 � rRÿ ÐÂØÑÆËÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕß rL ÒÓËÏÞÍÂáÜÇÅÑ Í
ÒÑÓÛÐá ÕÇÚÇÐËâ:

rL �
�
1

2
vp � �����

r0
p �2

; �225�

ÚÕÑ Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÓËÏÂÐÑÄÂ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ r4 � rL� . ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÊÐÂÚÇÐËâ ÕÓÈØ
ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ÄÆÑÎß ¥µ£ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÐÂÏ ËÊÄÇÔÕÐÞ:

r1 � ÿ �����
r0
p

; r2 � �����
r0
p

; r4 � vp � �����
r0
p

; �226�

Â ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ r3 ÑÕ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑÌ z � x=t ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÇâÄÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

v3
ÿÿ �����

r0
p

;
�����
r0
p

; r3; vp � �����
r0
p � � z : �227�

³ ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (208) Ë (209) ÆÎâ v3
ÐÂØÑÆËÏ ÔÍÑÓÑÔÕË ÍÓÂÈÄ ¥µ£:

sL � 1

2
vp � �����

r0
p

; sR �
2v 2p � 4vp

�����
r0
p � r0

vp � �����
r0
p : �228�

¶ÑÓÏÖÎÞ (195) Ë (196) ÆÂáÕ Ä ÕÑÚÍÇ, ÅÆÇ ÐÂØÑÆËÕÔâ
ÅÓÂÐËÚÂÜËÌ Ô ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÕÇÚÇÐËÇÏ ÔÂÏÞÌ ÅÎÖÃÑÍËÌ ÔÑ-
ÎËÕÑÐ, ÏËÐËÏÂÎßÐÞÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ Ë ÔÍÑÓÑÔÕß
ÇÅÑ ÕÇÚÇÐËâ:

rmin �
� �����

r0
p ÿ 1

2
vp

�2

;
�229�

umin � ÿvp
�����
r0
p � vp=2�����
r0
p ÿ vp=2 :

±ÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÞØ ÔÍÑÓÑÔÕâØ ÒÑÓÛÐâ, vp < 2
�����
r0
p

,
ÔÍÑÓÑÔÕß ÕÇÚÇÐËâ umin ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂ, Õ.Ç. ÍÑÐÆÇÐÔÂÕ
ÄÕÇÍÂÇÕ Ä ÑÃÎÂÔÕß ÒÑÄÞÛÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, rL > r0, ÍÂÍ Ë
ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß.

±ÓË vp � 2
�����
r0
p

Ä ¥µ£ ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÄÂÍÖÖÏÐÂâ ÕÑÚÍÂ,
ÒÓËÚÈÏ ÔÍÑÓÑÔÕß ÎÇÄÑÅÑ ÍÓÂâ ¥µ£ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÓÂÄÐÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑÓÛÐâ, Õ.Ç. ÑÃÎÂÔÕß ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ,
ÒÓËÏÞÍÂáÜÇÅÑ Í ÒÑÓÛÐá, ËÔÚÇÊÂÇÕ. ¬ÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÑÄ ÔÑ ÔÎËÛÍÑÏ ÃÑÎßÛËÏË ÔÍÑÓÑ-
ÔÕâÏË (ÓËÔ. 14Ç), ÒÓË vp > 2

�����
r0
p

ÄÏÇÔÕÑ ÒÎÂÕÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÑÃÎÂÔÕß ÐÇÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ, ÕÂÍ ÚÕÑ àÕÂ ÄÑÎÐÑÄÂâ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÑÄ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÌ ÐÂ ÓËÔ. 17Ã. £ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÇ
ÓËÏÂÐÑÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ r1, r2, r4 ÔÑØÓÂÐâáÕ ÔÄÑË ÊÐÂÚÇÐËâ
(226), Â ÖÔÎÑÄËÇ, ÚÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÑÎÐÞ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá ÒÑÓÛÐâ V � �r3 � r4�=2 � vp, ÆÂÈÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ r3 �
� vp ÿ �����

r0
p

. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÅÑ
ÓÇÛÇÐËâ

m � � 4r0
v 2
p

< 1 pri vp > 2
�����
r0
p

; �230�

Ë ÖÔÎÑÄËÇ ÔÛËÄÂÐËâ Ô ¥µ£ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÍÑÓÑÔÕß ÆÄËÉÇ-
ÐËâ àÕÑÅÑ ÍÓÂâ ¥µ£:

sL � vp �
2
�����
r0
p �vp ÿ 2

�����
r0
p �K�m ��

vpE�m �� ÿ �vp ÿ 2
�����
r0
p �K�m �� : �231�

®ÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ Ä àÕÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ

rmax � �r4 ÿ r3��r2 ÿ r1� � 4r0 : �232�

±ÓÑ×ËÎß ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ¥µ£ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÃÇÊ ÕÓÖÆÂ
ÒÑÔÕÓÑÇÐ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ Ä (202),
ÒÓËÚÈÏ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ØÑÓÑÛÑ ÔÑÅÎÂÔÖáÕÔâ Ô
ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÓÂÔÚÈÕÂÏË [73].

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÇÕÑÆ ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ÒÑ-
ÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÒÑÎÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÑÔÕÂÄÎÇÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË.

16. ©ÂÆÂÚÂ Ñ ÓÂÄÐÑÖÔÍÑÓÇÐÐÑÏ ÒÑÓÛÐÇ

¬ÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶, ËÏÇáÕÔâ ÆÄÂ ÔÙÇÐÂÓËâ
ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÑÎÐÞ: ÒÓÑ×ËÎß ÑÆÐÑÅÑ ËÊ
ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ r� ÒÓËÑÃÓÇ-
ÕÂÇÕ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÖá ÍÂÔÂÕÇÎßÐÖá ÎËÃÑ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ Ô
ÒÑÍÑâÜËÏÔâ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÑÏ, ÎËÃÑ Ä ÕÑÚÍÇ ÒÇÓÇÅËÃÂ. ©ÆÇÔß
ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÇÓÄÞÌ ÔÎÖÚÂÌ Ë ÆÎâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÔÕË ÃÖÆÇÏ
ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÕÂÍÑÌ ÒÓÑ×ËÎß ÔÑÊÆÂÈÕÔâ ÓÂÄÐÑÖÔÍÑÓÇÐÐÑ
ÆÄËÉÖÜËÏÔâ ÒÑÓÛÐÇÏ [74], ÕÂÍ ÚÕÑ Ä ÏÑÏÇÐÕ t ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÂ ÅÓÂÐËÙÞ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ Ô ÒÑÓÛÐÇÏ X�t� � at 2=2.

¥Ñ ÏÑÏÇÐÕÂ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ Ô
ØÑÓÑÛÇÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏË
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (192), Ë ÏÞ ÒÓËÄÇÆÈÏ ÊÆÇÔß ËØ ÓÇÛÇÐËÇ Ä
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÌ ÆÎâ ÐÂÔ ×ÑÓÏÇ. ±ÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÒÑÓÛÐâ
ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ ÑÆÐÑÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÇ, Õ.Ç. ÑÐÑ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÑÎÐÑÌ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ ÓËÏÂÐÑÄÞÏ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÑÏ rÿ � u=2ÿ ���

r
p � ÿ �����

r0
p

, r0 ì ËÔØÑÆÐÂâ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË, ÆÑ ÍÑÕÑÓÑÌ ÇÜÈ ÐÇ ÆÑÛÎÂ
ÄÑÎÐÂ, ÑÃÓÂÊÖÇÏÂâ ÒÑÓÛÐÇÏ. ªÐÄÂÓËÂÐÕ r� ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ
ÒÇÓÄÑÏÖ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (192), Ë ÇÅÑ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ
xÿ ��3=2�r� ÿ �����

r0
p �t � w�r�� ÆÑÎÉÐÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÅÓÂ-

ÐËÚÐÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá u�X�t�; t� � _X�t�, ÑÊÐÂÚÂáÜÇÏÖ, ÚÕÑ ÐÂ
ÅÓÂÐËÙÇ Ô ÒÑÓÛÐÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕß ÕÇÚÇÐËâ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÍÑ-

Ãr4 r4

r3 r3

r2 r2

r1 r1

�����
r0
p

ÿ �����
r0
p

sL sR

z

vp

Â
rL� r4

r3

r2

r1

vp

�����
r0
p

ÿ �����
r0
p

z

rLÿ

sL sR

²ËÔ. 17. (Â) ¥ËÂÅÓÂÏÏÂ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ Ä ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÒÑÓÛÐÇ
ÒÓË vp<2

�����
r0
p

. (Ã) ¥ËÂÅÓÂÏÏÂ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÒÓË vp>2
�����
r0
p

.
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ÓÑÔÕßá ÒÑÓÛÐâ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, r� ÿ �����
r0
p � at Ë ÒÓËÏÇ-

ÐÇÐËÇ ÑÃÜÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ Í ÕÇÚÇÐËá ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ Ô
ÒÑÓÛÐÇÏ ÆÂÈÕ w � at 2=2ÿ ��3=2�r� ÿ �����

r0
p �t. ±ÑÔÎÇ ËÔ-

ÍÎáÚÇÐËâ ÑÕÔáÆÂ t � �r� ÿ �����
r0
p �=a ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÑÃ-

ÜÇÏÖ ÓÇÛÇÐËá ÆÎâ ÕÇÚÇÐËâ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ Ä ÄËÆÇ

xÿ
�
3

2
r� ÿ 1

2

�����
r0
p �

t � 1

a

�����
r0
p

r� ÿ 1

a
r 2� : �233�

¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÄÑ ÄÔÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ ÆÑ ÏÑÏÇÐÕÂ tb � 2

�����
r0
p

=�3a�, Ä ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓÑ-
×ËÎß r��x� ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÖá ÍÂÔÂÕÇÎßÐÖá Ä
ÕÑÚÍÇ xb � 2r0=�3a� ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ Ô ÒÑÍÑâÜËÏÔâ ÍÑÐÆÇÐÔÂ-
ÕÑÏ. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÄÑÎÐÑÄÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ Ô ¥µ£, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÓËÏÂÐÑÄÞØ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÆËÂÅÓÂÏÏÑÌ,
ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÌ ÐÂ ÓËÔ. 18Â.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÂÏ ÐÂÆÑ ÐÂÌÕË ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
µËÊÇÏÂ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÑÄ r1 � ÿ �����

r0
p

, r2 � �����
r0
p

, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ ÖÔÎÑ-
ÄËá ÔÛËÄÂÐËâ r4 Ô ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ r� ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ
ÓÇÛÇÐËâ (233) ÒÓË r3 ! r2. £ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (233) ËÏÇáÕÔâ
ÎËÐÇÌÐÞÌ Ë ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÌ ÒÑ r� ÚÎÇÐÞ. ¬ÂÍ Ë Ä ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÊÂÆÂÚÂØ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶, ÐÂÏ ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÄÊâÕß ÎËÐÇÌÐÖá ÍÑÏÃËÐÂÙËá ÄÞÓÂÉÇÐËÌ w

�1�
i � vi

Ë w
�2�
i , ÍÑÕÑÓÞÇ ÍÂÍ ÓÂÊ ÆÂáÕ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË Ä

ÒÓÇÆÇÎÇ r3 ! r2. ¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ àÕÑÌ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÏÃË-
ÐÂÙËË ÒÑÆÃËÓÂáÕÔâ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÔÛËÄÂÐËâ r4 Ô r�, Ë Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÐÇÔÎÑÉÐÑÅÑ ÓÂÔÚÈÕÂ [74] ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÇÛÇ-
ÐËÇ Ä ÄËÆÇ

xÿ v3�r�t � 2

5a

�
r0 �

�����
r0
p

v3�r� ÿ 8

3
w
�2�
3 �r�

�
;

�234�
xÿ v4�r�t � 2

5a

�
r0 �

�����
r0
p

v4�r� ÿ 8

3
w
�2�
4 �r�

�
:

¿ÕË ×ÑÓÏÖÎÞ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÐÇâÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË r3, r4 ÑÕ x, t, Ë ËØ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ Ä (202) ÆÂÈÕ ÒÓÑ×ËÎß
ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ¥µ£, ÑÅËÃÂáÜËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÂ ÓËÔ. 18Ã
ÔÑÒÑÔÕÂÄÎâáÕÔâ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ.

£ÂÉÐÑ, ÚÕÑ ×ÑÓÏÖÎÞ (234) ÆÂáÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÑÒÓÇ-
ÆÇÎËÕß ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ¥µ£. ¯ÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ä ÔÑÎËÕÑÐÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ r3 � r2 ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ x � xL�t�
ÓÂÊÐÑÔÕß àÕËØ ×ÑÓÏÖÎ ÆÂÈÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß r4 ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË,
r4 � 5at=4� �����

r0
p

=6, ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÍÑÕÑÓÑÌ Ä ÎáÃÖá ËÊ ÐËØ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÂÍÑÐÖ ÆÄËÉÇÐËâ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÅÑ ÍÓÂâ ¥µ£:

xL�t� � 5

36

r0
a
� 7

12

�����
r0
p

t� 5

16
at 2 : �235�

£ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ r3 � r4 ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ x � xR�t�
ÑÃÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (234) ÔÄÑÆâÕÔâ Í ÑÆÐÑÏÖ:

xÿ 2r 24 ÿ r0
r4

t � 2

5a

�
3r0 � 2

�����
r0
p

r4 ÿ r3=20

r4
ÿ 4r 24

�
;

ÒÓËÚÈÏ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ xR ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÏÂÍÔËÏÖÏÖ
àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË x�r4� ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË t.
°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß t ÑÕ y � rR=

�����
r0
p

:

t � 2
�����
r0
p
5a

8y 3 ÿ 2y 2 ÿ 1

2y 2 � 1
; y5 1 ; �236�

Ë ÕÑÅÆÂ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ Ä ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ (234)
ÆÂÈÕ

xR � 2r0
5a

8y 4 ÿ 6y 2 � 3

2y 2 � 1
; �237�

Õ.Ç. ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÊÂÆÂáÕ Ä ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ
ÄËÆÇ ÊÂÍÑÐ ÆÄËÉÇÐËâ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÍÓÂâ ¥µ£.
±ÓË t � tb �y � 1� ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÑÃÑËØ ÍÓÂÈÄ ÓÂÄÐÞ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÇ xb ÕÑÚÍË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ
Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ Ä
ÏÑÏÇÐÕ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¥µ£ ËÏÇÇÕ ËÔÚÇÊÂáÜÇ ÏÂÎÖá
ÆÎËÐÖ. ¯ÂÌÆÇÐÐÞÇ ÊÂÍÑÐÞ ÆÄËÉÇÐËâ ÍÓÂÈÄ ¥µ£ ØÑÓÑÛÑ
ÔÑÅÎÂÔÖáÕÔâ Ô ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë
±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ [74]. ²ÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËË
ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÌÔâ Ä ÒÑÍÑâÜÖáÔâ
ÔÓÇÆÖ Ë ËÏÇáÜÇÌ Ä ÏÑÏÇÐÕ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ
ÒÓÑ×ËÎß r� / �ÿx�1=n, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÙÇÎÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ n (ÔÏ. [75]).

17. ¥ÄËÉÇÐËÇ ÍÓÂÈÄ "ÍÄÂÊËÒÓÑÔÕÞØ"
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ

·ÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÚÇÓÕÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÑÃÓÂÊÖáÜÇÌÔâ Ä ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÇ
ÆÄËÉÇÐËÇÏ ÒÑÓÛÐâ, âÄÎâÎÑÔß ÕÑ, ÚÕÑ ÑÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâ-
ÎÂÔß ÄÅÎÖÃß ÒÑÍÑâÜÇÅÑÔâ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÚÇÏÖ Ä
ÑÃÎÂÔÕË ¥µ£ ÆÄÂ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ÔËÔÕÇÏÞ
µËÊÇÏÂ ËÊ ÚÇÕÞÓÈØ ÃÞÎË ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË Ë ÕÑÎßÍÑ ÆÄÂ
ÆÓÖÅËØ ËÊÏÇÐâÎËÔß Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ àÄÑÎáÙËË. ¿ÕÂ ÔËÕÖÂÙËâ

Âr�

r4

ri

r3

r2

r1

�����
r0
p

ÿ �����
r0
p x

rÿ
xL xR

Ã

xL xR x

120

r
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²ËÔ. 18. (Â) ¥ËÂÅÓÂÏÏÂ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ Ä ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÓÂÄÐÑ-
ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÏ ÒÑÓÛÐÇ. (Ã) ±ÓÑ×ËÎß ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÇ, ÆÄËÉÖ-
ÜÇÏÔâ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÓÂÄÐÑÖÔÍÑÓÇÐÐÑÅÑ ÒÑÓÛÐâ. ³ÒÎÑÛÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ
ÒÑÍÂÊÂÐ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÚÈÕÂ, ÂÛÕÓËØÑÄÑÌ ÎËÐËÇÌ ÒÑÍÂÊÂÐÂ
ÑÅËÃÂáÜÂâ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË.
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ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ ÔÎÖÚÂá ¬Æ¶, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÏÖ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 10,
ÅÆÇ ÑÆËÐ ËÐÄÂÓËÂÐÕ âÄÎâÎÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ Ë ÆÄÂ ÆÓÖÅËØ
ÃÞÎË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË. £ ÓÂÃÑÕÇ [25] ¥µ£ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÃÞÎË
ÐÂÊÄÂÐÞ "ÍÄÂÊËÒÓÑÔÕÞÏË". ©ÂÍÑÐ ÆÄËÉÇÐËâ ËØ ÍÓÂÈÄ Ä
ÕÇÑÓËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ÔÐÑÄÂ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐ ÔÒÑÔÑÃÑÏ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ËÊÎÑÉÇÐÐÑÏÖ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 10. £ÄËÆÖ ÃÎËÊÍÑÌ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÓÂÊÆÇÎÑÏ 10 ÏÞ
ÒÓËÄÇÆÈÏ ÊÆÇÔß ÎËÛß ÑÔÐÑÄÐÞÇ ×ÂÍÕÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ
ÕÇÑÓËË [40, 76].

¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ
ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÑÎÐÞ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕ rÿ � u=2ÿ c � ÿc0, ÅÆÇ c � ���

r
p

ì ÎÑÍÂÎßÐÂâ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕß ÊÄÖÍÂ, ÒÓËÐËÏÂáÜÂâ ÊÐÂÚÇÐËÇ c0 � �����

r0
p

Ä ÐÇÄÑÊÏÖ-
ÜÈÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ. ´ÑÅÆÂ r� � u=2� c �
� 2cÿ c0, v� � 3cÿ 2c0 Ë ÓÇÛÇÐËÇ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (192) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÍÂÍ

xÿ �3cÿ 2c0� t � �x�cÿ c0� ; �238�

ÅÆÇ �x�cÿ c0�ì×ÖÐÍÙËâ, ÑÃÓÂÕÐÂâ ÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËá cÿ c0 � w�x� Ä ÏÑÏÇÐÕ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ t � 0.
³ÐÂÚÂÎÂ ÃÖÆÇÏ ÒÑÎÂÅÂÕß ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ "ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÞÏ", Õ.Ç. cÿ c0 > 0. ¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÅÓÂÐËÚËÕ Ô ÔÑÎË-
ÕÑÐÐÞÏ ÍÓÂÇÏ ¥µ£, ÍÑÕÑÓÞÌ ÆÄËÉÇÕÔâ Ô ÔÑÎËÕÑÐÐÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕßá Vs � �r4 � r2� � c, ÅÆÇ ÏÞ ÖÚÎË, ÚÕÑ ÄÆÑÎß
ÍÄÂÊËÒÓÑÔÕÑÌ ¥µ£ r2 � ÿr1 � c0 Ë Ä ÕÑÚÍÇ ÔÛËÄÂÐËâ
r4 � r� � 2cÿ c0. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, dxL ÿ c dt � 0 Ë ÃÇÊÆËÔ-
ÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ (238) ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ Ô ¥µ£ ÒÓË x � xL
ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÔÑÄÏÇÔÕËÏÑ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

dxL
dc
ÿ c

dt

dc
� 0 ; �239�

ÅÆÇ xL Ë t ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÎÑÍÂÎßÐÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÄÖÍÂ c, ËÊÏÇÐâáÜÇÌÔâ ÐÂ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÏ ÍÓÂÇ
ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ àÄÑÎáÙËË ¥µ£. °ÕÔáÆÂ ÒÑÔÎÇ ËÔÍÎáÚÇÐËâ
xL ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

2z
dt

dc
� 3t � ÿ d�x

dc
; z � cÿ c0 ; �240�

ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÓÇÛÇÐËâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ
t�0� � 0

t�z� � ÿ 1

2z 3=2

� z

0

���
z
p

�x 0�z� dz �241�

ÄÏÇÔÕÇ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

xL�z� � �3z� c0� t�z� � �x�z� �242�

ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÊÂÍÑÐ ÆÄËÉÇÐËâ ÔÑÎËÕÑÐ-
ÐÑÅÑ ÍÓÂâ ¥µ£ ÒÑ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑÏÖ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏÖ
ÒÓÑ×ËÎá.

¦ÔÎË ÒÓÑ×ËÎß ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÏÑÐÑÕÑÐÐÞÏ Ë ËÏÇÇÕ ÏÂÍ-
ÔËÏÖÏ cm � c0 � zm, ÕÑ ÒÓË t > tm � t�zm�, ÍÑÅÆÂ ÔÑÎËÕÑÐ-
ÐÞÌ ÍÓÂÌ ÅÓÂÐËÚËÕ Ô ÄÇÕÄßá �x2�cÿ c0� ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ, ÃÇÊ ÕÓÖÆÂ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÏÇÔÕÑ (241), (242)
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

t�c� � ÿ 1

2�cÿ c0�3=2
� �x2�cÿc0�

0

�����������
~c0�x�

p
dx ;

�243�
xL�c� � �3cÿ c0� t�c� � �x2�c� ;

ÅÆÇ c0 � ~c0�x� ì ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÄÖÍÂ. ±ÓË ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ

ÑÕÔáÆÂ ÐÂØÑÆËÏ

xL � c0t�
�
3A
2

�2=3

t 1=3 ; A �
� 0

ÿ1

�����������
~c0�x�

p
dx : �244�

£ àÕÑÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ¥µ£ ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ×ÑÐÂ r0 Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐÑ ÆÎâ ÑÆÐÑ-
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
¬Æ¶, ÕÂÍ ÚÕÑ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÇ
(244) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô (151).

¯Â ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ Ä àÕÑÏ ÉÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÓÇÉËÏÇ r3 � r4 � rm � 2cm ÿ c0 Ë r2 � ÿr1 � c0, ÕÂÍ
ÚÕÑ ×ÑÓÏÖÎÂ (205) ÆÂÈÕ ÆÎËÐÖ ÄÑÎÐÞ

L � p

2
������������������������
cm�cm ÿ c0�

p
Ë ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ km � 4

������������������������
cm�cm ÿ c0�

p
. ±ÑàÕÑÏÖ ÅÓÖÒÒÑ-

ÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÆÄËÉÇÐËâ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÍÓÂâ ÓÂÄÐÂ

dxR
dt
� do

dk

����
k�km

� 2rm ÿ c 20
rm

: �245�

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÐÂ-
ÚÂÎßÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ Ô ~c0�x� � cÿ c0 < 0 Ô ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ (238) ÅÓÂÐËÚËÕ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÍÓÂÌ,
ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÓËÏÂÐÑÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ÔËÔÕÇÏÞ µËÊÇÏÂ
r3 � r4 � ÿr1 � c0, r2 � 2cÿ c0, ÅÆÇ c ì ÎÑÍÂÎßÐÂâ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕß ÊÄÖÍÂ ÐÂ àÕÑÏ ÍÓÂÇ. ±ÑàÕÑÏÖ ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ ÊÆÇÔß
L � p=�2 ��������������������

c0�c0 ÿ c�p �, Õ.Ç. k � 4
��������������������
c0�c0 ÿ c�p

Ë àÕÑÕ ÍÓÂÌ
ÆÄËÉÇÕÔâ ÒÑ ×ÑÐÖ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË r � c 2, u � 2�cÿ c0� Ô
ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá

dxR
dt
� do

dk
� u� c 2 � k 2=2���������������������

c 2 � k 2=4
p � 2c0 ÿ c 2

2c0 ÿ c
: �246�

µÔÎÑÄËÇ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (238) Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

dxR
dc
ÿ
�
2c0 ÿ c 2

2c0 ÿ c

�
dt

dc
� 0 �247�

ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá

�4c0 ÿ c��c0 ÿ c�
2c0 ÿ c

dt

dc
ÿ 3

2
t � 1

2
�x 0�cÿ c0� ;

ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÆÂÈÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÊÂÍÑÐ ÆÄËÉÇÐËâ
ÒÓÂÄÑÅÑ ÍÓÂâ ¥µ£:

t�c� � 1

2�4c0 ÿ c� ������������c0 ÿ c
p

� c

c0

�2c0 ÿ c 0� �x 0�c 0 ÿ c0���������������
c0 ÿ c 0
p dc 0 ;

xR�c� � �3cÿ 2c0� t�c� � �x�c� :
�248�

¦ÅÑ ÎÇÅÍÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ô ÑÚÇÄËÆÐÞÏË ËÊÏÇÐÇÐËâÏË ÆÎâ
ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ô ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÎÑÍÂÎßÐÞÏ
ÏËÐËÏÖÏÑÏ.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ËÊ ÕÈÏ-
ÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, ÒÓËÚÈÏ ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÂÏÑÅÑ ÅÎÖÃÑÍÑÅÑ ËÊ
ÐËØ ÐÂ ÎÇÄÑÏ ÍÓÂÇ ¥µ£ ÎÇÅÍÑ ÄÞÚËÔÎËÕß. ©ÆÇÔß r4 �
� ÿr1 � c0, r2 � r3 � rm � 2cm ÿ c0 Ë

dxL
dt
� 1

2

X
ri � rm � 2cm ÿ c0 : �249�

¹ËÔÎÑ ÕÈÏÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÞÇ ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ Ä
ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÚÈÕÇ ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ,
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÚËÔÎÇÐÑ ÕÇÏ ÉÇ ÔÒÑÔÑÃÑÏ, ÍÂÍËÏ ÃÞÎÂ
ÄÞÄÇÆÇÐÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ¬ÂÓÒÏÂÐÂ (159) ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
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¬Æ¶. ´ÇÒÇÓß ÐÂ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ k�vg ÿ V� �
� k 3=�4 ���������������������

c 2 � k 2=4
p � Ë k � 4

��������������������
c0�c0 ÿ c�p

. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ
àÕËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ Ä ÑÃÜÖá ×ÑÓÏÖÎÖ (155) Ë ÊÂÏÇÐÂ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ t ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÒÑ c Ô ÒÑÏÑÜßá
(248) ÆÂáÕ ÒÑÔÎÇ ÒÓÑÔÕÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ

N � 2

p

� ���������������������������
c0
ÿ
c0 ÿ c�x��q

dx ; �250�

ÅÆÇ c�x�ì ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÊÄÖÍÂ Ä ÄÑÎÐÇ. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ, ÍÂÍ Ë
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬Æ¶, âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞÏ,
ÕÂÍ ÚÕÑ Í ÐÇÏÖ ÒÓËÏÇÐËÏ ÏÇÕÑÆ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
ÓÂÔÔÇâÐËâ [62], Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß
[77, 78] ÑÃÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÚËÔÎÂ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, ÑÃÓÂÊÖá-
ÜËØÔâ ËÊ ËÏÒÖÎßÔÂ Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏË ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâÏË ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ
r��x�:

N � 1

p

� ���������������������������������������������������ÿ
c0 ÿ rÿ�x�

�ÿ
c0 ÿ r��x�

�q
dx : �251�

£ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÐÂÏË ÔÎÖÚÂÇ àÄÑÎáÙËË ËÏÒÖÎßÔÂ Ä
ÄËÆÇ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÑÎÐÞ rÿ�x� � ÿc0, r��x� � 2c�x� ÿ c0 Ë
×ÑÓÏÖÎÂ (251) ÔÄÑÆËÕÔâ Í (250). ³ÎÇÆÖÇÕ, ÑÆÐÂÍÑ, ÑÕÏÇ-
ÕËÕß, ÚÕÑ ÍÂÍ ×ÑÓÏÖÎÂ (159) ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶, ÕÂÍ Ë
×ÑÓÏÖÎÂ (250) ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë ±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ
ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä ÄËÆÇ

N � 1

2p

�
k0�x� dx ; �252�

ÅÆÇ k0�x� ì ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ ÐÂ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ,
ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÑÎÐÞ. ±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ×ÑÓÏÖÎÂ (252) ÐÑÔËÕ
ÑÃÜËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ Ë ÑÐÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓËÏÇÐËÏÂ ÕÂÍÉÇ Í
ÐÇ ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ [79, 80], ÆÎâ
ÍÑÕÑÓÞØ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß k0�x� ÐÂØÑÆËÕÔâ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÆÎâ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÚËÔÎÂ ÄÑÎÐ ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË
ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÍÓÂâ [81, 82].

18. °ÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ
Ä ÕÇÑÓËË ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÎÐÂ, ÒÑÆÚËÐâáÜÂâÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËá
¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ, ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÇÕÔâ ÕÂÍ, ÚÕÑ ÒÓÑ×ËÎß
ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ r� ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÖá ÍÂÔÂÕÇÎßÐÖá Ë
ÑÐ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÄÃÎËÊË ÕÑÚÍË
ÒÇÓÇÅËÃÂ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ ÍÓËÄÑÌ. ¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ÃÖÆÇÏ
ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÇÕÔâ ËÐÄÂÓËÂÐÕ r�, ÕÂÍ ÚÕÑ ÑÐ
ËÊÏÇÐâÇÕÔâ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË àÕÑÌ ÕÑÚÍË ÑÚÇÐß ÃÞÔÕÓÑ, ÕÑÅÆÂ
ËÐÄÂÓËÂÐÕ rÿ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ. ±ÑÆØÑÆâÜËÏ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÏÑÉÐÑ ÆÑÃËÕßÔâ ÕÑÅÑ,
ÚÕÑÃÞ ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÑÒÓÑÍËÆÞ-
ÄÂÐËâ ÑÒËÔÞÄÂÎÑÔß ×ÑÓÏÖÎÂÏË

xÿ
�
3

2
r� � 1

2
r 0ÿ

�
t � ÿr 3� ; rÿ � r 0ÿ � const ; �253�

ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÂáÕ ÓÇÛÇÐËÇ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(192). ±ÓË àÕÑÏ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ Ä
ËÐÕÇÓÇÔÖáÜÇÌ ÐÂÔ ÑÃÎÂÔÕË r 0ÿ < r�, ÄÍÎáÚÂâ ÄÇÕÄß ÓÇÛÇ-
ÐËâ (253) Ô r� < 0. ±ÓË t > 0 ÓÇÛÇÐËÇ (253) ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÏÐÑÅÑÊÐÂÚÐÞÏ Ë ÖÚÈÕ ÆËÔÒÇÓÔËË, Õ.Ç. ÓÇÛÇÐËÇ ÒÑÎÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ, ÎËÍÄËÆËÓÖÇÕ àÕÖ ÏÐÑ-
ÅÑÊÐÂÚÐÑÔÕß ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ¥µ£. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÒÑÆØÑÆÖ
¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ, ÏÞ ÓÇÛÂÇÏ àÕÖ ÊÂÆÂÚÖ [74, 78] Ä

ÒÓËÃÎËÉÇÐËË µËÊÇÏÂ, ÄÔÕÓÂËÄÂâ Ä ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ (253) ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÄÞÒÑÎÐâÎÑÔß ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ r1 � r 0ÿ Ë ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÎËÔß ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ

r4
ÿ
xL�t�; t

� � r�
ÿ
xL�t�; t

�
pri r3 � r2 ; �254�

r2
ÿ
xR�t�; t

� � r�
ÿ
xR�t�; t

�
pri r3 � r4 :

±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÒÇÓÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (253) ÔÕÑËÕ
ÍÖÃËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÑÕ r3, ÏÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÏ ÄÔÇÏ ÖÔÎÑ-
ÄËâÏ, ÄÊâÄ ÓÇÛÇÐËÇ (210) Ô r1 � r 0ÿ Ë wi �

P3
k�0 Akw

�k�
i , ÅÆÇ

w
�k�
i ÆÂáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (213), (214) Ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ Ak

ÒÑÆÑÃÓÂÐÞ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÎËÔß ÖÔÎÑÄËâ ÔÛËÄÂ-
ÐËâ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚËÏ

xÿ vi�r�t � ÿ 32

35
w
�3�
i �r� �

16

35
w
�2�
i �r�r 0ÿ �

� 2

35
vi�r��r 0ÿ�2 �

1

35
�r 0ÿ�3 ; i � 2; 3; 4 : �255�

¿ÕË ×ÑÓÏÖÎÞ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÐÇâÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ r2, r3, r4 ÑÕ x, t. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ËÔÔÎÇÆÖâ
ÒÓÇÆÇÎ r3 ! r4, ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÐÂÌÕË ÊÂÍÑÐ ÆÄËÉÇÐËâ ÔÑÎËÕÑÐ-
ÐÑÅÑ ÍÓÂâ ¥µ£:

xL�t� � 1

2
r 0ÿtÿ

1

6

����
5

3

r
t 3=2 : �256�

©ÂÍÑÐ ÆÄËÉÇÐËâ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÍÓÂâ

xR �
�
3

2
r2 � 1

2
r 0ÿ

�
t�r2; r4� ÿ r 32 �257�

ÊÂÆÂÈÕÔâ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË, ÒÓË àÕÑÏ ÄÓÇÏâ t ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ r2, r4 ÍÂÍ

t � 2
�
8�r4 ÿ 7r 0ÿ��3r 22 � 4r2r4 � 8r 24 � ÿ 15r 32

�
35�4r4 ÿ r2 ÿ 3r 0ÿ�

; �258�

Â ÔÂÏË àÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

21�r 0ÿ�2�4r4 � r2� ÿ 10r 0ÿ�20r 24 � 2r2r4 � r 22 � �
� 16r4�8r 24 ÿ r2r4 ÿ r 22 � � 9r 32 � 0 : �259�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ë àÕÂ ÚÂÔÕÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÎÖÚÂÇÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÎÐÑÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇ-
ÐËÇ.

19. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

£ÞÛÇ ÏÞ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ËÊÎÑÉËÎË ÕÇÑÓËá ¤ÖÓÇ-
ÄËÚÂ ë ±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ÆÎâ ¥µ£ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÃÑÕÇ [1] Ë
ÆÓÖÅËÏ, ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÞÏ Ô ÐÇá, ÔÕÂÕßâÏ. £ ÊÂÄÇÓÛÇÐËÇ
ÍÓÂÕÍÑ ÑÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ ÆÂÎß-
ÐÇÌÛÇÅÑ ÓÂÊÄËÕËâ àÕÑÌ ÕÇÑÓËË.

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ Ô
ÒÑâÄÎÇÐËÇÏ Ë ÓÂÊÄËÕËÇÏ ÕÇÑÓËË ¥µ£ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
×ËÊËÍÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÎË ÆÓÖÅËÇ ÄÂÉÐÞÇ ÔÑÃÞÕËâ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ
Ô ÑÕÍÓÞÕËÇÏ ÏÇÕÑÆÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÓÂÔÔÇâÐËâ ÆÎâ ÓÇ-
ÛÇÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ [24, 62, 83].
¶ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞÏ ×ÂÍÕÑÏ àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ âÄÎâÇÕÔâ ÔÄâÊß
ÏÇÉÆÖ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÏË ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞÏË
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË, Í ÍÑÕÑÓÞÏ ÑÕÐÑÔâÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶ Ë
¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ, Ë ÂÔÔÑÙËËÓÑÄÂÐÐÞÏË Ô ÐËÏË ÎË-
ÐÇÌÐÞÏË ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÏË ÊÂÆÂÚÂÏË. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ô ÖÓÂÄ-
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ÐÇÐËÇÏ ¬Æ¶ ÔÄâÊÂÐÂ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÔÒÇÍÕÓÇ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÚÂÔ-
ÕËÙÞ, ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ u�x; t�, ÕÂÍ ÚÕÑ, Ä ÚÂÔÕ-
ÐÑÔÕË, ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ
ÔÄâÊÂÐÐÞÏË Ô ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏ ÔÒÇÍÕÓÑÏ àÕÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ.

²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÆÂÐÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÐÂ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ
ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶ [84, 85] ÒÑÍÂÊÂÎÑ, ÚÕÑ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÞ ²ËÏÂÐÂ ÔËÔÕÇÏÞ µËÊÇÏÂ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÍÑÐÙÇ-
ÄÞÏË ÕÑÚÍÂÏË ÊÂÒÓÇÜÈÐÐÞØ ÊÑÐ ÆÎâ ÆÄËÉÇÐËâ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÇ. ¿ÕÑ ÆÂÎÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß, Ô ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÑÃÑÃ-
ÜËÕß ÏÇÕÑÆ µËÊÇÏÂ ÆÎâ ÏÐÑÅÑ×ÂÊÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ [63], Â Ô
ÆÓÖÅÑÌ ì ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐËÕß ÇÅÑ ÐÂ ÆÓÖÅËÇ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÏÞ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÎËÔß ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâÏË µËÊÇÏÂ ÆÎâ ÕÇÑÓËË ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÃÞÎË ÐÂÌÆÇÐÞ Ä [60, 61] ÏÇÕÑÆÂÏË, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÏË ÐÂ
ÒÑÎÐÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕË àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ.

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÞâÔÐËÎÑÔß, ÚÕÑ Ä ÕÇÑÓËË ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÕÓË ÐÂÃÑÓÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖáÜËØ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ: 1) ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÞ ni, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ ÄÑÎÐÞ Ë ÆÓÖÅËÏË ËÏÇ-
áÜËÏË âÔÐÞÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÄÇÎËÚËÐÂÏË; 2) ÍÑÐÙÇ-
ÄÞÇ ÕÑÚÍË li ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚË; 3) ÓË-
ÏÂÐÑÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ri ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ µËÊÇÏÂ
ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ.

£ ÒÓÑÔÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÄÔÇÏË
àÕËÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÎËÐÇÌÐÂ, Ë ËÏÇÐÐÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ àÕÑÏÖ
×ÂÍÕÖ µËÊÇÏ ÔÏÑÅ ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÑÄÂÕß ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÄÞÄÇÆÇÐÐÞÇ ÆÎâ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÒÑÆ-
ÃËÓÂâ ËØ ÒÑÆØÑÆâÜËÇ ÎËÐÇÌÐÞÇ ÍÑÏÃËÐÂÙËË. £ ÔÎÖÚÂÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ li Ë ri ÑÔÕÂ-
ÈÕÔâ ÎËÐÇÌÐÑÌ, ÕÂÍ ÚÕÑ Ä ÐÂÛÇÏ ËÊÎÑÉÇÐËË ÏÞ ÔÏÑÅÎË
ÑÃÑÌÕËÔß ÃÇÊ ÄÄÇÆÇÐËâ li, ÐÑ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ni
ÔÄâÊÂÐÞ Ô ri (ËÎË li) ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË (201).
¿ÕÑ, ÐÂ ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ ÕÇØÐËÚÇÔÍÑÇ, ÖÔÎÑÉÐÇÐËÇ ÒÓËÑÃ-
ÓÇÕÂÇÕ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ, ÍÑÅÆÂ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ li Ë
ri ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÌ Ë ÑÆÐÑÏÖ Ë ÕÑÏÖ ÉÇ ÓÇ-
ÛÇÐËá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÆÄÇ ÓÂÊÐÞÇ ÒÇÓËÑ-
ÆËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ. ´ÂÍÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂ ÆÎâ ÕÂÍ ÐÂ-
ÊÞÄÂÇÏÞØ ÐÇ ËÔÕËÐÐÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÚÎÇÐÞ ÏÑÅÖÕ ÑÃÓÂÕËÕßÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓË ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÇ ÄÑÎÐÞ. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÃÞÎÑ
ÊÂÏÇÚÇÐÑ Ä [86] ÆÎâ ÄÞÔÛÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶, ÒÓËÐÂÆÎÇ-
ÉÂÜÇÅÑ ËÇÓÂÓØËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÂÔÔÑÙËËÓÑÄÂÐÐÞØ Ô ÑÆÐÑÌ Ë
ÕÑÌ ÉÇ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ, Ë Ä [87] ÆÎâ ÏÑÆË×ËÙËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶ ut � 6u 2ux � uxxx � 0, ÅÆÇ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÚÎÇÐÇ ËÏÇÇÕ ÏÂÍÔËÏÖÏ ËÎË ÏË-
ÐËÏÖÏ ÒÓË u � 0, Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÍÂ.

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ Ä ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÓÂÔÒÂÆÇ ÔÕÖÒÇÐßÍË ÏÑÅÖÕ ÄÑÊ-
ÐËÍÂÕß ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, ÚÇÏ ÄÑÎÐÞ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ
Ë ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÍÐÑËÆÂÎßÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÐÂÏ
ËÊ ËÊÎÑÉÇÐÐÑÌ ÄÞÛÇ ÕÇÑÓËË. ¬ÎÂÔÔË×ËÍÂÙËâ ÕÂÍËØ
ÔÕÓÖÍÕÖÓ, àÄÑÎáÙËÑÐËÓÖáÜËØ ËÊ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ,
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÏÖ Ä ÕÇÑÓËË ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ ÄÑÎÐ Ä ÄÑÆÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËá ¤ÂÓÆÐÇÓÂ ut � 6�u� au 2�ux � uxxx � 0, ÆÂÐÂ Ä
[88]. £ ÕÇÑÓËË ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ict � �1=2�cxx ÿ i�jcj2c�x � 0, ËÏÇá-
ÜÇÅÑ ÒÓËÎÑÉÇÐËâ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÑÒÕËÍÇ Ë Í ÏÂÅÐËÕÑÅËÆ-
ÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ ÄÑÎÐÂÏ, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÄÔÇØ ÕÓÈØ ÐÂ-
ÃÑÓÑÄ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ: ÒÇÓËÑÆËÚÇ-
ÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ µËÊÇÏÂ ÄÞÄÇÆÇÐÞ Ä [89], Â ÓÂÔ-
ÒÂÆ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÐ Ä [90 ë 92]. ¯Â-
ÍÑÐÇÙ, ÐÂËÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÆÎâ ×ÇÓ-
ÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ Ô ÂÐËÊÑÕÓÑÒËÇÌ ÕËÒÂ "ÎÈÅÍÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß"
Ë àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÅÑ ÇÏÖ ÒÓÇÆÇÎÂ ÆÎâ ÆÄÖØÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ËÊÖÚÇÐ Ä [93, 94].

±ÑÏËÏÑ ÓÂÊÄËÕËâ ÏÇÕÑÆÂ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ µËÊÇÏÂ, ÑÕÍÓÞ-
ÕËÇ ÒÑÎÐÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕË ÄÂÉÐÇÌÛËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÇ-

ÎËÐÇÌÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ËÊËÍË ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÓÂÊÄËÕß ÆÓÖÅËÇ
ÒÑÆØÑÆÞ Í ÕÇÑÓËË ¥µ£. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä ÓÂÃÑÕÂØ [95 ë 100]
ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ¤ÖÓÇÄËÚÂ-±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ Ä
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË µËÊÇÏÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÕÂÍÉÇ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÍÂÍ
ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÒÓÇÆÇÎ ÕÑÚÐÞØ ÏÐÑÅÑÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÓÇ-
ÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶. ¥ÓÖÅÑÌ ÂÔÒÇÍÕ ÃÑÎÇÇ ÕÑÚÐÑÌ ÕÇÑ-
ÓËË ¥µ£ ÔÄâÊÂÐ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÒÑÆÑÃÐÑ ÕÑÏÖ ÍÂÍ ÄÑÔÒÓÑËÊ-
ÄÇÆÈÐÐÑÇ ÏÇÕÑÆÑÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÓÇÛÇÐËÇ (25) ÎËÐÇÌÐÑÌ
ÊÂÆÂÚË âÄÎâÇÕÔâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¿ÌÓË, ÕÂÍ Ë ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËÇ µËÊÇÏÂ ÆÎâ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÄÑÎÐ âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÑÌ ÐÇÍËØ ÔÒÇÙËÂÎß-
ÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ, âÄÎâáÜËØÔâ "àÕÂÎÑÐÐÞÏË" ÓÇÛÇÐËâÏË ÐÇ-
ÎËÐÇÌÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ±ÇÐÎÇÄÇ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [101 ë 103]). ²ÇÛÇÐËâ, ÄÞÓÂÉÇÐÐÞÇ ÚÇÓÇÊ ÕÂÍËÇ
ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, âÄÎâáÕÔâ ÕÑÚÐÞÏË Ë ÐÂ ÏÂÎÑÂÏ-
ÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ ¥µ£.

¥ÓÖÅÑÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÑÃÑÃÜÇ-
ÐËÇÏ ÒÑÆØÑÆÂ ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÐÇ
âÄÎâáÜËØÔâ ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞÏË. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ,
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÂâ ÄÞÛÇ ÕÇÑÓËâ µËÊÇÏÂ ÆÎâ ÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ¶ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÃÑÃÜÇÐÂ ÆÎâ ÆÑÄÑÎßÐÑ
ÛËÓÑÍÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÃÎËÊÍËØ Í ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÐÕÇ-
ÅÓËÓÖÇÏÞÏ [48, 104]. °ÆÐÂÍÑ ÃÑÎßÛÑÇ ÚËÔÎÑ ×ËÊËÚÇÔÍË
ÄÂÉÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÇ ÒÑÆÒÂÆÂÇÕ ÒÑÆ àÕÖ ÍÂÕÇÅÑÓËá Ë
ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ
ÕÂÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÇ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÓËÏÂÐÑÄÞÏË ËÐÄÂÓËÂÐ-
ÕÂÏË ÐË Ä ÍÂÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÑÃÜËÌ ÒÑÆ-
ØÑÆ ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄ Ë ÆÎâ ÐËØ Ë ÐÇ-
ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÂÉÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ¥µ£ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÞÚË-
ÔÎÇÐÞ ÃÇÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ.

±ÇÓÄÑÇ ÄÂÉÐÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÕÂÍËØ ÔËÔ-
ÕÇÏ, ÄÞÔÍÂÊÂÐÐÑÇ ¤ÖÓÇÄËÚÇÏ Ë ®ÇÜÇÓÍËÐÞÏ Ä ÓÂÃÑÕÇ
[105], ÊÂÍÎáÚÂÎÑÔß Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËË ÒÓÑ-
ÔÕÑÌ ÄÑÎÐÞ ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÎËÛß ÑÆÐÂ ¥µ£ Ë ÒÑÔÕÑâÐÐÞÌ
ÓËÏÂÐÑÄ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÒÓÇÆÇÎÂ ÒÇÓÇ-
ÐÑÔËÕ ÔÄÑÈ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÚÇÓÇÊ ¥µ£, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ
ÔÑØÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ ÓËÏÂÐÑÄÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ÔËÔÕÇÏÞ µËÊÇÏÂ
ÄÆÑÎß ¥µ£. µÉÇ àÕÑÅÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÚÕÑÃÞ
ÄÞÚËÔÎËÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÒÎÂÕÑ, ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÅÑ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖ-
Ïâ ÄÑÎÐÑÄÞÏË ÔÕÓÖÍÕÖÓÂÏË ÒÓË ÓÂÔÒÂÆÇ ÓÂÊÓÞÄÂ.

³ÎÇÆÖáÜËÌ ÄÂÉÐÞÌÛÂÅ ÔÆÇÎÂÐ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [81, 82], ÅÆÇ
ÃÞÎÑ ÖÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ Ô ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÑÎÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÂ
µËÊÇÏÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÏÖ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËá, ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÆÂÈÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ¥µ£ ÐÂ àÕÑÏ ÇÈ ÍÓÂÇ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÂ ÏÂ-
ÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏ ÍÓÂÇ ÑÆÐÑ ËÊ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ì ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÚËÔÎÂ ÄÑÎÐ ì ÊÂÄÇÆÑÏÑ
ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÂÈÕ ÐÂÏ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÄÑÎÐÑÄÞÏ
ÚËÔÎÑÏ Ë ×ÑÐÑÄÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ ÄÑÎÐÞ. ¯Â ÔÑÎËÕÑÐÐÑÏ
ÍÓÂÇ ÕÂÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. °Æ-
ÐÂÍÑ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¬Æ¶
Ë ¤ÓÑÔÔÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ËÏÒÖÎßÔÂ
Ä ÑÃÎÂÔÕß ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ ÔÓÇÆÞ Ô ÆÄÖÏâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË
ÓËÏÂÐÑÄÞÏË ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
~kt � ~ox � 0, ÅÆÇ ~k âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÒÑÎÖÛËÓËÐÑÌ ÔÑ-
ÎËÕÑÐÂ, Â ~o�~k� ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË
o�k� ÊÂÏÇÐÑÌ ~o�~k� � ÿio�i~k� Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÔÕÂ-
ÓËÐÐÑÏÖ ÊÂÏÇÚÂÐËá ³ÕÑÍÔÂ, ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÐÐÑÏÖ Ä ÄËÆÇ
ÒÓËÏÇÚÂÐËâ Í æ 252 ÍÐËÅË [8], ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÑÎËÕÑÐÂ: ØÄÑÔÕÞ
ÔÑÎËÕÑÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ Ô ÕÑÌ ÉÇ ÔÍÑÓÑÔÕßá, ÚÕÑ Ë
ÔÂÏ ÔÑÎËÕÑÐ, Ë ÐÂ ØÄÑÔÕÂØ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ËÏÇáÕ ÕÖ ÉÇ ×ÑÓÏÖ, ÚÕÑ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÂÎÑÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ
ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÆÇÎÂ.

±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ~kt � ~ox � 0
Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÒÓÑÔÕÞØ ÄÑÎÐ, ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ Ä "ÐÇÒÑÆÄËÉÐÖá" ÑÆÐÑÓÑÆÐÖá ÔÓÇÆÖ Ô
ÆÄÖÏâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏË ÓËÏÂÐÑÄÞÏË
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ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÇ ÆË××Ç-
ÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÄÆÑÎß ÔÑÎËÕÑÐ-
ÐÑÅÑ ÍÓÂâ ¥µ£. ¿ÕËØ ÆÄÖØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÄÒÑÎÐÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ,
ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÍÓÂÈÄ ¥µ£, ÑÃÓÂÊÖáÜÇÌÔâ ÒÓË
ÓÂÔÒÂÆÇ ÓÂÊÓÞÄÂ Ë ÒÑÆÚËÐâáÜÇÌÔâ ÐÇËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËá, ÚÕÑ Ë ÃÞÎÑ ÔÆÇÎÂÐÑ Ä ÓâÆÇ ÓÂÃÑÕ [79, 82,
106 ë 112]. ±ÑÕÓÇÃÑÄÂÄ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÔÕË ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÕÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ ÐÂ àÕÑÌ ÅÓÂÐËÙÇ ÃÇÊÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÆÄËÉÇÐËâ ÍÓÂâ ¥µ£ ÒÑ
ÑÃÜÇÏÖ ÒÓÑ×ËÎá ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÑÎÐÞ [40, 76, 113].

¯ÑÄÞÌ ÕËÒ ¥µ£ ÏÑÉÇÕ ÄÑÊÐËÍÐÖÕß ÒÓË ÖÚÈÕÇ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ ÄÞÔÛËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ, ÍÑÅÆÂ ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÑ-
ÎËÕÑÐÂ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÓÂÄÐÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÎËÐÇÌÐÞØ
ÄÑÎÐ Ë ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔ. °ÃÜËÌ ÒÑÆØÑÆ
¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ ÒÓËÏÇÐËÏ Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ [114 ë
117].

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÏÞ ÖÒÑÏËÐÂÎË ÒÓËÎÑÉÇÐËâ ÊÂ-
ÆÂÚË ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ Í ÄÑÎÐÂÏ ÐÂ ÄÑÆÇ, Ä ÒÎÂÊÏÇ,
ÃÑÊÇ-àÌÐÛÕÇÌÐÑÄÔÍÑÏ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÇ, ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÑÒÕËÍÇ. ¬
àÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÆÑÃÂÄËÕß ÐÂÃÎáÆÇÐËâ Ë ÕÇÑÓËá ¥µ£ ÄÑ
ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ ÄÑÎÐÂØ Ä ÑÍÇÂÐÇ [118] Ë ÂÕÏÑÔ×ÇÓÇ [119], ÐÂ
ÔÕÓÖâØ ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÄâÊÍÑÌ ÔÓÇÆÇ [120, 121]. ±ÑÆØÑÆ ¤Ö-
ÓÇÄËÚÂ ë±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ Í ÕÇÑÓËË ¥µ£ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ
ÕÂÍÉÇ ÐÂ ÄÑÎÐÞ Ô ÐÇÔÍÑÎßÍËÏË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏË ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÏË [122, 123] Ë ÐÂØÑÆËÕ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ Ä ÆÓÖÅËØ ÑÃ-
ÎÂÔÕâØ ×ËÊËÍË, ÄÍÎáÚÂâ ÍÄÂÐÕÑÄÖá ÕÇÑÓËá ÅÓÂÄËÕÂÙËË
[101]. ¥ÓÖÅËÇ ÒÓËÏÇÓÞ ¥µ£ ÚËÕÂÕÇÎß ÏÑÉÇÕ ÐÂÌÕË, ÐÂ-
ÒÓËÏÇÓ, Ä ÑÃÊÑÓÇ [124], ÅÆÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÕÂÍÉÇ ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÞÇ ÔÔÞÎÍË. ³ÑÊÆÂÐËÇ ÕÇÑÓËË ¥µ£ ÔÄâÊÂÐÑ, ÍÓÑÏÇ
ÕÑÅÑ, Ô ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÓÑÅÓÇÔÔÑÏ Ä ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÏÂÕÇ-
ÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ ì Ô ÐÇÍÑÕÑÓÞÏË ÂÔÒÇÍÕÂÏË ÏÂÕÇÏÂ-
ÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÚËÕÂÕÇÎß ÏÑÉÇÕ ÑÊÐÂÍÑÏËÕßÔâ ÒÑ ÑÃÊÑ-
ÓÂÏ [125, 126].

±ÑÆÄÑÆâ ËÕÑÅ, ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÊÂÆÂÚÂ ¤ÖÓÇÄËÚÂ ë
±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ, ÒÑÐËÏÂÇÏÂâ ÍÂÍ ÑÃÜËÌ ÒÑÆØÑÆ Í ÕÇÑÓËË
¥µ£ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ µËÊÇÏÂ, ÊÂ
ÒÓÑÛÇÆÛËÇ ÒÑÔÎÇ ÒÖÃÎËÍÂÙËË ÓÂÃÑÕÞ [1] ÅÑÆÞ ÒÓÇÄÓÂ-
ÕËÎÂÔß Ä ÂÍÕËÄÐÑ ÓÂÊÄËÄÂáÜÖáÔâ ÑÃÎÂÔÕß ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
×ËÊËÍË Ô ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÆÎâ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÑÌ
ÊÂÆÂÚ, Ô ÅÎÖÃÑÍËÏË ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÏË ÏÇÕÑÆÂÏË ËØ ÓÇ-
ÛÇÐËâ Ë âÔÐÞÏË ×ËÊËÚÇÔÍËÏË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏË, ÑÃÑÅÂ-
ÜÂáÜËÏË ÄÔá ×ËÊËÍÖ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ.

£ÞÓÂÉÂá ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕß .±. ±ËÕÂÇÄÔÍÑÏÖ ÊÂ ÑÃ-
ÔÖÉÆÇÐËâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ Ä ÔÕÂÕßÇ ÄÑÒÓÑÔÑÄ Ë ÒÑÎÇÊÐÞÇ
ÊÂÏÇÚÂÐËâ.
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We present an introduction to the theory of dispersive shock waves in the framework of the approach proposed by Gurevich and
Pitaevskii (Zh. Eksp. Teor. Fiz., Vol. 65, p. 590 (1973) [Sov. Phys. JETP, Vol. 38, p. 291 (1974)]) based on Whitham's theory of
modulation of nonlinear waves. We explain howWhitham equations for a periodic solution can be derived for the Korteweg±de Vries
equation and outline some elementarymethods to solve them.We illustrate this approach with solutions to themain problems discussed
by Gurevich and Pitaevskii. We consider a generalization of the theory to systems with weak dissipation and discuss the theory of
dispersive shock waves for the Gross±Pitaevskii equation.
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