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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÏÑÏ ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÏ ÏÇÕÑÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ k
ÑÕÐÑÛÇÐËÇ o=o 0 ÚÂÔÕÑÕ ÎÖÚÂ ÔÄÇÕÂ Ä ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇ-
ÏÂØ ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ë ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ ÓÂÄÐÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÖ
k��b; a�, ÍÑÅÆÂ ËÔÕÑÚÐËÍ ÒÑÍÑËÕÔâ, Â ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ÆÄË-
ÉÇÕÔâ, Ë ÓÂÄÐÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÖ k��ÿb; a� � k��b; pÿ a� �
� 1=k��b; a�, ÍÑÅÆÂ ËÔÕÑÚÐËÍ ÆÄËÉÇÕÔâ, Â ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß
ÒÑÍÑËÕÔâ. £ ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ b � V=c ì ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÂâ
ÔÍÑÓÑÔÕß ÔËÔÕÇÏ, Â a ì ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ng
ÎÖÚÂ Ë ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ nb ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÐÂÃÎá-
ÆÂÕÇÎâ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ËÎË ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ä ÔËÔÕÇÏÇ
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ.

¡ÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÐÂØÑÆâÕÔâ
ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÒÖÚÍÂ ÔÄÇÕÂ ÒÓË
ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ ÔËÔÕÇÏÞ ËÔÕÑÚÐËÍÂ Í ÔËÔÕÇÏÇ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ.
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®ÇÕÑÆ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ k, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞÌ ¤. ¢ÑÐÆË, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÈÐ ÐÂ ÑÃÜËÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÖÅÑÎ a ÏÇÉÆÖ
ÔÍÑÓÑÔÕßá ÔËÅÐÂÎÂ ÑÕ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÑÅÑ ÆÂÎÈÍÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ë ÔÍÑÓÑÔÕßá ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ ÐÇ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá ËÎË p,
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¬ÎáÚÇÄÞÇ ÔÎÑÄÂ: ÔÒÇÙËÂÎßÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË, ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË, ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ×ÂÊÞ,
à××ÇÍÕ ¥ÑÒÎÇÓÂ, ÂÃÇÓÓÂÙËâ ÔÄÇÕÂ, ÂÐÂÎËÕËÚÐÑÔÕß ÒÑ ÖÅÎÖ, ÔÑÒÓâÉÈÐÐÞÇ ÒÑÎáÔÞ Ë ÏÂÔÛÕÂÃ ÂÃÇÓÓÂÙËË

PACS numbers: 03.30.+p, 42.15.Fr DOI: https://doi.org/10.3367/UFNr.2019.12.038703

# £.ª. ²ËÕÖÔ 2020

£.ª. ²ËÕÖÔ. ¶ËÊËÚÇÔÍËÌ ËÐÔÕËÕÖÕ ËÏ. ±.¯. ­ÇÃÇÆÇÄÂ ²¡¯,
­ÇÐËÐÔÍËÌ ÒÓÑÔÒ. 53, 119991 ®ÑÔÍÄÂ, ²ÑÔÔËÌÔÍÂâ ¶ÇÆÇÓÂÙËâ
E-mail: ritus@lpi.ru

³ÕÂÕßâ ÒÑÔÕÖÒËÎÂ 1 ËáÎâ 2019, ÒÑÔÎÇ ÆÑÓÂÃÑÕÍË 10 ÑÍÕâÃÓâ 2019 Å.

https://doi.org/10.3367/UFNr.2019.12.038703


ªÔÒÑÎßÊÖâ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÂÆÂáÜËÌ ÐÂ ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÖá ÓÇ-
ÛÈÕÍÖ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÌ ÒÖÚÑÍ ÔÄÇÕÂ
ÑÔÕÂÈÕÔâ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËÏ Ë ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÏ ÒÓË ÑÕÓÂ-
ÉÇÐËË ÒÑÆ ÖÅÎÂÏË ¢ÓàÅÅÂ ë£ÖÎß×Â, ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ä ÔËÔ-
ÕÇÏÇ ®, ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÌ ÓÇ-
ÛÈÕÍË ÒÓÑÕËÄ ÇÈ ÐÑÓÏÂÎË, ÒÂÆÂáÜËÌ Ë ÑÕÓÂÉÈÐÐÞÌ
ÒÖÚÍË ÑÔÕÂáÕÔâ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÏË Ë ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËÏË,
ÐÑ ËØ ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ËØ ÚÂÔÕÑÕÞ Ä ÔËÔÕÇÏÇ
ÓÇÛÈÕÍË ÔÆÄËÅÂÏË Ä ÍÓÂÔÐÖá Ë ×ËÑÎÇÕÑÄÖá ÔÕÑÓÑÐÞ,
ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÂÆÂáÜËÌ ÎÖÚ "ÆÑÅÑÐâÇÕ" ®, Â ÑÕÓÂÉÈÐÐÞÌ ì
"ÄÔÕÓÇÚÂÇÕ" ®.

±ÓË a � a1, cos a1 � b=�1� �1ÿ b 2�1=2� ÔÏÇÜÇÐËÇ ÚÂÔ-
ÕÑÕÞ ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ÎÖÚÂ ËÔÚÇÊÂÇÕ, ÕÂÍ ÍÂÍ k��b; a1� � 1, Â
ÒÓË a1 < a < p=2 ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ×ËÑÎÇÕÑÄÞÏ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ
ÚÕÑ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÓÇÛÈÕÍË ÎÖÚ ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ "ÆÑÅÑÐâÇÕ" ®
(ÂÃÇÓÓÂÙËâ ÔÄÇÕÂ). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÚÂÔÕÑÕ Ä
ÔËÔÕÇÏÂØ ËÔÕÑÚÐËÍÂ (ÓÇÛÈÕÍË) Ë ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ ® ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ×ÑÓÏÖÎÖ à××ÇÍÕÂ ¥ÑÒÎÇÓÂ, o=o 0 � k��b; a�, ÔÒÓÂ-
ÄÇÆÎËÄÖá ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ, ÍÑÅÆÂ ËÔÕÑÚÐËÍ ÒÑÍÑËÕÔâ, Â ÐÂÃÎá-
ÆÂÕÇÎß ÆÄËÉÇÕÔâ.

­ÖÚ, ËÔÒÖÜÇÐÐÞÌ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ a Í ÔÍÑÓÑÔÕË
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ, Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÐÂÃÎá-
ÆÂÕÇÎâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ a 0 Í ÕÑÌ ÉÇ ÔÍÑÓÑÔÕË. µÅÎÞ
a Ë a 0 ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑ ÔÄâÊÂÐÞ, ÒÓËÚÈÏ a 0�a; b� âÄÎâÇÕÔâ
ÒÇÓÄÑÑÃÓÂÊÐÑÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ k��b; a�, Â a�a 0; b�ìÒÇÓÄÑ-
ÑÃÓÂÊÐÑÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ k��b; pÿ a 0� � k��ÿb; a 0�. ¬Ñà×-
×ËÙËÇÐÕÞ k��b; a� Ë k��b; a�, ÃÖÆÖÚË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏË
×ÖÐÍÙËâÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÅÑ z � a ÐÂ ÑÕÓÇÊÍÇ 04 z4 p,
ÂÐÂÎËÕËÚÐÞ ÐÂ ÄÔÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ z, ÅÆÇ
k��b; z� ËÏÇÇÕ ÒÑÎáÔÞ Ä ÕÑÚÍÂØ z�n � 2pn� i ln cos a1, Â
k��b; z� ì ÐÖÎË Ä ÕÇØ ÉÇ ÕÑÚÍÂØ, ÔÆÄËÐÖÕÞØ ÐÂ p. ¡ÃÇÓ-
ÓÂÙËâ ÔÄÇÕÂ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÃÎËÊÑÔÕßá àÕËØ ÒÑÎáÔÑÄ Ë ÐÖÎÇÌ Í
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË.

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ®, ÆÄËÅÂáÜËÌÔâ ÔÑ
ÔÍÑÓÑÔÕßá b Ä ÑÍÓÖÉÇÐËË ÆÂÎÈÍËØ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÞØ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÑÄ, ÒÑÔÞÎÂáÜËØ Í ® ÒÑÆ ÓÂÊÐÞÏË ÖÅÎÂÏË a Í ÇÅÑ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÎÖÚË Ô ÚÂÔÕÑÕÂÏË, ÃoÂ ÎßÛËÏË Ë ÏÇÐßÛËÏË oL,
ÄÑÔÒÓËÐËÏÂÎ ÃÞ ËØ ÒÑÆ ÖÅÎÂÏË a 0 � a 0�a; b� Ô ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ
ÉÇ ÚÂÔÕÑÕÑÌ oL, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÚÕÑÃÞ ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÄÞÔÑÍÑÌ
oG Ë ÐËÊÍÑÌ oS ÚÂÔÕÑÕ Í oL ÃÞÎË ÄÊÂËÏÐÑ-ÑÃÓÂÕÐÞÏË Ë
ÓÂÄÐÞÏË

oG

oL
� k��b; a� � oL

oS
� 1

k��b; pÿ a 0� :

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ® ÐÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÆÄËÉÖÜÇÅÑÔâ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÂ ÚÂÔÕÑÕÞ oL, ÎÖÚË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÑÔÒÓËÐËÏÂáÕÔâ ÆÂÎÈ-
ÍËÏË ÐÇÒÑÆÄËÉÐÞÏË ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâÏË ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ a Í ÇÅÑ
ÔÍÑÓÑÔÕË Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ o � oLk��b; a�: ¿ÕÑ ×ÑÓÏÖÎÂ à×-
×ÇÍÕÂ ¥ÑÒÎÇÓÂ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ, ÍÑÅÆÂ ËÔÕÑÚÐËÍ ÆÄËÉÇÕÔâ, Â
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ÒÑÍÑËÕÔâ.

®ÇÕÑÆ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ k ÃÞÎ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐ ÒÓÑ×ÇÔÔÑÓÑÏ
­ÑÐÆÑÐÔÍÑÅÑ ÖÐËÄÇÓÔËÕÇÕÂ ¤ÇÓÏÂÐÑÏ ¢ÑÐÆË, ËÊÎÑÉÇÐ
ËÏ Ä ÔÕÂÕßÇ "The space traveller's youth", ÒÑÏÇÜÈÐÐÑÌ Ä
ÉÖÓÐÂÎÇ Discovery [1], Â ÊÂÕÇÏ Ä ÇÅÑ ÍÐËÅÇ °ÕÐÑÔËÕÇÎß-
ÐÑÔÕß Ë ÊÆÓÂÄÞÌ ÔÏÞÔÎ [2]. ±ÑÊÆÐÇÇ ÑÐ ÒÑâÄËÎÔâ Ä ÍÐËÅÂØ
¥. ¢ÑÏÂ [3], ­. ®ÂÓÆÇÓÂ [4] Ë ÆÓ. ®ÐÇ ÒÓËÆÈÕÔâ ËÊÎÑÉËÕß
ÇÅÑ ÊÆÇÔß, ÕÂÍ ÍÂÍ ÙÇÎßá àÕÑÌ ÔÕÂÕßË âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÐÂÅÎâÆÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÐÂ ÑÃÜËÌ ÔÎÖÚÂÌ,
ÍÑÅÆÂ ÖÅÑÎ a ÏÇÉÆÖ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÔËÅÐÂÎÂ ÑÕ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÑÅÑ
ÆÂÎÈÍÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ë ÔÍÑÓÑÔÕßá ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ ÐÇ ÓÂÄÇÐ
ÐÖÎá ËÎË p, ÍÂÍ Ö ¢ÑÐÆË, Â ÏÑÉÇÕ ÒÓËÐËÏÂÕß ÎáÃÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ 04a4 p, Ë ÐÂ ÑÃÓÂÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ,
ÍÑÅÆÂ ÆÄËÉÇÕÔâ ËÔÕÑÚÐËÍ, Â ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ÒÑÍÑËÕÔâ Ë ÖÅÑÎ

a ÏÇÉÆÖ ÔÍÑÓÑÔÕßá ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ë ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÔËÅÐÂÎÂ Í
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎá ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÎáÃÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ 0 Ë p.

2. ®ÇÕÑÆ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ k,
ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞÌ ¤. ¢ÑÐÆË

±ÖÔÕß Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË
d ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ ÒÑÍÑâÕÔâ ÆÄÂ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ A Ë £, ÚÂÔÞ
ÍÑÕÑÓÞØ ÔËÐØÓÑÐËÊÑÄÂÐÞ. ±ÖÔÕß ¡ Ä ÏÑÏÇÐÕÞ tAn � ntA1 ,
n � 0; 1; 2; . . . ; ÍÓÂÕÐÞÇ ÒÇÓËÑÆÖ tA1 , ËÔÒÖÔÍÂÇÕ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ
£ ÔÄÇÕÑÄÞÇ ÔËÅÐÂÎÞ. ¿ÕË ÔËÅÐÂÎÞ ÆÑÔÕËÅÂáÕ £ Ä
ÏÑÏÇÐÕÞ tBAn � tAn � d=c Ô ÕÇÏ ÉÇ ÒÇÓËÑÆÑÏ tA1 , ÕÂÍ ÍÂÍ
tB1 � tBAn�1 ÿ tBAn � tA1 .

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ ÄÆÑÎß ÒÓâÏÑÌ, ÔÑÇÆËÐâá-
ÜÇÌ ¡ Ë £, ÑÕ ¡ Í £ ÆÄËÉÇÕÔâ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ® ÔÑ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá V. ´ÑÅÆÂ ÔËÅÐÂÎÞ, ÒÑÔÎÂÐÐÞÇ ¡ Ä ÏÑÏÇÐÕÞ tAn ,
ÆÑÔÕËÅÂáÕ ® Ä ÏÑÏÇÐÕÞ t �n , ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÇ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÖ ÒÖÕÇÌ ® Ë n-ÅÑ ÔËÅÐÂÎÂ: Vt �n � c�t �n ÿ tAn � (ÓËÔ. 1).
°ÕÔáÆÂ t �n � tAn =�1ÿ b�, b � V=c. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ
ÒÇÓËÑÆ t �1 ÏÇÉÆÖ ÒÑÔÕÖÒÂáÜËÏË Í ® ÔËÅÐÂÎÂÏË ÒÑ
ÚÂÔÂÏ ¡ ÓÂÄÇÐ

t �n�1 ÿ t �n �
tAn�1 ÿ tAn
1ÿ b

� tA1
1ÿ b

:

ªÊ-ÊÂ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ
ÏÇÉÆÖ ÒÓËÈÏÐËÍÑÏ Ë ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ àÕÑÕ ÒÇÓËÑÆ ÃÑÎßÛÇ
ÒÇÓËÑÆÂ ËÔÒÖÔÍÂÐËâ.

°ÆÐÂÍÑ ÐÂÔ ÃÖÆÇÕ ËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÕß ÒÇÓËÑÆ ÒÑÔÕÖÒÎÇÐËâ Í
® ÔËÅÐÂÎÑÄ ÒÑ ÚÂÔÂÏ ®. °ÃÑÊÐÂÚËÏ ÇÅÑ tM1 . ´ÂÍ ÍÂÍ ÑÐ
ÕÑÉÇ ÃÖÆÇÕ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ ÒÇÓËÑÆÖ ËÔÒÖÔÍÂÐËâ tA1 ,

7tA1

3tA1

2tA1

tA1

0
A

tBA3

tBA2

tBA1

3t �1

2t �1

t �1

tBA0 �d=c

tBA7

Vt �1 Vt �2 Vt �3 B x
d

M

t

²ËÔ. 1. ¬ ÄÞÚËÔÎÇÐËá ÔÄâÊË ÒÇÓËÑÆÂ tA1 ËÔÒÖÔÍÂÐËâ ÔËÅÐÂÎÑÄ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÑÏ ¡ Ô ÒÇÓËÑÆÂÏË t �1 Ë tM1 ÒÓËÈÏÂ ËØ ÆÄËÉÖÜËÏÔâ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ
® ÒÑ ÚÂÔÂÏ ¡ Ë ÒÑ ÚÂÔÂÏ ® ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.
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ÄÄÇÆÈÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÔÕË k:

tM1 � ktA1 ; �1�
ÍÑÕÑÓÞÌ ÃÖÆÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË V Ë ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß
ÃÑÎßÛÇ 1, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓËÈÏÐËÍ ÔËÅÐÂÎÑÄ ® ÖÆÂÎâÇÕÔâ ÑÕ
ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÔËÅÐÂÎÑÄ ¡.

©ÂÏÇÕËÏ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ® ÏÑÉÇÕ ÔÚËÕÂÕß
ÒÑÔÕÖÒËÄÛËÇ Í ÐÇÏÖ ÔËÅÐÂÎÞ ÑÕ ¡ ÍÂÍ ËÔÒÖÔÍÂÇÏÞÇ ËÏ
ÔÂÏËÏ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ £ Ô ËÐÕÇÓÄÂÎÑÏ tM1 (ÔÏ. ÓËÔ. 1). ´ÂÍ ÍÂÍ
ËÐÕÇÓÄÂÎ ÒÓËÈÏÂ àÕËØ ÔËÅÐÂÎÑÄ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ£ÓÂÄÇÐ tA1
Ë ÔÄâÊÂÐ Ô tM1 ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (1), ÕÑ Ä ×ÑÓÏÇ

tB1 � tA1 �
1

k
tM1 �2�

×ÑÓÏÖÎÖ (2) ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ
ÒÇÓËÑÆÑÏ ËÔÒÖÔÍÂÐËâ ÔËÅÐÂÎÑÄ "ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ"® Ë ÒÇÓËÑ-
ÆÑÏ ÒÓËÈÏÂ ËØ ÆÇÕÇÍÕÑÓÑÏ £ ÒÓË ÔÃÎËÉÇÐËË ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ô
ÒÓËÈÏÐËÍÑÏ. ªÊ-ÊÂ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÖÏÇÐßÛÇÐËâ ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ Ë ÒÓËÈÏÐËÍÑÏ ÒÇÓËÑÆ
ÒÓËÈÏÂ ÍÑÓÑÚÇ ÒÇÓËÑÆÂ ËÔÒÖÔÍÂÐËâ, ÚÕÑ ÔÐÑÄÂ ÒÓËÄÑÆËÕ
Í k > 1.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÔËÕÖÂÙËá, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÍÑâÜËÌÔâ
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß-ÆÇÕÇÍÕÑÓ R ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÔËÅÐÂÎÞ ÑÕ ÆÄËÉÖ-
ÜÇÅÑÔâ ËÔÕÑÚÐËÍÂ M, ÔÐÂÚÂÎÂ ÖÆÂÎâáÜÇÅÑÔâ ÑÕ R ÔÑ
ÔÍÑÓÑÔÕßá V ÐÂ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ, Â ÒÑÕÑÏ ì
ÒÓËÃÎËÉÂáÜÇÅÑÔâ ÍR Ô ÕÂÍÑÌ ÉÇ ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ ÔÍÑÓÑÔÕßá
V (ÓËÔ. 2).

±ÖÔÕß TM ì ÒÑÎÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÆÄËÉÇÐËâ ËÔÕÑÚÐËÍÂ M ÒÑ
ÚÂÔÂÏ M, Â TR ì ÑÐÑ ÉÇ, ÐÑ ÒÑ ÚÂÔÂÏ R. ´ÑÅÆÂ ÔËÅÐÂÎÞ,
ËÔÒÖÜÇÐÐÞÇ ÖÆÂÎâáÜËÏÔâ M, ÒÑÔÕÖÒÂáÕ Í R Ä ÕÇÚÇÐËÇ
ÄÓÇÏÇÐË

t �R � k
1

2
TM ; �3�

Â ËÔÒÖÜÇÐÐÞÇ ÒÓËÃÎËÉÂáÜËÏÔâMì Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÄÓÇÏÇÐË

TR ÿ t �R �
1

k

1

2
TM : �4�

ªÔÍÎáÚÂâ ËÊ àÕËØ ÆÄÖØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ t �R, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÂÉÐÖá
ÔÄâÊß

TR �
�
k� 1

k

�
1

2
TM : �5�

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ k 6� 1 (ËÐÂÚÇ V � 0), ÕÑ ×ÖÐÍ-
ÙËâ k� 1=k > 2 Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

TR > TM :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÓÇÏâ TR ÆÄËÉÇÐËâ M ÆÑ ÇÅÑ ÄÑÊ-
ÄÓÂÜÇÐËâ Í R ÒÑ ÚÂÔÂÏ R ÄÔÇÅÆÂ ÃÑÎßÛÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ
ÄÓÇÏÇÐË TM ÆÄËÉÇÐËâ M ì "ÒÂÓÂÆÑÍÔ" ÃÎËÊÐÇÙÑÄ ì
ÄÇÓÐÖÄÛËÌÔâ ÒÑÔÎÇ ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÖÕÇÛÇÔÕÄËâ ÃÎËÊÐÇÙ
ÏÑÎÑÉÇ ÑÔÕÂÄÛÇÅÑÔâ ÆÑÏÂ.

¯ÂÌÆÈÏ ÕÇÒÇÓß ×ÖÐÍÙËá k�b�. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÐÂÃÎáÆÂ-
ÕÇÎá R, M ÖÆÂÎâÇÕÔâ ÑÕ ÐÇÅÑ ÒÑ ÚÂÔÂÏ R Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÄÓÇ-
ÏÇÐË TR=2, ÆÑÔÕËÅÂâ ÐÂËÃÑÎßÛÇÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ VTR=2.
³ËÅÐÂÎ, ËÔÒÖÜÇÐÐÞÌ M Ä ÏÑÏÇÐÕ ÐÂËÃÑÎßÛÇÅÑ ÖÆÂÎÇ-
ÐËâ, ÕÓÂÕËÕ ÐÂ ÒÖÕß Í R ÄÓÇÏâ VTR=2c Ë ÒÓËØÑÆËÕ Í R
Ä ÏÑÏÇÐÕ

t �R �
TR

2
� VTR

2c
� 1

2
TR�1� b� : �6�

ªÔÍÎáÚÂâ ËÊ ÕÓÈØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3), (5), (6) ÑÕÐÑÛÇÐËâ
ÄÓÇÏÈÐ t �R=TM, TR=TM, t �R=TR, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÑÎÅÑÉÆÂÐÐÖá

ÔÄâÊß k c b:

k�b� �
�����������
1� b
1ÿ b

s
: �7�

ªÔÒÑÎßÊÖâ àÕÖ ×ÖÐÍÙËá Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (5), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊÄÇÔÕ-
ÐÖá ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ËÐÕÇÓÄÂÎÂÏË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ Ë ÎÂÃÑÓÂ-
ÕÑÓÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÆÄËÉÇÐËâM:

TR � 1��������������
1ÿ b 2

p TM : �8�

©ÂÆÂÚÂ Ñ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÏÇÕÑÆÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ k
ÐÂ ÑÃÜËÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÎÖÚÇÌ ÑÕ
ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÖÅÑÎ Ô ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕË ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ, ÄÑÊÐËÍÎÂ Ä ÔÄâÊË ÔÑ
ÔÕÂÕßÈÌ, ÒÓËÔÎÂÐÐÑÌ Ä ÓÇÆÂÍÙËá µ¶¯, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÖÕÄÇÓÉÆÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË ÑÕÓÂÉÈÐÐÑÅÑ ÔÄÇÕÂ ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÖÅÎÂØ ÒÂÆÇ-
ÐËâ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÐÂ ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÖá
ÓÇÛÈÕÍÖ (ÖÅÎÂØ ¢ÓàÅÅÂ ë £ÖÎß×Â) ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÓÇÐÙ-
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ, Ë ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÂâ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËâ ÑÕÓÂ-
ÉÈÐÐÞØ ÎÖÚÇÌ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÏÑÉÇÕ ÔÕÂÕß
ÆÇÔÕÓÖÍÕËÄÐÑÌ ÒÓË ÐÂÃÎáÆÇÐËË ËÊ ÆÓÖÅÑÌ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ. ÁÔÐÑ, ÚÕÑ àÕÑ ÐÇ ÕÂÍ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÕ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ×ÂÊÞ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÄÇÕÑÄÑÌ ÄÑÎ-
ÐÞ. ±ÓÇÆÎÂÅÂÇÏÑÇ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÏÇÕÑÆÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ k
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÅÎâÆÐÞÏ, ÐÇ×ÑÓÏÂÎßÐÞÏ ÒÖÕÈÏ, ÐÇ ÒÓËÃÇ-
ÅÂâ Í ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏ ­ÑÓÇÐÙÂ, ÒÑÎÖÚËÕß ÑÃÜËÇ ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ à××ÇÍÕÂ ¥ÑÒÎÇÓÂ Ë ÂÃÇÓÓÂÙËË ÔÄÇÕÂ Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
ÆÑÍÂÊÂÕß ÎÑÓÇÐÙ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÑÌ ËÐÕÇÓ-
×ÇÓÇÐÙËË ÑÕÓÂÉÈÐÐÞØ ÎÖÚÇÌ Ä à××ÇÍÕÇ ¢ÓàÅÅÂ ë£ÖÎß×Â.

1

2
TR

TR

t

0
1

2
VTR

®ËÓÑÄÂâ ÎËÐËâ M

®ËÓÑÄÂâ ÎËÐËâ M

®ËÓÑÄÂâ
ÎËÐËâ R

x

t �R

²ËÔ. 2. ¬ ÄÞÚËÔÎÇÐËá ÔÄâÊË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ TM Ë ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÅÑ TR

ÄÓÇÏÇÐË ÆÄËÉÇÐËâ ®.
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3. ¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ k��b; a� Ë k��b; a�
Ä ÊÂÆÂÚÇ ÑÃ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË
ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÎÖÚÇÌ

ªÕÂÍ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÔÄÇÕÂ ÆÄÖÏâ ÔÎÑâÏË ¡, £
ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÌ ÓÇÛÈÕÍË (ÓËÔ. 3). ±ÂÆÂáÜËÇ ÐÂ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕË¡ Ë £ ÎÖÚË ÎÂÊÇÓÂ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÐÂ
ÐÑÓÏÂÎßÐÞØ Í ÎÖÚÂÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâØ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ,
ÑÕÔÕÑâÜËØ ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ ÐÂ ÆÎËÐÖ ÄÑÎÐÞ l, ËØ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÞÇ ×ÂÊÞ ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ ÐÂ 2p. ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ
×ÂÊÞ ÆÄËÉÖÕÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÔÄÇÕÂ. ¥Îâ ÔÑÔÇÆÐËØ ÎÖÚÇÌ 1,
2, ÑÕÓÂÉÈÐÐÞØ Ä ÔÑÔÇÆÐËØ (ÃÎËÉÂÌÛËØ) ÕÑÚÍÂØ ÔÑÔÇÆÐËØ
ÔÎÑÈÄ ¡, £, ÓÂÊÐÑÔÕß ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÒÖÕÇÌ ÓÂÄÐÂ

D � 2d

sin y
ÿ 2d cot y cos y � 2d sin y ;

ÅÆÇ dìÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÎÑâÏË ¡ Ë £, y � p=2ÿ a; aì
ÖÅÑÎ ÒÂÆÇÐËâ, ÓÂÄÐÞÌ ÖÅÎÖ ÑÕÓÂÉÇÐËâ. ¦ÔÎË àÕÂ ÓÂÊÐÑÔÕß
ÍÓÂÕÐÂ ÙÇÎÑÏÖ ÚËÔÎÖ ÆÎËÐ ÄÑÎÐ

2d sin y � ml ; 0 < sin ym � ml
2d

4 1 ; �9�

ÕÑ ÎÖÚË, ÑÕÓÂÉÈÐÐÞÇ ÑÕ ÔÎÑÈÄ ¡, £ ÒÑÆ ÕÂÍËÏË ÖÅÎÂÏË,
ÑÔÕÂÐÖÕÔâ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÏË ì ÖÔÎÑÄËÇ ¢ÓàÅÅÂ ë£ÖÎß×Â ÆÎâ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÑÕÓÂÉÈÐÐÑÅÑ
ÔÄÇÕÂ.

¢ÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÔËÅÐÂÎÑÏ ÖÚÂÔÕÑÍ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ ÔÄÇ-
ÕÑÄÞØ ÎÖÚÇÌ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ×ÓÑÐÕÂÏË Ô ÓÂÊÐÑÔÕßá ×ÂÊ Ä
2p, Õ.Ç. ÆÎËÐÑÌ l Ë ÒÓÑÆÑÎÉËÕÇÎßÐÑÔÕßá Ä ÑÆËÐ ÒÇÓËÑÆ
T � l=c.

¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß t � tA0 � 0 ÏÑÏÇÐÕ ÒÂÆÇÐËâ Ë ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËâ ÎÖÚÂ 1 ÑÕ ÔÎÑâ ¡, ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÌ Ô ÏÑÏÇÐÕÑÏ ÒÓÑØÑÆÂ
×ÓÑÐÕÂ ÎÖÚÇÌ 1, 2 ÒÑÆ ÔÎÑÌ ¡ (ÔÏ. ÓËÔ. 3). ´ÑÅÆÂ ÑÕÓÂ-
ÉÈÐÐÞÌ ÑÕ ÔÎÑâ £ ×ÓÑÐÕ ÎÖÚÇÌ 1, 2 ÐÂÚÐÈÕ ÒÓÑØÑÆËÕß
ÔÎÑÌ ¡ Ä ÏÑÏÇÐÕ

t � tABA
0 � 2d sin y

c
� ml

c
� mT ;

ÔÐÑÄÂ ÔÏ. ÓËÔ 3. ³ÎÇÆÖáÜËÌ ×ÓÑÐÕ ÎÖÚÇÌ 1, 2 ÒÓÑÌÆÈÕ
ÔÎÑÌ ¡ Ä ÏÑÏÇÐÕ t � tA1 � l=c � T Ë ÒÑÔÎÇ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÑÕ

ÔÎÑâ £ ÐÂÚÐÈÕ ÄÞØÑÆËÕß ÚÇÓÇÊ ÔÎÑÌ ¡ Ä ÏÑÏÇÐÕ

t � tABA
1 � mT� T :

³ËÅÐÂÎÞ, ÒÂÆÂáÜËÇ ÐÂ ÔÎÑÌ ¡ Ä ÏÑÏÇÐÕÞ tAn �
� ntA1 � nT, n � 0; 1; 2; 3; . . . ; ÊÂÕÓÂÚËÄÂáÕ ÑÆÐÑ Ë ÕÑ ÉÇ
ÄÓÇÏâ d sin y=c ÐÂ ÒÖÕß ÑÕ ¡ Í £ Ë ÒÑÔÕÖÒÂáÕ Í £ Ä
ÏÑÏÇÐÕÞ

tBAn � tAn �
d sin y

c
:

±ÑàÕÑÏÖ ÒÇÓËÑÆ ÒÑÔÕÖÒÎÇÐËâ Í £ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞØ
ÔËÅÐÂÎÑÄ ËÊ ¡ ÓÂÄÇÐ ÒÇÓËÑÆÖ ËØ ÒÑÔÕÖÒÎÇÐËâ Í ¡:

tBAn�1 ÿ tBAn � tAn�1 ÿ tAn � tA1 :

£ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß, ÑÕÓÂÉÈÐÐÞÇ Ä ÏÑÏÇÐÕÞ tBAn ÔËÅÐÂÎÞ
ÒÑÔÕÖÒÂáÕ Ä ¡ Ä ÏÑÏÇÐÕÞ

tABA
n � tBAn � d sin y

c
� tAn �

2d sin y
c

;

ÕÂÍ ÚÕÑ ÒÇÓËÑÆ ÒÑÔÕÖÒÎÇÐËâ Ä ¡ ÑÕÓÂÉÈÐÐÞØ ÑÕ £
ÔËÅÐÂÎÑÄ ÕÑÕ ÉÇ, ÚÕÑ Ë ÒÇÓËÑÆ ËØ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ
ÒÑÔÕÖÒÎÇÐËâ Í ¡:

tABA
n�1 ÿ tABA

n � tBAn�1 ÿ tBAn � tA1 :

³ËÅÐÂÎÞ, ÑÕÓÂÉÈÐÐÞÇ ÑÕ ÔÎÑâ ¡ Ä ÏÑÏÇÐÕÞ tAn , Ë
ÔËÅÐÂÎÞ, ÑÕÓÂÉÈÐÐÞÇ ÔÎÑÇÏ £ Ë ÐÂÚËÐÂáÜËÇ ÒÓÑØÑÆËÕß
ÔÍÄÑÊß ÔÎÑÌ ¡ Ä ÏÑÏÇÐÕÞ tABA

n , ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ Ä
ÑÆÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË Ë ÃÖÆÖÕ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÏË, ÇÔÎË ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎ

tABA
n ÿ tAn �

2d sin y
c

ÍÓÂÕÇÐ ÒÇÓËÑÆÖ ÔÄÇÕÂ T, Õ.Ç. ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËâ
¢ÓàÅÅÂ ë£ÖÎß×Â:

2d sin y
c

� mT :

±ÖÔÕß ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß M ÖÆÂÎâÇÕÔâ ÑÕ A Ë ÒÓËÃÎË-
ÉÂÇÕÔâ Í B Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá V, ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ Í
ÔÎÑâÏ. ´ÑÅÆÂ ÒÑÔÕÖÒÎÇÐËÇ Í M ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞØ ÔËÅ-
ÐÂÎÑÄ ËÊ A ÃÖÆÇÕ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÞÏ ÒÑ ÚÂÔÂÏ A Ë ÒÑ ÚÂÔÂÏM,
ÐÑ ÒÇÓËÑÆ tMA

1 ËØ ÒÑÔÕÖÒÎÇÐËâ ÒÑ ÚÂÔÂÏ M ÃÖÆÇÕ ÃoÂ Îß-
ÛËÏ, ÚÇÏ ÒÇÓËÑÆ ËØ ËÔÒÖÔÍÂÐËâ ËÊ A. °ÃÑÊÐÂÚËÏ ÑÕ-
ÐÑÛÇÐËÇ àÕËØ ÆÄÖØ ÒÇÓËÑÆÑÄ ÚÇÓÇÊ k�:

k� � tMA
1

tA1
> 1 : �10�

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÕÂÍ ÍÂÍ M ÒÓËÃÎËÉÂÇÕÔâ Í B Ô ÕÑÌ ÉÇ
ÔÍÑÓÑÔÕßá V, ÕÑ ÒÑÔÕÖÒÎÇÐËÇ Í M ÑÕÓÂÉÈÐÐÞØ ÑÕ B
ÔËÅÐÂÎÑÄ ÕÑÉÇ ÃÖÆÇÕ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÞÏ ÒÑ ÚÂÔÂÏ ¡ Ë ÒÑ
ÚÂÔÂÏ M, ÐÑ ÒÇÓËÑÆ tMBA

1 ËØ ÒÑÔÕÖÒÎÇÐËâ ÒÑ ÚÂÔÂÏ M
ÃÖÆÇÕ Ä k� ÓÂÊ ÏÇÐßÛËÏ, ÚÇÏ tA1 :

tMBA
1 � 1

k�
tA1 : �11�

£ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÕÂÍ ÍÂÍ M Ä ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÔÕÓÇÚË Ô ÑÕÓÂÉÈÐ-
ÐÞÏË ÑÕ ÔÎÑâ £ ÔËÅÐÂÎÂÏË ÏÑÅ ÃÞ ÔÚËÕÂÕß ËØ ÔÄÑËÏË
ÔÄÇÕÑÄÞÏË ÔËÅÐÂÎÂÏË, ËÔÒÖÔÍÂÇÏÞÏË Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ¡,
ÕÑ ÑÐË ÒÓËÛÎË ÃÞ Í ÔÎÑá ¡ Ô ÒÇÓËÑÆÑÏ tA1 , ÍÑÕÑÓÞÌ
ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß ÃÑÎßÛÇ ÒÇÓËÑÆÂ ËÔÒÖÔÍÂÐËâ tMBA

1 Ä k� ÓÂÊ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ M ÖÆÂÎâÇÕÔâ ÑÕ A ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá V.

2 1

y

y

y y y

y

a

a

a a
2a

a

10
200

100d cot y

d

d cot y

A

B

F 0

F

d sin y

²ËÔ. 3.¥Îâ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÎÖÚÇÌ ÆÎËÐÂ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÖÕË ÏÇÉÆÖ
ÕÑÎßÍÑ ÚÕÑ ÒÓÑÛÇÆÛËÏ ÔÎÑÌ ¡ ×ÓÑÐÕÑÏ AF Ë ÄÞØÑÆâÜËÏ ËÊ-ÒÑÆ
ÐÇÅÑ ×ÓÑÐÕÑÏ AF 0 ÓÂÄÐÂ 2d sin y.
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¯ÂÌÆÈÏ ×ÖÐÍÙËË k�, k�. ¯ÂÃÎáÆÂÕÇÎß M ÖÆÂÎËÕÔâ ÑÕ
A ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ Vt �n , ÍÑÅÆÂ Ä ÏÑÏÇÐÕ t �n ÇÅÑ ÐÂÔÕËÅÐÇÕ
×ÓÑÐÕ ÔËÅÐÂÎÂ, ËÔÒÖÜÇÐÐÑÅÑ ËÊ ¡ Ä ÏÑÏÇÐÕ tAn . ¯Ñ ÒÖÕß,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÐÖÉÐÑ ÒÓÑÌÕË ×ÓÑÐÕÖ ÊÂ ÄÓÇÏâ t �n ÿ tAn , ÓÂÄÇÐ
Vt �n cos a (ÓËÔ. 4). ±ÑàÕÑÏÖ Vt �n cos a � c�t �n ÿ tAn � Ë, ÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÑ,

t �n �
tAn

1ÿ b cos a
; b � V

c
; a � p

2
ÿ y ; cos a � sin y :

±ÇÓËÑÆ ÒÑÔÕÖÒÎÇÐËâ Í M ÔËÅÐÂÎÑÄ ÑÕ A ÓÂÄÇÐ

t �n�1 ÿ t �n �
tAn�1 ÿ tAn
1ÿ b cos a

� tA1
1ÿ b cos a

;

Â ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÒÇÓËÑÆ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË M
ÓÂÄÇÐ

tMA
1 �

��������������
1ÿ b 2

q
�t �n�1 ÿ t �n � �

��������������
1ÿ b 2

q
tA1

1ÿ b cos a
;

�12�

k��b; a� �
��������������
1ÿ b 2

q
1ÿ b cos a

:

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ k� < 1 ÒÓË

cos a < cos a1 � b

1�
��������������
1ÿ b 2

p :

¿ÕÑ ÐÇÑÉËÆÂÐÐÑÇ ÆÎâ ÖÅÎÑÄ a1 < a < p=2 âÄÎÇÐËÇ ÑÃâÊÂÐÑ
ÂÃÇÓÓÂÙËË.

¯ÂÃÎáÆÂÕÇÎß M ÖÌÆÈÕ ÑÕ A ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ Vt�n , ÍÑÅÆÂ
Ä ÏÑÏÇÐÕ t�n ÑÐ ÄÔÕÓÇÕËÕÔâ Ô ÔËÅÐÂÎÑÏ, ÑÕÓÂÉÈÐÐÞÏ ÑÕ B
Ä ÏÑÏÇÐÕ tBAn � tAn � d sin y=c. °ÒÕËÚÇÔÍËÌ ÒÖÕß ×ÓÑÐÕÂ
ÔËÅÐÂÎÂ, ÑÕÓÂÉÈÐÐÑÅÑ ÑÕ ÔÎÑâ B, ÆÑ ÔÎÑâ A ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÔÖÏÏÑÌ ÒÖÕË c�t�n ÿ tBAn � ÑÕ ÔÎÑâ B ÆÑ
ÄÔÕÓÇÚË Ô M Ë ÑÔÕÂÄÛÇÅÑÔâ ÒÖÕË Vt�n cos a ÑÕ ÄÔÕÓÇÚË Ô M
ÆÑ ÔÎÑâ A (ÓËÔ. 5). ´ÂÍ ÍÂÍ àÕÂ ÔÖÏÏÂ ÓÂÄÐÂ d sin y, ÕÑ ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ

c�t�n ÿ tBAn � � Vt�n cos a � d sin y

ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

t�n �
tAn

1� b cos a
� 2d sin y
c�1� b cos a� :

±ÑàÕÑÏÖ ÒÑ ÚÂÔÂÏ A ÒÇÓËÑÆ ÒÑÔÕÖÒÎÇÐËâ Í M ÑÕÓÂÉÈÐ-
ÐÞØ ÑÕ B ÄÔÕÓÇÚÐÞØ ÔËÅÐÂÎÑÄ ÓÂÄÇÐ

t�n�1 ÿ t�n �
tA1

1� b cos a
;

Â ÒÑ ÚÂÔÂÏ M ÑÐ ÓÂÄÇÐ

tMBA
1 �

��������������
1ÿ b 2

q
�t�n�1 ÿ t�n � �

��������������
1ÿ b 2

q
tA1

1� b cos a
;

�13�
k��b; a� � 1� b cos a��������������

1ÿ b 2
p :

¶ÑÓÏÖÎÞ (12), (13) ÔÄâÊÞÄÂáÕ ÚÂÔÕÑÕÖ o ÔËÅÐÂÎÑÄ ÑÕ
ÖÆÂÎÈÐÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ Ô ËØ
ÚÂÔÕÑÕÑÌ o 0, ËÊÏÇÓâÇÏÑÌ ÆÄËÉÖÜËÏÔâ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ M
ÒÓË ÇÅÑ ÖÆÂÎÇÐËË ËÎË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Í ËÔÕÑÚÐËÍÖ (ÊÐÂÍË ÿ
ËÎË � ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ):

o � o 0
��������������
1ÿ b 2

p
1� b cos a

; cos a � sin y ; �14�

ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÖ (15) Ä [5]. ¿ÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÑÎÖÚÇÐÂ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÑÏ Ä ÇÅÑ ÒÇÓÄÑÌ ÓÂÃÑÕÇ [6] ÒÑ ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑÔÕË.

ªÕÂÍ, ÑÕÓÂÉÈÐÐÞÇ ÑÕ ÔÎÑÈÄ ¡, £ ÔËÅÐÂÎÞ ÃÖÆÖÕ
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÏË Ë ÆÎâ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ M, ÇÔÎË ÑÐË ÍÑÅÇ-
ÓÇÐÕÐÞ ÆÎâ A (Õ.Ç. ÇÔÎË y � ym, ÔÏ. (9)), Â ËØ ÒÇÓËÑÆÞ
(ËÎË ÚÂÔÕÑÕÞ) ÃÖÆÖÕ ÔÄâÊÂÐÞ ÑÃÞÚÐÞÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË
(12) ë (14) ÆÎâ à××ÇÍÕÂ ¥ÑÒÎÇÓÂ. ¿ÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ×ÂÊÞ ÔÄÇÕÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ. ©ÆÇÔß ÑÐÂ
ÆÑÍÂÊÂÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ k�, k�.

4. ¡ÐÂÎËÕËÚÐÑÔÕß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ k��b; a�
Ë k��b; a� ÒÑ ÖÅÎÖ a Ë ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÐËÏË

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÌ ÐÂÏË ÖÅÑÎ a ÎÇÉËÕ Ä ÒÓÇ-
ÆÇÎÂØ 04a4 p=2 Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓËÔÖÐÍÂÏ 3 ë 5
ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÔËÅÐÂÎÂ Ë ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÂ Ë ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÔÎÑÈÄ ¡, £ Ä ÎÂÃÑ-
ÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. µÅÑÎ aP, ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÌ
±ÂÖÎË Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (15), ËÏÇÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÖÅÎÂ
ÏÇÉÆÖ ÔÍÑÓÑÔÕâÏË ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ Ë ÔËÅÐÂÎÂ ÑÕ ÖÆÂÎÈÐ-
ÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ, ÒÑÍÑâÜÇÅÑÔâ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ.
°Ð ÏÑÉÇÕ ÏÇÐâÕßÔâ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ 04aP 4 p. £ ÔÎÖÚÂÇ,
ÍÑÅÆÂ ÔËÅÐÂÎ ÆÑÅÑÐâÇÕ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ (ÔÏ. ÓËÔ. 4), ÐÂÛ
ÖÅÑÎ a � aP, Â Ä ÔÎÖÚÂÇ ÄÔÕÓÇÚÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÔËÅÐÂÎÂ Ë
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ (ÔÏ. ÓËÔ. 5) a ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ Ë ÔÏÞÔÎÖ ÔÄâÊÂÐ Ô
aP ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ a � pÿ aP. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ (14) Í ×ÑÓÏÖÎÇ (15) ±ÂÖÎË ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÊÂÏÇÐÇ a ÐÂ aP
ÆÎâ ÄÇÓØÐÇÅÑ ÊÐÂÍÂ Ë Ä ÊÂÏÇÐÇ a ÐÂ pÿ aP ÆÎâ ÐËÉÐÇÅÑ, Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚÇÅÑ ÚÎÇÐ �b cos a ÒÇÓÇÌÆÈÕ Ä ÿb cos aP.

a

a

a

d

c�t�n ÿ tBAn �

Vt�n cos a

A

B

M

y y y

²ËÔ. 5.¬ ÄÞÚËÔÎÇÐËáÏÑÏÇÐÕÂ t�n ÄÔÕÓÇÚË ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ® Ô ×ÓÑÐÕÑÏ
n-ÅÑ ÔËÅÐÂÎÂ, ÑÕÓÂÉÈÐÐÑÅÑ ÑÕ ÔÎÑâ £.

y

y yyy

a

a

a

d

A

B

Vt �n

M
Vt �n cos a �
� c�t �n ÿ tAn �

²ËÔ. 4. ¬ ÄÞÚËÔÎÇÐËá ÏÑÏÇÐÕÂ t �n ÑÃÅÑÐÂ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ ® ×ÓÑÐÕÑÏ
n-ÅÑ ÔËÅÐÂÎÂ, ÒÓÑÛÇÆÛËÏ ÔÎÑÌ ¡ Ä ÏÑÏÇÐÕ tAn .
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¿ÕÑ ÐÇ ÚÕÑ ËÐÑÇ, ÍÂÍ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ
×ÖÐÍÙËÌ k��b; a� Ë 1=k��b; a� ÒÑ ÖÅÎÖ a ÐÂ ÄÇÔß ËÐÕÇÓÄÂÎ
04a4 p, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ, ÍÂÍ ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ, ÕÂÍ Ë ÒÑ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÏÖ ÔÏÞÔÎÖ, a � aP ÆÎâ k��b; a� Ë a � pÿ aP ÆÎâ
1=k��b; a�. ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË aP àÕË ×ÖÐÍÙËË
ÔÑÄÒÂÆÂáÕ:

1

k��b; pÿ aP� � k��b; aP� �
��������������
1ÿ b 2

q
1ÿ b cos aP

; 04aP 4 p :

�15�
³ÑÄÒÂÆÇÐËÇ àÕËØ ÆÄÖØ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÇ-

ÓÇÏÇÐÐÑÅÑ z � aP ÐÂ ÑÕÓÇÊÍÇ 04 z4 p ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ
ÑÐË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ ÐÂ ÄÔÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ z,
ËÏÇâ ÒÓÑÔÕÞÇ ÒÑÎáÔÞ Ä ÕÑÚÍÂØ z�n � 2pn� i ln cos a1,
nì ÙÇÎÑÇ, cos a1� b=�1� �1ÿ b 2�1=2�, Ô ÄÞÚÇÕÂÏË � i.

µÅÑÎ a1 ËÅÓÂÇÕ ÑÚÇÐß ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß Ä ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÏ
ÏÇÕÑÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ k.

5. £ÞÄÑÆ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ×ÑÓÏÖÎ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ
ÆÎâ à××ÇÍÕÂ ¥ÑÒÎÇÓÂ Ë ÂÃÇÓÓÂÙËË ÔÄÇÕÂ
ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ k

5.1. ³ÄâÊß ÖÅÎÑÄ a Ë a 0 ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏË ÎÖÚÂ
Ä ÔËÔÕÇÏÂØ ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ë ÆÇÕÇÍÕÑÓÂ
Ë ÔÍÑÓÑÔÕßá ÆÇÕÇÍÕÑÓÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ
³ ÒÑÏÑÜßá ×ÖÐÍÙËÌ (15) ×ÑÓÏÖÎÖ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÆÎâ
ÑÕÐÑÛÇÐËâ oL=o 0M ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ÆÂÎÈÍÑÅÑ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÂ L, ÒÑÍÑâÜÇÅÑÔâ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ, Ë ÆÄËÉÖ-
ÜÇÅÑÔâ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ ® ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

oL

o 0M
� 1

k��b; pÿ aP� � k��b; aP� �
��������������
1ÿ b 2

q
1ÿ b cos aP

; �16�

ÅÆÇ aP ìÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ng ÔÍÑÓÑÔÕË ÔËÅÐÂÎÂ Ë
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ nb ÔÍÑÓÑÔÕË ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ ® Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓ-
ÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ. ±ÓË 0 < aP < p=2 ×ÑÓÏÖÎÂ (16) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÔËÕÖÂÙËá, ËÊÑÃÓÂÉÈÐÐÖá ÐÂ ÓËÔ. 4, Â ÒÓË p=2 < aP < pì
ÔËÕÖÂÙËá ÐÂ ÓËÔ. 5, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ô ÓÑÔÕÑÏ aP ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÇ ËÔÕÑÚÐËÍÂ L ÒÑ ÆÂÎÈÍÑÌ ÑÕ ® ÆÖÅÇ Ä ÆÓÖÅÑÇ
ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ ®.

³ ÓÑÔÕÑÏ ÖÅÎÂ aP ÑÕÐÑÛÇÐËÇ oL=o 0M ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ Ë
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÊÂÏÇÚÂÐËá ÐËÉÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (12) ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÏÇÐßÛÇ 1, ÍÂÍ ÕÑÎßÍÑ aP ÒÓÇÄÞÔËÕ ÖÅÑÎ

a1 � arccos
b

1�
��������������
1ÿ b 2

q <
p
2
: �17�

±ÓË ÖÅÎÂØ aP Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ a1 < aP < 2pÿ a1 ×ÖÐÍÙËâ
k��b; aP� Ë ÄÏÇÔÕÇ Ô ÐÇÌ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ oL=o 0M ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ
ÏÇÐßÛÇ 1. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÚÂÔÕÑÕÂ o 0M ÔËÅÐÂÎÑÄ,
ÒÓËÐËÏÂÇÏÞØ ÆÄËÉÖÜËÏÔâ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ ®, ÃÑÎßÛÇ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞoL ÔËÅÐÂÎÑÄ, ËÔÒÖÔÍÂÇÏÞØ ËÔÕÑÚÐË-
ÍÑÏ L, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÂÃÇÓÓÂÙËË àÕËØ ÔËÅÐÂÎÑÄ ËÎË ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËá® Í L.

¦ÔÎË Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ËÔÕÑÚÐËÍ L, oL, ÒÑ-
ÔÞÎÂáÜËÌ ÔËÅÐÂÎÞ Í ® ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ a � pÿ a 0P, ÎÇÉÂÜËÏ
Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ a1 < a � pÿ a 0P < p, 0 < a 0P < pÿ a1, ÊÂÏÇ-
ÐËÕß ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ S, oS ÔËÅÐÂÎÑÄ ÒÑÐËÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ
oS < oL, ÕÂÍÑÌ, ÚÕÑÃÞ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ® ÒÓËÐËÏÂÎ àÕË
ÔËÅÐÂÎÞ Ä ÔÄÑÇÌ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ oM,
ÓÂÄÐÑÌ oL:

oM� oL � o 0Mk��b; a� � o 0M

��������������
1ÿ b 2

p
1ÿ b cos a

; a1 < a < p ;

�18�

ÕÑ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÒÑÔÞÎÂÇÏÑÅÑ ÔËÅÐÂÎÂ Í ÚÂÔÕÑÕÇ
ÔËÅÐÂÎÂ, ÒÓËÐËÏÂÇÏÑÅÑ ®,

oS

oM
� oS

oL
� oL

o 0M
� k��b; pÿ a 0P� �

��������������
1ÿ b 2

p
1� b cos a 0P

;
�19�

0 < a 0P < pÿ a1 ;

ÆÑÎÉÐÑ ÑÔÕÂÕßÔâ ÕÂÍËÏ ÉÇ, ÍÂÍ ÆÑ ÊÂÏÇÐÞ L ÐÂ S, ÕÂÍ ÍÂÍ
Ë ÒÓË oM � oL ÑÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÓÇÉÐËÏ ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÑÏ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÔÕË k��b; a� � k��b; pÿ a 0P�, ÊÂÄËÔâ-
ÜËÏ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË b Ë ÎÇÉÂÜÇÅÑ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
a1 < a < p ÖÅÎÂ a � pÿ a 0P ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ nb ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË Ë ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ng ÔËÅÐÂÎÑÄ ËÔÕÑÚÐËÍÂ (ÓËÔ. 6).

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÇÔÎË ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß, ÚÕÑÃÞ ÐÂÃÎá-
ÆÂÕÇÎß ®, ÒÑÎÖÚÂáÜËÌ ÔËÅÐÂÎÞ ÑÕ ËÔÕÑÚÐËÍÂ L, oL, ÒÑÆ
ÑÔÕÓÞÏ ÖÅÎÑÏ aP, 0 < aP < a1, ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏË
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ Ë ÔËÅÐÂÎÂ, cos aP � nbng, ÒÑÎÖ-
ÚÂÎ ËØ ÐÇ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ o 0M, ÏÇÐßÛÇÌ oL, Â Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ
oM � oL, Õ.Ç. ÕÑÌ ÉÇ, ÚÕÑ Ë ÑÕ ËÔÕÑÚÐËÍÂ S, oS, ÕÑ àÕÑÕ
ËÔÕÑÚÐËÍ L, oL, ÐÖÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÊÂÏÇÐËÕß ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ G,
oG, ÚÂÔÕÑÕÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ oL Ä oL=oS ÓÂÊ: oG �
� oL�oL=oS�. ´ÑÅÆÂ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ oS � oL Ë
oG � oL ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ Ë âÄÎâáÕÔâ ÔÎÇÆ-
ÔÕÄËâÏË ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÂ, Â ÚÂÔÕÑÕÂ oL � �������������

oGoS
p

(ÔÏ. ÓËÔ. 6).
£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, Ë ÕÑÎßÍÑ Ä àÕÑÏ,

oL

o 0M
� k��b; aP� � oG

oL
� oL

oS
� 1

k��b; pÿ a 0P�
� k��b; a 0P� ;

�20�
ÚÕÑ ÓÂÄÐÑÔËÎßÐÑ ÔÄâÊË ÖÅÎÂ a 0P Ô ÖÅÎÑÏ aP:��������������

1ÿ b 2
q

1ÿ b cos aP
� 1� b cos a 0P��������������

1ÿ b 2
p : �21�

µ ±ÂÖÎË àÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÒÑÆ ÐÑÏÇÓÑÏ (16Ô) Ë
ÒÑÎÖÚÇÐÂ, ÍÂÍ Ë Ö ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ [7], ËÊ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ×ÂÊÞ
ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÄÇÕÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÓË ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâØ. ©ÆÇÔß ÏÞ ÒÑÎÖÚËÎË ÇÈ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÏ
ÏÇÕÑÆÑÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ k, ÐÇ ÒÓËÃÇÅÂáÜËÏ Í ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâÏ ­ÑÓÇÐÙÂ.

0

A;oS

S;oS

p
2

p
pÿ ab

ab
G;oG

a1

pÿ a1

M

b
ng

ng

ng

ng

B;oG

²ËÔ. 6. ³ËÅÐÂÎÞ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ G Ë S Ô ÚÂÔÕÑÕÂÏË oG > oL Ë oS < oL

ÒÑÔÕÖÒÂáÕ Í ® Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ oL � �������������
oGoS
p

Ë ÐÂÒÓÂÄÎâáÕÔâ ® Ô
ÚÂÔÕÑÕÑÌ oL Í ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâÏ £ Ë ¡, ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÇÕÇÍÕËÓÖáÕ ËØ Ô
ÚÂÔÕÑÕÂÏË oG Ë oS. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ b � 0;9, aG � 20�, aS � 105�.
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©ÂÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÞ 04aP 4a1,
04a 0P 4 pÿ a1 ÖÅÎÑÄ aP, a 0P, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÞÇ ÒÓË ÄÞÄÑÆÇ
ÔÄâÊË (21), ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÛËÓËÕß ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÂÐÂÎËÕËÚÐÑÔÕË
ÄÔÇØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÊÂÄËÔâÜËØ ÑÕ àÕËØ ÖÅÎÑÄ. ±ÑàÕÑÏÖ ÔÄâÊß
(21) ÏÇÉÆÖ ÖÅÎÂÏË aP Ë a 0P ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ Ä
ÓÂÔÛËÓÇÐÐÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ 04aP, a 0P 4 p àÕËØ ÖÅÎÑÄ. ²ÂÔ-
ÔÏÑÕÓËÏ àÕÖ ÔÄâÊß, ÔÚËÕÂâ aP ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÏ, Â a 0P ì
×ÖÐÍÙËÇÌ aP, ÑÒÖÔÕËÄ ÒÓË àÕÑÏ ËÐÆÇÍÔ P: aP � a, a 0P �
� a 0�a�. ¶ÖÐÍÙËâ a 0�a� ÊÂÄËÔËÕ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÇÜÈ ÑÕ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ b: a 0�a� � a 0�a; b�, Ñ ÍÑÕÑÓÑÏ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÊÂÃÞÄÂÕß.

5.2. ¶ÖÐÍÙËâ a 0�a; b�
ÍÂÍ ÒÇÓÄÑÑÃÓÂÊÐÂâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ k��b; a�
¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÑÃÂ ÚÎÇÐÂ Ä (21) ÒÑ a, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÑÌ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ, ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÇ ÇÈ Ô
k��b; a�:

qa 0�a�
qa

� _a 0�a� �
��������������
1ÿ b 2

q
1ÿ b cos a

� k��b; a� : �22�

ªÐÕÇÅÓËÓÖâ ÕÇÒÇÓß àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑ a, ÐÂØÑÆËÏ ËÔÍÑ-
ÏÖá ×ÖÐÍÙËáì ÒÇÓÄÑÑÃÓÂÊÐÖá ÆÎâ k��b; a�:

a 0�a; b��
��������������
1ÿ b 2

q � a

0

da
1ÿ b cos a

� 2 arctan

� �����������
1� b
1ÿ b

s
tan

a
2

�
:

�23�
¯Â ÍÑÐÙÂØ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ 04a4 p ÑÐÂ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ

a 0�0� � 0 i a 0�p� � p ;

Â Ä ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÒÓË ÆÂÐÐÑÏ b ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞØ ÕÑÚÍÂØ
a � ab � arccos b, a � a1, a � p=2ì ÊÐÂÚÇÐËâ

a 0�ab� � p
2
; a 0�a1� � pÿ a1 ; a 0

�
p
2

�
� pÿ ab :

±ÓÑËÊÄÑÆÐÂâ _a 0�a� ÐÂ ÍÑÐÙÂØ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ 04a4 p
ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÔÄÑË ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ Ë ÏËÐËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËâ,

_a 0�0� � k��b; 0� � k��b; 0� �
�����������
1� b
1ÿ b

s
;

_a 0�p� � k��b; p� � k��b; p� �
�����������
1ÿ b
1� b

s
;

ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÇ Ô k�b� Ë 1=k�b� Ä ÏÇÕÑÆÇ ¢ÑÐÆË, Â Ä
ÖÒÑÏâÐÖÕÞØ ÄÞÛÇ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ì ÊÐÂÚÇÐËâ

1��������������
1ÿ b 2

p ; 1 ;
�����������
1ÿ b

p
:

¶ÖÐÍÙËâ a 0�a; b� ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 7. ¦È ÍÓËÄËÊÐÂ ËÏÇÇÕ
àÍÔÕÓÇÏÖÏ ÒÓË a � a1, ÓÂÄÐÞÌ ÿ cot a1=

���
2
p

.
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÑÃÓÂÕÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ a�a 0� ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ

(23) ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÊÐÂÍÂ Ö ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b:

a�a 0� � 2 arctan

�����������
1ÿ b
1� b

s
tan

a 0

2

 !
: �24�

5.3. £ÞÄÑÆ ×ÑÓÏÖÎÞ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÆÎâ ÆÄËÉÖÜÇÅÑÔâ
ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ë ÒÑÍÑâÜÇÅÑÔâ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ
¯Â ÆÖÅÇ 04aP 4a1 ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ËÔÕÑÚÐËÍË G, oG,
ÚÂÔÕÑÕÂ ÍÑÕÑÓÞØ oG�aP� ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÖÃÞÄÂÇÕ Ô ÓÑÔÕÑÏ
aP ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ oG�0� � oL

���������������������������������1� b�=�1ÿ b�p
ÒÓË aP � 0 ÆÑ

ÊÐÂÚÇÐËâ oG�a1� � oL ÒÓË aP � a1.

¯Â ÆÖÅÇ a1 4aP 4 p ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ËÔÕÑÚÐËÍË S, oS,
ÚÂÔÕÑÕÂ ÍÑÕÑÓÞØ oS�aP� ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÖÃÞÄÂÇÕ Ô ÓÑÔÕÑÏ aP
ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ oS�a1� � oL ÒÓË aP � a1 ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
oS�p� � oL

���������������������������������1ÿ b�=�1� b�p
ÒÓË aP � p.

¥ÄËÉÖÜËÌÔâ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ® ÄÑÔÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄÔÇ àÕË
ÔËÅÐÂÎÞ Ô ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ÚÂÔÕÑÕÑÌ oL Ä ÇÅÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ Ë ÒÑÔÞÎÂÇÕ ËØ ÍÂÍ ËÔÕÑÚÐËÍ Í ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâÏ £ Ë
¡ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ.

¬ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎá £ ÑÐË ÒÓËØÑÆâÕ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ
oG�aP�5oL, ÇÔÎË 04aP 4a1, Ë Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ oS�aP�4oL,
ÇÔÎË a1 4aP 4 p=2. °ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ËÊ-ÊÂ
ÂÃÇÓÓÂÙËË ÔÄÇÕÂ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß £ ÒÓË ÖÅÎÂØ aP Ä ÆËÂÒÂÊÑÐÇ
a1 < aP < p=2 ÆÇÕÇÍÕËÓÖÇÕ ÚÂÔÕÑÕÖ oS < oL, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ Í ÐÇÏÖ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ®.

¬ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎá ¡ ÔËÅÐÂÎÞ ÒÓËØÑÆâÕ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ
oS�aP� < oL, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓË p=24aP 4 p ËÔÕÑÚÐËÍ ® ÖÆÂ-
ÎâÇÕÔâ ÑÕ ¡. ©ÆÇÔß aP ì ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÐÂ-
ÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ nb ÔÍÑÓÑÔÕË ËÔÕÑÚÐËÍÂ ® Ë ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ng
ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑÔÕÖÒÂáÜËØ Í £ ËÎË ¡ ÔËÅÐÂÎÑÄ: cos aP � ngnb.

´ÓÇÃÑÄÂÐËÇ, ÚÕÑÃÞ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ oG=oL ÚÂÔÕÑÕ ÃÞÎÑ
ÓÂÄÐÞÏÑÕÐÑÛÇÐËáoL=oS, àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÒÇÓÇÐÑÔÖ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÂ ÚÂÔÕÑÕÞ oL ËÊ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ®. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ® ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÆÄËÉÖÜËÏÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá b ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÚÂÔÕÑÕÞ
oM � oL, Â ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎË £ Ë ¡ì ÆÇÕÇÍÕÑÓÂÏË ÔËÅÐÂÎÑÄ
Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌo ÑÕ ËÔÕÑÚÐËÍÂ®,oL, ÒÓËÃÎËÉÂáÜÇÅÑÔâ Í£ Ë
ÖÆÂÎâáÜÇÅÑÔâ ÑÕ ¡:

o
oL
� k��b; aP� �

��������������
1ÿ b 2

q
1ÿ b cos aP

: �25�

¯ÂÃÎáÆÂÕÇÎß £ ÒÓË ÖÅÎÂØ 04aP 4a1 ÆÇÕÇÍÕËÓÖÇÕ
ÚÂÔÕÑÕÖ o5oL, Â ÒÓË ÖÅÎÂØ a1 4aP 4 p=2 ì ÚÂÔÕÑÕÖ
o4oL. ¯ÂÃÎáÆÂÕÇÎß ¡ ÄÔÇÅÆÂ ÆÇÕÇÍÕËÓÖÇÕ ÚÂÔÕÑÕÖ
o4oL, ÕÂÍ ÍÂÍ ÆÎâ ÐÇÅÑ p=24aP 4 p.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (16) ×ÖÐÍÙËâ k��b; aP� Ô
ÑÆÐËÏ Ë ÕÇÏ ÉÇ ÔÏÞÔÎÑÏ ÖÅÎÂ aP Ä ÆËÂÒÂÊÑÐÇ 0 < aP < p,
cos aP � nbng, ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÄâÊß ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ oL

ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ L Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ o 0M ÔËÅÐÂÎÑÄ,
ÒÑÔÕÖÒÂáÜËØ Í ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎá ® ÒÓË ÇÅÑ ÖÆÂÎÇÐËË

3,0
p

p

2,5

2,0

1,5

1,0

0,5

0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
a

a 0

b
� 0
;5

b
� 0
;9

b
� 0
;9
9

b �
0;
99
9

b �
0

²ËÔ. 7. ¶ÖÐÍÙËâ a 0�a; b� ÆÎâ ÒâÕË ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b � 0, 0,5, 0,9,
0,99, 0,999. ¿ÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÓÂÔÕÈÕ ÍÂÍ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÖÅÎÂ a,
04a4 p, ÕÂÍ Ë Ô ÓÑÔÕÑÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b, 04b4 1.
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�0 < aP < p=2� ËÎË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË �p=2 < aP < p� Í ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÖ.

£ ×ÑÓÏÖÎÇ (25) ÕÂ ÉÇ ×ÖÐÍÙËâ k��b; aP� Ô ÕÇÏ ÉÇ
ÔÏÞÔÎÑÏ ÖÅÎÂ aP ÔÄâÊÞÄÂÇÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÖá ÚÂÔÕÑÕÖ oL

ÆÄËÉÖÜÇÅÑÔâ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ® Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ o ÔËÅÐÂÎÑÄ,
ÒÑÔÕÖÒÂáÜËØ Í ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÏÖ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎá ÒÓË ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËË Í ÐÇÏÖ �o > oL ÒÓË 0 < aP < a1 Ë o < oL ÒÓË
a1 < aP < p=2� ËÎË ÖÆÂÎÇÐËË ÑÕ ÐÇÅÑ �o < oL ÒÓË
p=2 < aP < p) ËÔÕÑÚÐËÍÂ ®.

¶ÑÓÏÖÎÂ (25) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (48.12) Ä [8] Ë Ô
ÑÕÄÇÕÑÏ ÊÂÆÂÚË 1.21 Ä [9], ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏË ÑÃÞÚÐÞÏË
ÏÇÕÑÆÂÏË ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË. °ÃÇ ×ÑÓÏÖÎÞ, (16) Ë
(25), ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÑÎÖÚÇÐÞ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÑÏ Ä [6, 7] ËÔØÑÆâ ËÊ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ×ÂÊÞ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ÔÄÇÕÂ ÒÓË
ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË.

£ àÕÑÌ ÔÄâÊË ÑÚÇÐß ÒÑÖÚËÕÇÎßÐÞ ÒÑâÔÐÇÐËâ ¿ÌÐ-
ÛÕÇÌÐÂ Í àÕËÏ ×ÑÓÏÖÎÂÏ. ±ÓËÄÇÆÈÏ ËØ, ËÔÒÑÎßÊÖâ
ÒÓËÐâÕÞÇ ÐÂÏË ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ±ÂÖÎË ÆÎâ ÖÅÎÂ Ë ÃÇÊÓÂÊÏÇÓ-
ÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÑÒÖÔÕËÄ ËÐÆÇÍÔÞ ® Ë P. ªÕÂÍ, ¿ÌÐÛÕÇÌÐ
ÒËÛÇÕ [7]:

ä1. ¦ÔÎË ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ÆÄËÉÇÕÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá v ÒÑ
ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÈÐÐÑÏÖ ËÔÕÑÚÐËÍÖ ÔÄÇÕÂ
ÚÂÔÕÑÕÞ o ÕÂÍ, ÚÕÑ ÎËÐËâ "ËÔÕÑÚÐËÍ ÔÄÇÕÂ ë ÐÂÃÎáÆÂ-
ÕÇÎß" ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÖÅÑÎ a ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ ÒÑ
ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÔÄÇÕÂ, ÕÑ ÚÂÔÕÑÕÂ o 0 ÔÄÇÕÂ, ÄÑÔÒÓËÐË-
ÏÂÇÏÑÅÑ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

o 0 � o
1ÿ b cos a��������������

1ÿ b 2
q :

2. ¦ÔÎË ËÔÕÑÚÐËÍ, ËÔÒÖÔÍÂáÜËÌ Ä ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÄÏÇÔÕÇ
Ô ÐËÏ ÔËÔÕÇÏÇ ÔÄÇÕ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌo0, ÆÄËÉÇÕÔâ ÕÂÍ, ÚÕÑ ÎËÐËâ
"ËÔÕÑÚÐËÍ ÔÄÇÕÂ ë ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß" ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÖÅÑÎ a ÔÑ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÔÄÇÕÂ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÔËÔÕÇÏÇ,
ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ, ÕÑ ÚÂÔÕÑÕÂ o,
ÄÑÔÒÓËÐËÏÂÇÏÂâ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇÏ

o � o0

��������������
1ÿ b 2

q
1ÿ b cos a

: ã

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ÑÃÝÇÍÕÂ
ÆÄËÉÇÐËâ ì ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß àÕÑ ËÎË ËÔÕÑÚÐËÍ, ÔÍÑÓÑÔÕß b
ÆÄËÉÇÐËâ àÕÑÅÑ ÑÃÝÇÍÕÂ ® Ë ÖÅÑÎ a ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÑÏ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ ÔËÔÕÇÏÞ, ÍÑÕÑ-
ÓÖá ÏÞ ÐÂÊÞÄÂÇÏ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ. £ÇÎËÚËÐÂ b Ë ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËÇ nb ÔÍÑÓÑÔÕË, ÚÂÔÕÑÕÂ o Ë ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ng ÔÄÇÕÂ,
ËÊÎÖÚÂÇÏÑÅÑ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞÏ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ËÎË ÆÇÕÇÍÕËÓÖÇ-
ÏÑÅÑ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞÏ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ, ËÊÏÇÓâáÕÔâ ÎÂÃÑ-
ÓÂÕÑÓÐÞÏË ÒÓËÃÑÓÂÏË, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÚÂÔÕÑÕÞ o 0 Ë o0

ÒÓÇÆÔÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ËÎË ÔÚËÕÂáÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÞÏË ÊÂÓÂÐÇÇ.
©ÂÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ "ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂ-

ÎÈÐÐÑÅÑ" ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÔÄÇÕÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÖÔÎÑÄËá ÒÑ-
ÔÕÑâÐÔÕÄÂ ÖÅÎÂ a ÄÑ ÄÓÇÏâ ÆÄËÉÇÐËâ ®.

6. ¡ÃÇÓÓÂÙËâ ÔÄÇÕÂ ÊÄÈÊÆ Ë ×ÖÐÍÙËâ a 0�a; b�,
ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ ÔÏÇÜÇÐËÇ ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ
Ë ÙÄÇÕÂ ÊÄÈÊÆ

±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (16) Ë (25) ÆÎâ à××ÇÍÕÂ ¥ÑÒÎÇÓÂ
(ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÇ Ô ×ÑÓÏÖÎÂÏË ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ) Ä ÑÃÜÇÌ ×ÑÓÏÇ
ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ
ÔÄÇÕÂ, ËÊÎÖÚÂÇÏÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ Ë ÆÇÕÇÍÕËÓÖÇÏÑÅÑ

ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ, ÑÕ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË b Ë ÖÅÎÂ a,
ËÊÏÇÓâÇÏÞØ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ.

£ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÐÇÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑ ÖÒÑÏËÐÂÇÏÂâ ÐÂÏË
ÂÃÇÓÓÂÙËâ ÔÄÇÕÂ ÕÓÇÃÖÇÕ ÆÎâ ÔÄÑÇÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÊÐÂÐËâ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÖÅÎÂ a 0 ÑÕ ÖÅÎÂ a. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ a ì àÕÑ
ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ng ÎÖÚÂ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ Ë ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ nb ÔÍÑÓÑÔÕË ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÔËÔ-
ÕÇÏÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ (Õ.Ç. ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ
ÑÔË x), Â a 0 ì àÕÑ ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ n 0g ÎÖÚÂ Ä
ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÔËÔÕÇÏÇ Ë ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ nb ÔÍÑÓÑÔÕË àÕÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ (Õ.Ç. ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ
ÑÔÇÌ x, x 0).

¶ÖÐÍÙËâ a 0�a� Ë ÇÈ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ _a 0�a� ÒÑ a ÖÉÇ ÃÞÎË
ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÐÂÏË Ë ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (23) Ë (22). ´ÂÍ
ÍÂÍ ÒÑÏËÏÑ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ a ÑÐË ÊÂÄËÔâÕ ÇÜÈ ÑÕ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b, ÕÑ ÆÂÎÇÇ ÑÐË ÃÖÆÖÕ ÑÃÑÊÐÂÚÂÕßÔâ ÍÂÍ
a 0�a; b� Ë _a 0�a; b�.

¥Îâ ÒâÕË ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ a Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
04a4 p àÕË ×ÖÐÍÙËË ÃÞÎË ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ
ÓÂÊÆÇÎÇ. ¿ÕËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÚÕÑÃÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß
ÔÇÃÇ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÖá ÍÂÓÕËÐÖ ÐÇÃÂ, ÍÑÕÑÓÖá ÃÖÆÖÕ ÐÂÃÎá-
ÆÂÕß ÍÑÔÏÑÐÂÄÕÞ Ä ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÏ ÍÑÓÂÃÎÇ ®, ÆÄËÅÂá-
ÜÇÏÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá b Ä ÙÇÐÕÓÇ ÅËÅÂÐÕÔÍÑÌ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ
­ÂÃÑÓÂÕÑÓËË ÔÑ ÊÄÈÊÆÂÏË ÐÂ ÇÈ ÒÇÓË×ÇÓËË.

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÊÄÈÊÆÞ ÐÂ ÐÇÃÇÔÐÑÌ Ô×ÇÓÇ Ä ÑÚÇÐß
ØÑÓÑÛÇÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÐÇÒÑÆÄËÉÐÞÏË
ËÔÕÑÚÐËÍÂÏË ÔÄÇÕÂ, ÒÑÚÕË "ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÈÐÐÞÏË",
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÖ, ÑÕ ÑÃÎÂÔÕË ÆÄËÉÇÐËâ ÍÑÔÏËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÍÑÓÂÃÎâ ®. ±ÑÎÑÉÇÐËÇ ÊÄÇÊÆÞ ÐÂ ÐÇÃÇ ÏÑÉÐÑ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÕß ÖÅÎÂÏË y Ë j Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ô ÒÑÎâÓÐÑÌ ÑÔßá (ÑÔßá x) Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË nb
ÔÍÑÓÑÔÕË ÍÑÓÂÃÎâ ®. ¿××ÇÍÕÞ ¥ÑÒÎÇÓÂ Ë ÂÃÇÓÓÂÙËË
ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÊÂÄËÔâÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ
ÄÇÎËÚËÐÞ ÔÍÑÓÑÔÕË b Ë ÒÑÎâÓÐÑÅÑ ÖÅÎÂ y, ÄÏÇÔÕÑ ÍÑÕÑ-
ÓÑÅÑ ÏÞ ÄÞÃÓÂÎË ÖÅÑÎ a � pÿ y. ¿ÕÑÕ ÖÅÑÎ ÄÞÃÓÂÐ Ë
¿ÌÐÛÕÇÌÐÑÏ, Ë ±ÂÖÎË.

¦ÔÎË ÒÓË b � 0 ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÊÄÇÊÆÞ ÐÂ ÐÇÃÇ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÖÅÎÑÏ a ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ng ÎÖÚÂ ÑÕ ÊÄÇÊÆÞ Í
ÍÑÓÂÃÎá ® Ë ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ nb ÇÅÑ ÃÖÆÖÜÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
(ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÑÔË x), ÕÑ ÒÑÔÎÇ ÒÓËÑÃÓÇÕÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕË
b ÒÑÎÑÉÇÐËÇ àÕÑÌ ÊÄÇÊÆÞ Ä ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑ-
ÓÂÃÎâ ® ÃÖÆÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ ÖÅÎÑÏ a 0�a; b�, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÃÑÎßÛÇ a,

a 0�a; b� � 2 arctan

�����������
1� b
1ÿ b

s
tan

a
2

 !
> a ; �26�

ÍÓÑÏÇ ÔÎÖÚÂÇÄ a � 0 Ë a � p, ÍÑÅÆÂ a 0 � a. ´ÂÍËÏÑÃÓÂÊÑÏ,
ÊÄÈÊÆÞ Ä + Ë ÿ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ ÑÔË x ÑÔÕÂáÕÔâ ÐÇÔÏÇÜÈÐ-
ÐÞÏË Ä ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÓÂÃÎâ ®, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ
ÊÄÈÊÆÞ, ÐÇ ÎÇÉÂÜËÇ ÐÂ ÑÔË x, ÒÑÎÖÚÂâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÇ
ÔÏÇÜÇÐËÇ, ÒÇÓÇÏÇÜÂáÕÔâ Ä ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË
ÑÔË x Ë ËØ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ Ä ÍÑÓÏÑÄÑÌ ÒÑÎÖÔ×ÇÓÇ ÍÑÓÂÃÎâ
ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ, Â Ä ÐÑÔÑÄÑÌ ì ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ.

´ÂÍ, ÊÄÈÊÆÞ Ô ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏË ÆÎâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b
ÖÅÎÑÄÞÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË

a � ab � arccos b ; a � a1 ; a � p
2
; �27�

Ä ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÔËÔÕÇÏÇ ® ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÒÑÆ ÖÅÎÂÏË a 0,
ÓÂÄÐÞÏË

a 0�ab� � p
2
; a 0�a1� � pÿ a1 ; a 0

�
p
2

�
� pÿ ab ; �28�
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ÒÑÎÖÚËÄ ÔÏÇÜÇÐËâ a 0�a; b� ÿ a:
p
2
ÿ ab ; pÿ 2a1 ;

p
2
ÿ ab : �29�

³ËÎßÐÇÇ ÆÓÖÅËØ ÔÏÇÔÕËÎËÔß ÊÄÈÊÆÞ Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ
a � a1. ©ÄÈÊÆÞ, ÐÂØÑÆËÄÛËÇÔâ Ä ÊÂÆÐÇÌ ÒÑÎÖÔ×ÇÓÇ ÐÇÃÂ Ä
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ab < a < p=2, ÔÏÇÔÕËÎËÔß Ä ÒÇÓÇÆÐáá ÒÑÎÖ-
Ô×ÇÓÖ ® Ë ÑÍÂÊÂÎËÔß Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ p=2 < a 0 < pÿ ab,
ÅÓÂÐËÚÂÜÇÏ ÔÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÏ ÔÇÍÕÑÓÑÏ pÿ ab < a 04 p, Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ ÔÍÑÒËÎËÔß ÊÄÈÊÆÞ, ÐÂØÑÆËÄÛËÇÔâ Ä ÒÇÓÇÆÐÇÌ
ÒÑÎÖÔ×ÇÓÇ ÒÓË b � 0 (ÓËÔ. 8).

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÏÂÎÑÏ b Ë ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ a ÔÏÇÜÇ-
ÐËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÓâÆÑÏ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ b:

a 0�a; b� ÿ a �
� b sin a� 1

4
b 2 sin 2a� 1

4
b 3

�
sin a� 1

3
sin 3a

�
� . . . �30�

¦ÅÑ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (23).
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß, ÍÂÍ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÙÄÇÕ ÔÄÇÕÂ ÊÄÈÊÆ Ä

ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÏ ÍÑÓÂÃÎÇ, ÆÄËÉÖÜÇÏÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá b. ³Ñ-
ÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (16) Ë (22) ÐÂÃÎáÆÂÇÏÂâ Ä ÍÑÓÂÃÎÇ
ÚÂÔÕÑÕÂo 0M ÔÄÇÕÂ ÊÄÇÊÆÞ ÏÇÐßÛÇ ËÎË ÃÑÎßÛÇ ÇÈ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ oL, ÇÔÎË

k��b; a� � _a 0�a; b� > 1 ili < 1 :

¿ÕË ×ÖÐÍÙËË ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä 1 ÒÓË a � a1 (ÔÏ. (17)).
©ÄÈÊÆÞ Ô àÕÑÌ ÖÅÎÑÄÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ËÏÇáÕ ÔÏÇÜÈÐÐÖá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ a 0 � pÿ a1 Ä
ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÓÂÃÎâ ®, ÐÑ ÐÇ ËÊÏÇÐâáÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÖá
ÚÂÔÕÑÕÖ ÔÄÑÇÅÑ ÔÄÇÕÂ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÂÃÎáÆÂÇÏÂâ Ä
ÍÑÓÂÃÎÇ ÚÂÔÕÑÕÂ o 0M ÊÄÈÊÆ Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ a 0 Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
04a 0 < pÿ a1 ÏÇÐßÛÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ oL àÕËØ
ÊÄÈÊÆ (ÍÓÂÔÐÑÇ ÔÏÇÜÇÐËÇ), Â Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ pÿ a1 < a 04 p
ì ÃÑÎßÛÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ (×ËÑÎÇÕÑÄÑÇ ÔÏÇÜÇÐËÇ). ³
ÓÑÔÕÑÏ ÔÍÑÓÑÔÕË ÍÑÓÂÃÎâ ÖÅÑÎ a1 ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ, ÒÓËÃÎË-
ÉÂâÔß Í ÐÖÎá. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÑÃÎÂÔÕß ÐÇÃÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÍÓÂÔÐÑÇ ÔÏÇÜÇÐËÇ, ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÓÂÔÕÈÕ, Â
ÑÃÎÂÔÕß, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ×ËÑÎÇÕÑÄÑÇ ÔÏÇÜÇÐËÇ,
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ.

¡ÃÇÓÓÂÙËâ ÔÄÇÕÂ ÊÄÈÊÆ ÃÞÎÂ ÑÕÍÓÞÕÂ ÂÐÅÎËÌÔÍËÏ
ÂÔÕÓÑÐÑÏÑÏ ¥ÉÇÌÏÔÑÏ ¢ÓÂÆÎÇÇÏ Ä 1725 ë 1728 ÅÅ. ÒÑ

ÑÚÇÐß ÐÇÃÑÎßÛÑÏÖ Ô ÒÑÎÖÅÑÆÑÄÞÏ ÒÇÓËÑÆÑÏ ËÊÏÇÐÇÐËá
ÖÅÎÑÄ ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏË ÐÂ ÓÂÊÐÞÇ ÊÄÈÊÆÞ [10]. ±ÓË
àÕÑÏ ËÏ ÐÂÌÆÇÐÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá
2%.

´ÂÍ ÍÂÍ ÏÂÔÛÕÂÃ ÂÃÇÓÓÂÙËË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÕÎËÚËÇÏ
ÖÅÎÂ 2a1 ÑÕ p ËÎË ÖÅÎÂ ab ÑÕ p=2 (ÔÏ. (29)), ÕÑ ÆÎâ ©ÇÏÎË Ô ÇÈ
ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá 30 ÍÏ Ôÿ1, b � 10ÿ4, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
pÿ 2a1 � b � 20;5 00. ¿ÕÑ ÐÂÃÎáÆÇÐËÇ ÒÑÆÕÄÇÓÆËÎÑ ËÆÇá
¬ÑÒÇÓÐËÍÂ Ñ ÆÄËÉÇÐËË ©ÇÏÎË ÄÑÍÓÖÅ ³ÑÎÐÙÂ.

7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

¡ÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÞÇ ÔÒÑÔÑÃÞ ÑÒËÔÂÐËâ ÔÎÑÉÐÞØ, ÊÂÅÂÆÑÚ-
ÐÞØ, ÒÂÓÂÆÑÍÔÂÎßÐÞØ âÄÎÇÐËÌ, Ô ÍÑÕÑÓÞÏË ÏÞ ÐÇ ÄÔÕÓÇ-
ÚÂÇÏÔâ Ä ÒÑÄÔÇÆÐÇÄÐÑÌ ÉËÊÐË, ÄÔÇÅÆÂ ÒÑÎÇÊÐÞ ÆÎâ ÃÑÎÇÇ
ÅÎÖÃÑÍÑÅÑ ËØ ÒÑÐËÏÂÐËâ.

±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ­ÑÓÇÐÙÂ ÔÄâÊÞÄÂáÕ ÑÒËÔÂÐËâ ËÎË
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÄÇ-
ÎËÚËÐÞ Ä ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍÇ ÆÄÖÏâ ÐÂ-
ÃÎáÆÂÕÇÎâÏË, ÆÄËÉÖÜËÏËÔâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÂ
Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá. ¬ ÕÂÍËÏ ÄÇÎËÚËÐÂÏ ÑÕÐÑÔâÕÔâ
ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ 4-ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÞØ
ÔËÔÕÇÏ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÌ Ë ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÇ Ä ÐËØ ÇÆËÐËÙÞ
ÆÎËÐÞ Ë ÄÓÇÏÇÐË.

¥ÓÖÅÑÌ ÄÂÉÐÇÌÛÇÌ Ä àÕÑÌ ÔÕÂÕßÇ ÄÇÎËÚËÐÑÌ âÄÎâÇÕÔâ
ÄÑÎÐÑÄÑÌ 4-ÄÇÍÕÑÓ km ÒÎÑÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ.
¦ÅÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ k mxm Ô 4-ÄÇÍÕÑÓÑÏ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ ÑÃÓÂÊÖÇÕ ×ÂÊÖ ÄÑÎÐÞ, ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÖá ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ. £ÑÎÐÑÄÞÇ 4-ÄÇÍÕÑÓÞ km �
� �k;o=c� Ë k 0m � �k 0;o 0=c� ÎÖÚÂ Ä ËÔØÑÆÐÑÌ Ë ÆÄËÉÖ-
ÜÇÌÔâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÇÈ ÔËÔÕÇÏÂØ ÑÕÔÚÈÕÂ ÔÄâÊÂÐÞ ÒÓâ-
ÏÞÏ Ë ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏË ­ÑÓÇÐÙÂ (ÔÏ (6.1)
Ä [8]).

¥Îâ ÚÂÔÕÑÕ o, o 0 Ë ÖÅÎÑÄ a, a 0 (k1 � �o=c� cos a,
k 01 � �o 0=c� cos a 0) àÕË ÔÄâÊË ÄÞÅÎâÆâÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ:

o � o 0
1� b cos a 0��������������

1ÿ b 2
q � o 0k��b; a 0� ;

�31�

o 0 � o
1ÿ b cos a��������������

1ÿ b 2
q � o

k��b; a� ;

ÑÕÍÖÆÂ��������������
1ÿ b 2

q
1ÿ b cos a

� 1� b cos a 0��������������
1ÿ b 2

q ili k��b; a� � k��b; a 0� :
�32�

£ÑÊÐËÍÛËÇ ÊÆÇÔß ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ k�,
k� Ë ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ×ÑÓÏÖÎÂÏË (16),
(20), (21), ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏË ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÂ k.

ªÊÏÇÓÇÐËâ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ Ä ÔÑÅÎÂÔËË Ô ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâÏË ­ÑÓÇÐÙÂ ÆÄËÉÖÜËÇÔâ ÎËÐÇÌÍË ÍÑÓÑÚÇ ÕÂÍËØ
ÉÇ ÒÑÍÑâÜËØÔâ, Â ÆÄËÉÖÜËÇÔâ ÚÂÔÞ ËÆÖÕ ÏÇÆÎÇÐÐÇÇ
ÐÇÒÑÆÄËÉÐÞØ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÆÎâ ÑÃÝâÔÐÇÐËâ ÒÂÓÂÆÑÍÔÂ
ÃÎËÊÐÇÙÑÄ, âÄÎÇÐËÌ ÂÃÇÓÓÂÙËË Ë ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ à×-
×ÇÍÕÂ ¥ÑÒÎÇÓÂ ÒÓËØÑÆËÕÔâ ÔÓÂÄÐËÄÂÕß ØÑÆ ËÆÇÐÕËÚÐÞØ
ÚÂÔÑÄ, ÐÂØÑÆâÜËØÔâ ÐÂ ÃÑÎßÛÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË ÆÓÖÅ ÑÕ
ÆÓÖÅÂ (ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÓÇÏÇÐË ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË) Ë ÆÂÉÇ ÒÓË-
ÃÇÅÂÕß Í ÐÇËÐÇÓÙËÂÎßÐÞÏ ÔËÔÕÇÏÂÏ.

£ ÏÇÕÑÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ k, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÏ ¤. ¢ÑÐÆË, Ë
Ä ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÏÑÏ ÊÆÇÔß ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÏ ÏÇÕÑÆÇ ÍÑà××Ë-

p
2

p
2

pÿ ab

pÿ abab

ab

a1

a � a0 � p

a1

pÿ a1

pÿ a1

a � a0 � 0 b

²ËÔ. 8. ©ÄÈÊÆÞ ÒÑÆ ÖÅÎÂÏË a � 0, ab, a1, p=2, p Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÓÂÃÎâ®ÄËÆÐÞ ÒÑÆ ÖÅÎÂÏË a 0 � 0, p=2, pÿ a1,
pÿ ab, p Ô ÍÓÂÔÐÞÏ ÔÏÇÜÇÐËÇÏ, ÇÔÎË a 0 < pÿ a1, Ë ×ËÑÎÇÕÑÄÞÏ, ÇÔÎË
a 0 > pÿ a1. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ b � 0;9, ab � 26�, a1 � 51�.
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ÙËÇÐÕÂ k ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÓÇÏÇÐË ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ
ÍÂÍ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, Ä ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÏ ÏÇ-
ÕÑÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ k��b; a� Ë k��b; pÿ a� � 1=k��b; a�
âÄÎâáÕÔâ ÄÊÂËÏÐÑ-ÑÃÓÂÕÐÞÏË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏË ×ÖÐÍ-
ÙËâÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÅÑ z � a ÐÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ 04 z � a4 p Ë
ÐÂ ÄÔÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ z, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÌ
ÔÑÃÑÌ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÖá ÑÃÎÂÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ àÕËØ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ ÍÂÍ ÇÆËÐÑÅÑ ÙÇÎÑÅÑ. ³ÑØÓÂÐââ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÖá ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕß ÑÕ z ÒÓË ÇÅÑ ËÊÏÇÐÇÐËË ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÄÇÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑÌ ÑÔË, àÕË ×ÖÐÍÙËË ËÏÇáÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÄÐÇ ÄÇÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑÌ ÑÔË Ä ÕÑÚÍÂØ

z�n � 2pn� i ln cos a1 ; cos a1 � b

1�
��������������
1ÿ b 2

p ; �33�

ì ÒÑÎáÔÞ Ö k��b; z� Ë ÐÖÎË Ö k��b; pÿ z�. ªÏÇÐÐÑ ËÏ
ÑÃâÊÂÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐaÂâ ÂÔËÏ-
ÏÇÕÓËâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ à××ÇÍÕÑÄ ¥ÑÒÎÇÓÂ Ë ÂÃÇÓÓÂÙËË
ÔÄÇÕÂ, ÔÑÔÕÑâÜÂâ Ä ÔÏÇÜÇÐËË ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ Ë
ÙÄÇÕÂ ÎÖÚÇÌ ÆÂÎÈÍËØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÔÍÑÓÑÔÕË
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ. ±ÓË ËÊÏÇÐÇÐËË z ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÏÐËÏÑÌ ÑÔË
k��b; z� àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂÇÕ, Â k��b; pÿ z�ì àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÈÕ.

®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ËÊâÜÇÔÕÄÑ ÄÞÄÑÆÂ àÕËØ ×ÖÐÍÙËÌ ËÊ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ­ÑÓÇÐÙÂ ÔÑÓÇÄÐÖÇÕÔâ ÔÑ ÊÆÓÂÄÞÏ ÔÏÞÔ-
ÎÑÏ ËØ ÒÑâÄÎÇÐËâ Ä ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÏ ÏÇÕÑÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÂ k. ±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ­ÑÓÇÐÙÂ ÒÑÆÚÈÓÍËÄÂáÕ ÎÑÍÂÎß-
ÐÖá àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕß ËÐÇÓÙËÂÎßÐÞØ ÔËÔÕÇÏ (ÛÕÓËØÑ-
ÄÂÐÐÑÌ Ë ÐÇÛÕÓËØÑÄÂÐÐÑÌ), Â ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ÔÑ-
ÃËÓÂÇÕ, ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÕ ÔÄÇÆÇÐËâ Ñ ÆÂÎÈÍËØ ÔÑÃÞÕËâØ Ô ÒÑ-
ÏÑÜßá ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÔËÅÐÂÎÑÄ Í ÐËÏ Ë ÑÕ ÐËØ. ¬ÑÅÇ-
ÓÇÐÕÐÑÔÕß ÕÂÍËØ ÔËÅÐÂÎÑÄ ÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ËØ
×ÂÊÞ ÐÂ 2pn. ±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, Ô àÕËÏ ÔÄâÊÂÐÂ ÒÇÓËÑÆËÚ-
ÐÑÔÕß ×ÖÐÍÙËÌ k��b; z� Ë k��b; pÿ z� ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË z
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË.

£ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÐÇÎßÊâ ÐÇ ÒÓËÄÇÔÕË ÔÎÑÄÂ ±. ¥ËÓÂÍÂ ËÊ
ÇÅÑ ÔÕÂÕßË "The relation between mathematics and physics"
[11] ÒÑ ÒÑÄÑÆÖ ÒÓËÐÙËÒÂ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÍÓÂÔÑÕÞ Ë
ÕÇÑÓËË ×ÖÐÍÙËÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÅÑ. "¿ÕÂ ÑÃ-
ÎÂÔÕß ÏÂÕÇÏÂÕËÍË ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ ÍÓÂÔËÄÂ, Ë ÅÓÖÒÒÂ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, Ô ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÐÂ ÔÄâÊÂÐÂ, ËÏÇÐÐÑ, ÅÓÖÒÒÂ

ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ì àÕÑ ÕÂ ÉÇ
ÅÓÖÒÒÂ, ÚÕÑ Ë ÅÓÖÒÒÂ ­ÑÓÇÐÙÂ, ÖÒÓÂÄÎâáÜÂâ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÑÏ-ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË.
®Þ ÒÓËØÑÆËÏ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Í ÒÑÆÑÊÓÇÐËá, ÚÕÑ ÇÔÕß
ÍÂÍÂâ-ÕÑ ÅÎÖÃÑÍÂâ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÕÇÑÓËÇÌ ×ÖÐÍÙËÌ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ Ë ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ-ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÔÒÇÙË-
ÂÎßÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË; ÓÂÊÓÂÃÑÕÍÂ àÕÑÌ ÔÄâÊË
ÔÕÂÐÇÕ ÕÓÖÆÐÑÌ ÙÇÎßá ÃÖÆÖÜËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ".

¡ÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË k��b; z� Ë k��b; pÿ z� Ô ÒÑÎá-
ÔÂÏË Ë ÐÖÎâÏË (33) ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÓÖÔÎÇ àÕÑÌ ÔÄâÊË.

¡ÄÕÑÓ ÃÎÂÅÑÆÂÓÇÐ ¯.£. ¤ÓËÃÍÑÄÑÌ, ³.­. ­ÇÃÇÆÇÄÖ,
¡.ª. ²ËÕÖÔÖ Ë ¡.¦. ºÂÃÂÆÖ ÊÂ ÒÑÏÑÜß Ë ÄÐËÏÂÐËÇ,
ÑÍÂÊÂÐÐÞÇ ÇÏÖ ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË àÕÑÌ ÓÂÃÑÕÞ.
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Generalization of the k coefficient method in relativity to an arbitrary angle between the velocity of an observer
(source) and the direction of the light ray from (to) a faraway source (observer) at rest

V.I. Ritus. Lebedev Physical Institute, Russian Academy of Sciences, Leninskii prosp. 53, 119991 Moscow, Russian Federation
E-mail: ritus@lpi.ru

The k coefécient method proposed by H Bondi is extended to a general case when the angle a between the velocity of a signal from a
distant source at rest and the velocity of an observer does not coincide with 0 or p, as considered by Bondi, but takes an arbitrary value in
the interval 04a4 p, and to the opposite case, when the source is moving and the observer is at rest, while the angle a between the
source velocity and the direction of the signal to the observer takes any value between 0 and p. Functions k��b; a� and k��b; a� of the
angle and relative velocity are introduced for the ratioo=o 0 of proper frequencies of the source and observer. Their explicit expressions
are obtained from the condition of the invariance of the ray beam coherence in passing from the source frame to that of the observer
without using the Lorentz transform. Owing to the analyticity of these functions in a, the ratio of frequencies in the cases mentioned is
given by the formulas o=o 0 � k��b; a� and o=o 0 � k��b; pÿ a� � 1=k��b; a�, which coincide with those for the Doppler effect, in
which the angle a, velocity b, and one of the frequencies are measured in a rest reference frame. A ray emitted by the source at angle a to
the observer velocity in the source frame is directed at the angle a 0 to the same velocity in the observer frame. Owing to light aberration,
the angles a and a 0 are functionally related through k��b; a� � k��b; a 0�. The functions a 0�a; b� and a�a 0; b� are expressed as
antiderivatives of the functions k��b; a� and k��b; pÿ a 0�. The analyticity of functions k��b; z� and k��b; z� in z � a in the interval
04 z4 p is continued into the entire plane of complex z, where k� has poles at z�n � 2pn� i ln cos a1 (see (17)), and k� has zeros in the
same points shifted by p. The spatiotemporal asymmetry of theDoppler and light aberration effects is explained by the closeness of these
singularities to the real axis.

Keywords: special relativity theory, invariance of coherence, invariance of phase, Doppler effect, analyticity in angle, conjugate poles
and aberration scale
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