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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ÑÏÐÑÅËØ ÊÂÆÂÚÂØ ÏÂÅÐËÕÑ- Ë àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍË Ë ÅËÆÓÑÆË-
ÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÕÇÚÇÐËÌ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÒÑÎÇÌ Ë ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ÂÒÎÂÔÂ, Ä ÔÄâÊË Ô ÚÇÏ àÕË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÎâ ÏÐÑÅËØ
ÊÂÆÂÚ ÏÑÅÖÕ ÔÑÄÒÂÆÂÕß. ±ÓËÚÈÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ,
ÔÍÂÉÇÏ, ÆÎâ ÕÑÌ ËÎË ËÐÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕË-

ÍË, ÏÑÅÖÕ ÒÇÓÇÐÑÔËÕßÔâ ÐÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ ËÎË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ
ÕÇÚÇÐËË. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÆÎâ ÐÂÔ
ÃÖÆÖÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÕß ÍÂÓÕËÐÞ ÑÃÕÇÍÂÐËâ àÍÓÂÐÑÄ Ô ÑÕÄÇÓ-
ÔÕËâÏË Ë ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÒÑÎÇÌ Ä àÕËØ ÑÕÄÇÓÔÕËâØ. £ÄËÆÖ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÑÍ ÓÂÊÐÞØ ÊÂÆÂÚÏÞÐÂÚÐÈÏ
Ô ÊÂÆÂÚÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍË Ë ÊÂÕÇÏ ÑÃÔÖÆËÏ, ÍÂÍ àÕË ÊÂÆÂÚË Ë
ËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÃÖÆÖÕ ÄÞÅÎâÆÇÕß ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍË Ë
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÑÃÕÇÍÂÐËÇ àÍÓÂÐÂ Ô ÑÕÄÇÓÔÕËÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ
ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍË, Ä àÕÑÏ ÔÎÖ-
ÚÂÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÅÑÄÑÓËÕß ÑÃ ÑÃÕÇÍÂÐËË àÍÓÂÐÂ ÉËÆÍÑÔÕßá.

±ÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂ-
ÙËÌ ÏÞ ÑÃÓÂÜÂÇÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÏÂÅÐËÕÐÑÇ
ÒÑÎÇ ÑÃÕÇÍÂÇÕ ËÆÇÂÎßÐÑ ÒÓÑÄÑÆâÜËÌ àÍÓÂÐ Ô ÖÊÍÑÌ
ÜÇÎßá (ÓËÔ. 1), ÕÑ Ä ÜÇÎË ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÂâ ÍÑÐ-
ÙÇÐÕÓÂÙËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÚÕÑ Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÏÑÉÐÑ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÔËÎßÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ
[1 ë 3] Ë, ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÆÎâ ÒÓÑÄÇÆÇÐËâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ Ô ÒÓË-
ÏÇÐÇÐËÇÏ ÕÂÍËØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ [4]. µÍÂÊÂÐÐÂâ ÍÑÐ-
ÙÇÐÕÓÂÙËâ ÒÑÎâ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÕÑÏÖ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ àÍÓÂÐ ÓÂÊÃËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÆÄÂ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ Ë ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ
ÖÔÎÑÄËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÒÑÎÐÑÅÑ ÕÑÍÂ ÒÑ ÍÂÉÆÑÏÖ ËÊ ÐËØ
ÚÇÓÇÊ ÜÇÎß ÆÑÎÉÇÐ ÒÓÑÕÇÍÂÕß ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÌ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ
ÒÑÕÑÍ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÒÎÑÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÎÇÅÍÑ ÒÇÓÇÐÑÔâÕÔâ ÐÂ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÖá ÊÂÆÂÚÖ ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, Ä ÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÄÏÇÔÕÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÇÇÕÔâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ, ÐÂ-
ÒÓÂÄÎÇÐÐÑÇ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ-
ÐÑÏÖ ÐÂ ÓËÔ. 1Ã, Õ.Ç. Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÓËÔ. 1Ã, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ
àÍÓÂÐÖ, Ë ÐÂ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ÊÂÆÂÚÖ ÆÎâ ÕÇÚÇÐËâ ÐÇ-
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ÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. ±ÓË àÕÑÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ Ä
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇ Ë ÔÍÑÓÑÔÕß ÕÇÚÇÐËâ ÉËÆÍÑÔÕË
Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÖáÕÔâ Ä ÜÇÎË ÒÑ
ÕÑÏÖ ÉÇ ÊÂÍÑÐÖ, ÚÕÑ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÌ.

¤ËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ÊÂÆÂÚÖ ÑÃ ÑÃÕÇÍÂÐËË àÍÓÂÐÂ ÔÑ
ÜÇÎßá ÏÑÉÐÑ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÕÂÍÉÇ Ä ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ (ÓËÔ. 2), Ä ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ r Ë z, ÍÑÅÆÂ àÍÓÂÐ Ë
ÑÕÄÇÓÔÕËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÍÓÖÅË, Ë ÕÑÅÆÂ ÖÔÎÑÄËÇ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÔÕË ÕÇÚÇÐËâ (ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÖÎá ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑ
ÍÑÐÕÖÓÖ ÄÑÍÓÖÅ ÍÑÎßÙÂ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÃÕÇÍÂÇÕÔâ ÉËÆÍÑÔÕßá)
ÕÂÍÉÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÔÍÑÓÑÔÕË v
ÄÐÖÕÓË ÜÇÎË. £ ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÐÇ ÃÖÆÇÕ ÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÕßÔâ ÄÐÖÕÓË ÑÕÄÇÓ-
ÔÕËâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑ ÊÂÏÍÐÖÕÑÏÖ ÍÑÎßÙÖ
ÃÖÆÇÕ ÙËÓÍÖÎËÓÑÄÂÕß ÕÑÍ Ë ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÍÑÐÕÖÓÖ ÄÑÍÓÖÅ
ÍÑÎßÙÂ ÐÇ ÑÃÐÖÎâÇÕÔâ. ¿ÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ä ÑÔÇ-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÑÃÜÇ ÐÇ ÔÕÂÄËÕÔâ.

2. ±ÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË

®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ Ä ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇ
ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÄÐÇ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÑÃÞÚ-
ÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË:

divB � 0 ;

rotB � 0 ;

ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÐÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐÑ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÄÄÇÆÇÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ B � gradj. ³ÚËÕÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÐÂ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ËÏÇÇÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ B0,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÃÕÇÍÂÇÕ ËÆÇÂÎßÐÞÇ ÒÓÑÄÑÆÐËÍË. ¯Â ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË ÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄ ÐÑÓÏÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá. ±ÓÑÄÑÆÐËÍË ÔÚËÕÂáÕÔâ ÐÇ ÔÄâÊÂÐÐÞ-
ÏË Ô ËÔÕÑÚÐËÍÂÏË ÕÑÍÂ (ÍÂÍ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 1Â),
ÒÑàÕÑÏÖ ÕÑÍË ÐÂ ËØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ
ÄÐÇÛÐËÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ, Â ÒÑÎÐÞÌ ÕÑÍ ÚÇÓÇÊ ÎáÃÑÇ
ÔÇÚÇÐËÇ ÓÂÄÐâÇÕÔâ ÐÖÎá. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ ÎáÃÑÏÖ ÍÑÐÕÖÓÖ, ÑØÄÂÕÞÄÂáÜÇÏÖ
ÒÓÑÄÑÆÐËÍË, ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá,�

B dl � 0 : �1�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÑÆÐÑÔÄâÊÐÑÅÑ ËÆÇÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ, ÄÐÖÕ-
ÓË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÇÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÔÄÇÓØ-
ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ), ÄÔÇ ÇÅÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÕÑÍË, Â ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑ, Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÄÐÇ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ ÆÑÎÉÐÞ ÓÂÄÐâÕßÔâ
ÐÖÎá. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ
ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÍÂÍ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ, ÕÂÍ Ë ÐÂ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË âÄÎâáÕÔâ ÐÖÎÇÄÞÏË ÆÎâ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÞ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, �gradj�n � 0, Ë ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ j � const ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÖÎÇÄÑÏÖ
ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá. ¥ÓÖÅÑÇ ÆÇÎÑ, ÇÔÎË ÒÓÑÄÑÆÐËÍ âÄÎâÇÕ-
Ôâ ÆÄÖÔÄâÊÐÞÏ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ËÏÇÇÕ ×ÑÓÏÖ ÃÖÃÎËÍÂ). ´ÑÅÆÂ
ÑÕÄÇÓÔÕËÇ Ä ÐÈÏ ÏÑÉÇÕ ÒÇÓÇÔÇÍÂÕß ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ, Â ÒÑ
ÇÅÑ ÊÂÏÍÐÖÕÑÏÖ ÍÑÐÕÖÓÖ ÏÑÉÇÕ ÙËÓÍÖÎËÓÑÄÂÕß ÕÑÍ. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÐÇÎßÊâ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÓÇÛÇÐËÇ Ô
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ ÄÑ ÄÔÈÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÊÂÆÂÚÂ ÃÇÊ ÄÐÇÛÐÇÅÑ
ÒÑÎâ ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÇ
ÑÆËÐ ÒÂÓÂÏÇÕÓ (ÒÑÎÐÞÌ ÕÑÍ ÒÑ ÍÑÐÕÖÓÖ ËÎË ÒÑÎÐÞÌ ÏÂÅ-

B
B

D

C
D

Â Ã

²ËÔ. 1.¬ÂÓÕËÐÂ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÔËÎÑÄÞØ ÎËÐËÌ ÆÎâ àÍÓÂÐÂ ÔÑ ÜÇÎßá. (a) ´ÓÈØÏÇÓÐÂâ ËÊÑÏÇÕÓËâ ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÅÑ àÍÓÂÐÂ, (Ã) ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÍÂÓÕËÐÂ, ³ì
ÍÑÐÕÖÓ, ÑØÄÂÕÞÄÂáÜËÌ ÒÓÑÄÑÆÐËÍ.

V

z

r

²ËÔ. 2. ¬ÂÓÕËÐÂ ÎËÐËÌ ÕÑÍÂ Ä ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ.
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ÐËÕÐÞÌ ÒÑÕÑÍ ÚÇÓÇÊ ÑÕÄÇÓÔÕËÇ). ¦ÔÎË ÇÔÕß ÄÐÇÛÐÇÇ ÒÑÎÇ,
ÕÑ ÒÑÎÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÃÖÆÇÕ âÄÎâÕßÔâ ÔÖÏÏÑÌ ÓÇÛÇ-
ÐËâ Ô ÐÇÐÖÎÇÄÞÏ ÕÑÍÑÏ ÒÑ ÍÑÐÕÖÓÖ Ë ÓÇÛÇÐËâ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ
ÕÑÍÑÏ, ÐÑ Ô ÄÐÇÛÐËÏ ÒÑÎÇÏ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË. ¥Îâ ËÐÕÇ-
ÓÇÔÖáÜÇÌ ÐÂÔ ÊÂÆÂÚË ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ä ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄËË Ô ÓËÔ. 1 ÊÂÆÂÚÖ Ô ÑÆÐÑÔÄâÊÐÞÏË ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂÏË.

¥Îâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË ÕÇÚÇÐËÇ ÔÚËÕÂÇÕÔâ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÏ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕß v � gradj. ±ÓÇÒâÕÔÕ-
ÄËâ ÆÎâ ÕÇÚÇÐËâ ÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÉÈÔÕÍËÏË Ë ËÆÇÂÎßÐÑ ÔÍÑÎß-
ÊâÜËÏË, Â ÊÐÂÚËÕ, ÐÑÓÏÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ÐÂ
ËØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá. £ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑ-
ÔÕË ÕÇÚÇÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑ ÎáÃÑÏÖ ÍÑÐÕÖÓÖ,
ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë ÆÎâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÓÂÄÐâÇÕÔâ ÐÖÎá,�

v dl � 0 :

3. ¬ÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ ÒÑÎâ Ä ÑÕÄÇÓÔÕËË
ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÒÎÂÔÂ (ÒÎÑÔÍÑÅÑ
Ë ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ)

3.1. ±ÎÑÔÍËÌ ÔÎÖÚÂÌ
°ÙÇÐËÏ, ÒÑ ÍÂÍÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ ÃÖÆÇÕ ÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÕßÔâ
ÒÑÎÇ Ä ÑÕÄÇÓÔÕËË, ÒÑÎßÊÖâÔß ÖÔÎÑÄËÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÐÖÎá
ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ ÍÑÐÕÖÓÖ C, ÑØÄÂÕÞÄÂá-
ÜÇÏÖ ÒÓÑÄÑÆÐËÍ, Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÓËÔ. 1Ã. ±ÓË àÕÑÏ ËÔÒÑÎß-
ÊÖÇÏ ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË ÃÇÊ
ÑÕÄÇÓÔÕËâ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ àÕÑÏÖ ÍÑÐÕÖÓÖ, Õ.Ç. Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖ-
ÚÂÇ ÆÎâ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÑÅÑ ÍÑÐÕÖÓÂ (ÆÎâ ÒÑÎÑÄËÐÞ àÍÓÂÐÂ),
ÑÕÎËÚÇÐ ÑÕ ÐÖÎâ Ë ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß, Â ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ
ÊÂÆÂÚË Ô ÑÕÄÇÓÔÕËÇÏ, ÚÇÓÇÊ ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓÑÕÇÍÂÇÕ ÒÑÕÑÍ, ÐÑ Ô
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ àÍÓÂÐÑÏ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ àÕÑÏÖ ÍÑÐÕÖÓÖ, Õ.Ç. Ë Ä
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÑÅÑ ÍÑÐÕÖÓÂ (ÆÎâ ÒÑÎÑÄËÐÞ
ÒÓÑÕÇÍÂáÜÇÅÑ ÒÑÕÑÍÂ), ÕÂÍÉÇ ÑÕÎËÚÇÐ ÑÕ ÐÖÎâ Ë ÇÅÑ
ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß. £ÍÎÂÆÞ àÕËØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ Ä (1)
ÃÖÆÖÕ ÓÂÊÐÑÅÑ ÊÐÂÍÂ, Â ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËØ ÔÖÏÏÂ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá,
ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÒÑÕÑÍ, ÒÓÑÕÇÍÂáÜËÌ ÚÇÓÇÊ ÑÕÄÇÓÔÕËÇ.
£ àÕËØ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâØ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÕÑ
ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ, ÚÕÑ ÑÕÄÇÓÔÕËÇ ÔÚËÕÂÇÕÔâ ÏÂÎÞÏ ÒÑ ÔÓÂÄ-
ÐÇÐËá Ô àÍÓÂÐÑÏ Ë ÇÅÑ ÄÎËâÐËÇ ÐÂ ÕÇÚÇÐËâ ÄÐÇ ÑÕÄÇÓÔÕËâ
ÕÂÍÉÇ ÏÂÎÑ.

¥Îâ ÒÎÑÔÍÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ àÕÖ ÑÙÇÐÍÖ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÔÕË Ô
ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá, ÍÑÅÆÂ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ
ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ D=D, ÐÑ Ë ÇÅÑ ÎÑÅÂÓË×Ï ÄÇÎËÍË, Â
ÕÑÚÐÑÔÕß ÒÑ ÒÑÓâÆÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ ÓÂÄÐÂ l=ln�D=D�. ¥Îâ
ÑÙÇÐÍË ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÍÎÂÆÞÄÂÇÕ-
Ôâ ËÊ ÆÄÖØ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËØ: ËÊ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÅÑ ÒÓË ÒÓÇ-
ÐÇÃÓÇÉÇÐËË ÄÎËâÐËÇÏ ÑÕÄÇÓÔÕËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÑÃÕÇ-
ÍÂáÜÇÅÑ àÍÓÂÐ Ë ÆÂáÜÇÅÑ ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä (1), Ë ËÊ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÅÑ ÒÓÑÕÇÍÂáÜËÏ ÚÇÓÇÊ ÑÕÄÇÓÔÕËÇ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÏ ÒÑÕÑÍÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÆÂÈÕ ÄÍÎÂÆ Ä (1)
ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÅÑ ÊÐÂÍÂ.

©ÂÆÂÚÂ ÑÃ ÑÃÕÇÍÂÐËË àÍÓÂÐÂ ÒÓË ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËË ÄÎËâ-
ÐËÇÏ ÑÕÄÇÓÔÕËâ ÓÇÛÂÇÕÔâ ÕÑÚÐÑ [5], Ë ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ w ËÏÇÇÕ ÄËÆ

w � B0

���������������������
ÿz 2 � R 2

p
; �2�

ÅÆÇ B0 ì ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, R � D=2 ì
ÒÑÎÖÛËÓËÐÂ àÍÓÂÐÂ. £ÍÎÂÆ Ä (1) ÑÕ (2) ÓÂÄÇÐ ÓÂÊÐÑÔÕË
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ (2), Õ.Ç.

2B0R : �3�

±ÓÑÕÇÍÂáÜËÌ ÚÇÓÇÊ ÑÕÄÇÓÔÕËÇ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÕÑÍ f
ÔÑÊÆÂÈÕ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÂÊÏÇÓÑÏ ÑÕÄÇÓÔÕËâ
D ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ r ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ

B � f

pr

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÂÈÕ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎ (1) ÄÍÎÂÆ, ÓÂÄÐÞÌ

ÿ 2f

p
ln

�
2R

D

�
: �4�

±ÓËÓÂÄÐËÄÂâ ÔÖÏÏÖ (3) Ë (4) ÐÖÎá, ÒÑÎÖÚÂÇÏ Ô ÎÑÅÂÓË×-
ÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÄÇÎËÚËÐÖ ÒÑÕÑÍÂ f :

f � p
ln �2R=D�B0R � p

2 ln �D=D�B0D : �5�

®ÑÉÐÑ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÖÕÑÚÐËÕß ÄÇÎËÚËÐÖ ÒÑÕÑÍÂ, ÑÙÇÐËÄ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÑÆ ÊÐÂÍÑÏ ÎÑÅÂÓË×ÏÂ Ä (5). ¥Îâ àÕÑÅÑ
ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ [5] ÆÎâ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÕÇÚÇÐËâ Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÒÑÕÑÍÑÏ (ÒÑ-
ÕÑÍÑÏ f ) ÄÃÎËÊË ÍÓÂÈÄ ÒÎÂÔÕËÐÞ

w � ln

�
z�

��������������������
z 2 ÿ �xi�2

q �
;

ÅÆÇ xi ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ ÆÄÖØ ÍÓÂÈÄ ÒÎÂÔÕËÐÞ,
jx1j � D=2, jx2j � R. ´ÑÅÆÂ ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÍÓÂÈÄ ÆÂÔÕ ÏÐÑÉË-
ÕÇÎß 2 ÒÑÆ ÊÐÂÍÑÏ ÎÑÅÂÓË×ÏÂ Ë ÖÕÑÚÐÈÐÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ
ÒÑÕÑÍÂ ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

f � p
2 ln �4D=D�B0D : �6�

³ÓÇÆÐÇÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÃÖÆÇÕ ÄÑÊÓÂÔÕÂÕß Ô
ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ ÛËÓËÐÞ ÜÇÎË ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ

�B � p
2

D

D
1

ln �4D=D�B0 : �7�

²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ ÛËÓËÐÇ ÜÇÎË ÆÎâ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÞØ D=D ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏ
ÓÇÛÇÐËÇÏ [5] ÆÎâ ÕÇÚÇÐËâ ÚÇÓÇÊ ÜÇÎß Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô
×ÑÓÏÖÎÑÌ

B � B �0��������������������������
1ÿ �2x=D�2

q ; �8�

ÅÆÇ xìÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ, ÑÕÔÚËÕÂÐÐÂâ ÑÕ ÙÇÐÕÓÂÜÇÎË,B �0�ì
ÒÑÎÇ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÜÇÎË. ³ÑÅÎÂÔÐÑ (8) ÔÓÇÆÐââ ÒÑ ÜÇÎË ÄÇ-
ÎËÚËÐÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ �B � �p=2�B �0�.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂ-
ÙËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÊÂÊÑÓÇ ÓÑÆÔÕÄÇÐÐÂ ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÕÑÍÂ ÒÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÎÑÔÍËØ ÛËÐ, ÓÂÊÆÇÎÈÐ-
ÐÞØ ÏÂÎÞÏ ÊÂÊÑÓÑÏ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ Ä [6]. ³ØÑÆÐÞ Ë ÒÑÆ-
ØÑÆÞ Í ÓÇÛÇÐËá ÊÂÆÂÚË (ÔÛËÄÂÐËÇ ÆÄÖØ ÊÂÆÂÚ, Ä ÑÆÐÑÌ ËÊ
ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÇÕÔâ ÛËÓËÐÑÌ ÊÂÊÑÓÂ, Â Ä ÆÓÖÅÑÌ ÛË-
ÓËÐÂ ÒÎÂÔÕËÐ ÔÚËÕÂÇÕÔâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ), Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÇ-
ÛÇÐËâ, Ô ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ËÏÇáÜËÇ ÄËÆ (6),
(7).

¶ÑÓÏÖÎÂ (7) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÖÊÍËØÜÇÎÇÌ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÇ ÒÑÎÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔËÎßÐÑ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÞÏ Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÜÇÎË: ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÜÇÎË ÛËÓËÐÑÌ D � 0;01D ÄÇÎËÚËÐÂ
�B � 26B0 Ë ÆÂÉÇ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÜÇÎË ÔÑ-
ÔÕÂÄËÕ B�0� � 17B0. ´ÂÍÂâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑ-
Îâ (Â ÕÂÍÉÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ä àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ
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ÊÂÆÂÚÇ Ë ÔÍÑÓÑÔÕË ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ) ÏÑ-
ÉÇÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÂ ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÓËÏÇÐÇÐËÌ.

®ÑÉÐÑ ÒÓÇÆÎÑÉËÕß ÕÂÍÉÇ ËÐÕÇÓÒÑÎâÙËÑÐÐÖá ×ÑÓ-
ÏÖÎÖ ÆÎâ ÒÑÕÑÍÂ, ÒÇÓÇØÑÆâÜÖá Ä ÒÓÇÆÇÎÇ, ÍÑÅÆÂ àÍÓÂÐ
ËÔÚÇÊÂÇÕ (D=D � 1), Ä f � B0D,

f � B0D

�2=p� ln �D=D� � Aÿ �Aÿ 1� �D=D� ; �9�

ÅÆÇ A ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ. ¥Îâ àÍÓÂÐÂ, ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâáÜÇÅÑ ÔÑÃÑÌ ÕÑÐÍÖá ÒÑÎÑÔÍÖ (D=D ' 1), ÒÑÕÑÍ ÒÓË-
ÏÇÓÐÑ ÓÂÄÇÐ

f � B0�D� D�
2

: �10�

¯ÂÍÎÂÆÞÄÂâ ÖÔÎÑÄËÇ, ÚÕÑÃÞ (9) Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÇÓÇØÑÆËÎÑ
Ä (10), ÒÑÎÖÚËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ

A � 3

2
ÿ 2

p
' 0;86 :

ªÐÕÇÓÇÔÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË àÕÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË A ÖÕÑÚÐÈÐÐÞÌ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕ ÒÑÆ ÊÐÂÍÑÏ ÎÑÅÂÓË×ÏÂ ÒÓË D=D5 1 ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ
ÓÂÄÐÞÏ 3,9 Ä ÒÓÇÍÓÂÔÐÑÏ ÔÑÅÎÂÔËË Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ 4 Ä
×ÑÓÏÖÎÇ (6). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ×ÑÓ-
ÏÖÎÂ (9) Ô A � 0;86 ÃÖÆÇÕ ØÑÓÑÛÑ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÄÇÎËÚËÐÖ
ÒÑÕÑÍÂ ÚÇÓÇÊ ÜÇÎß ÆÎâ ÎáÃÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ D=D.

3.2. °ÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ
°ÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ àÍÓÂÐ Ô ÑÕÄÇÓÔÕËÇÏ âÄÎâÇÕÔâ ÆÄÖÔÄâÊ-
ÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕßá. ¥Îâ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ËÆÇÂÎßÐÂâ ÒÓÑÄÑ-
ÆËÏÑÔÕß ÐÇ ÒÑÊÄÑÎËÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÕÑÍÖ ÒÓÑÐËÍÐÖÕß Ä
ÑÕÄÇÓÔÕËÇ, Ë ÒÑÕÑÏÖ ÄÐÇÛÐÇÇ ÒÑÎÇ ÃÖÆÇÕ ÐÂÄÑÆËÕß ÕÑÍ ÒÑ
ÍÑÐÕÖÓÖ, ÕÂÍÑÌ ÚÕÑ ÔÖÏÏÂÓÐÞÌ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÕÑÍ ÚÇÓÇÊ
ÑÕÄÇÓÔÕËÇ ÃÖÆÇÕ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÍÑÐÙÇÐÕ-
ÓÂÙËË ÒÑÎâ Ä ÑÕÄÇÓÔÕËË ÐÇ ÃÖÆÇÕ. ±ÑàÕÑÏÖ ÊÆÇÔß ÏÞ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓËÏ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ÊÂÆÂÚÖ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÕÑÎßÍÑ
ÆÎâ ÐÇÈ ÃÖÆÇÕ ÒÓÑËÔØÑÆËÕß ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ ÔÍÑÓÑÔÕË Ä
ÑÕÄÇÓÔÕËË.

£ ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÐÖÎá
ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑ ÍÑÐÕÖÓÖ, ÑØÄÂÕÞÄÂáÜÇÏÖ àÍÓÂÐ ÑÕ ÑÕÄÇÓ-
ÔÕËâ ÆÑ ÅÓÂÐËÙÞ, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÚËÔÎËÕß ÒÑÕÑÍ ÉËÆÍÑÔÕË,
ÒÓÑÕÇÍÂáÜËÌ ÚÇÓÇÊ ÑÕÄÇÓÔÕËÇ, ÐÇ Ô ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÚÐÑÔÕßá, Â Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá � a=R, ÅÆÇ a ì ÓÂÆËÖÔ ÑÕÄÇÓ-
ÔÕËâ,RìÓÂÆËÖÔ àÍÓÂÐÂ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÇÚÇÐËÇ ÉËÆÍÑÔÕË
ÃÇÊ ÖÚÈÕÂ ÑÕÄÇÓÔÕËâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÏË Ä [7] ×ÑÓ-
ÏÖÎÂÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÎâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÑ ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕË àÍÓÂÐÂ ÆÂáÕ

j � 2

p
v0

�����������������
R 2 ÿ r 2

p
; �11�

ÅÆÇ v0 ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÉËÆÍÑÔÕË ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, r �
�

����������������
x 2 � y 2

p
ì ÓÂÆËÖÔ Ä ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ.

£ÍÎÂÆ ÑÕ àÕÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÍÑÐÕÖÓÖ (1) ÓÂÄ-
ÐâÇÕÔâ ÖÆÄÑÇÐÐÑÌ ÓÂÊÐÑÔÕË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ÏÇÉÆÖ r � 0 Ë
r � R:

4

p
v0R :

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÕÇÚÇÐËÇ ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑÔÕË f ÚÇÓÇÊ
ÑÕÄÇÓÔÕËÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÅÑ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÅÑ ÍÓÖÅÎÑÅÑ ÆËÔÍÂ, ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎ ÍÑÕÑÓÑÅÑ [8]

j � p
2

e

a
� 1

4

f

a
;

ÅÆÇ e ì ÊÂÓâÆ ÆËÔÍÂ, ÚÕÑ ÆÂÈÕ ÄÍÎÂÆ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÅÑ
ÊÐÂÍÂ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎ (1), ÓÂÄÐÞÌ

1

2

f

a
:

±ÓËÓÂÄÐËÄÂâ àÕË ÄÍÎÂÆÞ, ÒÑÎÖÚËÏ

f � 8

p
aRv0 :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÓÇÆÐââ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕß Ä ÑÕÄÇÓÔÕËË

�v � 8

p2
R

a
v0

ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË a ÃÖÆÇÕ ÖÄÇÎËÚËÄÂÕßÔâ ÇÜÈ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ Ä ÒÎÑÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇ.

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÚÇÓÇÊ ÑÕÄÇÓÔÕËÇ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÓÂÆËÖÔÂ ÆÎâ ÏÂÎÑÅÑ
ÑÕÄÇÓÔÕËâ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ [8], ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ, ÂÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÑÌ (8) ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË,

v � v�0����������������������
1ÿ �r=a�2

q ; �12�

ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÓÇÆÐââ ÔÍÑÓÑÔÕß ÚÇÓÇÊ ÑÕÄÇÓÔÕËÇ ÔÄâ-
ÊÂÐÂ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá Ä ÙÇÐÕÓÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ �v � 2v �0�.

´ÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë Ä ÒÎÑÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÎÑÉËÕß
ËÐÕÇÓÒÑÎâÙËÑÐÐÖá ×ÑÓÏÖÎÖ ÆÎâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÑÕÑÍÂ ÑÕ
a=R, ËÏÇáÜÖá ÒÓÂÄËÎßÐÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÒÓË ÏÂÎÞØ
a=R,

f �
�

8

p2
x� C1x

2 � C2x
3

�
pR 2v0 ; �13�

ÅÆÇ x � a=R, Â C1 Ë C2 ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ. ¯ÂÍÎÂ-
ÆÞÄÂâ ÐÂ (13) ÖÔÎÑÄËÇ, ÚÕÑÃÞ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ, ÍÑÅÆÂ àÍÓÂÐ
ËÔÚÇÊÂÇÕ (a=R ' 1), ×ÑÓÏÖÎÂ ÒÇÓÇØÑÆËÎÂ Ä ÒÓÂÄËÎßÐÖá
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÆÎâ ÕÑÐÍÑÅÑ ÍÑÎßÙÂ f � pR 2v0x, ÒÑÎÖÚËÏ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑÐÔÕÂÐÕ:

C1 � 2ÿ 16

p2
; C2 � 8

p2
ÿ 1 :

4. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÔÚÈÕÑÄ Ä ÒÎÑÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

®Þ ÒÓÑÄÇÎË ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÆÄÖÏÇÓÐÞÇ ÓÂÔÚÈÕÞ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (ÔÍÑÓÑÔÕË ÉËÆÍÑÔÕË) ÆÎâ ÊÐÂÚÇÐËÌ
D=D ÑÕ 0,004 ÆÑ 0,1. ²ÂÔÚÈÕÞ ÒÓÑÄÑÆËÎËÔß ÒÑ ÒÓÑÅÓÂÏÏÇ,
ÑÔÐÑÄÂÐÐÑÌ ÐÂ ÏÇÕÑÆÇ ÍÑÐÇÚÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ. ³ÕÓÑËÎÂÔß
ÔÇÕÍÂ ÔÑ ÔÅÖÜÇÐËÇÏ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÑÕÄÇÓÔÕËâ Ô ÒÓÇÆÒÑÚÕËÕÇÎß-
ÐÑ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÞÏË àÎÇÏÇÐÕÂÏË ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÏÂÍ-
ÔËÏÂÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÔÑÔÕÂÄÎâÎÑ � 5� 105, ÚÕÑ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÏ ÆÎâ ÓÂÔÚÈÕÂ ÑÕÄÇÓÔÕËÌ Ô
D=D � 1000. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÐÂ ÓËÔ. 3 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔËÎÑÄÞØ ÎËÐËÌ (ÎËÐËË, ÑÅË-
ÃÂáÜËÇ àÍÓÂÐ) Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (ÎËÐËË, ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËâØ ËÆÖÜËÇ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ àÍÓÂÐÖ) ÆÎâ D=D � 5. ¥Îâ
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË Ô ÄÐÇÛÐËÏ ÒÑÎÇÏ, ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐÐÞÏ ÄÆÑÎß àÍÓÂÐÂ, ÔËÎÑÄÞÇ ÎËÐËË ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
ÃÖÆÖÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÕß àÍÄËÒÑÕÇÐÙËÂÎâÏ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË, Â àÍÄËÒÑÕÇÐÙËÂÎË ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ì
ÔËÎÑÄÞÏ ÎËÐËâÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ.

¥Îâ ÓÂÔÚÈÕÂ ÒÑÕÑÍÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎËÔß ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ ÄÞ-
ÚËÔÎÇÐËâ ÒÑÕÑÍÂ ÚÇÓÇÊ ÔÇÚÇÐËÇ ÜÇÎË Ë ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ,
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ÑÕÔÇÍÂáÜÇÇ ÜÇÎß (ÎËÐËâ 1 ë 2 ÐÂ ÓËÔ. 3). ©ÐÂÚÇÐËâ
ÒÑÕÑÍÑÄ ÚÇÓÇÊ àÕË ÔÇÚÇÐËâ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÓÂÄÐÞ ÄÄËÆÖ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÒÑÕÑÍÂ Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÕÇÚÇÐËË, ÐÑ Ä ÓÂÔ-
ÚÈÕÐÑÌ ÏÇÕÑÆËÍÇ ÒÓÇÆÒÑÚÕËÕÇÎßÐÇÇ ÔÇÚÇÐËâ, ÖÆÂÎÈÐÐÞÇ
ÑÕ ÜÇÎË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÔÍÑÓÑÔÕß ÐÂ ÐËØ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË.
©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÑÕÑÍÂ f ÚÇÓÇÊ ÜÇÎß, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ Ä àÕËØ
ÓÂÔÚÈÕÂØ, ÑÕ D=D ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 4. ¥Îâ ÔÓÂÄÐÇÐËâ
ÊÆÇÔß ÉÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÄÇÎËÚËÐÂ f, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÂâ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ
(9) ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ A � 0;86. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÑÃÇ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÓÇÍÓÂÔÐÑ ÔÑÅÎÂÔÖáÕÔâ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ. ²ÂÔ-
ÚÈÕÞ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ �B � �p=2�B�0�, ÔÄâÊÞ-
ÄÂáÜÇÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÒÑ ÜÇÎË ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ Ô ÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ
Ä ÙÇÐÕÓÇ, ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÓÑÙÇÐÕÑÄ
ÆÂÉÇ ÆÎâ ÜÇÎË Ô D=D � 0;1. ¿ÕÑ ÅÑÄÑÓËÕ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ ÛËÓËÐÇ ÜÇÎË ÕÂÍÉÇ
ÃÖÆÇÕ ÑÒËÔÞÄÂÕßÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (8) Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÕÂÍÑÅÑ ÒÑ-
ÓâÆÍÂ.

5. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÔÚÈÕÑÄ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ
ÕÇÚÇÐËâ Ä ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

®Þ ÒÓÑÄÇÎË ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÂÔÚÈÕÞ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÉËÆÍÑÔÕË ÆÎâ ÓÂÊÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ a=R. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÂÔÚÈÕÞ

ÒÓÑÄÑÆËÎËÔß ÒÑ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ ÒÓÑÅÓÂÏÏÇ, ÆÎâ ÖÏÇÐßÛÇÐËâ
ÚËÔÎÂ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÄÞÃËÓÂÎÔâ ÔÇÅÏÇÐÕ ÙËÎËÐÆÓÂ Ô ÖÅÎÑÏ
ÓÂÔÕÄÑÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÅÓÂÆÖÔÑÄ. ³ÇÕÍÂ ÕÂÍÉÇ
ÔÕÓÑËÎÂÔß ÔÑ ÔÅÖÜÇÐËÇÏ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÑÕÄÇÓÔÕËâ. ¿ÕË ÏÇÓÞ
ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÓÂÔÚÈÕ ÒÓË ÑÕÐÑÛÇÐËË R=a � 100.
¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÑÕÑÍÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÂÔß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß Ä
ÔÇÚÇÐËË ÑÕÄÇÓÔÕËâ, Â ÕÂÍÉÇ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß,
ÑÕÔÇÍÂáÜÂâ ÜÇÎß (ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË 1 ë 2 ÐÂ
ÓËÔ. 3). £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÐÂ ÓËÔ. 5 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÎËÐËÌ ÕÑÍÂ Ë àÍÄËÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎÇÌ ÆÎâ R=a � 5 Ä ÔÓÂÄÐÇÐËË Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ ÆÎâ
ÒÎÑÔÍÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ.

©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÓÇÆÐÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÚÇÓÇÊ ÑÕÄÇÓÔÕËÇ �v,
ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ Ä àÕËØ ÓÂÔÚÈÕÂØ, ÑÕ R=a ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÐÂ
ÓËÔ. 6. ¥Îâ ÔÓÂÄÐÇÐËâ ÊÆÇÔß ÉÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÄÇÎËÚËÐÂ �v,
ÄÞÚËÔÎÇÐÐÂâ Ô ÒÑÏÑÜßá ËÐÕÇÓÒÑÎâÙËË (13),

�v

v0
�
�

8

p2
x� C1x

2 � C2x
3

�
1

x2
: �14�

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÑÃÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÓÇÍÓÂÔÐÑ ÔÑÅÎÂÔÖáÕÔâ ÏÇÉ-
ÆÖ ÔÑÃÑÌ. ²ÂÔÚÈÕÞ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ �v � 2v�0�,

1

2

²ËÔ. 3. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔËÎÑÄÞØ ÎËÐËÌ Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÆÎâ D=D � 10.

1,0

f,
Ñ
ÕÐ

.Ç
Æ
.

0,8

0,6

0,4

0,2

0
100 101 102 103

D=D

¹ËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÂÔÚÈÕÞ

(9)

²ËÔ. 4. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÑÕÑÍÂ f ÚÇÓÇÊ ÜÇÎß, ÐÑÓÏËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÅÑ ÐÂ f0 �� B0D, ÑÕD=D, ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ Ä ÓÂÔÚÈÕÂØ Ë ÄÞÚËÔÎÇÐÐÂâ
ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (9).

²ËÔ. 5. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔËÎÑÄÞØ ÎËÐËÌ Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÆÎâ R=a � 5 Ä
ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ (ÚÈÓÐÞÇ ÎËÐËË) Ë ÆÎâ D=D � 5 Ä ÒÎÑÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
(ÔÇÓÞÇ ÎËÐËË).

100 101

101

102

102

R=a

�v=v0

(14)

¹ËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÂÔÚÈÕÞ

²ËÔ. 6. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÓÇÆÐÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÚÇÓÇÊ ÑÕÄÇÓ-
ÔÕËÇ ÑÕ R=a, ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ Ä ÓÂÔÚÈÕÂØ Ë ÄÞÚËÔÎÇÐÐÂâ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (14).

´. 190, å 10 °¢´¦¬¡¯ª¦ ±°´¦¯¸ª¡¾¯½® ´¦¹¦¯ª¦® ¿¬²¡¯¡ ³ °´£¦²³´ª¦® 1113



ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÒÑ ÜÇÎË ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ Ô ÇÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËÇÏ Ä ÙÇÐÕÓÇ, ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ÒÓÑÙÇÐÕÑÄ ÆÂÉÇ ÆÎâ ÑÕÄÇÓÔÕËâ Ô a=R � 0;2. ¿ÕÑ ÅÑÄÑÓËÕ Ñ
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑ ÛËÓËÐÇ ÜÇÎË ÕÂÍÉÇ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (12) Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.

6. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

£ ÒÎÑÔÍËØ ÊÂÆÂÚÂØ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍË (ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË
ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË), ÇÔÎË ÒÓË ÑÃÕÇÍÂÐËË ÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ËÆÇÂÎßÐÑ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÅÑ àÍÓÂÐÂ (ÒÓË ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÏ ÕÇÚÇÐËË ÉËÆÍÑÔÕË ÄÑÍÓÖÅ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËâ) Ä àÍÓÂ-
ÐÇ (ÒÓÇÒâÕÔÕÄËË) ËÏÇÇÕÔâ ÐÇÃÑÎßÛÑÇ ÑÕÄÇÓÔÕËÇ, ÕÑ ÍÑÐ-
×ËÅÖÓÂÙËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (ØÂÓÂÍÕÇÓ ÕÇÚÇÐËâ) ËÊÏÇ-
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Irrotational êow (of a magnetic éeld or incompressible êuid) around a screen with a slot

S.F. Garanin ���, S.D. Kuznetsov

Russian Federal Nuclear Center±All-Russian Research Institute of Experimental Physics,

prosp. Mira 37, 607188 Sarov, Nizhny Novgorod region, Russian Federation

E-mail: ��� SFGaranin@vniief.ru

Problems concerning irrotational êows past obstacles may have physical applications in magneto- and electrostatics, as well as in the
description of hydrodynamical êows of incompressible êuids. It is shown that for a magnetic éeld êow (or a êow of incompressible êuid
in the hydrodynamical case) around an ideally conducting (impermeable) screen of widthD with a narrow slot of width D a substantial
êux passes trough the slot, so that, for example, a magnetic éeld (the velocity in the hydrodynamical problem) averaged over a slot with
the width D � 0:01D will be 26 times greater than its far upstream value. The hydrodynamical problem is also formulated for an
axisymmetric case for a circular screen and oriéce. In this case, if the oriéce is small enough, the êux of êuid proves to be proportional to
the oriéce diameter D, whereas êuid speed in the oriéce increases as 1=D if D is decreased, i.e., even faster than in plane geometry.
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