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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâÏ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÏËÍÓÑ- Ë ÐÂÐÑÔÕÓÖÍÕÖÓ ÍÂÍ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÍÂÐÆËÆÂÕÑÄ ÆÎâ
ÔÒËÐÕÓÑÐËÍË Ë ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÖÔÕÓÑÌÔÕÄ ÖÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÒÑÄÞÛÇÐÐÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ [1 ë 7]. ¿ÕË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
ÔÄâÊÂÐÞ Ô ËÊÖÚÇÐËÇÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ âÄÎÇÐËÌ

ÆËÐÂÏËÍË ÔÒËÐÑÄ Ä ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÂÕÇÓËÂÎÂØ, ÑÔÑÃÇÐÐÑ Ä
ÏËÍÓÑ- Ë ÐÂÐÑÔÕÓÖÍÕÖÓËÓÑÄÂÐÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÎÈÐÍÂØ.
³ÒËÐÑÄÂâ ÆËÐÂÏËÍÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËâ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ Ä ÒÑÎÖÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ, Ä ÔËÔÕÇÏÂØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÕÑÚÇÍ, ÒÑÎÑÔÑÍ Ë Õ.Æ.
[8 ë 11]. ³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÕËÒÑÄ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÇÓËÑ-
ÆËÚÇÔÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ, ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ÏÂÅÐÑÐÐÞÏË ÍÓËÔÕÂÎ-
ÎÂÏË (®¬) [12, 13], ÖÆÑÃÐÞØ ÆÎâ ËÊÖÚÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËâ Ä ÐËØ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ. ´ÂÍÑÌ ®¬ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ËÊÅÑÕÑÄÎÇÐ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÄËÆÇ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÎÈÐÍË
(ÏÂÕÓËÙÞ), ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÌ ÏÂÔÔËÄ ËÊ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ [14] ËÎË
ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ [15] ÚËÔÎÂ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËØ
ÄÍÎáÚÇÐËÌ.

°ÃÜÇÇ ÒÓÑâÄÎÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ Ä
ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ Ë ÒÑÎÖÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ ®¬ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÊÑÐ-
ÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ËØ ÔÒÇÍÕÓÂ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ
ÖÔÎÑÄËâØ ÄÑÍÓÖÅ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÍÎáÚÇÐËÌ ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÂáÕÔâ ÔÒËÐÑÄÞÇ ÍÓÂÇÄÞÇ ÄÑÎÐÞ. ªØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÔÄâ-
ÊÂÐÑ Ô ÐÂÓÖÛÇÐËÇÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÄÊÂËÏÐÑÔÕË ÕÇÐÊÑÓÂ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ, ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑ-
âÄÎÇÐËá ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÑÌ ÄËØÓÇÄÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ Ä ÒÑÎÇ
ÓÂÔÔÇâÐÐÑÌ ÐÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÔÒËÐÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ. ¬ÂÍ ÒÑ-
ÍÂÊÂÐÑ Ä [15], Ä ÍÑÎßÙÇÄÑÌ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÞØ ÄÍÎáÚÇÐËÌ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÏÑÆÞ ÔÒË-
ÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ ÄÞÔÑÍÑÌ ÆÑÃÓÑÕÐÑÔÕË, Õ.Ç. ÏËÍÓÑÓÇÊÑÐÂÕÑ-
ÓÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÅÖÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ àÎÇÏÇÐÕÞ ÏÂÅ-
ÐÑÐÐÑÌ ÙÇÒË. ¥ÓÖÅÑÅÑ ÓÑÆÂ àÎÇÏÇÐÕ ÏÂÅÐÑÐÐÑÌ ÙÇÒË,
ËÅÓÂáÜËÌ ÓÑÎß ÏËÍÓÑÄÑÎÐÑÄÑÆÂ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ, ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÙÇÒÑÚÍÑÌ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÞØ ÄÍÎáÚÇÐËÌ Ä ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÏÂÕÓËÙÇ [16]. ³ÒËÐÑ-
ÄÂâ ÆËÐÂÏËÍÂ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÒËÐÑÄÞØ
ÄÑÎÐ, ÐÑ Ë ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÔÒÑÔÑÃ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ
ÕÇÓÂÅÇÓÙÑÄÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ à××ÇÍÕÂ ÑÒÓÑÍËÆÞ-
ÄÂÐËâ ÔÒËÐÑÄ [17].

¡ÐÂÎËÊËÓÖâ ÏÇÕÑÆÞ Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞØ
ÓÂÃÑÕ Ä ÙÇÎÑÏ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÑÐË ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í
ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂÏ ÓÂÊÏÇÓÑÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ 100 ÐÏ. ¥Îâ
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ÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ.

¬ÎáÚÇÄÞÇ ÔÎÑÄÂ: ÏÂÅÐËÕÐÂâ ÐÂÐÑÔÕÓÖÍÕÖÓÂ, ÔÒËÐ àÎÇÍÕÓÑÐÂ, ÑÃÏÇÐÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ, ÔÒËÐÑÄÂâ ÄÑÎÐÂ, ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË, àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÏÇÕÑÆ ¤ÂÌÕÎÇÓÂ

PACS numbers: 75.30.Ds, 75.76.+j, 75.78. ± n DOI: https://doi.org/10.3367/UFNr.2018.07.038405

#À.¯. ¢ÂÓÂÃÂÐÇÐÍÑÄ, ³.¡.¯ËÍËÕÑÄ, ®.À. ¢ÂÓÂÃÂÐÇÐÍÑÄ 2019

À.¯. ¢ÂÓÂÃÂÐÇÐÍÑÄ, ³.¡. ¯ËÍËÕÑÄ.ªÐÔÕËÕÖÕ ÓÂÆËÑÕÇØÐËÍË
Ë àÎÇÍÕÓÑÐËÍË ËÏ. £.¡. ¬ÑÕÇÎßÐËÍÑÄÂ ²¡¯,
ÖÎ. ®ÑØÑÄÂâ 11-7, 125009 ®ÑÔÍÄÂ, ²ÑÔÔËÌÔÍÂâ ¶ÇÆÇÓÂÙËâ
E-mail:barab624@mail.ru, nikitov@cplire.ru
®.À. ¢ÂÓÂÃÂÐÇÐÍÑÄ. ªÐÔÕËÕÖÕ ÒÓÑÃÎÇÏ ÕÇØÐÑÎÑÅËË
ÏËÍÓÑàÎÇÍÕÓÑÐËÍË Ë ÑÔÑÃÑÚËÔÕÞØ ÏÂÕÇÓËÂÎÑÄ ²¡¯,
ÖÎ. ªÐÔÕËÕÖÕÔÍÂâ 6, 142432 ¹ÇÓÐÑÅÑÎÑÄÍÂ, ®ÑÔÍÑÄÔÍÂâ ÑÃÎ.,
²ÑÔÔËÌÔÍÂâ ¶ÇÆÇÓÂÙËâ
E-mail: barab@iptm.ru

³ÕÂÕßâ ÒÑÔÕÖÒËÎÂ 17 ÑÍÕâÃÓâ 2017 Å.,
ÒÑÔÎÇ ÆÑÓÂÃÑÕÍË 20 ËáÐâ 2018 Å.

https://doi.org/10.3367/UFNr.2018.07.038405


ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÓÂÊÏÇÓÑÏ ÏÇÐÇÇ 100 ÐÏ Ë ÒÑÓâÆÍÂ
10 ÐÏ, ÑÔÑÃÇÐÐÑ 1 ÐÏ, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÞÇ Ä ÖÍÂÊÂÐÐÞØ
ÓÂÃÑÕÂØ ÏÇÕÑÆÞ Ë ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÐÇÍÑÓÓÇÍÕÐÞÏË. ¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÑÆÂÄÎâáÜÇÇ ÃÑÎßÛËÐ-
ÔÕÄÑ àÕËØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÑÔÐÑÄÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÓÇÛÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÂÐÆÂÖ ëË×ÛËÙÂ [18] Ä ÕÇÑÓËË ÏÂÅÐÇÕËÊÏÂ. ¿ÕÑ ØÑ-
ÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÄÏÇÔÕÑ ÂÐÂÎËÊÂ ËÐÆËÄËÆÖÂÎß-
ÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÖá
×ÖÐÍÙËá ÐÂÏÂÅÐËÚËÄÂÐËâ, ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÎÑÍÂÎßÐÑ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ
ÒÑ ×ËÊËÚÇÔÍË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÏÖ ÑÃÝÈÏÖ [19] Ë ÐÇ ÖÚË-
ÕÞÄÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ, ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÞØ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ä [20].

£ ÐÂÛÇÌ ÊÂÏÇÕÍÇ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÐÂÐÑÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ËÊÖÚÂÇÕÔâ Ä ÓÂÏÍÂØ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË. ®Þ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÍÑÐÇÚÐÖá ÎËÐÇÌÐÖá
ÙÇÒÑÚÍÖ ÂÕÑÏÑÄ Ô ÑÃÏÇÐÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÏÇÉÆÖ
ÔÒËÐÂÏË ÔÑÔÇÆÐËØ ÂÕÑÏÑÄ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓËË ×ÇÓÓÑÏÂÅ-
ÐÇÕËÊÏÂ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ [21]. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ Ä ÐÂÚÂÎß-
ÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÄÔÇ ÂÕÑÏÞ ÙÇÒÑÚÍË, ÍÓÑÏÇ ÆÄÖØ ÒÇÓÄÞØ,
ËÏÇáÕ ÔÒËÐÞ, ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÄÆÑÎß ÑÆÐÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâ, Â ÔÒËÐÞ ÆÄÖØ ÒÇÓÄÞØ ÂÕÑÏÑÄ ÑÒÓÑÍËÐÖÕÞ. ¿ÕÑ ÐÂ-
ÚÂÎßÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÄÑÎÐÞ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ
ÔÒËÐÑÄ ÄÆÑÎß ÙÇÒÑÚÍË ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ.

¯ÂÌÆÇÐÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ ÄÑÎÐ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÒÑÊ-
ÄÑÎâáÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ô
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ Ä ÐÂÅÎâÆÐÑÏ ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ
ÒÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ àÐÇÓÅËâÏ ÏÑÆ
ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ. ¥ÂÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓËÏÇÐâ-
ÇÕÔâ Í ÄÞÚËÔÎÇÐËá àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÒÑ-
ÓÑÉÆÈÐÐÑÅÑ ÄÑÎÐÂÏË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÔÒËÐÑÄ. ªÔØÑÆ-
ÐÞÏ ÆÎâ ÕÂÍÑÅÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ âÄÎâáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔ-
ÄÇÎÎÂ ëÑÓÇÐÙÂ ÆÎâ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ´ÂÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ
[22], Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ô ÓÂÔÛËÓÇÐÐÞÏ ÅÂ-
ÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ, ÄÍÎáÚÂáÜËÏ Ä ÔÇÃâ ÍÓÑÏÇ ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐÂ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÙÇÒÑÚÍË ÔÒËÐÑÄ Ô àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ
ÒÑÎÇÏ. µÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ë
ÑÓÇÐÙÂ ÒÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá ÐÂÛÇÌ ÓÂÔÛËÓÇÐÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ
®ÂÍÔÄÇÎÎÂ [23], ÍÑÕÑÓÞÇ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ËÊ ÙÇÒÑÚÍË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂá-
ÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ. ±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÆËÒÑÎßÐÞÏ
Ë ÍÄÂÆÓÖÒÑÎßÐÞÏ ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ [24] ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ
ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÏÑÐÑÒÑÎßÐÑÇ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÆËÒÑÎßÐÑÇ ËÊÎÖÚÇ-
ÐËÇ. ´ÂÍ ÍÂÍ ÒÑÎÐÞÌ ÔÒËÐ ÙÇÒÑÚÍË ÍÑÏÏÖÕËÓÖÇÕ Ô ÅÂ-
ÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ [25], ÄÍÎÂÆ Ä ËÊÎÖÚÇÐËÇ ËÊ
ÙÇÒÑÚÍË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ ÆÂÈÕ ÕÑÎßÍÑ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÇ ÆËÒÑÎßÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ. ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ËÊÎÖÚÇ-
ÐËÇ ËÊ ÙÇÒÑÚÍË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔ-
ÎâÕß Ë ÃÇÊ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
®ÂÍÔÄÇÎÎÂ. ®Þ ÏÑÉÇÏ ÄÞÚËÔÎËÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ
±ÑÌÐÕËÐÅÂ ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ë
ÑÓÇÐÙÂ, Â ÖÉÇ ÊÂÕÇÏ ÖÔÓÇÆÐËÕß ÇÅÑ ÒÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏÖ ÔÑ-
ÔÕÑâÐËá ÓÂÔÛËÓÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. ¿ÕÑÕ ÄÕÑÓÑÌ ÒÖÕß ÖÚË-
ÕÞÄÂÇÕ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
Ë, ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÆÂÈÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎßÛÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑ-
ÕÑÍÂ àÐÇÓÅËË ËÊÎÖÚÇÐËâ.

¸ÇÒÑÚÍÂ ÔÒËÐÑÄ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÕÑÎßÍÑ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ ËÊÎÖÚÂÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÆÑÎÅÑ. °ÆÐÂÍÑ ÖÚÈÕ ÄÊÂË-

ÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÒËÐÑÄ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÞÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ
ÒÑÎÇÏ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÂÕÖØÂÐËá ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÙÇÐË-
ÄÂÇÕÔâ ÐÂÏË ÏÇÕÑÆÑÏ ¤ÂÌÕÎÇÓÂ [26].

2. ¥Ë××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÔÒËÐÑÄ

®Þ ËÔØÑÆËÏ ËÊ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ

i�h
qC
qt
� HC �1�

ÆÎâ ÂÐÔÂÏÃÎâN ÂÕÑÏÑÄ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ Ä ÄËÆÇ ÎËÐÇÌÐÑÌ
ÙÇÒÑÚÍË ÄÆÑÎß ÑÔË x ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
x, y, z, Ô ÑÃÏÇÐÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÏÇÉÆÖ ÔÒËÐÂÏË
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÔÑÔÇÆÐËØ ÂÕÑÏÑÄ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓËË ×ÇÓÓÑÏÂÅ-
ÐÇÕËÊÏÂ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ [21]. ¥Îâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ àÎÇÍÕÓÑÐ Ä ÍÂÉÆÑÏ ÂÕÑÏÇ, ÖÚÂÔÕÄÖáÜËÌ Ä
ÑÃÏÇÐÐÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË. ¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐH ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ

HW � ÿI
XN
i�1

X
di

SiSi�di : �2�

©ÆÇÔß I ì ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, Si ì
ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÒËÐÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ i-ÅÑ ÂÕÑÏÂ Ä ÇÆËÐËÙÂØ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ±ÎÂÐÍÂ ë¥ËÓÂÍÂ �h. ±ÇÓÄÂâ ÔÖÏÏÂ Ä ÒÓÂÄÑÌ
ÚÂÔÕË (2) ÃÇÓÈÕÔâ ÒÑ ÄÔÇÏ ÂÕÑÏÂÏ ÙÇÒÑÚÍË, ÄÕÑÓÂâ ì ÒÑ
ÃÎËÉÂÌÛËÏ ÔÑÔÇÆâÏ Ô ËÐÆÇÍÔÂÏË d1 � 1, dN � ÿ1 Ë
di � �1 ÆÎâ 1 < i < N. ²ÇÛÇÐËÇ CW�t� ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) Ô
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ (2) ËÜÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ

CW�t� �
XN
`�1

a`�t�C` : �3�

©ÆÇÔß C` ì ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÂâ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÂÐÔÂÏÃÎâ
ÂÕÑÏÑÄ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÄÔÇ ÂÕÑÏÞ ÙÇÒÑÚÍË, ÍÓÑÏÇ `-ÅÑ, ËÏÇáÕ
ÔÒËÐÞ, ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÄÆÑÎß ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâ ÑÔË z, Â ÔÒËÐ `-ÅÑ ÂÕÑÏÂ ÑÒÓÑÍËÐÖÕ. ¯ÇÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÞÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ a`�t� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ
ÔËÔÕÇÏÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:

i�h
da1�t�
dt
� E0a1�t� � I

�
a1�t� ÿ a2�t�

�
; �4a�

i�h
da`�t�
dt
� E0a`�t� � I

�
2a`�t� ÿ a`ÿ1�t� ÿ a`�1�t�

�
;

1 < ` < N ; �4b�

i�h
daN�t�
dt

� E0aN�t� � I
�
aN�t� ÿ aNÿ1�t�

�
; �4w�

ÅÆÇ E0 � ÿ�1=2� I�Nÿ 1� âÄÎâÇÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ
ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ (2),
ÍÑÅÆÂ ÄÔÇ ÔÒËÐÞ ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐÞ ÄÆÑÎß ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÑÔË z.

£ ÑÔÐÑÄÇ ÄÞÄÑÆÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4) ÎÇÉËÕ ÒÓÑ-
ÄÇÓâÇÏÑÇ ÏÇÕÑÆÑÏ [27] ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

HWC` � ÿ 1

4
Ib`C` � I

�
b�` C` ÿ

X
d`

C`�d`
�

�5�

Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË

b` � 2�Nÿ 1� ; ` � 1;N ; b` � 2�Nÿ 1� � 1 ; 1 < ` < N ;

�6a�
b�` � 1 ; ` � 1;N ; b�` � 2 ; 1 < ` < N : �6b�
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±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ËÔÍÑÏÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ (3) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐ-
ÅÇÓÂ (1) Ë ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÂâ ÊÂÏÇÐÂ Ä ÒÑÎÖÚÂÇÏÑÏ ÐÂ àÕÑÏ
ÒÖÕË ÖÓÂÄÐÇÐËË (4Ã) ÄÇÎËÚËÐÞ E0 ÿ �1=4� I ÄÇÎËÚËÐÑÌ E0

ÆÂáÕ ÔËÔÕÇÏÖ (4).
²ÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4) ËÜÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÏÑÐÑ-

ØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ a`�t� � exp �ÿiot� a` Ô ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË
a`, ÓÂÄÐÞÏË ÔÖÏÏÂÏ ÄÑÎÐ ÒÓâÏÑÅÑ Ë ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËÌ ÔÑÅÎÂÔÐÑ

�ÿ1�`ÿ1a` � A exp �i`y� � B exp �ÿi`y� ; �7�

ÅÆÇ 14 `4N, A Ë B ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÇ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ ÐÑÏÇÓÂ `; y ì ÃÇÊÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÄËÆÇ
ËÔÍÑÏÞØ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4Ã) ÆÂÈÕ
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÄÑÎÐ

o � o0 � oW cos y ; o0 � E0 � 2I

�h
; oW � 2I

�h
: �8�

·ÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ oW ËÏÇÇÕ ÄÇÎËÚËÐÖ ÒÑÓâÆÍÂ ÚÂÔ-
ÕÑÕÞ, Ô ÍÑÕÑÓÑÌ ÆÄÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÏÑÎÇÍÖÎÇ ÑÃÏÇÐËÄÂáÕÔâ
ÔÄÑËÏË ÏÇÔÕÂÏË [28]. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ËÔÍÑÏÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4Â) Ë (4Ä) ÒÓËÄÑÆËÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Í ÆÄÖÏ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ A Ë B ÄËÆÂ

A

B
� ÿ 1� exp �ÿiy�

1� exp �iy� ; �9a�

A

B
� ÿ 1� exp �iy�

1� exp �ÿiy� exp
�ÿ 2i�N� 1� y� : �9b�

³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (9Â), (9Ã) ÆÂÈÕ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÌ
ÔÒÇÍÕÓ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚËÔÇÎ Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ:

on � o0 � oW cos yn ; yn � 2pn
N

;

n � 0;�1;�2; . . . ;�
�
N

2
ÿ 1

�
;
N

2
; �10�

Ë ÖÒÓÑÜÈÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË:

An

Bn
� ÿ exp �ÿiyn� : �10a�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÏÞ ÐÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÒÇÓËÑÆËÚÇ-
ÔÍËØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ
ÆËÔÍÓÇÕÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ (10) ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚËÔÇÎ ÕÂÍÑÌ ÉÇ, ÍÂÍ Ë
ÒÓË ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ. ¶ÂÍÕËÚÇÔÍË àÕÑ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4) Ä
ÄËÆÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÌ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË
ÕÄÈÓÆÞØ ÕÇÎ [29] ÔËÔÕÇÏÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ exp �i`yn�,
ÅÆÇ `=1, 2, . . .,N, ÒÓË ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ ÚËÔÎÑ ÂÕÑÏÑÄ
N ÙÇÒÑÚÍË ì ÚÈÕÐÑÇ. ¥ÂÐÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ×ÖÐÍÙËÌ ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕËX

n

exp
�
i�`ÿ ` 0� yn

� � Nd`` 0 : �11�

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (10) Ë (10Â) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7)
ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂ-
ÐËâ ÔÒËÐÑÄ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä ÄËÆÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ

�ÿ1�`ÿ1a`�t� �
X
n

Cn exp �i`yn� exp �ÿiont� �12�

Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË

Cn � ÿBn exp �ÿiyn� � Bÿn : �13�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ C0 � 0, ÑÆÐÑÓÑÆÐÂâ ÏÑÆÂ n � 0
ÐÇ ÆÂÈÕ ×ÂÍÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÍÎÂÆÂ Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (12). °ÃÓÂ-
ÜÇÐËÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (12) ÒÓË t � 0 ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÓÂÊËÕß
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ Cn ÚÇÓÇÊ ÐÂÚÂÎßÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

Cn � 1

N

XN
`�1
�ÿ1�`ÿ1a`�0� exp �ÿi`yn� : �14�

±ÓË àÕÑÏ ÖÔÎÑÄËá ÑÃÓÂÜÇÐËâ Ä ÐÖÎß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ C0

ÏÑÉÐÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕß ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇÏ, ÚÕÑ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ ÄÔÇ ÂÕÑÏÞ ÙÇÒÑÚÍË, ÍÓÑÏÇ ÆÄÖØ ÒÇÓÄÞØ, ËÏÇáÕ
ÔÒËÐÞ, ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÄÆÑÎß ÑÆÐÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ, Â
ÔÒËÐÞ ÆÄÖØ ÒÇÓÄÞØ ÂÕÑÏÑÄ ÑÒÓÑÍËÐÖÕÞ,

a1�0� � a2�0� ; a3�0� � a4�0� � . . . � aN�0� � 0 : �15�

±ÓË ÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË (15) ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ (14) ÒÓËÐË-
ÏÂáÕ ÄËÆ

Cn�a1�0�
N

exp �ÿiyn�
�
1ÿ exp �ÿiyn�

�
; CN=2 � ÿ 2a1�0�

N
:

�16�

³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÏÑÆÞ Ë àÐÇÓÅËË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ.
£ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâØ (12) ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ÒÑ ÏÑÆÂÏ
Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏË Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏË ÐÑÏÇÓÂÏË n.
°ÆÐÂÍÑ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÖÆÑÃÐÇÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËÇ ÕÑÎßÍÑ ÒÑ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ ÐÑÏÇÓÂÏ àÕÑÅÑ ËÐÆÇÍÔÂ.
±ÇÓÇØÑÆ Í ÕÂÍÑÏÖ ÓÂÊÎÑÉÇÐËá ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÐÑÄÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ:

fn` � �ÿ1�`ÿ1
�

~Cn exp �i`yn� � ~Cÿn exp �ÿi`yn�
�
; �17�

~C�n � C�n ; n � 1; . . . ;
N

2
ÿ 1 ; ~C�N=2 � 1

2
CN=2 : �17a�

£ ÐÑÄÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆÂØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (12) ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ

a`�t� �
XN=2
n�1

fn` exp �ÿiont� : �18�

¯ÑÄÞÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ (17) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÔÎÑÄËá ÑÓÕÑ-
ÅÑÐÂÎßÐÑÔÕËXN

`�1
fn` f

�
n0` � gndnn 0 ; �19�

gn � 4
��a1�0���2 1ÿ cos yn

N
; n � 1; . . . ;

N

2
ÿ 1 ;

gN=2 �
4
��a1�0���2
N

: �20�

ªÐÆÇÍÔ * Ä (19) ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ ÔÑÒÓâÉÈÐÐÖá
ÄÇÎËÚËÐÖ. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÂÏÒÎËÕÖÆ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÑÒÓÑÍË-
ÆÞÄÂÐËâ ÔÒËÐÑÄ (18) Ä ËÔØÑÆÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (3) ÓÇÛÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (1) Ô ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ ¤ÇÌÊÇÐ-
ÃÇÓÅÂ (2) ÆÂÈÕ

CW�t� �
XN=2
n�1

Fn exp

�
Ent

i�h

�
;

Fn �
XN
`�1

fn`C` ; En � �hon ; HWFn � EnFn : �21a�
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³ÑÅÎÂÔÐÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏÖ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ ×ÖÐÍÙËË Fn âÄÎâáÕÔâ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ Ô
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË àÐÇÓÅËâÏË En. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÞÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË C` ÔÑÔÕÑâÐËâ ÙÇÒÑÚÍË ÔÒËÐÑÄ Ô
ÑÆÐËÏ ÑÒÓÑÍËÐÖÕÞÏ ÔÒËÐÑÏ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÔÎÑÄËá
ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕË

�C`;C` 0 � � d`` 0 ; �22�

ÅÆÇ �. . . ; . . .� ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ Ä ×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎßÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ¤ËÎßÃÇÓÕÂ. ªÊ ÆÄÖØ ÖÔÎÑÄËÌ
ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕË, (19) Ë (22), ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÔÎÑÄËÇ ÑÓÕÑÅÑ-
ÐÂÎßÐÑÔÕË ÆÎâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ
¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ

�Fn;F
0
n� � gndnn 0 : �23�

¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕË ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÚËÔÎËÕß
ÐÑÓÏÖ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË (21) ËÊ ÄÑÎÐ
ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ Ô ×ËÊËÚÇÔÍË ÑÚÇÄËÆÐÞÏ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏÿ

CW�t�;CW�t�
� � ÿCW�0�;CW�0�

� � 2
��a1�0���2 : �24�

³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË (21Â) Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÞÇ àÐÇÓÅËË ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ ËÔÒÑÎß-
ÊÖáÕÔâ ÐÂÏË ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖ-
ÚÇÐËâ ËÊ ÙÇÒÑÚÍË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ. ±ÓË àÕÑÏ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ËÊÎÖÚÇÐËâ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÏÂÕÓËÚÐÞÇ
àÎÇÏÇÐÕÞ ÔÒËÐÑÄ ÙÇÒÑÚÍË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆÂÐÐÞØ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ë ÓÂÊÐÑÔÕË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ àÐÇÓÅËÌ.

3. µÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ëÑÓÇÐÙÂ
ÆÎâ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ

²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ ËÊ ÐÇÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÅÑ ÂÐÔÂÏÃÎâ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ, ÏÞ ËÔØÑ-
ÆËÏ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ [22], ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÒÑÎâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ.
¬ÄÂÐÕÑÄÑ-àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ Ä ÐÂÛÇÏ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐËË ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÂÐÔÂÏÃÎâ ÔÒËÐÑÄ Ô ÑÃÏÇÐÐÞÏ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË Ë ×ÑÕÑÐÑÄ. ²ÂÔÛËÓÇÐÐÞÌ
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ H ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ºÓÈ-
ÆËÐÅÇÓÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

H � HW �HF �HWF : �25�

©ÆÇÔß HW ì ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ (2). ¤ÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ HF ÊÂÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÑÃÞÚÐÑ ÍÂÍ

HF �
X
kl

�hokc
�
klckl ; �26�

ÅÆÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ ckl Ë ÓÑÉÆÇÐËâ c�kl ×ÑÕÑÐÂ Ô
ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ k Ë ÒÑÎâÓËÊÂÙËÇÌ l � 1; 2 ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâáÕ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÚÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ �ckl; c�k 0l 0 � �� dkk 0dll 0 °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓ ÍÂÍËØ-ÎËÃÑ ÆÄÖØ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ a Ë b ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ �a; b� � abÿ ba.
¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ HWF ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÙÇÒÑÚÍË ÔÒËÐÑÄ Ô
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

HWF � ÿ
�

drm�r� h�r�; h�r� � rot a�r� : �27�

¹ÇÓÇÊ m�r� Ä (27) ÑÃÑÊÐÂÚÇÐ ÍÄÂÐÕÑÄÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ÐÂÏÂÅÐË-
ÚËÄÂÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÞ ÄÞÃËÓÂÇÏ Ä ÄËÆÇ

m�r� � ÿ e�h

mec

XN
`�1

S`d�rÿ r`� ; �28�

ÅÆÇ ÿe Ë me ì ÊÂÓâÆ Ë ÏÂÔÔÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ. ¬ÄÂÐÕÑÄÞÌ
ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ h�r� � rot a�r� ÓÂÄÇÐ ÓÑÕÑÓÖ
ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÏÖ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá Ë
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÏÑÅÑ ÍÂÍ

a�r� �
X
k`

Gk`

�
ck` exp �ikr� � c�k` exp �ÿikr�

�
;

Gk` �
�
2p�hc 2

okO

�1=2

ek` ; ek` k � 0 :
�29�

¬ÄÂÐÕÑÄÂÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ
ÄÐÖÕÓË ÑÃÝÈÏÂ O, ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ×ÑÕÑÐÂ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐ
ÍÂÍ ek`.

±ÑÔÎÇ ÔÆÇÎÂÐÐÞØ ÒÓËÅÑÕÑÄÎÇÐËÌ ÏÑÉÐÑ Ô×ÑÓÏÖÎË-
ÓÑÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ëÑÓÇÐÙÂ ÆÎâ ÄÞÛÇÑÒÓÇ-
ÆÇÎÈÐÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ h�r� Ë ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ e�r� � ÿ�1=c� _a�r�, ÅÆÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ
ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÑÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓ Ô ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ (25)
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

_a�r� � �i�h�ÿ1�a�r�;H� : �30�

°ÒÇÓÂÕÑÓÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂëÑÓÇÐÙÂ Ä ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËË ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ËÏÇáÕ ÄËÆ

rot e�r� � ÿ 1

c

q
qt

h�r� ; rot h�r� � 1

c

q
qt

e�r� � 4p rotm�r� ;
�31a�

div e�r� � 0 ; div h�r� � 0 : �31b�

±ÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (31) ÒÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏÖ
ÔÑÔÕÑâÐËá ÐÂÛÇÌ ÓÂÔÛËÓÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÄÞÄÑÆâÕÔâ
ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ.

3.1. ®ÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ
ÆÎâ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
°ÃÑÊÐÂÚËÏ ÍÂÍ r�t� ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÐÂÛÇÌ
ÔËÔÕÇÏÞ, ÔÑÔÕÑâÜÇÌ ËÊ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÙÇÒÑÚÍË ÔÒËÐÑÄ Ô ÑÃ-
ÏÇÐÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË Ë ×ÑÕÑÐÑÄ. ¿ÕÑÕ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ àÄÑÎáÙËÑÐ-
ÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá

i�h
q
qt

r�t� � Hr�t� ÿ r�t�H : �32�

£ ÔÎÖÚÂÇ ÚËÔÕÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÐÂÛÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ r�t� � C�t� 
C ��t�, ÅÆÇ C�t�
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (1) Ô ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ (25), 
 ì
ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÕÇÐÊÑÓÐÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ×ÖÐÍÙËÌ. ³ÓÇÆÐÇÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ hLi ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L ÔÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ r�t� ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ ÍÂÍ


L�t�� � Sp
ÿ
Lr�t�� � ÿLC�t�;C�t�� : �33�

µÔÓÇÆÐââ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ëÑÓÇÐÙÂ
(31), ÄÄÑÆËÏ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ
E�r; t�, ÏÂÅÐËÕÐÖá ËÐÆÖÍÙËá B�r; t� Ë ÄÇÍÕÑÓ ÐÂÏÂÅÐËÚË-
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ÄÂÐËâM�r; t�, ÒÑÎÂÅÂâ
E�r; t��
e�r�� ; B�r; t��
h�r�� ; M�r; t��
m�r�� : �34�

®ÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ËÏÇáÕ ÑÃÞÚ-
ÐÞÌ ÄËÆ [23]:

rotE � ÿ 1

c

qB
qt

; rotH � 1

c

qE
qt

; B � H� 4pM ;

divE � 0 ; divB � 0 : �35�
²ÇÛÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÇ ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ:�

Dÿ Hdivÿ 1

c 2
q 2

qt 2

�
H�r; t� � 4p

c 2
q 2M�r; t�

qt 2
: �36�

²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÆËÂÆÐÑÏ ÄËÆÇ,

H�r; t� �
�
dr 0
�
dt 0G �rÿ r 0; tÿ t 0� 4p

c 2
q 2M�r; t 0�

qt 0 2
; �37�

Ô ÒÑÏÑÜßá ÆËÂÆÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ G�r; t�, ÍÑÕÑÓÂâ
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá (36) ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ ÇÅÑ ÒÓÂÄÑÌ
ÚÂÔÕË ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ Ud�r� d�t� Ô ÇÆËÐËÚÐÞÏ ÆËÂÆÐÞÏ
ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎÇÏU.

3.2. ®ÂÅÐËÕÐÑÇ ÏÑÐÑÒÑÎßÐÑÇ
Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÆËÒÑÎßÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËâ
£ÞÓÂÉÇÐËÇ (37) ÆÎâ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ Ä ÆÂÎßÐÇÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÊÑÐÇ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ
ÙÇÒÑÚÍË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ, ÅÆÇ ÆËÂÆÐÂâ ×ÖÐÍ-
ÙËâ ¤ÓËÐÂ ËÏÇÇÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ

G�r; t� � ÿUÿ n
 n
� dÿtÿ jrÿ r 0j=c�

4pr
: �38�

±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ r4 r 0; n � r=r. £ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÏÑÐÑ-
ÒÑÎßÐÑÏ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÆËÒÑÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâØ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏÖ ÆËÒÑÎßÐÑÏÖ Ë àÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÏÖ ÍÄÂÆÓÖÒÑÎßÐÑÏÖ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâÏ [24], ÏÞ
ÒÑÎÂÅÂÇÏ jrÿ r 0j � rÿ nr 0 Ë ÆÂÎÇÇ

d
�
tÿ jrÿ r 0j

c

�
�
�
1� nr 0

c

q
qt

�
d
�
tÿ r

c

�
: �39�

£ÄÇÆÈÏ ÄÇÍÕÑÓ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÐÑÒÑÎâ M �0��t� Ë ÕÇÐÊÑÓ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎâMab�t�, ÒÑÎÂÅÂâ

M �0��t� �
�
drM�r; t� ; Mab�t� �

�
dr xaMb�r; t� ; �40�

Ë ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ M �1�
a �t� � nbMba�t�. ´ÇÒÇÓß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ

ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (37) Ä ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÊÑÐÇ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ
ÙÇÒÑÚÍË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÏÑÐÑ-
ÒÑÎßÐÑÏ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÆËÒÑÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâØ ÒÓËÑÃ-
ÓÇÕÂÇÕ ÄËÆ

H�r; t� � ÿ 1

c 2r
n�

�
�M �0��t 0� � 1

c
M
::: �1��t 0�

�
� n ; �41�

ÅÆÇ ÄÓÇÏÇÐÐ�yÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÄÕÑÓÑÅÑ Ë ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ
ÃÇÓÖÕÔâ Ä ÊÂÒÂÊÆÞÄÂáÜËÌ ÏÑÏÇÐÕ t 0 � tÿ r=c. ®ÂÍÓÑ-
ÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÊÑÐÇ ÄÞÓÂ-
ÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ E � H� n, Ë

ÄÇÍÕÑÓ ±ÑÌÐÕËÐÅÂ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

P�r; t� � c

4p
E�r; t� �H�r; t� � c

4p
nH 2�r; t� : �42�

¯ÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ ÒÑÎÐÂâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß I�t� àÐÇÓÅËËÏÂÍÓÑ-
ÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ËÊÎÖÚÂÇÏÂâ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÙÇÒÑÚ-
ÍÑÌ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ ÒÑ ÄÔÇÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ,
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÂâ ÍÂÍ

I�t� � r 2
�
4p

dn nP�r; t� : �43�

®Þ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ËÊÎÖÚÇÐËâ (43) Ä ÄËÆÇ
ÔÖÏÏÞ I�t� � I �0��t� � I �1��t� ÄÍÎÂÆÑÄ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÐÑ-
ÒÑÎßÐÑÅÑ I �0��t� Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ I �1��t� ËÊÎÖÚÇ-
ÐËÌ. £ÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (41) Ë (43) ÒÓËÄÑÆâÕ Í
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ:

I �0��t� � 2

3c 3
�

�M �0��t 0��2 ; �44�

I �1��t� � 1

15c 5
�
4M

:::

ab�t 0� M
:::

ab�t 0� ÿ

ÿ M
:::

aa�t 0� M
:::

bb�t 0� ÿ M
:::

ab�t 0�M
:::

ba�t 0�
�
: �45�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (42) ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ ±ÑÌÐÕËÐÅÂ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË, ÅÆÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓ
ÐÂÏÂÅÐËÚËÄÂÐËâ (28) ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, Ä ÄËÆÇ

P�r; t� � c

4p

h

h�r��i2 : �46�

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ, ÄÇÍÕÑÓ ±ÑÌÐÕËÐÅÂ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ àÎÇÍÕ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÊÑÐÇ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ
ÙÇÒÑÚÍË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ
ÍÄÂÆÓÂÕÖ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.
¬ÑÐÍÓÇÕËÊËÓÖÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÏÑÐÑÒÑÎâ Ë ÕÇÐÊÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ
(40), ÖÚËÕÞÄÂâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (28) ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÐÂÏÂÅ-
ÐËÚËÄÂÐËâ:

M �0��t� � ÿ e�h

mec
hSi ; S �

XN
`�1

S` �47�

Ë

Mab�t� � ÿ e�h

mec

�XN
`�1

x`aS`b

�
: �48�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÑÎÐÞÌ ÔÒËÐ S ÙÇÒÑÚÍË ÍÑÏÏÖÕËÓÖÇÕ [25] Ô
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ (2), ÄÔÇ ÄÓÇÏÇÐÐ�yÇ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞÇ ÑÕ ÒÑÎÐÑÅÑ ÔÒËÐÂ ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß Ë ÄÍÎÂÆ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÐÑÒÑÎâ Ä ÒÑÕÑÍ àÐÇÓÅËË ËÊÎÖÚÇÐËâ (44)
ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ ÓÂÔÛËÓÇÐÐÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ
(25) ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ (2). ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ
ÐÂÚÂÎÑ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÔÑÄÏÇÜÇÐÑ Ô
ÒÇÓÄÞÏ ÔÒËÐÑÏ ÙÇÒÑÚÍË. ´ÑÅÆÂ ×ÑÓÏÖÎÖ (48) ÆÎâ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

Mab�t��daxMb�t� ; M�t� � ÿ e�h

mec
a

�XN
`�1
�`ÿ 1�S`

�
;

�49�
ÅÆÇ a ì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÒËÐÂÏË. £ ×ÑÓÏÖÎÇ (49) ÒÑ-
âÄÎâÇÕÔâ ÄÊÄÇÛÇÐÐÞÌ ÔÒËÐ Ŝ ÙÇÒÑÚÍË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ÍÂÍ

Ŝ �
XN
`�1
�`ÿ 1�S` ; �50�
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ÐÇ ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËÌ Ô ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ.
£ÍÎÂÆ (45) ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ Ä àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ ÑÕÎËÚÇÐ ÑÕ ÐÖÎâ. ³ ÖÚÈÕÑÏ (49)
×ÑÓÏÖÎÂ (45) ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎß-
ÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ:

I �1��t� � 1

15c 5

h
2
ÿ
M
:::

x�t 0��2 � 4
ÿ
M
:::

y�t 0��2 � 4
ÿ
M
:::

z�t 0��2� :
�51�

±ÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË Ä ÒÓÂÄÑÌ
ÚÂÔÕË (51) ÄÞÚËÔÎâáÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÂ ÕÓÇ-
ÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÄÊÄÇÛÇÐÐÑÅÑ ÔÒËÐÂ ÙÇÒÑÚÍË (50) Ô ÓÂÔÛË-
ÓÇÐÐÞÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ (25),

M
::: �t��ÿ e�h

mec
a�i�h�ÿ3
���ŜH �H �H ���ÿ e�h

mec
a

�
q 3

qt 3
Ŝ

�
:

�52�

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 3.4 ËÊÎÂÅÂÇÕÔâ à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÓÑÆÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ.

3.3. ¬ÄÂÐÕÑÄÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
£ÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÄÑÎÐÑÄÑÌ
ÊÑÐÇ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÙÇÒÑÚÍË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒË-
ÐÑÄ ÄÞÄÑÆËÕÔâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÄÞÓÂÉÇÐËá Ä ÔÎÖÚÂÇ (41)
ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ËÏÇÇÕ ÄËÆ

h�r� � ÿ 1

c 2r
n�

�
�m �0��t 0� � 1

c
m
::: �1��t 0�

�
� n : �53�

©ÆÇÔß Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÄÇÍÕÑÓm �0�ìÑÒÇÓÂÕÑÓ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÏÑÐÑÒÑÎâ Ë ÕÇÐÊÑÓ mab ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎâ
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÕÂÍÑÄÞÏ Ä ÔÎÖÚÂÇ (40) ÏÂÍÓÑ-
ÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË

m �0��t� �
�
drm�r� ; mab�t� �

�
dr xamb�r� ; �54�

ÒÓË àÕÑÏ ÄÇÍÕÑÓ m
�1�
a �t� � nbmba�t�. °ÒÇÓÂÕÑÓÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ

±ÑÌÐÕËÐÅÂ P�r� Ä ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÊÑÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ

P�r� � c

4p
e�r� � h�r� � c

4p
nh 2�r� �55�

Ë ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

P�r�� � c

4p
n hh 2�r�� : �55a�

³ÎÇÆÖáÜÇÇ ÒÓÑÔÕÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄÂÉÐÑÇ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ:


nP�r��ÿ nP�r� � c

4p

ÿ

h 2�r��ÿ 
h�r��2� �

� c

4p


ÿ
h�r� ÿ 
h�r���2� : �56�

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (56) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÕÑÍ àÐÇÓÅËË ËÊ
ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÙÇÒÑÚÍË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ Ô
ÖÚÈÕÑÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÄÔÇÅÆÂ ÃÑÎßÛÇ ÒÑÕÑÍÂ àÐÇÓÅËË Ä ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÏ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ. ±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô (43) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓ ÒÑÎÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË J ËÊÎÖÚÇÐËâ ÒÑ ÄÔÇÏ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâÏ,

J � r 2
�
4p

dn nP�r� : �57�

´ÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (44) Ë (45), ÒÑÎÖÚÂÇÏ J�t� �
� J �0��t� � J �1��t�, ÅÆÇ

J �0��t� � 2

3c 3
�

�m �0��t 0��2 ; �58�

J �1��t� � 1

15c 5
�
4m
:::

ab�t 0�m
:::

ab�t 0� ÿ

ÿm
:::

aa�t 0�m
:::

bb�t 0� ÿm
:::

ab�t 0�m
:::

ba�t 0�
�
: �59�

µÔÓÇÆÐÇÐËÇ àÕËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÆÂÈÕ ÄÇÎËÚËÐÞ


J �0��t�� Ë

hJ �1��t�i. ³ÓÂÄÐÇÐËÇ ËØ Ô (44) Ë (45) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÄâÊÂÕß
ÄÍÎÂÆ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ Ä ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß
ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑ-
ÔÕË ÙÇÒÑÚÍË ÔÒËÐÑÄ.¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÄÞÚËÕÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (44)
ËÊ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (58) ÆÂÈÕ


J �0��t��ÿ I �0��t�� 2

3c 3

h
��m �0��t 0��2�ÿ
�m �0��t 0��2i5 0 :

�60�
¥ÂÎÇÇ ÏÞ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÏÔâ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ (59) ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ËÊÎÖÚÇÐËâ. ¥Îâ ÇÈ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÍÑÐÍÓÇÕËÊËÓÑÄÂÕß ÕÇÐÊÑÓ-ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎâ
(54). ±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (49) ÐÂØÑÆËÏ

mab � daxmb ; m � ÿ e�h

mec
aŜ : �61�

³ÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ (59) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

J �1��t�� 1

15c 5
�
2�m::: x�t 0��2�4�m

:::

y�t 0��2�4�m
:::

z�t 0��2
�
: �62�

©ÆÇÔß ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (52) ÏÞ ËÏÇÇÏ

m
:::�t� � ÿ e�h

mec
a�i�h�ÿ3���ŜH �H �H ��ÿ e�h

mec
a

q 3

qt 3
Ŝ : �63�

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 3.4 ËÊÎÂÅÂÇÕÔâ ÏÇÕÑÆ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (52) Ë (62).

3.4. ®ÇÕÑÆ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÓÇÆÐËØ
ÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (52) ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ ÖÏÇÐËÇ ÄÞÚË-
ÔÎËÕß ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÑÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ. £ÞÓÂÉÇÐËÇ (62) ÕÓÇÃÖÇÕ ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÕÂÍËØ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞØ. ³×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÏ ÏÇÕÑÆ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ë
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ àÐÇÓÅËÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ËÐÕÇÓÇÔÖáÜËØ ÐÂÔ ÄÇÎËÚËÐ, ÊÂÏÇÐââ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÓÂÔ-
ÛËÓÇÐÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ (25) ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ ¤ÇÌÊÇÐ-
ÃÇÓÅÂ (2).

¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÑÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
L, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÕËÒÂ (30) ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ, ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß ×ËÊËÚÇÔÍË ÑÚÇÄËÆÐÑÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

hL:::i � q 3

qt 3
hLi : �64�

¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ hLi ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËÇÏ (21) ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË CW�t�, ÒÑÔÎÇ ÚÇÅÑ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÔÓÇÆÐÇÇ ÄËÆÂ�

q 3

qt 3
Ŝ

�
� �i�h�ÿ3

XN=2
n;n 0�1
�En ÿ En 0 �3�

� exp

� �En ÿ En 0 � t
i�h

�
�ŜFn;Fn 0 � : �65�
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¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ
ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÔÐÂÚÂÎÂ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎß-
ÐÞÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

hL:::L:::i � ÿL:::CW�t� ;L
:::
CW�t�

�
: �66�

¥ÂÎÇÇ ÐÂØÑÆËÏ�
q 3

qt 3
Ŝ

q 3

qt 3
Ŝ

�
� �hÿ6

XN=2
n�1

1

gn

XN=2
n 0; n 00�1

�En 0 ÿEn�3�En 00 ÿ En�3�

� �ŜFn 0 ;Fn��Fn; ŜFn 00 � exp
� �En 0 ÿ En 00 � t

i�h

�
: �67�

£ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÏÂÕÓËÚÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ �ŜFn;Fn 0 � Ä ÒÓÂÄÞØ
ÚÂÔÕâØ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÔÓÇÆÐËØ (65) Ë (67) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÔÂÏÑÔÕÑâÕÇÎßÐÖá ÊÂÆÂÚÖ, ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÌ ÆÂÈÕÔâ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

�ŜaFn;Fn 0 �n 6�n 0 � 16daz
ja1�0�j2

N
fn fn 00 sin

2 yn 0
2
; �68�

fn � 1 ; n � 1 ; . . . ;
N

2
ÿ 1 ; fN=2 � 1

2
: �68a�

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ×ÑÓÏÖÎ (65) Ë (67) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ (51) Ë (59)
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ ÆÎâ ÄÍÎÂÆÂ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ËÊ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ
ÙÇÒÑÚÍË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ Ä ÔÓÇÆÐÇÏ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ I �1��t� Ô ÖÚÈÕÑÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
ÒÑÎâ hJ �1��t�i. ¿ÕË ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ËÏÇáÕ ÄËÆ

I �1��t� � 4

15c 5

�
e�h

mec

�2

a 2

�
q 3

qt 03
Ŝz

�2

; �69�



J �1��t�� � 4

15c 5

�
e�h

mec

�2

a 2

�
q 3

qt 03
Ŝz

q 3

qt 03
Ŝz

�
: �70�

¬ÄÂÐÕÑÄÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ËÊÎÖ-
ÚÇÐËË ËÊ ÙÇÒÑÚÍË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖáÕÔâ ÓÂÊÐÑÔÕßá


J �1��t��ÿ I �1��t� �
�

e�h

mec

�2

�

�
��

q 3

qt 03
Ŝz

q 3

qt 03
Ŝz

�
ÿ
�

q 3

qt 03
Ŝz

�2�
5 0 : �71�

©ÂÒËÛÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (69) Ë (70) Ä ÆÇÕÂÎßÐÑÏ ÄËÆÇ. ³ àÕÑÌ
ÙÇÎßá ÑÃÑÊÐÂÚËÏ wn ì ÄÇÎËÚËÐÖ, ËÏÇáÜÖá ÔÏÞÔÎ
à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÐÂ ÚËÔÎÂØ n � 1; . . . ;N=2 Ë
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÖá ÍÂÍ

wn �
�

2

N

�
fn�1ÿ cos yn� ;

XN=2
n�1

wn � 1 ; �72�

Ë ÄÄÇÆÈÏ ×ÖÐÍÙËá

f �En; t� �
XN=2
n 0�1

wn 0 �En 0 ÿ En�3 exp
� �En 0 ÿ En� t

i�h

�
: �73�

°ÒÓÇÆÇÎËÏ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Î �1��t� Ë
hĴ �1��t�i ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÖÔÓÇÆÐÈÐ-
ÐÑÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ, ÒÑÎÂÅÂâ

Î �1��t� � I �1��t�
4ja1�0�j4

; hĴ �1��t�i � hJ
�1��t�i

2ja1�0�j2
: �74�

¯ÑÓÏËÓÑÄÍÂ (74) ÄÞÃÓÂÐÂ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÄÂÆÓÂÕÂ
ÐÑÓÏÞ (24) ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË. ´ÇÒÇÓß ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÊÂÒË-
ÔÂÕß

Î �1��t� � 1

15c 5

�
e�h

mec

�2
a 2

�h 6
N 2

����XN=2
n�1

wn f �En; t�
����2 ; �75�



Ĵ �1��t�� � 1

15c 5

�
e�h

mec

�2
a 2

�h 6
N 2
XN=2
n�1

wn
�� f �En; t�

��2 : �76�
¶ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (71) ÒÓÑÄÇÓâÇÕÔâ ÆÎâ ÆÂÐÐÞØ
ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕ-
ÐÑÅÑ ÔÏÞÔÎÂ ÄÇÎËÚËÐ (72).

3.5. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÑÄ
°ÃÓÂÕËÏÔâ Í ÑÃÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá (76) ÆÎâ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô
ÖÚÈÕÑÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ Ë ÖÔÓÇÆÐËÏ àÕÑ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË Ä ÔÏÞÔÎÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ

f �t�T � lim
T!1

1

T

�T
0

dt f �t� : �77�

´ÂÍÑÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÆÂÈÕ

Ĵ �1��t��

T
�

X
N=25n 0>n5 1

W�n 0  n��En ÿ En 0 � : �78�

©ÆÇÔß W�n 0  n� ì ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ ÊÂ ÇÆËÐËÙÖ
ÄÓÇÏÇÐË ÔËÔÕÇÏÞ ÔÒËÐÑÄ ËÊ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô àÐÇÓÅËÇÌ En Ä
ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô àÐÇÓÅËÇÌ En 0 Ô ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ ÍÄÂÐÕÂ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ô àÐÇÓÅËÇÌ En ÿ En 0 . £ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÍÂÍ

W�n 0  n� � N 2

15c 5

�
e�h

mec

�2
a 2

�h
wnwn 0 �wn � wn 0 � �

�
�
En ÿ En 0

�h

�5

: �79�

±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ËÊÎÖÚÇÐËâ (78) ÚÇÓÇÊ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ë ÍÄÂÐÕÞ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÒÓË àÕËØ
ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑ-
ÓËË ËÊÎÖÚÇÐËâ [26].

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ Ä ÒÓÂÄÞØ ÚÂÔÕâØ ÄÇ-
ÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ (79) ÚËÔÎÑ ÔÒËÐÑÄ N ÙÇÒÑÚÍË ÄØÑ-
ÆËÕ ÍÑÐÍÖÓËÓÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÍÂÍ Ä ÏÐÑÉËÕÇÎß N 2, ÕÂÍ Ë
Ä ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎË w ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá (72).

²ÇÊÖÎßÕÂÕ àÕÑÌ ÍÑÐÍÖÓÇÐÙËË ÑÔÑÃÇÐÐÑ âÔÐÑ ÒÓÑ-
âÄÎâÇÕÔâ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÚËÔÎÂ ÔÒËÐÑÄ N,
ÍÑÅÆÂ ÖÓÑÄÐË àÐÇÓÅËË En ÒÇÓÇÄÑÓÂÚËÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ
ÔÃÎËÉÂáÕÔâ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ Ë Ä ÔÖÏÏÇ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (78)
ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ Í ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËá Ô
ÊÂÏÇÐÑÌ Dn! �N=2p�Dy ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá yn Ä (10).
°ÕÔáÆÂ ËÊ (78) ÒÑÎÖÚÂÇÏ


Ĵ �1��t��
T

��
N!1 !

1

15c 5

�
e�h

mec

�2

a 2o 6
w

N

4
C1 : �80�

¹ËÔÎÇÐÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß C1 Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË
(80) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÆÄÖÍÓÂÕÐÞÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ

C1 � 2

p 2

�p
0

dy
�y
0

dy 0 sin2 y sin2 y 0
�
sin2

y
2
� sin2

y 0

2

�
�

� �cos yÿ cos y 0�6 : �81�
¬ÂÍ ÄËÆÐÑ, ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÂâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
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ÒÑÎâ, ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÂâ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂ-
ÚÇÐËÌ N ÚËÔÎÂ ÔÒËÐÑÄ ÙÇÒÑÚÍË, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ àÕÑÏÖ
ÚËÔÎÖ ÔÒËÐÑÄ, ÚÕÑ ÅÑÄÑÓËÕ Ñ ÐÇÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÏ ÊÂÍÑÐÇ
ËÊÎÖÚÇÐËâ.

µÔÓÇÆÐËÏ ÕÇÒÇÓß ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÖá ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕß (75) ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÖÔÓÇÆ-
ÐÈÐÐÑÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ. ±ÑÎÖÚÂÇÏ


Î �1��t��
T
� 1

15c 5

�
e�h

mec

�2

a 2N 22
X

N=25n 0>n5 1

w 2
n w

2
n 0 �

�
�
En ÿ En 0

�h

�6

: �82�

£ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (82) ËÏÇÇÕÔâ ÇÜÈ ÃÑÎÇÇ ÔËÎßÐÂâ ÍÑÐÍÖÓÇÐ-
ÙËâ, ÚÇÏ Ä ÔÎÖÚÂÇ (79), ÏÇÉÆÖ ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ N 2 Ë ÚËÔÎÑÏ
ÔÒËÐÑÄ Ä ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎâØ w-ÄÞÓÂÉÇÐËÌ. ¿ÕÂ ÔËÎßÐÂâ ÍÑÐÍÖ-
ÓÇÐÙËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
N ÚËÔÎÂ ÔÒËÐÑÄ ÙÇÒÑÚÍË ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß (82) ÒÇÓÇÔÕÂÈÕ
ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ N, ÚÕÑ ÄËÆÐÑ ËÊ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË


Î �1��t��
T

��
N!1 !

1

15c 5

�
e�h

mec

�2

a 2o 6
wC2 ; �83�

ÅÆÇ ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß C2 ÑÒâÕß ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÆÄÖ-
ÍÓÂÕÐÞÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ,

C2 � 4

p 2

�p
0

dy
�y
0

dy 0 sin4
y
2
sin4

y 0

2
�cos yÿ cos y 0�6 ;

�84�

Ô ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ C1 5C2. ³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍ (80) Ë
(83) ÆÂÈÕ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ�


Ĵ �1��t��
T
ÿ 
Î �1��t��

T

�
N!1


Ĵ �1��t��
T

��
N!1

� 1ÿ 4

N

C2

C1
: �85�

³ÑÅÎÂÔÐÑ (85), ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞÌ ÄÍÎÂÆ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÆËÒÑÎßÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ
ÙÇÒÑÚÍË ÒÇÓÇÄÑÓÂÚËÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ Ô
ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÚËÔÎÂ ÔÒËÐÑÄ ÙÇÒÑÚÍË ÒÓÇÐÇÃÓÇÉËÏÑ
ÏÂÎÞÏ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÄÍÎÂÆÑÏ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ.

4. ±ÓËÏÇÐÇÐËÇ ÕÇÑÓËË ÊÂÕÖØÂÐËâ ¤ÂÌÕÎÇÓÂ
Í ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÊÂÕÖØÂÐËâ Ä ËÊÎÖÚÇÐËË
ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ

³ÑÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (75) Ë (76) ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÆËÒÑÎßÐÑÇ
ËÊÎÖÚÇÐËÇ ËÊ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÙÇÒÑÚÍË ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂá-
ÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÐÇ ÊÂÕÖØÂâ. ¥Îâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÅÑ ÊÂÕÖØÂÐËâ àÕÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÑÃÓÂÕËÏÔâ Í
ÓÇÛÇÐËá ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (1) Ô ÓÂÔÛËÓÇÐÐÞÏ
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ (25). ±ÓË àÕÑÏ ÄÑÊßÏÈÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (27) ÙÇÒÑÚÍË ÔÒËÐÑÄ Ô àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÏ ÒÑÎÇÏ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÆËÒÑÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË,
ÒÑÎÂÅÂâ

HWF � ÿ e�h

mec
a
X
kl

kx�k�Gkl� Ŝ�ckl � c�kl� : �86�

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ËÜÇÏ Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÙÇÒÑÚÍË ÔÒËÐÑÄ Ô àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ
ÒÑÎÇÏ, ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ

C�t� � exp

��HW �HF� t
i�h

�
Cint�t� : �87�

±ÑÔÕÂÐÑÄÍÂ Ä (1) ÆÂÈÕ

i�h
qCint

qt
� Hint�t�Cint ; �88�

ÅÆÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄËâ

Hint�t��exp

�
ÿ�HW�HF� t

i�h

�
HWF exp

��HW�HF� t
i�h

�
: �89�

£ÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÓÂÔÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ Ä ÓâÆ ÄËÆÂ

Cint�t� �
X
nl

dnl�t�FnCnl : �90�

©ÆÇÔß Fn ì ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË (21Â) ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ
¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ (2), Cnl âÄÎâáÕÔâ ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÏË
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ (26) ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ô nl ×ÑÕÑÐÂÏË, ÄÔÇ àÕË
×ÑÕÑÐÞ ËÏÇáÕ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ k, ÒÑÎâÓËÊÂÙËá ekl Ë
ÔÖÏÏÂÓÐÖá àÐÇÓÅËá El � nl�hok. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËâ (90) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (88) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÄËÆÂ

i�h gn _dnl�t� �
X
n 0l 0
hnljHint�t�jn 0l 0

�
dn 0l 0 �91�

Ô ÏÂÕÓËÚÐÞÏË àÎÇÏÇÐÕÂÏË ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ


nljHint�t�jn 0l 0
� � exp

� �EnÿEn 0 � t
i�h

�
exp

� �ElÿEl 0 � t
i�h

�
�

� �HWFFnCnl ;Fn 0Cnl 0 � : �92�
¯ÑÄÞÌ ÏÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË àÕÑÅÑ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÂ ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ ÍÂÍ

�HWFFnCnl ;Fn 0Cnl 0 � � ÿ
e�h

mec
a�ŜFn;Fn 0 ��

�
X
kl

kx�k�Gl�
��nl�1=2dnlÿ1; nl 00 ��nl � 1�1=2dnl�1; nl 0

�
: �93�

³ ÖÚÈÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (92) Ë (93) ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (91)
ÒÓËÄÑÆËÕÔâ Í ÄËÆÖ

i�hgn _dnl�t� � ÿ e�h

mec
a
X
n 0
�ŜFn;Fn 0 �

X
kl

kx�k�Gl��

�
�
n
1=2
l exp

� �En ÿ En 0 � �hok� t
i�h

dn 0; nlÿ1�

� �nl � 1�1=2 exp
� �En ÿ En 0 ��hok� t

i�h

�
dn 0; nl�1

�
: �94�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ ÙÇÒÑÚÍË ËÊ ÚÇÕÞÓÈØ ÑÒÓÑÍËÆÞ-
ÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ, ÍÑÕÑÓÂâ ÄÇÆÈÕ ÔÇÃâ ÍÂÍ ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÂâ
ÔËÔÕÇÏÂ. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÔËÔÕÇÏÂ
ÐÂØÑÆËÕÔâ ÐÂ ÄÇÓØÐÇÏ ÖÓÑÄÐÇ, ÍÑÐÍÓÇÕËÊËÓÖÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(94) ÒÑ ¤ÂÌÕÎÇÓÖ [26] ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

i�hg1 _d10l�t� � ÿ
e�h

mec
a�ŜF1;F2�

X
kl

kx�k�Gl��

� exp

� �E1 ÿ E2 ÿ �hok� t
i�h

�
d21l�t� ; d10l�0� � 1 ; �95�

i�hg2 _d21l�t� � ÿ
e�h

mec
a�ŜF2;F1� kx�k�Gl��

� exp

� �E2 ÿ E1 � �hok� t
i�h

�
d10l�t� ; d21l�0� � 0 : �96�
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£ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ d10l�t� ì ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÂ ÄÇÓØÐÇÏ ÖÓÑÄÐÇ Ô ÇÆËÐËÚÐÞÏ
ÊÐÂÚÇÐËÇÏ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ×ÑÕÑ-
ÐÑÄ. ¹ÇÓÇÊ d21l�t� ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÂ ÐËÉÐÇÏ ÖÓÑÄÐÇ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ
ÊÐÂÚÇÐËÇÏ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÑÆÐÑÅÑ
×ÑÕÑÐÂ. ²ÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (95) Ë (96) ËÜÇÕÔâ Ä
ÕÂÍÑÏ ÄËÆÇ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÐÂØÑÉÆÇ-
ÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÂ ÄÇÓØÐÇÏ ÖÓÑÄÐÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞ-
ÄÂÇÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ,

d10l�t� � exp

�
ÿ gt

2

�
: �97�

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ËÔÍÑÏÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ (97) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (96) Ë
ÇÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÆÂáÕ

d21l�t� �
e�h

mec

1

g2
a�ŜF2;F1� kx�k�Gl��

� exp
�
i�o1 ÿ o2 ÿ ok� tÿ gt=2

�ÿ 1

�h�o1 ÿ o2 ÿ ok � ig=2� : �98�

±ÑÆÔÕÂÄÎâÇÏ ÆÂÎÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (97) Ë (98) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(95), ÚÕÑ ÒÑÔÎÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ×ÑÕÑÐÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

i�hg
2
�
�

e�h

mec

�2
1

g1g2

���ŜF1;F2�
��2 2p�hc

1

�2p�3 �

� 4p
3

�1
0

dk k 5 1ÿ exp
�ÿ i�o1ÿo2ÿok� t�gt

�
�h�o1 ÿ o2 ÿ ok � ig=2� : �99�

±ÓË ÖÔÎÑÄËâØ �o1 ÿ o2� t4 1 Ë gt5 1, ÔÎÇÆÖâ ¤ÂÌÕÎÇÓÖ
[26], ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ

1ÿ exp
�ÿ i�o1 ÿ o2 ÿ ok� t� gt

�
o1 ÿ o2 ÿ ok � ig=2

!

! P

o1 ÿ o2 ÿ ok
ÿ ipd�o1 ÿ o2 ÿ ok� : �100�

±ÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË (100) Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Ä ÔÏÞÔÎÇ ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÏÖ ÔÆÄËÅÖ ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ë Ä
ÆÂÎßÐÇÌÛËØ ÄÞÚËÔÎÇÐËâØ ÐÂÏË ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ. ´ÑÅÆÂ
ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË (100) Ä (99) ÆÂÈÕ

g � 2

3

�
e�h

mec

�2
a 2

�hc 5

�
E1 ÿ E2

�h

�5
1

g1g2

���ŜF1;F2�
��2 : �101�

®ÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË àÕÑÅÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
ÄÞÚËÔÎÇÐ Ä (68). ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÇÅÑ, ÒÓËØÑÆËÏ Í ÒÓÑÔÕÑÏÖ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ:

g � 2

3

�
e�h

mec

�2
a 2

c 5
�E1 ÿ E2�5

�h 6
: �102�

³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÂÐÐÑÅÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ (79)
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ W�2 1� Ä ÔÎÖÚÂÇ N � 4 ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá

g � 20W�2 1� : �103�
±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ
ÊÂÕÖØÂÐËâ g ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ
ÏÐÑÉËÕÇÎâ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÒÇÓÇØÑÆÂ ÊÂ ÇÆËÐËÙÖ ÄÓÇ-
ÏÇÐË ÔËÔÕÇÏÞ ËÊ ÚÇÕÞÓÈØ ÔÒËÐÑÄ ËÊ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô àÐÇÓÅËÇÌ
E1 Ä ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô àÐÇÓÅËÇÌ E2 Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÕÇÑÓËÇÌ ËÊÎÖÚÇÐËâ [26]. ±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÓÂÊÎÑÉÇ-

ÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
Ä ÓâÆ (90), ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÙÇÒÑÚÍË ËÊ
ÚÇÕÞÓÈØ ÔÒËÐÑÄ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ F1 ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ F1 exp �ÿgt=2�. ´ÂÍÂâ ÊÂÏÇÐÂ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË F1

ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÏÐÑÉÇÐËá ÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ (67) ÐÂ
exp �ÿgt�. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (70), ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ hJ �1��t�i ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÙÇÒÑÚÍË ËÊ
ÚÇÕÞÓÈØ ÔÒËÐÑÄ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ hJ �1��t�i exp �ÿgt�, Õ.Ç. ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÜÇÌ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÏÇÉÆÖ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÊÂÕÖØÂÐËâ g ÄÑÊ-
ÃÖÉÆÈÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ËÊ ÚÇÕÞÓÈØ
ÔÒËÐÑÄ Ë ÒÑÎÖÛËÓËÐÑÌ DE1 ÄÑÊÃÖÉÆÈÐÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ E1 ÔÖ-
ÜÇÔÕÄÖÇÕ Ä ÔËÎÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ
àÐÇÓÅËË Ë ÄÓÇÏÇÐË ÒÓÑÔÕÂâ ÔÄâÊß [26]: DE1=�h � g. ¿ÕÂ
ÔÄâÊß ÑÃÑÃÜÂÇÕÔâ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ (Ö ÐÂÔ ÚÈÕ-
ÐÑÅÑ) ÚËÔÎÂ ÔÒËÐÑÄ Ô ÖÓÑÄÐâÏË E1 > E2 > E3 > . . . > EN=2

ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË
DEi

�h
� gi �

X
j<i

W� j i� : �104�

±ÓË àÕÑÏ ÛËÓËÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ Ei ! Ek ÄÞÓÂ-
ÉÂÇÕÔâ [26] ÍÂÍ ÔÖÏÏÂ ÛËÓËÐ ÆÄÖØ ÖÓÑÄÐÇÌ Ei Ë Ek

gki � gi � gk : �105�

£ ÕÇÓÏËÐÂØ ÄÇÎËÚËÐ (105) ÔÕÓÑâÕÔâ ÖÃÞÄÂáÜËÇ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÕÞ exp �ÿgkit�, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄØÑÆâÕ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ
Ä ÚÎÇÐÞ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ (67) Ë ÒÓË-
ÄÑÆâÕ Í àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÖÃÞÄÂÐËá ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
hJ �1��t�i ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô ÖÚÈÕÑÏ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ.

5. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

®Þ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË, ÐÂÔÍÑÎßÍÑ ÐÂÏ ËÊÄÇÔÕÐÑ ÄÒÇÓÄÞÇ,
ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÞÌ ÄÍÎÂÆ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ Ë ÇÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ
ÐÂÐÑÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÙÇÒÑÚÍË
ËÊ N ÂÕÑÏÑÄ Ô ÑÃÏÇÐÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÏÇÉÆÖ àÎÇÍ-
ÕÓÑÐÂÏË ÔÑÔÇÆÐËØ ÂÕÑÏÑÄ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓËË ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇ-
ÕËÊÏÂ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ. ¥Îâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÖÚËÕÞÄÂÎÔâ ÕÑÎßÍÑ
ÑÆËÐ àÎÇÍÕÓÑÐ Ä ÍÂÉÆÑÏ ÂÕÑÏÇ, ÖÚÂÔÕÄÖáÜËÌ Ä ÑÃÏÇÐ-
ÐÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎÑÔß, ÚÕÑ Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË ÔÒËÐÞ ÄÔÇØ ÂÕÑÏÑÄ ÙÇÒÑÚÍË, ÍÓÑÏÇ ÆÄÖØ
ÒÇÓÄÞØ, ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐÞ ÄÆÑÎß ÑÆÐÑÅÑ Ë ÕÑÅÑ ÉÇ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâ. ³ÒËÐÞ ÆÄÖØ ÒÇÓÄÞØ ÂÕÑÏÑÄ ÑÒÓÑÍËÐÖÕÞ. ¿ÕÑ
ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÄÑÎÐÞ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÔÒËÐÑÄ ÄÆÑÎß
ÙÇÒÑÚÍË.

£ÑÎÐÞ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÔÒËÐÑÄ ÓÂÔÔÚËÕÂÐÞ Ô ÖÚÈÕÑÏ
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÞÏ
ÍÓÂÌÐËÇ ÔÒËÐÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÕ ÕÑÎßÍÑ Ô ÑÆÐËÏ ÃÎË-
ÉÂÌÛËÏ ÔÑÔÇÆÑÏ. £ ÔËÎÖ àÕËØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÂâ ÏÑÆÂ ÐÇ ÆÂÈÕ ÄÍÎÂÆÂ Ä ÓÇÛÇÐËÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
ÆÎâ ÄÑÎÐ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÔÒËÐÑÄ, ÚÕÑ ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕ ÐÇÍÑ-
ÕÑÓÞÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ÄÞÃÑÓ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ.

¯ÂÌÆÇÐÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÍÄÂÐ-
ÕÑÄÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ ÄÑÎÐ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÚÈÕÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ
ÔÒËÐÑÄ ÊÂÒËÔÂÐÞ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ë
àÐÇÓÅËÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ Ë ÒÓËÏÇÐÇÐÞ Í ÄÞ-
ÚËÔÎÇÐËá àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÒÑÓÑÉÆÈÐÐÑÅÑ
ÕÂÍËÏË ÄÑÎÐÂÏË. ªÔØÑÆâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ àÎÇÍÕ-
ÓÑÆËÐÂÏËÍË ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ ÑÃÜÂâ ÕÇÑÓËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
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ÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ËÊ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÂÐÔÂÏÃÎâ ÔÒËÐÑÄ Ô
ÖÚÈÕÑÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
Ë ÇÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ä ÄËÆÇ ÂÐÔÂÏÃÎâ ÔÒËÐÑÄ. ±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÆËÒÑÎßÐÞÏ Ë ÍÄÂÆÓÖÒÑÎßÐÞÏËÊÎÖÚÇÐËÇÏ
ÄÄÇÆÇÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÏÑÐÑÒÑÎßÐÑÇ Ë ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÇ ÆËÒÑÎßÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ. £ ÔËÎÖ ÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÑÔÕË
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ Ô ÒÑÎÐÞÏ ÔÒËÐÑÏ ÙÇÒÑÚÍË ÇÈ
ÏÑÐÑÒÑÎßÐÞÌ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÐÇ ÆÂÈÕ ÄÍÎÂÆÂ Ä
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ. °ÆÐÂÍÑ ÕÂÍÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ
ÆÂÈÕ ÆËÒÑÎßÐÞÌ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÙÇÒÑÚÍË, ÒÑÕÑÏÖ
ÚÕÑ Ä ÆËÒÑÎßÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÏÑÏÇÐÕÇ ÓÑÎß ÒÑÎÐÑÅÑ
ÔÒËÐÂ ÙÇÒÑÚÍË ËÅÓÂÇÕ ÔÖÏÏÂ ÄÊÄÇÛÇÐÐÞØ ÑÕÆÇÎßÐÞØ
ÔÒËÐÑÄ Ë àÕÂ ÔÖÏÏÂ ÖÉÇ ÐÇ ÍÑÏÏÖÕËÓÖÇÕ Ô ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂ-
ÐÑÏ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ.

ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ËÊ
ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÙÇÒÑÚÍË ÓÂÔÔÚËÕÂÐÂ ÍÂÍ ÒÑ ÔÓÇÆÐÇÏÖ
ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÏÖ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá, ÕÂÍ Ë Ô
ÖÚÈÕÑÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ. ±ÓË àÕÑÏ ÒÑÍÂÊÂÐÑ,
ÚÕÑ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÒÑÎâ ÖÄÇÎËÚËÄÂáÕ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕß ËÊÎÖÚÇÐËâ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÚËÔÎÂ ÔÒË-
ÐÑÄ ÙÇÒÑÚÍË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊ-
ÎÖÚÇÐËâ ËÊ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÙÇÒÑÚÍË ÒÑ ÔÓÇÆÐÇÏÖ ÏÂÍÓÑ-
ÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÏÖ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÓÇ-
ÐÇÃÓÇÉËÏÑ ÏÂÎÑÌ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÑÌ Ô ÖÚÈÕÑÏ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ.

±ÓËÄÇÆÇÐÞ ÐÂÅÎâÆÐÞÇ ÑÃÜËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÚÈÕÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÔÒËÐÑÄ, ÊÂÒËÔÂÐÐÞÇ Ä ÕÇÓÏË-
ÐÂØ ÏÂÕÓËÚÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÄÊÄÇÛÇÐÐÑÅÑ ÔÒËÐÂ ÙÇÒÑÚÍË
ÆÎâ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÅÂÏËÎß-
ÕÑÐËÂÐÂ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ Ë ÓÂÊÐÑÔÕÇÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÞØ àÐÇÓÅËÌ. ¿ÕË ÑÃÜËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ
ÕÂÍÉÇ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÙÇÒÑÚÍË ÑÒÓÑ-
ÍËÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ ÏÇÉÆÖ ÇÈ ÖÓÑÄÐâÏË àÐÇÓÅËË ÄÑÊ-
ÃÖÉÆÇÐËâ. ±ÓÑÄÇÆÇÐÂ ÑÙÇÐÍÂ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆË-
ÒÑÎßÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ËÊ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÙÇÒÑÚÍË ÑÒÓÑÍË-
ÆÞÄÂáÜËØÔâ ÔÒËÐÑÄ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ
ÙÇÒÑÚÍË Ô ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÞÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ.
°ÙÇÐÍË ÒÓÑÆÇÎÂÐÞ ÏÇÕÑÆÑÏ ÕÇÑÓËË ÊÂÕÖØÂÐËâ ¤ÂÌÕ-
ÎÇÓÂ. ²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÔÄâÊß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÊÂÕÖØÂÐËâ ËÊÎÖ-
ÚÇÐËâ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÒÇÓÇØÑÆÂ ÙÇÒÑÚÍË ÔÒËÐÑÄ ÏÇÉÆÖ
ÖÓÑÄÐâÏË ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÙÇÒÑÚÍË.
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Quantum êuctuations in magnetic nanostructures
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The problem of quantum êuctuations in magnetic nanostructures is discussed by considering a linear chain of a énite number of atoms with the
electron spins of neighboring atoms interacting via exchange as in Heisenberg's theory of ferromagnetism. Electromagnetic magnetic dipole
radiation from a spin êip wave is calculated. It is shown that radiation energy êux calculations including electromagnetic éeld quantum
êuctuations give much larger values than for the averaged éeld. The radiation decay due to spin interaction to the quantized electromagnetic
éeld is estimated.

Keywords: magnetic nanostructure, electron spin, exchange interaction, spin wave, quantum fluctuations, electromagnetic field, Heitler
approach
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