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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

®ÇÉÆÖ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏË âÄÎÇÐËâÏË Ä ÒÎÂÊÏÇ Ë ÏÇØÂ-
ÐËÚÇÔÍËÏË âÄÎÇÐËâÏË Ä ÉËÆÍÑÔÕâØ Ë ÅÂÊÂØ ËÐÑÅÆÂ ÒÓÑ-
ÔÎÇÉËÄÂÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÅÎÖÃÑÍÂâ ÂÐÂÎÑÅËâ. ¿ÕÑÕ ×ÂÍÕ
ÐÂ ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÉËÆÂÐÐÞÏ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ë ÒÎÂÊÏÂ, Ë ÉËÆÍÑÔÕß âÄÎâáÕÔâ ÔÒÎÑÛÐÞÏË
ÔÓÇÆÂÏË, ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÍÑÕÑÓÞØ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÐÞ ÔØÑÆÐÞÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÏÑÆÇÎË. ´ÂÍ, ØÑÎÑÆÐÂâ
ÒÎÂÊÏÂ ÖÔÒÇÛÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÏÐÑÅÑÉËÆ-
ÍÑÔÕÐÑÌ ÍÄÂÊËÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË, ÍÑÅÆÂ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË Ë ¿ÌÎÇÓÂ) ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ
ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÔÑÓÕÂ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ, ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ
ÔÑÔÕÑËÕ ÒÎÂÊÏÂ [1, 2]. ¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÉËÆÍÑÔÕÇÌ Ë ÅÂÊÑÄ,
ÕÑ ËÏÇÐÐÑ ÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÑÔÐÑÄÂÐ ×ÂÍÕË-
ÚÇÔÍË ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ËØ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ
[3, 4].

°ÆÐÂÍÑ ÒÓË ÃÑÎÇÇ ÄÐËÏÂÕÇÎßÐÑÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÔØÑÆ-
ÔÕÄÑ ÏÇÉÆÖ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÏË Ë ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏË âÄÎÇ-
ÐËâÏË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÞÏ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ,
ÑÔÐÑÄÐÞÏ ÒÓË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÒÎÂÊ-
ÏÞ âÄÎâÇÕÔâ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ,
ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÑÇ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÞÏË Ä ÒÎÂÊÏÇ ÊÂÓâÆÂÏË Ë ÕÑ-
ÍÂÏË. £ÔÈ ÑÔÕÂÎßÐÑÇ ì ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ, ÅÂÊÑÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ
ÆÂÄÎÇÐËÇ ì âÄÎâÇÕÔâ ÄÕÑÓÑÔÕÇÒÇÐÐÞÏ Ë ÐÇ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÖÕË ÒÎÂÊÏÞ ÍÂÍ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍÑÌ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. £
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ÔÎÖÚÂÇ ÉËÆÍÑÔÕÇÌ Ë ÅÂÊÑÄ ÑÔÐÑÄÐÞÏË, ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÑ,
âÄÎâáÕÔâ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËÇ ÔËÎÞ ÆÂÄÎÇÐËâ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, Ä
ÉËÆÍÑÔÕâØ Ë ÅÂÊÂØ ÄÑÑÃÜÇ ÐÇ ×ËÅÖÓËÓÖáÕ ÔÑÓÕÂ ÔÑÔÕÂ-
ÄÎâáÜËØ ËØ ÚÂÔÕËÙ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÉËÆÍÑ-
ÔÕâÏ Ë ÅÂÊÂÏ ÒÑÐâÕËÇ ÑÃ ÑÕÆÇÎßÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÇ ÒÓÑÔÕÑ
ÃÇÔÔÏÞÔÎÇÐÐÑ. ®Þ ÊÆÇÔß ËÏÇÇÏ Ä ÄËÆÖ ÐÇ ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÑÇ
ËÎË ×ÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÔØÑÆÔÕÄÑ ÏÇÉÆÖ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÏË Ë ÅËÆÓÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏË âÄÎÇÐËâÏË (ÕËÒÂ ÒÑØÑÉËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ËÎË
ÔØÑÆÐÞØ ÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÔÒÇÍÕÓÑÄ ÄÑÎÐ), Â ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÅÎÖÃÑ-
ÍËÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÂÐÂÎÑÅËË. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÑÆÐËÏ ËÊ ÄÂÉÐÞØ Ä
ÒÎÂÊÏÇ âÄÎâÇÕÔâ à××ÇÍÕ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÅÑ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ, ÍÎÂÔÔË×ËÙËÓÖÇÏÞÌ ÍÂÍ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÕËÒÂ ÄÑÎÐÂ ë ÚÂÔÕËÙÂ [5 ë 7]. °ÍÂÊÞÄÂ-
ÇÕÔâ, Ä ÅÂÊÑÄÑÌ ÆËÐÂÏËÍÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÇ
ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ ÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ ÅÂÊÑÄÞÏ ÒÑÕÑ-
ÍÑÏ, ØÑÕâ ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÄÑÎÐ Ë ÚÂÔÕËÙ Ä
ÉËÆÍÑÔÕâØ Ë ÅÂÊÂØ, ÍÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÃÇÔÔÏÞÔÎÇÐÐÑ.
¬ÑÐÇÚÐÑ, ËÏÇÇÕÔâ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞØ âÄÎÇÐËÌ, ÆÎâ
ÍÑÕÑÓÞØ Ä ÅÂÊÑÆËÐÂÏËÍÇ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÐËÍÂÍËØ ÂÐÂÎÑ-
ÅËÌ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ËÏÇáÜÇÇ ÒÓâÏÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í ÚÇÓÇÐÍÑÄ-
ÔÍÑÏÖ ËÊÎÖÚÇÐËá Ë ÒÑÅÎÑÜÇÐËá ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÂÐÆÂÖ âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍË ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÏ âÄÎÇÐËÇÏ [1, 8].

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÏÞ ØÑÕËÏ ÑÃÔÖÆËÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ
ÄÑÒÓÑÔÞ ËÊ ÕÇÑÓËË ÒÎÂÊÏÞ Ë ÅÂÊÑÄÑÌ ÆËÐÂÏËÍË, ÏÇÉÆÖ
ÍÑÕÑÓÞÏË ËÏÇáÕÔâ ÍÂÍ ÅÎÖÃÑÍËÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÂÐÂÎÑÅËË,
ÕÂÍ Ë ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÇ ÓÂÊÎËÚËâ. ¯ÂÆÇÇÏÔâ, ÚÕÑ àÕÑ ÃÖÆÇÕ
ËÐÕÇÓÇÔÐÑ ×ËÊËÍÂÏ ÔÂÏÑÅÑ ÛËÓÑÍÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ, ÑÔÑÃÇÐÐÑ
ÕÇÏ, ÍÕÑ ÓÂÃÑÕÂÇÕ Ä ÑÃÎÂÔÕË ×ËÊËÍË ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆ.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÕÂÕßâ ËÏÇÇÕ ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÖá ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÔÕß,
ÑÐÂ ÆÑÎÉÐÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÕß ËÐÕÇÓÇÔ ÕÂÍÉÇ Ë ÆÎâ ÕÇØ, ÍÕÑ
ÊÂËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÐ Ä ÅÎÖÃÑÍÑÏ ËÊÖÚÇÐËË ÑÔÐÑÄ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ
×ËÊËÍË. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÑ ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÞÏË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎâÏË ÆÇÎÂáÕÔâ ÒÑÒÞÕÍË ÒÑÔÕÓÑËÕß
ÕÇÑÓËá àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ËÔØÑÆâ ËÊ ÅËÆÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍË ÅËÒÑÕÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ à×ËÓÂ. ®Þ, ÐÇ âÄÎââÔß ÔÕÑÓÑÐÐË-
ÍÂÏË ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ, ÔÚËÕÂÇÏ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ ÔÓÂÊÖ ÒÑÆ-
ÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÐÂÔÕÑâÜÂâ ÔÕÂÕßâ ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÂÃÔÑÎáÕÐÑ
ÆÓÖÅËÏ ÄÑÒÓÑÔÂÏ.

2. °ÔÐÑÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ
ÒÎÂÊÏÞ Ë ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË

±ÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÒÎÑÔÍÑÏ ÔÎÑÇ ØÑÎÑÆÐÑÌ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÐÑÌ ÃÇÔÔÕÑÎÍÐÑÄËÕÇÎßÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ [9, 10]:
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ÚÂÔÕÑÕÂ, n0�x� ì ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ Ä ÒÎÑÔÍÑÏ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÏ ÔÎÑÇ, ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÒÓÑÕâÉÈÐ-
ÐÑÏ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ y Ë z. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÄÑÎÐÂ
j�x� exp �ÿiot� ikzz� ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÄÆÑÎß ÔÎÑâ ÒÎÂÊ-
ÏÞ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË z, Â ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.1) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÂÏÒÎËÕÖÆÖ j�x� ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
àÕÑÌ ÄÑÎÐÞ (o ì ÚÂÔÕÑÕÂ ÄÑÎÐÞ, kz ì ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ).
¦ÔÎË ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÌ ÔÎÑÌ ÒÑÏÇÜÈÐ ÏÇÉÆÖ ÊÂÊÇÏÎÈÐÐÞÏË
ÑÃÍÎÂÆÍÂÏË ÒÎÑÔÍÑÅÑ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÑÓÂ, ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.1)
ÆÑÒÑÎÐâÇÕÔâ ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË

j�0� � j�L� � 0 : �2:2�
²ÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÓÇÛÇÐËâ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚË (2.1), (2.2) âÄÎâ-
áÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ o�kz� Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ

ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÄÑÎÐ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ Ä ÍÑÐÆÇÐÔÂ-
ÕÑÓÇ (ÒÎÑÔÍÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ). ¥Îâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÃÖÆÇÕ
ÒÑÎÇÊÐÂ ÇÜÈ ÑÆÐÂ ×ÑÓÏÂ ÊÂÒËÔË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1):

ÿ
o 2

p �x� ÿ o 2
�� d2j

dx 2
ÿ k 2

z j
�
� do 2

p

dx

dj
dx
� 0 : �2:3�

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ (2.1) ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÊÄÇÔÕÐÞ Ë Ä ÅËÆÓÑ-
ÆËÐÂÏËÍÇ. ´ÂÍ, ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÎÑÔÍÑÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ
ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÑÒË-
ÔÞÄÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ °ÓÓÂ ë ©ÑÏÏÇÓ×ÇÎßÆÂ [11, 12]. £
ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÄâÊÍÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ËÊ-
ÄÇÔÕÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ²àÎÇâ:

d

dx

��
U0�x� ÿ o

kz

�
dW

dx
ÿ dU0

dx
W

�
ÿ

ÿ k 2
z

�
U0�x� ÿ o

kz

�
W � 0 : �2:4�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.4) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÏÂÎÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ Ä ÒÑÕÑÍÇ
ÉËÆÍÑÔÕË, ÆÄËÉÖÜÇÏÔâ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË z Ô ÐÇÄÑÊÏÖ-
ÜÈÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá U0�x�. £ÑÊÏÖÜÇÐËÇ ËÜÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ
ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ W�x� exp �ÿiot� ikzz�, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâá-
ÜÇÌÔâ ÄÆÑÎß ÒÑÕÑÍÂ, ÅÆÇ W�x� ì ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÂâ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÂ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ x-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕË. ¦ÔÎË ÉËÆ-
ÍÑÔÕß ÒÓÑÕÇÍÂÇÕ ÏÇÉÆÖ ÂÃÔÑÎáÕÐÑ ÕÄÈÓÆÞÏË ÒÎÑÔÍÑÒÂ-
ÓÂÎÎÇÎßÐÞÏË ÔÕÇÐÍÂÏË, ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.4) ÆÑÒÑÎÐâÇÕÔâ
ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË:

W�0� �W�L� � 0 : �2:5�

±ÑÐÂÆÑÃËÕÔâ ÇÜÇ ÑÆÐÂ ×ÑÓÏÂ ÊÂÒËÔË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.4):�
U0�x� ÿ o

kz

��
d2W

dx 2
ÿ k 2

z W

�
ÿ d2U0

dx 2
W � 0 : �2:6�

¬ÓÂÇÄÂâ ÊÂÆÂÚÂ (2.4), (2.5) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ
ÚÂÔÕÑÕÞ o�kz� ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÒÎÑÔÍÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÐÇÔÉË-
ÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. ±ÓË ÄÔÈÏ ÔØÑÆÔÕÄÇ ÏÇÉÆÖ ÍÓÂÇÄÞÏË
ÊÂÆÂÚÂÏË (2.1), (2.2) Ë (2.4), (2.5) ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ËÏÇáÕÔâ Ë
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÓÂÊÎËÚËâ.

3. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÔÎÑâ ÒÎÂÊÏÞ
Ë ËØ ÂÐÂÎËÊ

¬ÂÍ ÔÓÂÊÖ ÄËÆÐÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1), ÊÂÒËÔÂÐÐÑÅÑ Ä ×ÑÓÏÇ
(2.3), ÒÓË o 2

p �x� � o 2
p0 � const ÇÅÑ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ

ÄËÆ

j�x� � A exp �kzx� � B exp �ÿkzx� ; �3:1�

ÅÆÇA Ë BìÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ. ¶ÖÐÍÙËâ (3.1) Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÏÑÉÇÕ
ÑÒËÔÞÄÂÕß ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÖá ÄÑÎÐÖ ÒÎÂÊÏÇÐ-
ÐÑÅÑ ÔÎÑâ 1. ¦ÜÈ ÑÆÐÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1) ÒÓË ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË

o 2 � o 2
p0 ; j�x� � j0�x� ; �3:2�

1 £ÑÎÐÖ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ, ÇÔÎË ÇÈ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÂ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËâ, ÊÂÆÂÈÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË ÄËÆÂ exp ��kzz� Ô ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ kz. £ ÔÎÖÚÂÇ
ÏÐËÏÑÅÑ kz ÄÑÎÐÖ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÑÃÝÈÏÐÑÌ [10, 13].
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ÅÆÇ j0�x� ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÂâ
ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ (2.2). ¶ÑÓÏÖÎÞ (3.2) ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ
ÑÃÝÈÏÐÖá ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÖá ÄÑÎÐÖ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ØÑÎÑÆÐÑÌ
àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ. ¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËË (3.1), ÕÑ ÑÐÂ
ÏÑÉÇÕ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕß ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ (2.2) ÕÑÎßÍÑ
ÒÓË A � B � 0, ÐÑ ÕÑÅÆÂ j�x� � 0. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÏÇÇÏ
ÑÚÇÄËÆÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ: ÇÔÎË ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÎÂÊÏÞ ÒÑÔÕÑâÐÐÂ
ÄÑ ÄÔÇÌ ÑÃÎÂÔÕË �0;L�, ÕÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÔÎÑÇ
ÒÎÂÊÏÞ, ÐÂØÑÆâÜÇÏÔâ ÏÇÉÆÖ ÑÃÍÎÂÆÍÂÏË ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÑÓÂ,
ÐÇÕ.

¤ÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ (2.2) ÏÑÉÐÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕß, ÇÔÎË
o 2

p �x� âÄÎâÇÕÔâ ÍÖÔÑÚÐÑ-ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ×ÖÐÍÙËÇÌ.±ÖÔÕß, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ,

o 2
p �x� �

o 2
p1 ; 0 < x < a ,

o 2
p2 ; a < x < L .

(
�3:3�

´ÑÅÆÂ, ÍÂÍ ÔÓÂÊÖ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.3), ËÏÇáÕÔâ ÆÄÇ
ÑÃÝÈÏÐÞÇ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ:

o 2 � o 2
p1 ; j�x� � j1�x� ; x < a ,

0; a < x < L ,

�

o 2 � o 2
p2 ; j�x� � 0; 0 < x < a ,

j2�x� ; a < x < L ,

� �3:4�

ÔÑÔÖÜÇÔÕÄÖáÜËÇ Ä ÔÑÔÇÆÐËØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ
(j1; 2�x� ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÇ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ).

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, Ö ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1) ËÏÇáÕÔâ Ë ÓÇÛÇÐËâ
ÄËÆÂ (3.1), ÍÑÕÑÓÞÇ, ÖÚËÕÞÄÂâ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ (2.2),
ÊÂÒËÛÇÏ Ä ÄËÆÇ

j�x� � A sinh �kzx� ; x < a ,

B sinh
ÿ
kz�xÿ L�� ; a < x < L .

�
�3:5�

²ÇÛÇÐËÇ (3.5) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÖá ÄÑÎÐÖ. ±Ñ-
ÔÍÑÎßÍÖ ×ÖÐÍÙËâ o 2

p �x� ËÏÇÇÕ Ä ÕÑÚÍÇ x � a ÓÂÊÓÞÄ
ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ, ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1) ÔÎÇÆÖáÕ ÖÔÎÑÄËâ ÔÛËÄÂ-
ÐËâ ÓÇÛÇÐËâ (3.5) Ä àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ:�

j�x�	��
x�a �0 ;

��
o 2

p �x� ÿ o 2
� dj�x�

dx

�
x�a
� 0 ; �3:6�

ÒÑÆÔÕÂÄÎââ Ä ÍÑÕÑÓÞÇ (3.5), ÆÎâ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÚÂÔÕÑÕÞ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÐÂØÑÆËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ËÊÄÇÔÕÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ [10, 13]:

o 2�kz� �
o 2

p1 tanh
ÿ
kz�Lÿ a��� o 2

p2 tanh �kza�
tanh

ÿ
kz�Lÿ a��� tanh �kza�

: �3:7�

±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ×ÖÐÍÙËâ o 2
p �x� âÄÎâÇÕÔâ ÍÖÔÑÚÐÑ-

ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ (ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÑÌ) ×ÖÐÍÙËÇÌ. ¡ ËÏÇÐÐÑ, ÒÓË
x 2 Gj, j � 1; 2; . . ., ËÏÇÇÏ o 2

p �x� � o 2
p j � const, ÅÆÇ Gj ì

ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÇ ÐÇÒÇÓÇÍÓÞÄÂáÜËÇÔâ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË ÓÂÊÃËÇ-
ÐËâ ÑÃÎÂÔÕË �0;L�. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ÍÂÍÑÏ-ÕÑ ÄËÆÇ ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÄÑÎÐÂ ÔÎÑâ ÔÑØÓÂÐËÕÔâ 2. ¦È ÚÂÔÕÑÕÂ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ËÊ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (2.2) Ë ÖÔÎÑÄËÌ ÔÛËÄÂÐËâ
ÓÇÛÇÐËÌ (3.1) Ä ÕÑÚÍÂØ ÓÂÊÓÞÄÂ ×ÖÐÍÙËË o 2

p �x� (ÔÏ. (3.6)).
°ÔÕÂÐÖÕÔâ Ë ÑÃÝÈÏÐÞÇ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ, ÚÂÔÕÑÕÞ Ë
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÍÑÕÑÓÞØ, ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô (3.4), ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ

ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

o � op j ; j�x� � jj�x� ; x 2 Gj ,

0 ; x 62 Gj ,

�
j � 1; 2; . . . ; �3:8�

ÅÆÇ jj�x�ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË.
°ÔÖÜÇÔÕÄÎââ ÆÂÎÇÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ jGjj ! 0,

ÒÇÓÇÌÆÈÏ ÑÕ ÓÂÊÓÞÄÐÑÌ ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË o 2
p �x� Í

ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË. ´Ñ, ÚÕÑ ÒÓË ÕÂÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎß-
ÐÑÏ ÒÇÓÇØÑÆÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÄÑÎÐÂ ÆÑÎÉÐÂ ÔÑØÓÂÐËÕßÔâ,
âÔÐÑ ËÊ ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÒÓÑÔÕÑÅÑ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ. ±ÖÔÕß,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÎÂÊÏÇÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÇ ×ÑÓÏÖ-
ÎÑÌ (3.3), Â ×ÑÓÏÖÎÑÌ

o 2
p �x��

o 2
p1 ; 0 < x < a ,

o 2
p1��o 2

p2ÿo 2
p1�

xÿ a

bÿ a
; a < x < b ,

o 2
p2 ; b < x < L .

8>><>>: �3:9�

±ÓË b! a ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ (3.9) ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä
ÓÂÊÓÞÄÐÖá ×ÖÐÍÙËá (3.3). ªÊ ÑÃÜËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ âÔÐÑ,
ÚÕÑ ÐÇÃÑÎßÛÂâ ÓÂÊÏÞÕÑÔÕß ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ ÒÎÂÊÏ
ÓÂÊÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÏÖ
ËÊÏÇÐÇÐËá ÚÂÔÕÑÕÞ (3.7) Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (3.5) ÓÇÂÎßÐÑÌ
×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ, ÒÑÍÂ
kz�bÿ a�5 1. £ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÇÆÇÎß-
ÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (3.9) Í ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá
(3.3).

¥ÂÎÇÇ, Ä ÒÓÇÆÇÎÇ jGjj ! 0 ÆÎâ ÑÃÝÈÏÐÞØ ÎÇÐÅÏáÓÑÄ-
ÔÍËØ ÄÑÎÐ ÒÑÎÖÚËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ

o � op�xj� ; j�x� � c�xj� ~d�xÿ xj� ; �3:10�

ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÚÂÔÕÑÕÞ Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÄÑÎÐ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ
ÔÎÑâ. ©ÆÇÔß c�xj�ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ, xj 2 �0;L�
ì ÕÑÚÍÂ, Ä ÍÑÕÑÓÖá ÒÓË jGjj ! 0 ÔÕâÅËÄÂÇÕÔâ ÑÃÎÂÔÕß Gj,
~d�x�ì ÎáÃÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÑÕÎËÚÐÂâ ÑÕ ÐÖÎâ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÑÚÍÇ
x � 0 Ë ÇÈ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË (ÐÂÒÓËÏÇÓ,
d-×ÖÐÍÙËâ ¥ËÓÂÍÂ). £ÑÎÐÞ (3.10) ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ ÎÑÍÂÎß-
ÐÞÏË ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍËÏË ÄÑÎÐÂÏË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ
[14]. ¢ÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ËØ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍËÏË ÒÔÇÄÆÑÄÑÎ-
ÐÂÏË 3. ¯ÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕß ÔÒÇÍÕÓÂ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÊÐÂÚÇÐËÌ
op�xj�, xj 2 �0;L�, ~d�xÿ xj�ìÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ. ´ÑÅÆÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ ÒÔÇÄÆÑÄÑÎÐÂ (Ô ÖÚÈÕÑÏ
ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

jS�t; x; xj� � ~d�xÿ xj� exp
ÿÿ iop�xj� t

�
: �3:11�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË ~d�x�, ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÔÇÄÆÑÄÑÎÐÂÏ:

j�t; x��
�L
0

c�xj�jS�t; x; xj� dxj � f �x� exp ÿÿ iop�x� t
�
;

�3:12�

ÅÆÇ f �x�ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ.
³ ÐÂÎËÚËÇÏ ÔÓÇÆË ÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÔÎÑâ

ÒÎÂÊÏÞ ÒÔÇÄÆÑÄÑÎÐ ÏÑÉÐÑ ÔÄâÊÂÕß ÑÆÐÖ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÖá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1), ËÎË (2.3). ±ÓË

2 ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÃÖÆÇÕ ÔÕÑÎßÍÑ, ÔÍÑÎßÍÑ ÕÑÚÇÍ ÓÂÊÓÞÄÂ ËÏÇÇÕ
×ÖÐÍÙËâ op�x�.

3 ´ÇÓÏËÐ "ÒÔÇÄÆÑÄÑÎÐÂ" ÃÞÎ ÄÄÇÆÈÐ Ä ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [15] Ä ÔÄâÊË Ô ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ ÄÑÎÐÂ ë ÚÂÔÕËÙÂ Ä ÒÎÂÊÏÇ.

3 µ¶¯, Õ. 188, å 8
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do 2
p=dx 6� 0 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.3) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ

ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ Ë ÎÇÐÅÏáÓÑÄ-
ÔÍÑÌ ÒÔÇÄÆÑÄÑÎÐÞ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ. ¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ
ËÊ ÕÇÑÓËË ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÄÑÎÐ [16, 17], ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÄÑÎÐ
ÐÂËÃÑÎÇÇ ÔËÎßÐÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ËØ ÚÂÔÕÑÕÞ (Ë ÄÑÎÐÑÄÞÇ
ÚËÔÎÂ) ÃÎËÊÍË ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ, ÚÕÑ Ä ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ o�kz� � op�x�, ÑÒÓÇÆÇÎâ-
áÜÇÅÑ Ä ÔÎÑÇ ÒÎÂÊÏÞ ÐÇÍÖá ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÖá ÕÑÚÍÖ, Í ËÔ-
ÔÎÇÆÑÄÂÐËá ÍÑÕÑÓÑÌ ÏÞ ÒÇÓÇÌÆÈÏ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÑÊÆÐÇÇ.

¬ÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ÚÕÑ, ÑÔÐÑÄÞÄÂâÔß ÐÂ ÂÐÂÎÑÅËË ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ (2.1) Ë (2.4), Â ÕÂÍÉÇ (2.3) Ë (2.6), ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÆÈÐÐÞÌ
ÄÞÛÇ ÂÐÂÎËÊ ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ÓÇÛÇÐËÌ ÆÎâ ÔÎÑâ ÒÎÂÊÏÞ
ÒÇÓÇÐÇÔÕË ÐÂ ÒÎÑÔÍËÌ ÒÑÕÑÍ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÇÔÎË ÔÍÑÓÑÔÕß U0�x� âÄÎâÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ, ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.6) ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ (3.1). £ ÔÎÖÚÂÇ ÍÖÔÑÚÐÑ-ÎËÐÇÌÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË U0�x� ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(2.6), ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ (2.5), Õ.Ç.
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÖá ÄÑÎÐÖ. ®ÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË Ë ÎÑÍÂÎßÐÖá ÅËÆ-
ÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ÄÑÎÐÖ (ÒÔÇÄÆÑÄÑÎÐÖ ÒÑÕÑÍÂ) Ô ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÞÏ ÔÒÇÍÕÓÑÏ

o � kzU0�x� : �3:13�

¯Ñ ÐÂ àÕÑÏ ÂÐÂÎÑÅËâ ÊÂÍÂÐÚËÄÂÇÕÔâ.
¤ÎÂÄÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.6)

ÑÕ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.3) ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË (2.6) ÔÑÆÇÓÉËÕ ÄÕÑÓÖá
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá d2U0=dx

2, Â ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË
(2.3)ì ÒÇÓÄÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá do 2

p=dx. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ
ÖÔÎÑÄËÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÑÕÑÍÂ Ë ÅËÆÓÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÒÔÇÄÆÑÄÑÎÐÞ (3.13) o�kz� � kzU0�x� ÓÇÂÎË-
ÊÖÇÕÔâ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÕÑÚÍÇ x0 2 �0;L�. £ àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ Ë ÇÈ
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÎáÃÖá ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÖá×ÖÐÍÙËáU0�x�ÏÑÉÐÑ
ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑÄÂÕß ÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá. ¯Ñ ÄÕÑÓÂâ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÑÕ ÎËÐÇÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, ÒÑàÕÑÏÖ
ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.6) ËÔÚÇÊÂÇÕ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÑÕÑÍÂ Ë ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÒÔÇÄÆÑ-
ÄÑÎÐÞ (3.13) ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. µÍÂÊÂÐÐÑÇ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÒÓË-
ÄÑÆËÕ Í ÅÎÖÃÑÍËÏ ÒÑÔÎÇÆÔÕÄËâÏ. ®ÑÉÐÑ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÒÑÌÕË
ÆÂÎßÛÇ Ë ÖÚÇÔÕß Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ×ÖÐÍÙËË U0�x� ÑÍÑÎÑ
ÕÑÚÍË x0 ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÚÎÇÐÞ. ¬ ÚÇÏÖ àÕÑ ÒÓËÄÇÆÈÕ, ÄÞ-
âÔÐËÏ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.±ÑÊÆÐÇÇ ÃÖÆÖÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ë ÓÇÛÇÐËâ
ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚË (2.4), (2.5) ÒÓË ÍÖÔÑÚÐÑ-ÎËÐÇÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
U0�x� (ÂÐÂÎÑÅ (3.5), (3.7)).

4. ±ÑÄÇÆÇÐËÇ ÓÇÛÇÐËÌ ÄÃÎËÊË ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍË

¥Îâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÕËÒÂ (2.1) Ë (2.4) ÑÔÑÃÞÏË ÐÂÊÞÄÂáÕ
ÕÑÚÍË, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÓË ÔÕÂÓÛÇÌ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÑÌ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß. °ÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË x � x0�o� ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

o 2
p �x� ÿ o 2 � 0 ; �4:1�

U0�x� ÿ o
kz
� 0 : �4:2�

°ÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË x0 ÐÂÊÞÄÂáÕ ÕÂÍÉÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÏË ÕÑÚ-
ÍÂÏË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (4.1) âÄÎâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ
ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ [18], Â ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (4.2) âÄÎâÇÕÔâ
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ ÂÐÂÎÑÅÑÏ ËÊÄÇÔÕÐÑÅÑ ËÊ àÎÇÍÕÓÑÆË-
ÐÂÏËÍË ÖÔÎÑÄËâ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ [5, 19].

ªÔÔÎÇÆÖÇÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.1) Ë (2.4)
ÄÃÎËÊË ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÕÑÚÇÍ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ÚÂÔÕÑÕÞ o ÊÂÓÂÐÇÇ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞ, ÕÑ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑ, ÒÓËÐÂÆÎÇ-
ÉÂÕ ÎË ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË ÑÃÎÂÔÕË �0;L�, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÇÛÂáÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1) Ë (2.4). ¯Ñ ÆÎâ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËâ ÓÇÛÇÐËÌ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ àÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎß-
ÔÕÄÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÐÇ ËÏÇÇÕ.

°ÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÒÑÍÂ ÔÎÖÚÂÇÏ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÄÃÎËÊË ÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÐÑÌ ÕÑÚÍË ÆÎâ ÎÇÄÞØ ÚÂÔÕÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4.1) Ë (4.2)
ËÏÇáÕ ÏÇÔÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ a�xÿ x0�, ÅÆÇ a ì ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÂâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓË x � x0 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.1) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÏÖ:

d

dx

�
�xÿ x0� dj

dx

�
ÿ k 2

z �xÿ x0�j � 0 : �4:3�

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.3) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

j�x� � AI0
�
kz�xÿ x0�

�� BK0

�
kz�xÿ x0�

�
; �4:4�

ÅÆÇ I0�x� Ë K0�x� ì ×ÖÐÍÙËË ªÐ×ÇÎßÆÂ Ë ®ÂÍÆÑÐÂÎßÆÂ.
±ÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ jkz�xÿ x0�j5 1 (Ä ÆÎËÐÐÑ-
ÄÑÎÐÑÄÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ) ÓÇÛÇÐËÇ (4.4) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

j�x� � eA� eB ln
�
kz�xÿ x0�

�
; eA; eB � const : �4:5�

²ÇÛÇÐËâ (4.4) Ë (4.5) âÄÎâáÕÔâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÏË ì ÑÐË
ËÏÇáÕ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÖá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ,
ÆÂÉÇ ÒÓË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ kz, x Ë x0 àÕË ÓÇÛÇÐËâ
ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ln

�
kz�xÿ x0�

�ÿ
ÿ ln

�
kz�x0 ÿ x�� � �ip.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÔØÑÆÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.1), ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë
ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.3), âÄÎâáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË
ÄËÆÂ

d

dx

�
p�x� dj

dx

�
ÿ lq�x�j � 0 ; p�x0� � 0 : �4:6�

£ ÍÖÓÔÂØ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË Ë ÕÇÑÓËË ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.6) ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ
ÍÓÂÇÄÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÆÎâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ l (ÊÂÆÂÚÂ
ºÕÖÓÏÂëËÖÄËÎÎâ) [20], ÓÇÛÂÇÏÂâ Ä ÑÃÎÂÔÕË x0 < x < x1
(ËÎË x1 < x < x0) Ô ÖÔÎÑÄËÇÏ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÓÇÛÇÐËâ Ä
ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍÇ x � x0 (ÄÕÑÓÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÔÕÂÄËÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇ
x � x1). µÔÎÑÄËÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ, ÊÂÒËÔÞ-
ÄÂâ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.6), ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÃÓÑÔËÕß ÕÑ
ËÊ ÇÅÑ ÎËÐÇÌÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÓÇÛÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÑÔÑÃÑÌ
ÕÑÚÍÇ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß (Õ.Ç. ÒÑÎÑÉËÕß Ä (4.4)
B � 0). £ ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ËÐÂâ
ÔËÕÖÂÙËâ: ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1) Ë (4.3) ÓÇÛÂáÕÔâ ÒÑ ÑÃÇ
ÔÕÑÓÑÐÞ ÑÕ ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍË x0, Õ.Ç. ÓÇÛÇÐËÇ (4.4) ÆÑÎÉÐÑ
ÃÞÕß ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏ ÍÂÍ ÒÓË x > x0, ÕÂÍ Ë ÒÓË x < x0,
ÒÓËÚÈÏ ÑÕÃÓÑÔËÕß ÔËÐÅÖÎâÓÐÖá ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá Ä ÓÇÛÇ-
ÐËË ÐËÍÂÍ ÐÇÎßÊâ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÇÉÆÖ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÌ
ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ ºÕÖÓÏÂ ëËÖÄËÎÎâ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.6)
Ë ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ ÆÎâ ÔÎÑâ ÒÎÂÊÏÞ ËÏÇáÕÔâ ÒÓËÐÙËÒË-
ÂÎßÐÞÇ ÓÂÊÎËÚËâ.

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.4), ÕÑ ÒÓË x � x0 ÑÐÑ ÒÓÇ-
ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Ä

�xÿ x0�
�

d2W

dx 2
ÿ k 2

z W

�
� 0 : �4:7�

°ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô (3.1).
¬ÂÍ ÄËÆËÏ, ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.7) ÐÇ ËÏÇÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔ-
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ÕÇÌ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.4) ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ
×ÂÍÕËÚÇÔÍË ÕÂÍÑÄÑÌ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ. ¥Îâ ÖÕÑÚÐÇÐËâ àÕÑÅÑ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÍÑÎÑ ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ

U0�x� ÿ o
kz
� a�xÿ x0� � b�xÿ x0�2 : �4:8�

³ ÖÚÈÕÑÏ (4.8) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.6) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

�xÿ x0�
�

d2W

dx 2
ÿ k 2

z W

�
ÿ 2~bW � 0 ; �4:9�

ÅÆÇ ~b � b=a (ÔÎÖÚÂÌ a � 0 ÏÞ ÐÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ). °ÃÜÇÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.9) ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕ-
ÓËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá U�s; r; x� Ë ×ÖÐÍÙËá ÂÅÇÓÓÂ L�s; r; x�
[21]:

W�x��A exp
�ÿ kz�xÿ x0�

�L�ÿ ~b
kz
;ÿ1; 2kz�xÿ x0�

�
�

� B exp
�ÿ kz�xÿ x0�

�U� ~b
kz
; 0; 2kz�xÿ x0�

�
: �4:10�

²ÇÛÇÐËÇ (4.10) ÓÇÅÖÎâÓÐÑ Ä ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍÇ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ,
×ÖÐÍÙËâ U âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÊÐÂÚÐÑÌ. £ ÆÎËÐÐÑÄÑÎ-
ÐÑÄÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ jkz�xÿ x0�j5 1 ÓÇÛÇÐËÇ (4.10) ÒÓËÐËÏÂÇÕ
ÄËÆ (ÔÓ. Ô (4.5)):

W�x�� eA ~b�xÿ x0� � eB�1� 2~b�xÿ x0� ln
�
~b�xÿ x0�

�	
:

�4:11�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.4) âÄÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÄËÆÂ
d

dx

�
p�x� dW

dx
ÿ dp�x�

dx
W

�
ÿ lq�x�W � 0 ; p�x0� � 0 :

�4:12�
·ÑÕâ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ë ÒÑØÑÉÇ ÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.6),
ÔÄÑÌÔÕÄÂ (4.12) ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÐÞÏË. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ (4.12) ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, âÄÎâÇÕÔâ ÎË ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ x0
ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÕÑÚÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ËÎË ÐÇÕ.
±ÑàÕÑÏÖ, ÍÂÍ ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5, ÄÑÎÐÑÄÞÇ
ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ Ë ÒÎÑÔÍÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÐÇÔÉËÏÂÇ-
ÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÄÑ ÏÐÑÅÑÏ ÐÇÔØÑÉËÏË
ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ.

5. ±ÎÂÊÏÇÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ
Ä ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË

£ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ kz ! 0 ÄÕÑÓÞÏ ÔÎÂÅÂÇÏÞÏ Ä
ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß. ±ÑÔÎÇ
àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.1) ÑÆËÐ ÓÂÊ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÕÔâ, ÚÕÑ ÆÂÈÕ

dj
dx
� B

o 2
p �x� ÿ o 2

: �5:1�

ªÊ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (2.2) ËÏÇÇÏ j�L� ÿ j�0� � 0.
°ÕÔáÆÂ Ë ËÊ (5.1) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÚÂÔÕÑÕÞ o:�L

0

dx

o 2
p �x� ÿ o 2

� 0 : �5:2�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (5.2) ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ, ÕÑÎßÍÑ ÇÔÎË Ä ÑÃÎÂÔÕË
�0;L� ÐÂØÑÆËÕÔâ ØÑÕâ ÃÞ ÑÆÐÂ ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ x0�o�, Õ.Ç.

ÍÑÓÇÐß ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.1). ¯Ñ ÇÔÎË Ä ÑÃÎÂÔÕË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂ-
ÐËâ ÐÂØÑÆËÕÔâ ØÑÕâ ÃÞ ÑÆÐÂ ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ, ÕÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä
(5.2) ÓÂÔØÑÆËÕÔâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÚÂÔÕÑÕÂ ÐÇËÊÃÇÉÐÑ ÆÑÎÉÐÂ
ÃÞÕß ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ. ¦ÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
ÚÂÔÕÑÕÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ, âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍË Ô ÕÑÚÍÑÌ ÓÂÊÓÞÄÂ ×ÖÐÍÙËË
o 2

p �x� (ÚÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÑÏ ÒÎÂÊÏÇÐ-
ÐÑÏ ÊÂÒÑÎÐÇÐËË).

±ÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.2), ÕÑÚÐÇÇ, ÓÂÔÒËÛÇÏ ÇÅÑ
ÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ. ªÔØÑÆËÏ ËÊ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÚÂÔÕÑÕÂ o ËÏÇÇÕ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÖá ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÖá ÏÐËÏÖá ÚÂÔÕß, ÚÕÑ
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÒÓËÐÙËÒÑÏ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑ-
ÓÑÏÖ ÒÓË t! ÿ1 ÎáÃÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÆÑÎÉÐÞ
ËÔÚÇÊÂÕß [22]. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÑÕ
ÄÓÇÏÇÐË ÃÞÎÂ ÄÊâÕÂ Ä ÄËÆÇ exp �ÿiot�, ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÎÑÉËÕß
o! o� id, d! �0. ´ÑÅÆÂ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÑÆÐÖ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ
³ÑØÑÙÍÑÅÑ [22, 23], ÒÓËÄÇÆÈÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(5.2) Í ÄËÆÖ

V:p:

�L
0

dx

o 2
p �x� ÿ o 2

� ip�signo 0�
���� do 2

p

dx0

����ÿ1 � 0 : �5:3�

©ÆÇÔß ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÑÕ ×ÖÐÍÙËË o 2
p �x� ÃÇÓÈÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇ x0.

¬ÂÍ ÄËÆËÏ, ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.3) ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÆÂÉÇ ÒÓË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ o (ÕÂÍ ÍÂÍ
d! 0). ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÓÇÛÇ-
ÐËâ (4.4) Ë (4.5), ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÇ ÒÑ ÑÃÇ ÔÕÑÓÑÐÞ ÑÕ ÑÔÑÃÑÌ
ÕÑÚÍË, ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÇ
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.3) ÒÓË x0�o� 2 �0;L� ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ o � o 0 � io 00.

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.3) ÐÇÒÓËÏÇ-
ÐËÏÑ ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÚÂÔÕÑÕ ÄÑÎÐ Ô ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔËÎßÐÞÏ
ÊÂÕÖØÂÐËÇÏ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.3) ×ÂÍÕËÚÇÔÍË
ÒÑÎÖÚÇÐÑ ËÊ ÕÑÚÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.2) ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÑÏ Imo � o 00 � d! �0. ³ÎÖÚÂÌ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÏÐËÏÂâ
ÚÂÔÕß ÚÂÔÕÑÕÞ ÍÑÐÇÚÐÂ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂ, ÕÓÇÃÖÇÕ ÑÕÆÇÎß-
ÐÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÇÓÐÈÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (5.2).
£ÞÛÇ ÃÞÎÑ ÖÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ËÊ ÒÓËÐÙËÒÂ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË
ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÂÎËÚËÇ Ö ÚÂÔÕÑÕÞ o ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÏÐËÏÑÌ
ÚÂÔÕË (ØÑÕâ ÃÞ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÌ, ÐÑ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß, Ë
ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÃÑÎßÛÑÌ). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä (5.2)
ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ ÕÑÎßÍÑ Ä ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË o � o 0 � io 00. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÐÂØÑÆËÕß ÚÂÔ-
ÕÑÕÞ ÊÂÕÖØÂáÜËØ ÄÑÎÐ, ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä (5.2) ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÑÒÓÇÆÇÎËÕß Ë ÐÂ ÐËÉÐÇÌ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË o 00 < 0. ¥Ç-
ÎÂÇÕÔâ àÕÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ, ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÌ .¥. ÂÐÆÂÖ
Ä ÕÇÑÓËË ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍËØ ÄÑÎÐ ÅÑÓâÚÇÌ ÒÎÂÊÏÞ [10, 22, 24].
°ÒÖÔÍÂâ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÆÇÕÂÎË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎ-
ÉÇÐËâ (ÒÇÓÇØÑÆ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÒÎÑÔÍÑÔÕß x Ë ÆÇ×ÑÓÏÂ-
ÙËâ ÍÑÐÕÖÓÂ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ) 4, ÒÓËÄÇÆÈÏ ÕÑÎßÍÑ ÑÍÑÐÚÂ-
ÕÇÎßÐÞÌ ÄËÆ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÚÂÔÕÑÕ ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ 5:�L

0

dx

o 2
p �x� ÿ o 2

ÿ ip�1ÿ signo 00� sign x 000
�

do 2
p

dx0

�ÿ1
� 0 :
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©ÆÇÔß ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÄÆÑÎß ÄÇÜÇÔÕÄÇÐ-
ÐÑÌ ÑÔË ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË x � x 0 � ix00, Â ÒÓÑ-

4 °ÔÐÑÄÐÞÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÆÇÕÂÎË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÒÑ
ÏÇÕÑÆÖ .¥. ÂÐÆÂÖ ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÏ Ä ÐÂÔÕÑâ-
ÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÒÓÑÃÎÇÏÂÏ ËÊÎÑÉÇÐÞ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË.
5 ³Ï. ×ÑÓÏÖÎÖ (±.6) Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË.
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ËÊÄÑÆÐÂâ ÃÇÓÈÕÔâ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÕÑÚÍÇ
x0�o 0 � io 00� � x 00 � ix 000 . ¯ÇÔÎÑÉÐÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÒÓË
o 00 ! �0 ËÊ (5.4) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.3).

¯ÂÌÆÇÐÐÂâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.4) ÚÂÔÕÑÕÂ ËÏÇÇÕ ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÖá ÏÐËÏÖá ÚÂÔÕß ì ÆÇÍÓÇÏÇÐÕ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÄÑÎÐÞ.
®ÇØÂÐËÊÏ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÔÄâÊÂÐ Ô ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÏ ÄÑÊÃÖÉÆÇ-
ÐËÇÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ ÔÎÑâ ÒÎÂÊÏÞ ÒÔÇÄÆÑÄÑÎÐÞ
(3.11). £ ÕÇÑÓËË ÒÎÂÊÏÞ ÃÇÔÔÕÑÎÍÐÑÄËÕÇÎßÐÑÇ ÊÂÕÖØÂÐËÇ
ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ. ®Þ ËÏÇÇÏ Ä ÄËÆÖ ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÂÐÆÂÖ
ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÅÑÓâÚÇÌ ÒÎÂÊÏÇ [24].
³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÕÓÂÍÕÑÄÑÍ ÑÐÑ ÑÃÖÔÎÑÄ-
ÎÇÐÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÏ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇÏ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎ-
ÐÑÌ o � op ÒÔÇÄÆÑÄÑÎÐÞ (ÔÓ. Ô (3.11))

~f �t; v; vj� � d�vÿ vj� exp �ÿikzvjt� �5:5�

ÒÓË ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔÇ oÿ kzv � 0. ©ÆÇÔß v ì
ÔÍÑÓÑÔÕß ÚÂÔÕËÙÞ, ~f ìÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÚÂÔÕËÙ ÒÑ ÔÍÑÓÑÔÕâÏ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓËÏÇÓ. ±ÖÔÕß ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÎÂÊÏÞ ÊÂÆÂÐÂ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (3.9) ÒÓË o 2

p1 � 0 Ë
o 2

p2 � o 2
p0, ÅÆÇ op0 ì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ. ¶ÑÓÏÖÎÂ (3.9) ÑÒËÔÞ-

ÄÂÇÕ ÒÎÂÊÏÖ Ô ÐÇÓÇÊÍÑÌ ÅÓÂÐËÙÇÌ a < x < b. ²ÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ
ÕÑÚÍÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

x0�o� � o 2

o 2
p0

�bÿ a� � a : �5:6�

±ÓË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ o < op0 ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ ÕÑÚÍÂ
ÐÂØÑÆËÕÔâ ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÍÂÏË a Ë b. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
(3.9) Ä ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.4), ÒÑÔÎÇ àÎÇÏÇÐÕÂÓ-
ÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Ô ÖÚÈÕÑÏ (5.6) ÐÂØÑÆËÏ�

Lÿ�bÿa��o 2ÿao 2
p0

o 2�o 2
p0 ÿ o 2� � bÿ a

o 2
p0

�
ln
o 2 ÿ o 2

p0

o 2
� 2ip

�
� 0 :
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¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄ-

ÐÇÐËâ (5.7), ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ m � �bÿ a�=L
âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÎÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ. £ ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÒÑ m ÆÎâ ÚÂÔÕÑÕÞ ËÏÇÇÏ o 2 � o 2

p0a=L. ´ÑÅÆÂ Ä ÒÇÓÄÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ:

o 2 � o 2
p0

a

L
ÿ o 2

p0

bÿa
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¥ÇÍÓÇÏÇÐÕ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ
(5.8) o 00 � ÿimop0 ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÏ ÄÑÊÃÖÉÆÇ-
ÐËÇÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÞ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ.

²ÂÐÇÇ ÏÞ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇ-
ØÑÆ ÑÕ ÔÎÖÚÂâ Ô ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÒÎÂÊÏÞ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x Í ÔÎÖÚÂá ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÑÌ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕË. ³ ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ (5.8) ÕÂÍÑÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ
ÒÇÓÇØÑÆ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ,
ÒÑÎÂÅÂâ Ä (5.8) b � a, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÖá ÚÂÔÕÑÕÖ
(3.7), ÇÔÎË Ä ÐÇÌ ÒÑÎÑÉËÕß kz � 0, o 2

p1 � 0 Ë o 2
p2 � o 2

p0.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÃÜËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇ-

ÐËâ (5.7). ¥Îâ ÔÑÍÓÂÜÇÐËâ ÚËÔÎÂ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÒÑÎÑÉËÏ a � �1ÿ D�L=2, b � �1� D�L=2 Ë ÊÂÒËÛÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.7) Ä ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÏ ÄËÆÇ

w 2 ÿ 1=2

w 2�1ÿ w 2� �
D

1ÿ D

�
ln
w 2 ÿ 1

w 2
� 2ip

�
� 0 ; �5:9�

ÅÆÇ w � o=op0 ì ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ. ¹ËÔÎÇÐÐÞÇ
ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.9) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 1. £ËÆÐÑ,
ÚÕÑ ÒÑÏËÏÑ ÄÑÎÐÞ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ (5.8) (ÍÓËÄÂâ 1) Ä ÓÂÊÐÞØ
ÆËÂÒÂÊÑÐÂØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ D ËÏÇáÕÔâ ÇÜÈ ÕÓË
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ (ÍÓËÄÞÇ 2, 3, 4), ÚÂÔÕß ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ
âÄÎâáÕÔâ ÔÎÂÃÑ ÊÂÕÖØÂáÜËÏË.

±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ, Ñ ÍÑÕÑÓÞØ
ÊÆÇÔß ÛÎÂ ÓÇÚß, ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÎÐÑ Ë Ä ÛË-
ÓÑÍÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÆÎËÐ ÄÑÎÐ [9, 25, 26]. ±ÑàÕÑÏÖ ÃÑÎÇÇ
ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂÕß ËØ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÐÇÙÇÎÇÔÑ-
ÑÃÓÂÊÐÑ. £ÒÑÎÐÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÑÃÜÇÅÑ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.2) Ë ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ (5.7).

6. £ÑÎÐÞ ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑÔÕË
Ä ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË

±ÇÓÇÌÆÈÏ ÕÇÒÇÓß Í ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑÔÕË.
°ÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÔÐÂÚÂÎÂ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÞÏ ÒÓÇÆÇÎÑÏ, ÆÎâ
ÚÇÅÑ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ o=kz � V Ë ÑÕÃÓÑÔËÏ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (2.4)
ÚÎÇÐ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÌ k 2

z . ªÐÕÇÅÓËÓÖâ ÑÔÕÂÄÛÇÇÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÏÇÕÑÆÑÏ ÄÂÓËÂÙËË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ, ÒÑÎÖÚËÏ

W�x��A
ÿ
U0�x� ÿ V

��BÿU0�x�ÿV
� �x

0

dx 0ÿ
U0�x 0�ÿV

�2 ;
0 < x < L : �6:1�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÆÂÎÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ (6.1) Ä ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ
(2.5), ÐÂØÑÆËÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË V � V 0 � iV 00 ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ
ÒÑÕÑÍÂ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÒÓÇ-
ÆÇÎÇ�L

0

dxÿ
U0�x� ÿ V

�2 � 0 : �6:2�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (6.2) ÍÂÓÆËÐÂÎßÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.2). ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÇÔÎË ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ
ÕÑÚÍÂ ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÑÃÎÂÔÕË �0;L�, ÕÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä (6.2) ÐÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÂÉÇ Ä ÔÏÞÔÎÇ ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ (V.p.).
±ÑàÕÑÏÖ ÍÑÓÐË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.2) ÎËÃÑ âÄÎâáÕÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÞÏË, ÎËÃÑ ÄÑÑÃÜÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ (ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÕÓË-
ÄËÂÎßÐÞØ ÍÑÓÐÇÌ V � �1). ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÇÔÎË ÄÇÎËÚËÐÂ
V � V 0 � iV 00 âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÓÐÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.2), ÕÑ ÍÑÓ-
ÐÇÏ âÄÎâÇÕÔâ Ë ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ ÔÑÒÓâÉÈÐÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ

0,2 0,4 0,6 0,80

0,8

0,6

0,4

0,2

1,0

1,0

1,2

w

D

4

3
2

1

4 0

3 01 0

2 0

²ËÔ. 1. ¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ
ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ: ÉËÓÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ (1 ë 4) ì ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕË ÚÂÔ-
ÕÑÕ, ÕÑÐÍËÇ ÍÓËÄÞÇ (1 0ÿ4 0) ì ÏÐËÏÞÇ ÚÂÔÕË ÚÂÔÕÑÕ.
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V � � V 0 ÿ iV 00. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔËÔÕÇÏÂ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.2) ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËâ, ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÂ. ¿ÕÂ ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÅËÆÓÑÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍËÏ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕâÏ Ä ÒÎÂÊÏÇ [10], ÕËÒÂ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË ÏÑÐÑÔÍÑÓÑÔÕÐÑÅÑ ØÑÎÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ
ÒÖÚÍÂ Ä ØÑÎÑÆÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ [27]. £ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÆËÔÔËÒÂ-
ÙËâ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÂâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (5.2), ÂÐÂ-
ÎÑÅËÚÐÂ ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËÏ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÏ
âÄÎÇÐËâÏ, ÕËÒÂ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÂÐÆÂÖ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍËØ ÄÑÎÐ.
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÔÄâÊË Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (6.2) ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÂÐÂ-
ÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÐÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ,
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ x ×ÖÐÍÙËË �xÿx0�ÿ2
âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËâ, ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ ÐÂ ÄÔÇÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË x, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÑÔÑÃÑÌ
ÕÑÚÍË 6 x � x0.

°ÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.2). ±ÖÔÕß ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÑÕÑÍÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
×ÑÓÏÖÎÑÌ

U0�x� � U

0; 0 < x < a ,
xÿ a

bÿ a
; a < x < b ,

1; b < x < L ,

8><>: �6:3�

ÅÆÇ U ì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ (6.3) Ä (6.2), ÒÑÔÎÇ
àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ËÏÇÇÏ

a

V 2
� Lÿ b

�Uÿ V �2 ÿ
bÿ a

V�Uÿ V� � 0)

) LV 2 ÿ �a� b�UV� aU 2 � 0 ; �6:4�
±ÓË b � a ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.4) ÐÂØÑÆËÏ

o1;2 � kzU
a

L

�
1� i

������������
L

a
ÿ 1

r �
;

pri L � 2a o � kzU
1� i

2
: �6:5�

¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ (6.5) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ËÊÄÇÔÕÐÖá ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ Ä ÒÑÕÑÍÇ ÐÇÔÉË-
ÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÔÑ ÔÍÂÚÍÑÏ ÔÍÑÓÑÔÕË [4]. ±ÓË ÒÓÑËÊ-
ÄÑÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ a Ë b ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ:

o1;2 � kzU

"
a� b

2L
�

��������������������������������
a� b

2L

�2

ÿ a

L

s #
: �6:6�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ 4aL < �a� b�2
ÚÂÔÕÑÕÞ (6.6) ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË. °ÆÐÂÍÑ Ë Ä
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ×ÑÓÏÂÎßÐÖá ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß
ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (6.2), ×ÑÓÏÖÎÂ (6.6) ×ÂÍÕËÚÇÔÍË ÔÏÞÔÎÂ ÐÇ
ÕÇÓâÇÕ, ÚÕÑ ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 7.

7. ´ÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÒÑÕÑÍÂ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË

£ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÕÑÍÂ, ÒÓÑ×ËÎß ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (6.3), ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÒÓÑÔÕÑ [12].
£ÑÔÒÓÑËÊÄÇÆÈÏ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÞÄÑÆÂ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ¥Îâ ÒÓÑ×ËÎâ (6.3) ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (2.6), ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ (2.5),

ËÏÇÇÕ ÄËÆ

W�x��
A sinh �kzx� ; 0 < x < a ;

C1 exp �kzx� � C2 exp �ÿkzx� ; a < x < b ;

B sinh
�
kz�Lÿ x�� ; b < x < L ,

8<: �7:1�

ÅÆÇ A;B;C1;2 ì ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ×ÖÐÍÙËâ (6.3) Ä
ÕÑÚÍÂØ x � a, x � b ËÏÇÇÕ ÓÂÊÓÞÄÞ ÒÇÓÄÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ,
Ä àÕËØ ÕÑÚÍÂØ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.6) ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÑ Ë ÑÐÑ ÆÑÎÉÐÑ
ÃÞÕß ÊÂÏÇÐÇÐÑ ÖÔÎÑÄËâÏË ÔÛËÄÂÐËâ. °ÆÐÑ ËÊ ÖÔÎÑÄËÌ ì
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕß ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË W�x� ì ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ. ¥ÓÖÅÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.6), ÊÂÒËÔÂÐÐÑÅÑ Ä ÄËÆÇ
(2.4), ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÌ
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË ÓÂÊÓÞÄÂ. £ ËÕÑÅÇ ÖÔÎÑÄËâ ÔÛËÄÂÐËâ
ÓÇÛÇÐËâ Ä ÕÑÚÍÂØ ÓÂÊÓÞÄÂ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (6.3)
ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏË:�

W�x�	��
x�a;b�0 ;

�ÿ
U0�x�ÿV

� dW

dx
ÿ dU0

dx
W

�
x�a;b
�0 :

�7:2�

¯ÇÔÎÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÄÕÑÓÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ (7.2) ÔÎÇÆÖÇÕ Ë ËÊ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÆÂÄÎÇÐËâ Ä ÒÑÕÑÍÇ.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÓÇÛÇÐËÇ (7.1) Ä ÖÔÎÑÄËâ ÔÛËÄÂÐËâ (7.2) Ë
ËÔÍÎáÚÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ A;B;C1;2, ÒÑÔÎÇ ÐÇÔÎÑÉÐÞØ ÄÞÚË-
ÔÎÇÐËÌ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ ×ÂÊÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÄÑÎÐÞ ÒÑÕÑÍÂ V�kz� � o�kz�=kz:
�Uÿ V��1ÿ coth

�
kz�Lÿ b��	�U0=

�
kz�bÿ a��

�Uÿ V ��1� coth
�
kz�Lÿ b��	ÿU0=

�
kz�bÿ a���

� V
�
1ÿ coth �kza�

��U0=
�
kz�bÿ a��

V
�
1� coth�kza�

�ÿU0=
�
kz�bÿ a�� �

� exp
�
2kz�bÿ a��: �7:3�

±ÓË b � a ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7.3) ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ:

V 2 tanh
�
kz�Lÿ a��� �Uÿ V �2 tanh �kza� � 0 : �7:4�

£ ÒÓÇÆÇÎÇ kz ! 0 ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7.3) ÒÇÓÇ-
ØÑÆËÕ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.4), Â ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.4) Ä ÕÑÏ ÉÇ
ÒÓÇÆÇÎÇ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÚÂÔÕÑÕÞ (6.5).

¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.4) ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß Ë
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ, ÃÇÊ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ, ÕÇÏ ÉÇ ÔÒÑ-
ÔÑÃÑÏ, ÚÕÑ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7.3). ¥Îâ àÕÑÅÑ Ä ÖÔÎÑÄËâ ÔÛË-
ÄÂÐËâ (7.2) ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ×ÖÐÍÙËá

W�x� �
Ax ; 0 < x < a ;
C1x� C2 ; a < x < b ;
B�Lÿ x� ; b < x < L ;

8<: �7:5�

âÄÎâáÜÖáÔâ ÑÃÜËÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.6) ÔÑ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá (6.3) Ë ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË (2.5) ÒÓË kz � 0.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË àÕÑÏ, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë ÒÓË ÒÑÎÖÚÇÐËË ÑÃÜÇÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.3), ÐËÍÂÍËØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ ÐÇ ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ,
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.4) Ë ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ÚÂÔÕÑÕ
(6.6) ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÄÇÓÐÞÏË ÍÂÍ ÒÓË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ
ÚÂÔÕÑÕÂØ, ÕÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÚÂÔÕÑÕÞ o ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË (ÔÏ. ÊÂÏÇÚÂÐËÇ Ä ÍÑÐÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ 6).

®Þ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÄÞÒËÔÞÄÂÕß ÅÓÑÏÑÊÆÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ ÍÄÂ-
ÆÓÂÕÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.3), Â ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÆËÐ ÕËÒËÚÐÞÌ
ÚËÔÎÑÄÑÌ ÒÓËÏÇÓ. ©ÂÆÂÆËÏ Ä ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞØ ÇÆËÐËÙÂØ6 ³Ï. ×ÑÓÏÖÎÖ (±.7) Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË.
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ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ U � 1, L � 2, a � 0;9, b � 1;1. ¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ
ÍÓËÄÞÇ o�kz� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 2. ±ÓÑÄÇÆÇÐÂ ÕÂÍÉÇ
ÒÓâÏÂâ o � kzU (ÔÂÏÂâ ÄÇÓØÐââ ÎËÐËâ). ®ÐËÏÂâ ÚÂÔÕß
ÚÂÔÕÑÕÞ (ÔÂÏÂâ ÐËÉÐââ ÍÓËÄÂâ) ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ Ä
ÑÃÎÂÔÕË ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚËÔÇÎ 0 < kz < k0 � 6;2, âÄÎâáÜÇÌÔâ,
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÃÎÂÔÕßá ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÑÕÑÍÂ. £
ÃÑÎÇÇ ÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑÄÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÕÑÍ ÖÔÕÑÌÚËÄ: Ä ÐÈÏ
ËÏÇáÕÔâ ÆÄÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ô ×ÂÊÑÄÞÏË ÔÍÑÓÑ-
ÔÕâÏË, ÏÇÐßÛËÏË ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑÕÑÍÂ U Ë
ÃoÂ ÎßÛËÏË ÇÅÑ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË (Ä ÆÂÐÐÑÏ ÒÓË-
ÏÇÓÇ ÏËÐËÏÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá). ´ËÒËÚÐÂâ ÆÎâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕË W�x� Ä ÒÑÕÑÍÇ ÒÓË kz � 5 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÐÂ
ÓËÔ. 3.

8. ´ÇÑÓÇÏÂ ²àÎÇâ
Ë ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÆÓÖÅËÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ

±ÑÆÇÎËÏ ÑÃÇ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.6) ÐÂ �U0�x� ÿ o=kz�,
ÖÏÐÑÉËÏ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ ÔÑÒÓâÉÈÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ W ��x� Ë
Ô ÖÚÈÕÑÏ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (2.5) ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏ ÒÑ x ÑÕ
0 ÆÑ L. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ:�L

0

����� dWdx
����2 � k 2

z jW j2
�
dx �

� ÿ
�L
0

d2U0=dx
2�

U0�x� ÿ o=kz
� jW j2 dx : �8:1�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÑÎÖÚÇÐËË (8.1) ÒÓËÏÇÐÇÐÂ ×ÑÓÏÖÎÂ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ÚÂÔÕâÏ Í ×ÖÐÍÙËâÏ W ��x� Ë dW=dx,
ÚÕÑ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ ÒÑ ÏÇÐßÛÇÌ ÏÇÓÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ Ö àÕËØ
×ÖÐÍÙËÌ Ä ÑÃÎÂÔÕË �0;L� ÓÂÊÓÞÄÑÄ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ. £
ÓÂÊÆÇÎÇ 4 ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ àÕÑ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ
(×ÑÓÏÖÎÞ (4.10), (4.11)). ªÔØÑÆâ ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (8.1)
ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÂâ ÕÇÑÓÇÏÂ ²àÎÇâ Ñ ÕÑÚÍÇ ÒÇÓÇÅËÃÂ
[11, 12], ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (8.1)
ÚÂÔÕÑÕÂ o�kz� ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÑÕÎËÚÐÖá ÑÕ ÐÖÎâ ÏÐËÏÖá
ÚÂÔÕß ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ ÄÕÑÓÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ
d2U0=dx

2 Ä ÑÃÎÂÔÕË �0;L� ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ, Õ.Ç. ×ÖÐÍÙËâ
U0�x� ËÏÇÇÕ ÕÑÚÍÖ ÒÇÓÇÅËÃÂ. ¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÑÔÐÑÄÂÐÑ
ÐÂ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÔÕË ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (8.1).

´ÇÑÓÇÏÖ ²àÎÇâ ÏÑÉÐÑ ÐÇÏÐÑÅÑ ÆÑÒÑÎÐËÕß. ±ÖÔÕß
xs ì ÕÑÚÍÂ ÒÇÓÇÅËÃÂ ×ÖÐÍÙËË U0�x�. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ x0 âÄÎâÇÕÔâ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÕÑÚ-
ÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË �0;L�. ´ÑÅÆÂ ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (8.1)
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔØÑÆâÜËÏÔâ, ÕÑÎßÍÑ ÇÔÎË ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ Ë
ÕÑÚÍÂ ÒÇÓÇÅËÃÂ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË ÐÂÎËÚËË
ÕÑÚÍË ÒÇÓÇÅËÃÂ ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÌ
ÔÒÇÍÕÓ (ÐÇÌÕÓÂÎßÐÂâ ÏÑÆÂ):

o � kzU0�xs� : �8:2�

¦ÔÎË ÕÑÚÍË ÒÇÓÇÅËÃÂ ÐÇÕ, ÕÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË �0;L� ÐÇ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍË, Â ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓÇÏÇ ²àÎÇâ ÚÂÔÕÑÕÂ o
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÕÑÎßÍÑ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ. ±ÓË àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(6.2) ÐÇ ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÌ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÇÔÎË Ö ÒÓÑ×ËÎâ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÕÇÚÇÐËâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË U0�x� ÐÇÕ
ÕÑÚÍË ÒÇÓÇÅËÃÂ, ÕÑ ÐÑÓÏÂÎßÐÞÇ ÏÑÆÞ (ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ
ÄÑÎÐÞ) Ä ÒÑÕÑÍÇ ÉËÆÍÑÔÕË ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ Ä ÔÄÇÕÇ ÕÇÑÓÇÏÞ ²àÎÇâ ÒÑÕÑÍ ÉËÆÍÑÔÕË Ô
ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕË (6.3). ¶ÖÐÍÙËâ (6.3) ËÏÇÇÕ ÓÂÊÓÞÄÐÖá
ÒÇÓÄÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá, Â ÇÈ ÄÕÑÓÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÇÔÕÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÍÂÍ

d2U0�x�
dx 2

� U

bÿ a

ÿ
d�xÿ a� ÿ d�xÿ b�� : �8:3�

¶ÖÐÍÙËâ (8.3) ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ Ä ÑÃÎÂÔÕË �0;L�, ÐÑ ÄÏÇÔÕÑ
ÕÑÚÍË ÒÇÓÇÅËÃÂ ËÏÇÇÕÔâ ÙÇÎÂâ "ÑÃÎÂÔÕß ÒÇÓÇÅËÃÂ" ì
ËÐÕÇÓÄÂÎ �a; b�, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÄÕÑÓÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá. ±ÑàÕÑÏÖ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ
ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÍÂÊÂÎËÔß ÄÑÊÏÑÉÐÞÏË Ë ÃÞÎË ÐÂÏË ÐÂÌÆÇÐÞ Ä
ÓÂÊÆÇÎÂØ 6 Ë 7 (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÞ (6.5), (6.6) Ë ÓËÔ. 2). ¥ÂÎÇÇ, Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (6.3) ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ
ÄÏÇÔÕÑ ÚÂÔÕÑÕÞ (8.2) ÙÇÎÞÌ "ÍÑÐÖÔ" ÚÂÔÕÑÕ:

0 � kzU0�a� < o < kzU0�b� � U : �8:4�

°ÃÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÞÇ ÐÂ ÓËÔ. 2, ÒÑÒÂ-
ÆÂáÕ Ä àÕÑÕ ÍÑÐÖÔ, Ä ÒÑÎÐÑÏ ÔÑÅÎÂÔËË Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (8.2).

¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÕËÒÂ (8.1) ÆÎâ ÒÎÂÊÏÇÐ-
ÐÑÅÑ ÔÎÑâ, ÔÎÇÆÖÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.2). µÏÐÑ-
ÉÂâ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ ÔÑÒÓâÉÈÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
j ��x� Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÇÅÑ ÒÑ x ÑÕ 0 ÆÑL, Ô ÖÚÈÕÑÏ ÅÓÂÐËÚÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ (2.2) ÒÑÎÖÚËÏ�L
0

ÿ
o 2

p �x�ÿo 2
� ���� djdx

����2 dx� k 2
z

�L
0

ÿ
o 2

p �x� ÿ o 2
� jjj2 dx � 0 :

�8:5�
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÕÑÚÍÂ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ x0�o�, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÏÂâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.1), ÐÂØÑÆËÕÔâ ÄÐÖÕÓË ÒÎÂÊÏÇÐ-
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²ËÔ. 2. ¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÄÑÎÐ ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑÔÕË Ô ÒÓÑ×ËÎÇÏ
ÔÍÑÓÑÔÕË (6.3).
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²ËÔ. 3. £ÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË W�x� Ä ÄÑÎÐÇ ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑÔÕË ÒÓË
kz � 5. ReWì ÍÓËÄÂâ 1, ImWì ÍÓËÄÂâ 2, jW jì ÍÓËÄÂâ 3.
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ÐÑÅÑ ÔÎÑâ, ÒÇÓÄÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓÇÛÇÐËÌ (4.4) Ë
(4.5), Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (8.5) ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÓÂÔØÑÆËÕÔâ
(ÄÕÑÓÑÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä (8.5) âÄÎâÇÕÔâ ÔØÑÆâÜËÏÔâ) Ë ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ (8.5) ÐÇ ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎÂ. ¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ
×ÑÓÏÖÎÞ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ÚÂÔÕâÏ Í ×ÖÐÍÙËâÏ j��x� Ë
�o 2

p ÿ o 2� dj=dx, ÒÇÓÄÂâ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ËÏÇÇÕ ÓÂÊÓÞÄ ÄÕÑ-
ÓÑÅÑ ÓÑÆÂ, ÐÇÍÑÓÓÇÍÕÐÑ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÂÐÂÎÑÅ ÕÇÑÓÇÏÞ
²àÎÇâ ÆÎâ ÔÎÑâ ÒÎÂÊÏÞ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ, ÇÔÎË
ÒÓË kz � 0 Ä ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (8.5) ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
(5.1), ÕÑ ÒÑÎÖÚËÕÔâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.2), ÍÑÕÑ-
ÓÑÇ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÓÂÐÇÇ, ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÐÂÎËÚËË
Ö ÚÂÔÕÑÕÞÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕË. ¿ÕÑÉÇ Ä ÒÑÎÐÑÌÏÇÓÇ ÑÕÐÑÔËÕÔâ
Ë Í ÑÃÜÇÏÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá (8.5). ª ÄÑÑÃÜÇ, Ä ÔÄâÊË Ô
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (5.2) Ë ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (8.5)
ÏÑÉÐÑ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÖ: ËÎË ÐÇ ÑÃØÑÆËÕß
ÒÑÎáÔ, Â ÓÂÔØÑÆâÜËÇÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÒÑÐËÏÂÕß Ä ÔÏÞÔÎÇ
ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ, ËÎË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË
ÓÂÔØÑÆâÜËØÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ. °ÃÜÇÒÓËÊÐÂÐÐÞÏ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ
âÄÎâÇÕÔâ ÄÕÑÓÑÌ ÒÑÆØÑÆ.

¬ÂÍ ÅÑÄÑÓËÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ âÄÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÄËÆÂ (4.6).
±ÖÔÕß j1;2�x� ì ÎËÐÇÌÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÓÇÛÇÐËâ àÕÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÒÓËÚÈÏ ×ÖÐÍÙËâ j1�x� ÓÇÅÖÎâÓÐÂ Ä ÑÔÑÃÑÌ
ÕÑÚÍÇ x0. ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.6) ÆÎâ ÄÓÑÐÔÍËÂÐÂ ×ÖÐÍÙËÌ
j1;2�x� ËÏÇÇÏ

j1j
0
2 ÿ j2j

0
1 � j 2

1

�
j2

j1

�0
� C

p�x� ; �8:6�

ÅÆÇ C ì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ, Â ÛÕÓËØÑÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÑ ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ x. ªÔÒÑÎßÊÖâ (8.6), ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÓÇ-
ÛÇÐËÇ j2�x� ÚÇÓÇÊ j1�x� Ë Ä ËÕÑÅÇ ÊÂÒËÔÂÕß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.6) [20]:

j�x� � Aj1�x� � Bj1�x�
�x
0

dx 0

p�x 0�j 2
1 �x 0�

: �8:7�

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÓÇÛÇÐËâ (8.7) Ä ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ (2.2)
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá�L

0

dx

p�x�j 2
1 �x�

� 0 ; �8:8�

ÍÑÕÑÓÑÇ Ô ÖÚÈÕÑÏ ×ÑÓÏÖÎÞ p�x� � o 2
p �x� ÿ o 2 ÔÎÇÆÖÇÕ

ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ kz 6� 0 ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.2) ÆÎâ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ. ±ÓË
kz � 0 ÓÇÅÖÎâÓÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ j1�x� ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.6) ÆÎâ
ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (8.8)
ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä (5.2). ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ×ÖÐÍÙËâ j1�x� âÄÎâÇÕÔâ ÓÇ-
ÅÖÎâÓÐÑÌ ÒÓË ÎáÃÑÏ kz, ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕß ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8.8) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÚÇÕÑÏ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË Ä ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍÇ x0, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ p�x� � 0. ³ÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÔÎÑâ ÒÎÂÄÐÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
ÒÎÂÊÏÞ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÊÂÕÖØÂáÕ Ä ÎáÃÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÆÎËÐ
ÄÑÎÐ. ®ÐËÏÂâ ÚÂÔÕß ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8.8)
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕß Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË
(5.4), ÏÇÕÑÆÑÏ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.12) ÆÎâ
ÄÓÑÐÔÍËÂÐÂ ËÏÇÇÏ

W1W
0
2 ÿW2W

0
1 �W 2

1

�
W2

W1

�0
� C ; �8:9�

ÒÓËÚÈÏ ÑÃÇ ×ÖÐÍÙËË, W1;2�x�, ÓÇÅÖÎâÓÐÞ Ä ÑÃÎÂÔÕË �0;L�
(ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ a Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËË (4.8) ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ).
ªÔÒÑÎßÊÖâ (8.9), ÊÂÒËÛÇÏ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(4.12) Ä ÄËÆÇ

W�x� � AW1�x� � BW1�x�
�x
0

dx 0

W 2
1 �x 0�

: �8:10�

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÓÇÛÇÐËâ (8.10) Ä ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ (2.5)
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá�L

0

dx

W 2
m �x�

� 0 : �8:11�

©ÆÇÔß Wm�x�ì ÎáÃÑÇ ËÊ ÎËÐÇÌÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÓÇÛÇÐËÌ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.12), Õ.Ç. m � 1 ËÎË m � 2. ±ÇÓÇØÑÆâ ÑÕ ÑÃÜÇÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.12) Í ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (2.4), ÊÂÏÇ-
ÚÂÇÏ, ÚÕÑ Ä ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÑÆÐËÏ ËÊ ÎËÐÇÌÐÑ
ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÓÇÛÇÐËÌ âÄÎâÇÕÔâ Wm�x� � U0�x� ÿ V. ±ÓË
àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (8.11) ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä (6.2). ¦ÔÎË ÚÂÔÕÑÕÂ o
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂ Ë Ä ÑÃÎÂÔÕË �0;L� ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ,
ÕÑ ×ÖÐÍÙËË Wm�x� âÄÎâáÕÔâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË. ±ÓË àÕÑÏ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (8.11) ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ. ®Þ ÑÒâÕß ÒÓËØÑÆËÏ Í
ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËá, ÚÕÑ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË Ö ÔÍÑÓÑÔÕË U0�x�
ÕÑÚÍË ÒÇÓÇÅËÃÂ ÍÓÂÇÄÂâ ÊÂÆÂÚÂ (2.4), (2.5) ÐÇ ËÏÇÇÕ
ÓÇÛÇÐËÌ.

9. °ÔÐÑÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ
ÒÎÂÊÏÞ Ë ÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË

°ÔÐÑÄÐÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ âÄÎâÇÕ-
Ôâ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÇÈ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Í ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÏÂÎÞÏ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËâÏ. £ÂÉÐÞÏ Ë ËÐÕÇÓÇÔÐÞÏ ÍÎÂÔÔÑÏ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕÇÌ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ âÄÎâáÕÔâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕË, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ Ä ÒÎÂÊÏÇ ÄÑÊÃÖÉÆÂáÕÔâ (ËÊÎÖÚÂáÕÔâ) ÇÈ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ. ¿ÕÑ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇ-
ÏÞÇ ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÞÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË [5, 28], ÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ
ÏÞ ÊÆÇÔß Ë ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚËÏ ÔÄÑÈ ÄÐËÏÂÐËÇ. ªÔÕÑÚÐËÍÑÏ
ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÔÕË ÒÎÂÊÏÞ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÇ
ÆÄËÉÇÐËÇ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÑÆÐÑÅÑ ÔÑÓÕÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎß-
ÐÑ ÆÓÖÅËØ ÚÂÔÕËÙ ì ÒÖÚÍË ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ. ¹ÕÑ
ÍÂÔÂÇÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ, ÕÑ Ä
ÒÎÂÊÏÇ ËÏÇÇÕÔâ ËØ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÇ ÚËÔÎÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ
ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ, ÙËÍÎÑÕÓÑÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ËÑÐÐÞÌ
ÊÄÖÍ Ë Õ.Æ.

£ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÍÑÕÑÓÞÏÏÞ Ä ÑÔÐÑÄ-
ÐÑÏ Ë ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ, ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
[9, 10]:

d

dx

�
e?�o; x� dj

dx

�
ÿ k 2

z ejj�o; x�j � 0 : �9:1�

©ÆÇÔß e?�o; x� Ë ejj�o; x� ì ÒÑÒÇÓÇÚÐÂâ Ë ÒÓÑÆÑÎßÐÂâ ÆË-
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË. µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.1) âÄÎâÇÕÔâ
ÚÂÔÕÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.1).

±ÖÔÕß ÒÎÂÊÏÂ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÚÂÔÕËÙ ÆÄÖØ ÔÑÓÕÑÄ: ØÑÎÑÆ-
ÐÞØ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ô ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕßá Ë àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÖÚÍÂ Ô ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá
Ë ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÄÆÑÎß ÔÎÑâ
(ÆÄËÉÇÐËÇ ÕâÉÈÎÞØ ËÑÐÑÄ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÏ). ±ÖÔÕß ÕÂÍÉÇ
ÄÆÑÎß ÔÎÑâ ÒÓËÎÑÉÇÐÑ ÄÐÇÛÐÇÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ
ÒÑÎÇ. ±ÖÚÑÍ ÔÚËÕÂÇÏ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÏ. ¥ËàÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍËÇ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÕÂÍÑÅÑ ÔÎÑâ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÊÄÇÔÕ-
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ÐÞÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË [10, 29]:

e?�o; x� � 1ÿ o 2
p �x�

o 2 ÿ O 2
e

ÿ o 2
b �x�ÿ

oÿ kzU0�x�
�2 ÿ O 2

e

;

ejj�o; x� � 1ÿ o 2
p �x�
o 2

ÿ o 2
b �x�ÿ

oÿ kzU0�x�
�2 ; �9:2�

ÅÆÇ ob�x� ì ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÖÚÍÂ,
Oe ìàÎÇÍÕÓÑÐÐÂâ ÙËÍÎÑÕÓÑÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ,
ÚÕÑ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÌ ÔÎÑÌ ÑÅÓÂÐËÚÇÐ ÒÓÑÄÑÆâÜËÏË ÊÂÊÇÏÎÈÐ-
ÐÞÏË ÒÎÑÔÍÑÔÕâÏË, ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË G0�x� � 0, Â ÒÎÑÔÍÑÔÕË G�x� � 0 ÊÂÆÂáÕ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÕÑÚÇÍ ÓÂÊÓÞÄÂ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÐËÙÂÇ-
ÏÑÔÕÇÌ (9.2). ¯Â ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕâØ ËÏÇáÕ ÏÇÔÕÑ
ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ:

j�x�jG0�x��0 � 0 ;
�
j�x�	��

G�x��0 � 0 ;�
e?�o; x� dj�x�

dx

�
G�x��0

� 0 : �9:3�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÇ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÏÞÇ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ (9.1), (9.3). ±ÖÔÕß o 2

b �x� � 0,
o 2

p �x� � o 2
p0 � const, G0�x� � x� L. ´Ñ ÇÔÕß ÓÇÚß ÒÑÌÆÈÕ

Ñ ÔÎÑÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÏÂÅÐËÕÑÂÍÕËÄÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ ÕÑÎÜËÐÑÌ
2L (ËÎË Ñ ÒÎÑÔÍÑÏ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ). °ÃÜÇÇ ÓÇ-
ÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.1) ËÏÇÇÕ ÄËÆ A sin �wx� � B cos �wx�,
ÅÆÇ w 2 � ÿk 2

z ejj=e?. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÒÇÓÄÞÇ
ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ (9.3), ÐÂØÑÆËÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ÆÎâ ÚÂÔÕÑÕ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ�

pn
2Lkz

�2�
1ÿ o 2

p0

o 2 ÿ O 2
e

�
� 1ÿ o 2

p0

o 2
� 0 ; n � 1; 2; . . . ;

�9:4�

Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË

j�x� �
cos

�
x
pn
2L

�
; n � 1; 3; 5; . . . ;

sin

�
x
pn
2L

�
; n � 2; 4; 6; . . . :

8>><>>: �9:5�

±Ñ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÇ
ÄÑÎÐÞ ÓÂÊÆÇÎâáÕ ÐÂ ÄÑÎÐÞ, ÐÇÚÈÕÐÞÇ ÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ x
(n � 2; 4; . . .) Ë ÚÈÕÐÞÇ ÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ x (n � 1; 3; . . .). £
ÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑÄÑÌ ÑÃÎÂÔÕË (kzL4 1) ËØ ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË

o �
�������������������������������������������������������
o 2

p0 �
�

pn
2Lkz

�2 o 2
p0O

2
e

o 2
p0 ÿ O 2

e

vuut � o1�kz� ; �9:6�

o �
����������������������������������������������������
O 2

e �
�

pn
2Lkz

�2 o 2
p0O

2
e

O 2
e ÿ o 2

p0

vuut � o2�kz� : �9:7�

¶ÑÓÏÖÎÞ (9.6) Ë (9.7) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ, ÒÑÍÂ
ÄÕÑÓÞÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ ÒÑÆ ÍÑÓÐÇÏ Ä ÐËØ ÏÂÎÞ Ä ÔÓÂÄÐÇÐËË Ô
ÒÇÓÄÞÏË ÔÎÂÅÂÇÏÞÏË. £ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ ÆÎËÐÐÑÄÑÎ-
ÐÑÄÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ (kzL5 1) ÆÎâ ÚÂÔÕÑÕ ËÏÇÇÏ

o � kz2L

pn

��������������������
o 2

p0O
2
e

o 2
p0 � O 2

e

vuut � o1�kz� ; �9:8�

o �
������������������������������������������������������������������
o 2

p0 � O 2
e ÿ

�
kz2L

pn

�2 o 2
p0O

2
e

o 2
p0 � O 2

e

vuut � o2�kz� : �9:9�

®Þ ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß àÕË ÄÑÎÐÞ ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÌ (ÔÒÇÍÕÓ
(9.8)) Ë ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÌ (ÔÒÇÍÕÓ (9.9)) ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÏË
ÄÑÎÐÂÏË. ¬ÂÍÂâ ËÊ ÚÂÔÕÑÕ (9.6) ËÎË (9.7) âÄÎâÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ
ÄÞÔÑÍÑÌ, ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕÑÕÂÏËop0 Ë
Oe, ÚÕÑ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÆÎâ ÐÂÔ ÐËÍÂÍÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ. ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ
ÐËÉÇ, ÄÑÎÐÞ ÔÎÑâ ÒÎÂÊÏÞ ÏÑÅÖÕ ÄÑÊÃÖÉÆÂÕßÔâ (ËÊÎÖ-
ÚÂÕßÔâ) ÒÓÑØÑÆâÜËÏ Ä ÔÎÑÇ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÏ ÒÖÚÍÑÏ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÔØÑÆÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (9.1) ÊÂÒËÔÂÐÑ Ä
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÒÑàÕÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ
ÚÂÔÕÑÕ (9.6) ë (9.9) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄ o1;2�kz�=kz 5 c, ÅÆÇ c ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ Ä
ÒÖÔÕÑÕÇ. ¯ÇÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ
(9.6) ë (9.9) (ÑÃÞÚÐÑ ËØ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÍÑÔÞÏË ÎÇÐÅÏáÓÑÄ-
ÔÍËÏË ÄÑÎÐÂÏË ËÎË ÏÑÆÂÏË ´ÓÂÌÄÇÎÒËÔÂ ë¤ÑÎÆÂ) ÒÑÆ-
ÓÑÃÐÑ ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [13, 16, 27]) Ë ÔÇÌÚÂÔ ÐÇ
ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÄÑÊ-
ÃÖÉÆÇÐËâ àÕËØ ÄÑÎÐ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÏ ÒÖÚÍÑÏ ÐÇÒÑÕÇÐÙËÂÎß-
ÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÐÇ ËÏÇáÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ. °ÆÐÂÍÑ
Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÇÜÈ ÑÆËÐ ÒÓËÏÇÓ ËÊ àÎÇÍ-
ÕÓÑÆËÐÂÏËÍË, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÖÚÈÕ ÐÇÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ à××ÇÍ-
ÕÑÄ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏ.

±ÇÓÇÌÆÈÏ ÕÇÒÇÓß Í ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË. ±ÑÆÑÌÆÖÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑÕÑÍÂ
ÉËÆÍÑÔÕË Ô ÒÑÒÇÓÇÚÐÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑ-
ÔÕßá ÒÑÕÑÍÂ U0�x�. ªÏÇÐÐÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß ÔÍÑÓÑÔÕË
ÒÑÕÑÍÂ âÄÎâÇÕÔâ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÔÕË ÔËÔÕÇÏÞ 7.
¨ËÆÍÑÔÕß ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÔÉËÏÂÇÏÑÌ, ÒÑ-
ÔÍÑÎßÍÖ Ä ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÇÏÑÅÎË ÃÞ ÄÑÊÃÖÉÆÂÕßÔâ (ËÊÎÖÚÂÕßÔâ)
ÒÓË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. ±ÑàÕÑÏÖ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÂÐÂÎÑÅÂ ÒÓËÄÇ-
ÆÈÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË ÔÎÑâ ÐÇÓÂÄÐÑ-
ÄÇÔÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ ÄÑÊßÏÈÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÎÑÔÍÑÅÑ
ÒÑÕÑÍÂ ÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË (ËÎË ÅÂÊÂ) [4, 30]:

d

dx

��
k 2
z ÿ

D 2�x�
c 2s

�ÿ1�
D�x� dW

dx
� kz

dU0

dx
W

��
ÿ

ÿ D�x�W � 0 ; �9:10�

ÅÆÇ D�x� � oÿ kzU0�x�, cs ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÄÖÍÂ. £ ÔÎÖÚÂÇ
ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË cs !1 Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (9.10) ÒÇÓÇ-
ØÑÆËÕ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.4). µÓÂÄÐÇÐËÇ (9.10) ÖÆÑÃÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÆÂÄÎÇÐËâ Ä ÒÑÕÑÍÇ p�x�:

d

dx

�
1

D�x�
dp

dx

�
ÿ 1

D�x�
�
k 2
z ÿ

D 2�x�
c 2s

�
p�

� kz
1

D 2�x�
dU0

dx

dp

dx
� 0 ; �9:11�

Â ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÆÂÄÎÇÐËâ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá
×ÑÓÏÖÎÑÌ

W � ÿi 1

D�x�
dp

dx
: �9:12�

7 ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ Ë Ä ÒÎÂÊÏÇ ÑÔÐÑÄÐÞÏ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÔÕË
âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ì ÐÂ-
ÎËÚËÇ ÒÖÚÍÂ.
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µÓÂÄÐÇÐËâ (9.10) Ë (9.11) ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÒÓË ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË,
ÚÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÄÖÍÂ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÒÑÕÑÍ
ÅÂÊÂ ÑÅÓÂÐËÚÇÐ ÂÃÔÑÎáÕÐÑ ÕÄÈÓÆÞÏË ÔÕÇÐÍÂÏË, ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË G0�x� � 0. ¯Â
àÕËØ ÔÕÇÐÍÂØ ÒÑÒÇÓÇÚÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÑÕÑÍÂ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ
Ä ÐÖÎß, ÚÕÑ Ô ÖÚÈÕÑÏ (9.12) ÆÂÈÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ
ÖÔÎÑÄËÇ:

dp

dx

����
G0�x��0

� 0 : �9:13�

±ÖÔÕß ÕÂÍÉÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË G�x� � 0 ÊÂÆÂáÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
ÕÑÚÇÍ ÓÂÊÓÞÄÂ ×ÖÐÍÙËË U0�x� (ÒÑÕÑÍ Ô ÍÖÔÑÚÐÑ-ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕË). £ àÕËØ ÕÑÚÍÂØ ÆÑÎÉÐÞ
ÃÞÕß ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÆÂÄÎÇÐËâ Ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÂâ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑÕÑÍÂW�x�, Õ.Ç.

p�x���
G�x��0 � 0 ;

�
1

D�x�
dp

dx

�
G�x��0

� 0 : �9:14�

¥Îâ ÒÓËÏÇÓÂ ÒÑÎÖÚËÏ ÓÇÛÇÐËÇ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚË (9.11),
(9.13) Ë (9.14) ÆÎâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÅÂÊÑÄÑÅÑ ÔÎÑâ Ô ÐÖÎÇÄÑÌ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá U0�x� � 0 Ë G0�x� � x� L
(ÒÎÑÔÍËÌ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËÌ ÄÑÎÐÑÄÑÆ). °ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (9.11) ÊÂÒËÛÇÏ Ä ÄËÆÇ A sin �wx� � B cos �wx�, ÅÆÇ
w 2 � o 2=c 2s ÿ k 2

z . ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑ-
ÄËâ (9.13), ÐÂØÑÆËÏ ÔÒÇÍÕÓÞ ÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ

o � cs

����������������������������
k 2
z �

�
pn
2L

�2
s

� os�kz� ; n � 1; 2; . . . ; �9:15�

Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË

p�x� �
sin

�
x
pn
2L

�
; n � 1; 3; 5; . . .

cos

�
x
pn
2L

�
; n � 2; 4; 6; . . .

8>><>>: �9:16�

¦ÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÅÖÕ ËÊÎÖÚÂÕßÔâ Ä ÂÍÖ-
ÔÕËÚÇÔÍÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ, ì àÕÑ ÊÄÖÍÑÄÞÇ ÄÑÎÐÞ (9.15).

10. ±ÖÚÍÑÄÞÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÒÎÂÊÏÇ

£ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÒÎÂÊÏÞ Ë ÒÖÚÍÂ
(o 2

p �x� � o 2
p0, o 2

b �x� � o 2
b0, U0�x� � U ) ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ

ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑ-ÒÖÚÍÑ-
ÄÑÅÑ ÔÎÑâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(9.4), ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:�

pn
2Lkz

�2�
1ÿ o 2

p0

o 2 ÿ O 2
e

ÿ o 2
b0

�oÿ kzU �2 ÿ O 2
e

�
�

� 1ÿ o 2
p0

o 2
ÿ o 2

b0

�oÿ kzU �2
� 0 : �10:1�

³ÚËÕÂâ, ÚÕÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

o 2
b0 5o 2

p �x�; O 2
e ; �10:2�

ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÑÎßÍÑ ÕÂÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10.1), ÍÑ-
ÕÑÓÞÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÔÎÑÄËá

joÿ kzU j2 5O 2
e : �10:3�

´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (10.1) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

D0�o; kz� � Q�o; kz� o 2
b0

�oÿ kzU �2
; �10:4�

ÅÆÇ D0�o; kz� ì ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÐÖÎË ÍÑÕÑÓÑÌ
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ ÃÇÊ
ÒÖÚÍÂ, Q�o; kz�ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÐÇ ÑÃÓÂÜÂáÜÂâÔâ
Ä ÐÖÎß ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ Ô D0. £ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ D0�o; kz�
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕßá ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.4), Â Q � 1.
µÓÂÄÐÇÐËÇ (10.4) ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÃÑÎÇÇ
ÔÎÑÉÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÇÌ [27, 31]. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÇÔÎË ÒÖÚÑÍ ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ Ä ÍÂÐÂÎÇ ÕÑÎÜËÐÑÌ a5L, ÕÑ Q �
� aj 2�x0�=L, ÅÆÇ j�x� ì ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ (9.5),
x0 ì ÔÓÇÆÐââ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÒÖÚÍÂ.

¦ÔÎË ÄÇÎËÚËÐÂ kzU ÐÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÐË Ô ÑÆÐÑÌ ËÊ ÔÑÃÔÕ-
ÄÇÐÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ o1;2�kz� ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ, ÕÑ Ô ÖÚÈÕÑÏ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (10.2) ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10.4) ËÏÇáÕ ÄËÆ

o � kzU� ob0

������������������������
Q�kzU; kz�
D0�kzU; kz�

s
: �10:5�

±ÓË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÏ ÒÑÆÍÑÓÇÐÐÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË ÚÂÔÕÑÕÞ
(10.5) âÄÎâáÕÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË, ÚÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕß ÒÎÂÊÏÇÐÐÑ-ÒÖÚÍÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. ¿ÕÖ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß,
ÐÇ ÔÄâÊÂÐÐÖá Ô ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ, ÐÂÊÞÄÂáÕ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá ÕËÒÂ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÏÂÔÔÞ ËÎË ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá ÒÖÚÍÂ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá [27, 32]. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÐÂÊÄÂÐËÇ
ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ Ä ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ (kzL4 1)
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ D0 ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ
ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÒÎÂÊÏÞ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÕÓË-
ÙÂÕÇÎßÐÂ ÒÓË o � kzU < op0. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÚÂÔÕÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ
×ÑÓÏÖÎÂ (10.5) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

o � kzU� i

��������
o 2

b0

o 2
p0

s �
1ÿU 2

c 2p

�ÿ1=2
kzU ; �10:6�

ÅÆÇ cp � op0=kz ì ×ÂÊÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÞ Ä ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ. ¯ÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ËÏÇÇÕ
ÏÇÔÕÑ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË U < cp. ¯ËÉÇ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÆÑÃÐÂâ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÄÑÊÏÑÉÐÂ Ë Ä ÅÂÊÑÄÑÏ ÒÑÕÑÍÇ.

±ÓË ÐÂÎËÚËË ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ o1;2�kz� � kzU
ÒÖÚÍÂ Ô ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ËÊ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÓÇÛÇÐËÇ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10.4) ÔÎÇÆÖÇÕ ËÔÍÂÕß Ä ÄËÆÇ

o � o1;2�kz� � do � kzU� do : �10:7�

±ÓË àÕÑÏ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10.4) ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ:

do � ÿ1� i
���
3
p

2

�
o 2

b0Q1;2

�
qD0

qo1;2

�ÿ1�1=3
; �10:8�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâQ Ë ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËËD0

ÃÇÓÖÕÔâ ÒÓË o � o1 ËÎË o � o2. ¯ÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ô ËÐÍÓÇ-
ÏÇÐÕÑÏ (10.8) ËÊÄÇÔÕÐÂ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÍÂÍ ÑÆÐÑÚÂÔÕËÚÐÞÌ
ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞÌ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍËÌ à××ÇÍÕ [28].

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (9.4) kz�o=U,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÚÂÔÕÑÕÞ ÚÇÓÇÐÍÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ. ²ÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ÆÄÇ. °ÆÐÂ, ÃÑÎÇÇ
ÄÞÔÑÍÂâ, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÄÔÇÅÆÂ. ¿ÕÑ ÚÂÔÕÑÕÂ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ ÒÖÚ-
ÍÂ Ô ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ (9.9). ¥ÓÖÅÂâ ÓÇÊÑÐÂÐÔ-
ÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÐÇÓÂ-
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ÄÇÐÔÕÄÂ��������������������
o 2

p0O
2
e

o 2
p0 � O 2

e

vuut >
pn
2L

U ; �10:9�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ U < cp. ©ÆÇÔß cp �
� o1�kz�=kz ì ×ÂÊÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÌ ÒÎÂÊ-
ÏÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ (9.8). ¦ÔÎËU > cp, ÕÑ ÒÖÚÑÍ ÏÂÎÑÌ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË Ä ÔÎÑÇ ÏÂÅÐËÕÑÂÍÕËÄÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ ÖÔÕÑÌÚËÄ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ,
ÚÕÑ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏ ÊÂÍÑÐÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËË àÕÑÌ
ÄÑÎÐÞ ì ÊÂÍÑÐÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËË ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓËÏÇÓ, ËÎÎáÔÕÓËÓÖáÜËÌ ÆÓÖÅÑÌ ÊÂÍÑÐ
ÆËÔÒÇÓÔËË ËÊÎÖÚÂÇÏÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÏ ÒÖÚÍÑÏ ÄÑÎÐÞ.
±ÖÔÕß ÄÏÇÔÕÑ ÔÎÑâ ÒÎÂÊÏÞ ËÏÇÇÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ ÔÎÑÌ
ì ÒÎÑÔÍËÌ ÄÑÎÐÑÄÑÆ Ô ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÊÂÒÑÎÐÇÐËÇÏ.
±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍ ì ËÊÑÕÓÑÒÐÞÌ Ë ÇÅÑ ÒÓÑ-
ÐËÙÂÇÏÑÔÕß e0 ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÑÎÐÞ
Ä ÕÂÍÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ ËÏÇáÕ ÚËÔÕÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÖá
ÒÓËÓÑÆÖ, ÑÕÍÂÉÇÏÔâ ÑÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ.
±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÒÖÚÑÍ ÒÓÑØÑÆËÕ Ä ÖÊÍÑÏ ÍÂ-
ÐÂÎÇ,ÿa < x < a, Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ. ª ÐÂÍÑÐÇÙ, ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ
ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (10.3). £ ÓÂÏÍÂØ ÔÆÇÎÂÐÐÞØ ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÑÉÇÐËÌ ÍÓÂÇÄÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ
ÚÂÔÕÑÕ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ Ô ÒÖÚÍÑÏ ×ÑÓÏÖÎË-
ÓÖÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ [27]:

d

dx

�
e?�x�

w 2�o; x�
dEz

dx

�
ÿ ejj�o; x�Ez � 0 ; �10:10�

Ez�ÿL� � Ez�L� � 0 :

©ÆÇÔß Ez ì ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, w 2�o; x� � k 2

z ÿ e?�x�o 2=c 2 , e? � e0 Ä ÑÃÝÈÏÇ
ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ Ë e? � 1 Ä ÍÂÐÂÎÇ ÒÖÚÍÂ (ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ
ÔÚËÕÂÇÏ ÒÖÚÑÍ ÊÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÞÏ, Õ.Ç. ÒÑÎÂÅÂÇÏ Ä (9.2)
Oe 4ob0), ejj�o; x��1ÿ o 2

b0=�oÿkzU �2 � eb Ä ÍÂÐÂÎÇ ÒÖÚ-
ÍÂ Ë ejj�o; x��e0 Ä ÑÃÝÈÏÇ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ, cì ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ.

ªÊ (10.10) ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÞÄÑÆËÕÔâ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ. °ÒÖÔÍÂâ ÐÇÔÎÑÉÐÖá ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÄÞ-
ÄÑÆÂ, ËÏÇÇÏ

e0
q0

cot
�
q0�Lÿ a��ÿ ����

eb
p
q

Hth �q ����
eb
p

a� � 0 : �10:11�

ÅÆÇ q � ������������������������
k 2
z ÿ o 2=c 2

p
, q0 �

������������������������
o 2=c 20 ÿ k 2

z

q
, c0 � c=

����
e0
p

,
Hth�x� � coth �x� Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÚÈÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, Â ÆÎâ ÚÈÕÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ Hth�x� � th �x�. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ a5L Ë kza5 1, ÑÊÐÂÚÂáÜËÇ, ÚÕÑ ÍÂÐÂÎ
ÒÖÚÍÂ ì ÖÊÍËÌ. ´ÑÅÆÂ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10.11), Ä
ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÑ a=L ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÖÚÑÍ ÐÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖÇÕ Ô
ÐÇÚÈÕÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÒÑÎÇEz ÐÇÚÈÕÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ Ä ÍÂÐÂÎÇ ÒÖÚÍÂ ÃÎËÊÍÑ Í ÐÖÎá.

¥Îâ ÚÈÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (10.11) ÒÓËÄÑÆËÕÔâ Í ÄËÆÖ�
q0L tan �q0L�

�ÿ1 � ÿ a

L

o 2
b

e0�oÿ kzU �2
; �10:12�

ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÏÖ Ô (10.4) ÒÓË D0�o; kz� �
�
q0L tan �q0L�

�ÿ1
,

Q � ÿa=�Le0�. ±ÓË àÕÑÏ ËÊ (10.5) ÐÂØÑÆËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÚÂÔÕÑÕÞ:

o � kzU� i

�������
a

Le0

r
�

� ob0

��������������������������������������������������������������������
kzL

���������������
U 2

c 20
ÿ 1

s
tan

�
kzL

���������������
U 2

c 20
ÿ 1

s �vuut : �10:13�

±ÓË kzL5 1 ×ÑÓÏÖÎÂ (10.13) ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ:

o � kzU� i

�������
a

Le0

r
ob0kzL

�
U 2

c 20
ÿ 1

�1=2

: �10:14�

®ÐËÏÞÇ ÚÂÔÕË ÚÂÔÕÑÕ (10.13) Ë (10.14) ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ
ËÐÍÓÇÏÇÐÕÞ ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÖÚÍÂ Ä ÆË-
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÚÈÕÐÞØ ÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐËÌ (ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÕËÒÂ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÏÂÔÔÞ).
¯ÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ô ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂÏË (10.13) Ë (10.14) ËÏÇÇÕ
ÏÇÔÕÑ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË U > c0. ±ÓË U < c0 ÚÂÔÕÑÕÞ (10.13)
âÄÎâáÕÔâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË, Ë ÄÏÇÔÕÇ Ô ÚÂÔÕÑÕÂÏË ÑÃÞÚ-
ÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ (ÔÎÂÃÑ ÄÑÊÏÖÜÈÐÐÞØ ÒÖÚ-
ÍÑÏ) ×ÑÓÏËÓÖáÕ ÒÑÎÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎ-
ÐÑÄÑÆÂ Ô ÒÖÚÍÑÏ.

¶ÑÓÏÖÎÂ (10.13) ÐÇÄÇÓÐÂ ÒÓË kzL
����������������������
U 2=c 20 ÿ 1

q
�

� pn=�2L�, n � 1; 3; . . . ; ÚÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÒÓË ÚÇÓÇÐÍÑÄ-
ÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔÇ ÒÖÚÍÂ Ô ÚÈÕÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÎ-
ÐÑÌ, ÍÑÅÆÂ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÓÂÊÄËÄÂÇÕÔâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ ËÊÎÖÚÂÕÇ-
ÎßÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß.°ÃÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ
àÕÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓËÄÇÆÇÐÑ Ä (10.8). °ÕÍÖÆÂ Ë ËÊ
(10.12) ÆÎâ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ ÒÑÎÖÚËÏ

do � ÿ1� i
���
3
p

2

�
a

L

o 2
b0

e0o 2
0

�
pnc0
2Lo0

�2�1=3
o0 : �10:15�

²ÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ

o0 � pn
2L

c0

�
1ÿ c 20

U 2

�ÿ1=2
: �10:16�

¹ÂÔÕÑÕÂ (10.16) ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË U > c0, ÚÕÑ, ÍÂÍ
ÖÉÇ ÅÑÄÑÓËÎÑÔß, âÄÎâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÒÖÚÍÂ Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ. ¦ÔÎË U < c0, ÕÑ
ÒÖÚÑÍ Ä ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ Ô ÆËàÎÇÍÕÓËÍÑÏ ÖÔÕÑÌÚËÄ, ÚÕÑ ÑÃÖÔÎÑ-
ÄÎÇÐÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏ ÊÂÍÑÐÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËË ÄÑÎÐÞ ì ÊÂÍÑ-
ÐÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËË ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÐÂÛÇ ÑÃÓÂÜÇÐËÇ ÊÆÇÔß Í ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÏÖ ÄÑÎÐÑÄÑÆÖ (Õ.Ç. ÖØÑÆ ÑÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÚËÔÕÑ ÒÎÂÊ-
ÏÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ) ÐÇÔÎÖÚÂÌÐÑ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 11 àÕÑ ÆÂÔÕ ÐÂÏ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÔÑÒÑÔÕÂÄËÕß ÅÂÊÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ âÄÎÇÐËâ Ô
ÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÏË, ÚÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÇ, àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË.

11. ¯ÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ
ÅÂÊÑÄÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÐÇÒÑÆÄËÉÐÞÌ ÅÂÊ, ÊÂÍÎáÚÈÐÐÞÌ ÏÇÉÆÖ
ÕÄÈÓÆÞÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏË, Ä ÙÇÐÕÓÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÑÊÆÂÐ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞÌ ÅÂÊÑÄÞÌ ÒÑÕÑÍ, Õ.Ç. ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË Ä ÅÂÊÑÄÑÏ ÍÂÐÂÎÇ ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

U0�x� �
0; x 2 �ÿL;ÿa� ,
U � const ; x 2 �ÿa; a� .
0 ; x 2 �a;L� .

8<: �11:1�

ªÊ ÔËÏÏÇÕÓËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (11.1) ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕË x � 0 ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÅÂÊÂ ÓÂÔÒÂÆÂáÕÔâ
ÐÂ ÚÈÕÐÞÇ (ÆÂÄÎÇÐËÇ ì ÚÈÕÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ x) Ë ÐÇÚÈÕÐÞÇ
(ÆÂÄÎÇÐËÇ ì ÐÇÚÈÕÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ x). ±ÑàÕÑÏÖ ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.11) Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ
ÔÇÚÇÐËâ ÅÂÊÑÄÑÅÑ ÍÂÐÂÎÂ ÒÓË x > 0 ÔÎÇÆÖÇÕ ËÔÍÂÕß Ä ÄËÆÇ

p�x�� A
sinh �q1x� Ð ne~+tnaq wolna ; 0 < x < a ;

cosh �q1x� Ð ~+tnaq wolna ; 0 < x < a ;

�
B cosh

�
q2�Lÿ x��; a < x < L ;

8<:
�11:2�
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ÅÆÇ q 2
1 � k 2

z ÿ �oÿ kzU �2=c 2s , q 2
2 � o 2=c 2s ÿ k 2

z . ²ÇÛÇÐËÇ
(11.2) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏÖ ÅÓÂÐËÚÐÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá
(9.13). ±ÑÆÔÕÂÄÎââ (11.2) Ä ÒÇÓÄÞÇ ÆÄÂ ÖÔÎÑÄËâ (9.14) Ë
ËÔÍÎáÚÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ A Ë B, ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá [30]:

1

o 2
q2 tan

�
q2�Lÿ a��ÿ 1

�oÿ kzU �2
q1 Hth �q1a� � 0 :

�11:3�
¶ÖÐÍÙËâHth�x� ÕÂ ÉÇ, ÚÕÑ Ë Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (10.11).

±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÒÓËÔÕÖÒËÕß Í ÂÐÂÎËÊÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (11.3) Ä
ËÐÕÇÓÇÔÖáÜÇÏ ÐÂÔ ÂÔÒÇÍÕÇ, ÒÓËÄÇÆÈÏ ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ
ÔÎÖÚÂâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË (cs !1), Â ËÏÇÐÐÑ:

o � kzU

1� i
�����������������������������������������������������
Hth �kza� coth

�
kz�Lÿ a��q : �11:4�

®ÐËÏÂâ ÚÂÔÕß ÚÂÔÕÑÕÞ (11.4) ÆÂÈÕ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÓÂÊÄËÕËâ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
Ä ÒÓÇÆÇÎÇ kza4 1, kz�Lÿ a�4 1 ËÊ (11.4) ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÚÂÔÕÑÕÞ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ (6.5). ²ÇÛÇÐËâ
ÄËÆÂ (11.4) Ö ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (11.3) ËÏÇáÕÔâ
ÒÓË ÎáÃÑÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËË ÏÇÉÆÖ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÒÑÕÑÍÂ U Ë
ÔÍÑÓÑÔÕßá ÊÄÖÍÂ cs. ¥ÂÎÇÇ ÐÂÔ ÃÖÆÖÕ ËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÕß ÆÓÖÅËÇ
ÓÇÛÇÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß, ÑÕÎËÚÐÖá ÑÕ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÒÑÕÑÍÂ.

±ÇÓÇÌÆÈÏ ÕÇÒÇÓß Í ÂÐÂÎËÊÖ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(11.3), ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÕÑÎÜËÐÂ ÅÂÊÑÄÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÏÂÎÂ
ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÂÊÏÇÓÑÏ ÄÔÇÅÑ ÍÂÐÂÎÂ, Õ.Ç. a5L. ±ÓÇÆ-
ÒÑÎÑÉËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

kza5 1 ;
ajoj
cs

5 1 : �11:5�

´ÑÅÆÂ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (11.3) ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ. ¥Îâ
ÐÇÚÈÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞÿ

q2L tan �q2L�
�ÿ1 � a

L

�oÿ kzU �2
o 2

; �11:6�

Â ÆÎâ ÚÈÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ:

q2L tan �q2L� � a

L
q 2
1L

2 o 2

�oÿ kzU �2
: �11:7�

±ÓË a � 0, ÍÑÅÆÂ ÅÂÊ ÄÑ ÄÔÈÏ ÍÂÐÂÎÇ ÐÇÒÑÆÄËÉÇÐ, ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (11.6) Ë (11.7) ÔÄÑÆâÕÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá
cos �q2L� � 0 Ë sin �q2L� � 0. °ÕÍÖÆÂ ÔÎÇÆÖáÕ ÔÒÇÍÕÓÞ
(9.15) ÚÂÔÕÑÕ ÐÇÚÈÕÐÞØ Ë ÚÈÕÐÞØ ÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ, ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÄÆÑÎß ÒÎÑÔÍÑÅÑ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ.

±ÓË a 6� 0 ÒÑÏËÏÑ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ Ö ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ (11.6) Ë (11.7) ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÍÑÓÐË. £ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËË (11.6) ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ, ÑÃÖÔÎÑÄ-
ÎÇÐÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ Ä
ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ Ô ÒÑÕÑÍÑÏ ÅÂÊÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÐÇÚÈÕÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ:

o � �i
����
a

L

r
kzU

�������������������������������
kzL tanh �kzL�

p
: �11:8�

±ÑÔÎÇÆÐââ ×ÑÓÏÖÎÂ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ë Ä ÑÃÜÇÏ
ÄÞÓÂÉÇÐËË (11.4). ¥ÓÖÅËØ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (11.6) ÐÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ. ¥ÂÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÆÂÄÎÇÐËâ Ä ÐÇÚÈÕÐÑÌ
ÄÑÎÐÇ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x � 0, Õ.Ç. ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÅÂÊÑÄÑÏ
ÒÑÕÑÍÇ, ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß. ³ ÒÑØÑÉÇÌ ÔËÕÖÂÙËÇÌ ÏÞ ÖÉÇ

ÔÕÂÎÍËÄÂÎËÔß, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÐÇÚÈÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÆËàÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ Ô ÒÖÚÍÑÏ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ.

±ÇÓÇÌÆÈÏ ÕÇÒÇÓß Í ÂÐÂÎËÊÖ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ÚÈÕÐÞØ ÄÑÎÐ (11.7). ³ÓÂÊÖ ÑÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ
ÔØÑÆÔÕÄÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (11.7) Ë (10.12). ²ÂÊÎËÚËÇ ÎÇÄÞØ ÚÂÔ-
ÕÇÌ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÓÂÊÎËÚËÇÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÆË-
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÆÑÄ, ÚÕÑ Ä ÔÄÑá
ÑÚÇÓÇÆß ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÓÂÊÐÞÏË ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË:
(10.10) Ë (9.13). ²ÂÊÎËÚËÇ ÒÓÂÄÞØ ÚÂÔÕÇÌ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ
ÓÂÊÎËÚËÇÏ ÏÇØÂÐËÊÏÑÄ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ
ÒÖÚÍÂ Ë ÅÂÊÑÄÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ Ô ÄÑÎÐÑÄÑÆÑÏ: Ä ÑÆÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
àÕÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÔËÎÞ ÒÑÎâ, Â Ä ÆÓÖÅÑÏ ì ÏÇØÂÐË-
ÚÇÔÍËÇ ÔËÎÞ ÆÂÄÎÇÐËâ. ±ÓË a=L5 1 ÑÆÐÑ ËÊ ÓÇÛÇÐËÌ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (11.7) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

o � kzU�

�
�
1� i

����
a

L

r ���������������������������������������������������������������������������������
kzL

�1ÿU 2=c 2s �1=2 tanh
�
kzL�1ÿU 2=c 2s �1=2

�s �
:

�11:9�

±ÓË kzL5 1 ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (11.9) ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ:

o � kzU� i

����
a

L

r �
1ÿU 2

c 2s

�ÿ1=2
kzU : �11:10�

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË U < cs ÑÆÐÂ ËÊ ÚÂÔÕÑÕ (11.10) ËÏÇÇÕ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÖá ÏÐËÏÖá ÚÂÔÕß, ÚÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕß ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ Ä ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÏ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÆÇ Ô ÒÑÕÑÍÑÏ ÅÂÊÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÚÈÕÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ.
³ÑÒÑÔÕÂÄÎââ ×ÑÓÏÖÎÞ (11.10) Ë (10.6), ÒÓËØÑÆËÏ Í
ÄÞÄÑÆÖ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÏÇÉÆÖ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ Ä ÅÂÊÇ Ë ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ
ÒÖÚÍÂ Ä ÒÎÂÊÏÇ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑ-
ÐËÙÂÇÏÑÔÕßá ËÏÇÇÕÔâ ÃÑÎßÛÑÇ ÔØÑÆÔÕÄÑ.

ªÏÇÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÐÇÔÑÏÐÇÐÐÑÇ ÔØÑÆÔÕÄÑ ÏÇÉÆÖ ×ÑÓÏÖ-
ÎÂÏË (11.9) Ë (11.10), Ô ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, Ë ×ÑÓÏÖÎÂÏË
(10.13) Ë (10.14), Ô ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ. °ÔÐÑÄÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ
ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ô ËÐÍÓÇÏÇÐÕÑÏ (11.10)
ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË U < cs, ÐÑ ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÅÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ U < c0 ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ ÄÑÎ-
ÐÑÄÑÆ Ô ÒÖÚÍÑÏ ÄÑÑÃÜÇ ÖÔÕÑÌÚËÄ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆËÔ-
ÒÇÓÔËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÄÑÎ-
ÐÑÄÑÆÇ Ë ÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ Ä ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ
ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÑÆÐÑÏÖ Ë ÕÑÏÖ ÉÇ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÕËÒÖ.

¯Ñ ÚÂÔÕÑÕÞ (11.9) Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÆËÂÒÂÊÑÐÂØ ÄÑÎÐÑÄÞØ
ÚËÔÇÎ kz ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË Ë ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ U > cs. ´Ñ ÇÔÕß ËÏÇÇÕÔâ ÇÜÈ ÑÆÐÂ ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕß ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ, ÍÑÕÑÓÖáÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ô ËÐÍÓÇÏÇÐÕÑÏ (10.13).
¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÒÓË kzL

����������������������
U 2=c 2s ÿ 1

p � pn=�2L�, n � 2; 4; . . . ;
×ÑÓÏÖÎÂ (11.9) ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÑÌ. ¿ÕÑ ËÏÇÇÕ
ÏÇÔÕÑ ÒÓË ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔÇ ÅÂÊÑÄÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ Ô
ÚÈÕÐÑÌ ÊÄÖÍÑÄÑÌ ÄÑÎÐÑÌ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ, ÍÑÅÆÂ
Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÓÂÊÄËÄÂÇÕÔâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ ËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÂâ ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(11.7)

o � os�kz� � do � kzU� do ; �11:11�
ÅÆÇ os�kz� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (9.15) ÒÓË ÚÈÕÐÑÏ n, ÆÎâ
ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ do ÐÂØÑÆËÏ

do � ÿ1� i
���
3
p

2

�
a

L

k 2
z c

2
s

o 2
0

�1=3

o0 : �11:12�
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²ÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

o0 � pn
2L

cs

�
1ÿ c 2s

U 2

�ÿ1=2
� o0n : �11:13�

¯ÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ô ËÐÍÓÇÏÇÐÕÑÏ (11.12) ÓÂÊÄËÄÂÇÕÔâ ÐÂ
ÍÂÉÆÑÌ ÚÈÕÐÑÌ ÒÑ x ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÏÑÆÇ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ
ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ. ¥ÂÐÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÑÃ-
ÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍËÏ ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ ÔÄÇÓØÊÄÖÍÑÄÞÏ
ÅÂÊÑÄÞÏ ÒÑÕÑÍÑÏ ÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ Ä ÅÂÊÇ. ®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂ-
ÊÂÕß, ÚÕÑ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (11.12),
ÒÓË a5L âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ [27, 32].
¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ (11.11), ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ô ËÐÍÓÇÏÇÐÕÑÏ
(11.12) ÓÂÊÄËÄÂÇÕÔâ ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ
os�kz� � kzU, âÄÎâáÜÇÅÑÔâ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÚÇÓÇÐ-
ÍÑÄÔÍÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, Â o0n ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ
ËÊÎÖÚÂÇÏÞØ ÄÑÎÐ. ®ÇÉÆÖ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (10.15), (10.16) Ë
(11.12), (11.13) ËÏÇÇÕÔâ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÄÐÇÛÐÇÇ ÔØÑÆÔÕÄÑ, ÐÑ Ë
ÅÎÖÃÑÍÂâ ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ÂÐÂÎÑÅËâ.

¹ÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ Ä ÔÓÇÆÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË
ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËâ

Vmax > U > Vmin ; �11:14�

ÅÆÇ U ì ÔÍÑÓÑÔÕß ËÊÎÖÚÂÕÇÎâ, Vmax Ë Vmin ì ÏÂÍÔËÏÂÎß-
ÐÂâ Ë ÏËÐËÏÂÎßÐÂâ ×ÂÊÑÄÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÄÑÎÐ Ä ÔÓÇÆÇ. £
ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ Vmin � 0, Â Vmax � 1 ÒÓË ËÊÎÖÚÇ-
ÐËË ÐÂ ÄÞÔÑÍÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ (9.9) ËÎË ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ ËÊ ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ (9.8) ÒÓË ËÊÎÖÚÇÐËË ÐÂ ÐËÊÍÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ. £ ÆËàÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ Vmax � 1, Â Vmin � c0. £ ÂÍÖÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ Vmax � 1, Â Vmin � cs. ®ÇÉÆÖ ËÊÎÖÚÇ-
ÐËÇÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÒÖÚÍÑÏ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ
Ä àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ Ë ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ ÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ ÅÂÊÑÄÞÏ
ÒÑÕÑÍÑÏ Ä ÅÂÊÑÄÑÌ ÆËÐÂÏËÍÇ ËÏÇÇÕÔâ ÅÎÖÃÑÍÂâ ÂÐÂÎÑÅËâ,
ÚÕÑ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÐÑ ÄÞÛÇ. °ÆÐÂÍÑ àÕÑ ÑÕÐÑÔËÕÔâ
ÕÑÎßÍÑ Í à××ÇÍÕÖ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÅÑ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ËÊÎÖÚÇ-
ÐËâ. £ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ËÊÄÇÔÕÇÐ à××ÇÍÕ ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÅÑ
ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ [33]. ¿ÕÑ, ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÑÕ à×-
×ÇÍÕ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÃÞÎ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐ Ë ÑÃÝâÔÐÈÐ ÒÇÓÄÑÑÕÍÓÞ-
ÄÂÕÇÎâÏË [19]. ³ÖÕß à××ÇÍÕÂ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÄËÉÖ-
ÜËÌÔâ ÊÂÓâÆ ÔÑÊÆÂÈÕ ÒÑÎÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÔÓÇÆÞ
ÏÑÉÇÕ "ÑÕÑÓÄÂÕßÔâ" ÑÕ ÊÂÓâÆÂ. ³ÒÑÐÕÂÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ
ÊÄÖÍÂ, ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÏÖ ËÊÎÖÚÇÐËá ÊÂÓâÆÂ Ä
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ, Ä ÅÂÊÑÄÑÌ ÆËÐÂÏËÍÇ ÐÇÕ. ±ÓË ÔÄÇÓØÊÄÖ-
ÍÑÄÑÏ ÆÄËÉÇÐËË ÕÇÎÂ Ä ÅÂÊÇ ËÊÎÖÚÂÇÕ ÅÂÊÑÄÞÌ ÒÑÕÑÍ,
ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞÌ ÆÄËÉÖÜËÏÔâ ÕÇÎÑÏ. ªÊÎÖÚÇÐËÇ ÒÑÕÑÍÂ
âÄÎâÇÕÔâ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞÏ ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ.

12. ¯ÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÒÑÕÑÍÂ ÒÎÂÊÏÞ
Ô ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÇÜÈ ÑÆÐÖ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ
ÒÎÂÊÏÞ, ËÏÇáÜÖáÂÐÂÎÑÅËË Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÐÇÔÉËÏÂÇ-
ÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. ²ÇÚß ËÆÈÕ Ñ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÑÕÑÍÂ
ÒÎÂÊÏÞ Ô ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá (slipping-instability Ä
ÂÐÅÎÑâÊÞÚÐÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ) [29, 34]. ¿ÕÂ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÒÓÑÔÍÂÎßÊÞÄÂÐËÇÏ ÑÆÐËØ ÔÎÑÈÄ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆÓÖÅËØ. £ÐÇÛÐÇÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÒÑÎÂÅÂÇÏ
ÓÂÄÐÞÏ ÐÖÎá. ±ÑàÕÑÏÖ ËÔØÑÆËÏ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.1), Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ [29]

e?�o; x��ejj�o; x��e�o; x� � 1ÿ o 2
b �x�

�oÿ kzU0�x��2
:

�12:1�

£ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÄÕÑÓÞÏ ÔÎÂÅÂÇÏÞÏ Ä
ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.1) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß, ÚÕÑ
ÒÓËÄÑÆËÕ ÐÂÔ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:�L

0

dx

e�o; x� � 0)
�L
0

�
VÿU0�x�

�2�
VÿU0�x�

�2 ÿ o 2
b �x�=k 2

z

dx � 0 ;

�12:2�

ÅÆÇ V � o=kz. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ, ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂâ ÄÕÑÓÞÏ ÔÎÂÅÂÇ-
ÏÞÏ Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË (9.1), ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎË ÄÞÒÑÎÐÇÐÐËÇ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

kzL5 1 ; �12:3�

ÐÇ ÐÂÎÂÅÂâ ÒÓË àÕÑÏ ÍÂÍËØ-ÎËÃÑ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÑÅÓÂÐËÚÇ-
ÐËÌ ÐÂ ÆÑÒÖÔÕËÏÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ kz Ë o Ä ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËË (12.2). ¿ÕÑ Ä ÒÑÎÐÑÌ ÏÇÓÇ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Ë Í
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (5.2) Ë (6.2). £ ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ

lim
kz!0

V�kz� � const ; �12:4�

ÍÑÕÑÓÞÏ ÏÞ ÊÆÇÔß Ë ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ, ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (12.2) ÒÓËÄÑÆËÕÔâ Í ÄËÆÖ�L

0

�
VÿU0�x�

�2oÿ2b �x� dx � 0 : �12:5�

²ÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12.5) ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÕÑÎßÍÑ ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÞÏË Ë ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ ÔÑÒÓâÉÈÐÐÞÏË. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (12.5) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ,
ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÑ, ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÖá ÔËÔÕÇÏÖ.

±ÖÔÕß ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÑÔÕÑâÐÐÂ, Â ÒÓÑ×ËÎß
ÔÍÑÓÑÔÕË ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (6.3). ±ÑÆÔÕÂÄÎââ (6.3) Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (12.5), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:

LV 2��a� bÿ2L�UVÿ 1

3
�a� 2bÿ3L�U 2�0 : �12:6�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (12.6) ÐÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (6.4).
±ÑàÕÑÏÖ ÒÑÕÑÍ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË Ë ÒÑÕÑÍ àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ ÆÂÉÇ Ä ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ËÏÇáÕ ÓÂÊÐÞÇ
ÐÂÃÑÓÞ ÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÐÞÌ ÒÑÕÑÍ ÄÔÇÅÆÂ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄ, Â ÒÑÕÑÍ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ
ÉËÆÍÑÔÕË ÖÔÕÑÌÚËÄ ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâØ
ÏÇÉÆÖ ÓÂÊÏÇÓÂÏË a, b Ë L. £ ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ a � b � L=2
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12.4) Ë (6.4) ÔÑÄÒÂÆÂáÕ. ªØ ÓÇÛÇÐËâ Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (6.5). £ ÆÓÖÅÑÏ ÚÂÔÕÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ, a � 0, b � L (àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÒÑÕÑÍ Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ
ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕË), ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12.4) ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

V � o
kz
� 1

2
U

�
1� i

1���
3
p
�
; �12:7�

Â ÒÑÕÑÍ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÒÓË a � 0 Ë b � L
ÖÔÕÑÌÚËÄ.

¥Îâ ÍÖÔÑÚÐÑ-ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇ-
ÏÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ Ä ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ ÐÇÔÎÑÉÐÑ ÒÑÎÖ-
ÚËÕß ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ë ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ
ÊÐÂÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ kzL. ±ÖÔÕß, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß ÒÑÕÑÍÂ ÒÓË x 2 �0; a� ÓÂÄÐÂ e1, Â ÒÓË
x 2 �a;L� ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß ì e2. ´ÑÅÆÂ
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ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ:

e1 tanh
�
kz�Lÿ a��� e2 tanh �kza� � 0 ;

e1;2 � 1ÿ o 2
b1;2

�oÿ kzU1;2�2
: �12:8�

£ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÂÐÂÎÑÅÑÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12.8), ÍÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7.4). ¯Ñ, ÍÂÍ ÄËÆËÏ, ÐÇÕ ÐËÚÇÅÑ ÑÃÜÇÅÑ.
¿ÕÑ Ë ÒÑÐâÕÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÐÇ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÖÇÕ ÂÐÂÎÑÅÂ ÕÑÍÖ ÔÏÇÜÇÐËâ. ¯Ñ Ä ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ
ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ, ÍÑÅÆÂ joÿ kzU1;2j5ob1;2 Ë ÕÑÍ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÃÑÎßÛÇ ÕÑÍÂ ÔÏÇÜÇÐËâ, ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (12.8) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

o 2
b1�U2 ÿ V�2 tanh

�
kz�Lÿ a���

� o 2
b2�U1 ÿ V�2 tanh�kza� � 0 : �12:9�

±ÓË ob1 � ob2, U1 � 0, Ë U2 � U ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.4) Ë (12.9),
ØÑÕâ Ë ÐÇ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ ÒÑÎÐÑÔÕßá, ËÏÇáÕ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÖá
ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ. µÓÂÄÐÇÐËÇ (12.9), ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë (7.4), ËÏÇÇÕ
ÕÑÎßÍÑ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÍÑÓÐË, Õ.Ç. àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÒÑÕÑÍ ÔÑ
ÔÍÂÚÍÑÏ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÑ, ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄ. ¢ÎËÊÑÔÕß
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑÔÕË Ë àÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÔÑ ÔÍÂÚÍÂÏË ÔÍÑÓÑÔÕË ËÏÇÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ
ÒÓËÚËÐÞ. ¬ÂÍ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊ-
ÓÞÄÂ, ÕÂÍ Ë slipping-ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÞ ÒÑÒÇ-
ÓÇÚÐÞÏ ÔÏÇÜÇÐËÇÏ ÔÎÑÈÄ ÒÑÕÑÍÂ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÔËÎ
ÆÂÄÎÇÐËâ (� dW=dx) ËÎË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÔËÎ (� dj=dx).
¿ÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ âÄÎâÇÕÔâ
àÐÇÓÅËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÔÎÑÈÄ ÒÑÕÑÍÑÄ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ
àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÒÑÕÑÍ Ô ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÂÐÂÎÑÅËÚÇÐ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏÖ ÒÑÕÑÍÖ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑ-
ÔÕË. ´ÂÍÑÌ ÄÞÄÑÆ, ÑÆÐÂÍÑ, ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÏ:
ÏÐÑÅÑÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÓÑ×ËÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË.

£ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÇÜÈ ÑÆËÐ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ
ÒÓËÏÇÓ. ±ÖÔÕß ÒÓÑ×ËÎß ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑÕÑÍÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ
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£ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÕÇÚÇÐËÇ ÉËÆÍÑÔÕË Ô ÕÂÍËÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÐÂÊÞÄÂáÕ ÕÇÚÇÐËÇÏ ±ÖÂÊÇÌÎâ. ªÊ ÕÇÑÓÇÏÞ
²àÎÇâ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÕÂÍÑÇ ÕÇÚÇÐËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑ, Ä ÚÈÏ
ÏÑÉÐÑ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÒÑÆÔÕÂÄËÄ (12.10) Ä
(6.2): ÒÑÎÖÚÂáÜÇÇÔâ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ àÕÑÅÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÄÑÑÃÜÇ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÌ. ±ÓÑÕËÄÑÓÇÚÂÜËÌ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÑÃ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÕÇÚÇÐËâ ±ÖÂ-
ÊÇÌÎâ ÐÇÄâÊÍÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÃÞÎ ÑÔÑÊÐÂÐ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÔÎÇ
ÒÑâÄÎÇÐËâ ÓÂÃÑÕ £. ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÄÛÇÅÑ ÆÂÐ-
ÐÖá ÒÓÑÃÎÇÏÖ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÄâÊÍÑÔÕË [11, 12]. £ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÕÑÍÂ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ (12.10) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (12.5) ÆÂÈÕ
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ÚÕÑ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ
ÒÑÕÑÍÂ Ô "ÒÖÂÊÇÌÎÇÄÔÍËÏ" ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕË. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÂÐÂÎÑÅËâ ÏÇÉÆÖ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÑÌ ÒÑÕÑÍÂ
ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË Ë àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÞØ ÒÑÕÑÍÑÄ ÒÎÂÊÏÞ ËÏÇÇÕÔâ, ÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÆÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ-
ÐÑÅÑ ÒÓÇÆÇÎÂ: ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ä ÒÎÂÊÏÇ Ë
ÒÑÕÑÍÂØ ÉËÆÍÑÔÕË Ë ÅÂÊÂ ÄÇÔßÏÂ ÃÎËÊÍË Ë ÑÐË ÑÒËÔÞ-

ÄÂáÕÔâ ÔØÑÆÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË, ÐÑ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ
ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÐÞÏË.

13. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

±ÑÆÄÇÆÈÏ ÍÓÂÕÍËÌ ËÕÑÅ ËÊÎÑÉÇÐÐÑÏÖ ÄÞÛÇ ÔÓÂÄÐËÕÇÎß-
ÐÑÏÖ ÂÐÂÎËÊÖ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞØ Ë ÅÂÊÑÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËØ âÄÎÇÐËÌ.

1. °ÔÐÑÄÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÍÄÂÊËÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ ÑÃ-
ÖÔÎÑÄÎÇÐÞ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÞÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑ-
ÎÇÏ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËÏ ÒÓË ÐÂÓÖÛÇÐËË ÍÄÂÊËÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÔÕË
ÒÎÂÊÏÞ. £ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÂÒÓâÉÈÐ-
ÐÑÔÕß ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓÑÒÑÓ-
ÙËÑÐÂÎßÐÂ ËÐÕÇÅÓÂÎÖ ÑÕ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÐÆÖÙË-
ÓÑÄÂÐÐÞØ Ä ÒÎÂÊÏÇ ÊÂÓâÆÑÄ (ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá ±ÖÂÔ-
ÔÑÐÂ). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜËÇ Ä ÒÎÂÊÏÇ ÔËÎÞ
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂÏË ÑÕ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÚÂÔÕËÙ, ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËØ ÒÎÂÊÏÖ. £ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÞØ ÅÂÊÂØ Ë
ÉËÆÍÑÔÕâØ ÑÔÐÑÄÐÞÏË âÄÎâáÕÔâ ÔËÎÞ ÆÂÄÎÇÐËâ, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÏÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË ÑÕ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË. ·ÑÕâ
×ËÊËÚÇÔÍÂâ ÒÓËÓÑÆÂ ÔËÎ Ä ÒÎÂÊÏÇ Ë ÅÂÊÇ ÓÂÊÎËÚÐÂ, ÑÐË Ë Ä
ÒÎÂÊÏÇ, Ë Ä ÅÂÊÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ×ÂÍÕËÚÇÔÍË ÑÆËÐÂÍÑÄÑ ì
ÎËÐÇÌÐÞÏË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏË ÑÕ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË.
¿ÕËÏ Ë ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÞ ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÂÐÂÎÑÅËË ÏÇÉÆÖ
ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÏË Ë ÅÂÊÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏË âÄÎÇÐËâÏË. ¬ÑÐÇÚ-
ÐÑ, Ä ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ Ë
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Í ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÏÑÉÇÕ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ,
ÚÕÑ Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÇ Ë
ÅÂÊÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ âÄÎÇÐËâ ËÐÑÅÆÂ ÄÑ ÏÐÑÅÑÏ ÓÂÊÎË-
ÚÂáÕÔâ.

2. ¬ÂÍ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÔÎÑÇ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ
àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ, ÕÂÍ Ë Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ
ÒÑÕÑÍÇ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÅÂÊÂ ÄÑÊÏÑÉÐÞ
ÔØÑÆÐÞÇ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ ÆËÔÒÇÓÔËË Ë ÒÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ (ÒÑÎâ Ë ÔÍÑÓÑÔÕË) ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ.
£ÑÊÏÑÉÐÞ Ä ÐËØ Ë ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÑÃÝÈÏÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÐÇ-
ÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ (ÒÔÇÄÆÑÄÑÎÐÞ). £ ÒÎÂÊÏÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔ-
ÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ë ÎÑÍÂÎßÐÞØ
ÑÃÝÈÏÐÞØ ÄÑÎÐ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÃÇÔÔÕÑÎÍÐÑÄË-
ÕÇÎßÐÑÅÑ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ, Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÒÑÕÑÍÇ
ÅÂÊÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. ¬ ÕÂÍÑÏÖ ÅÎÑÃÂÎßÐÑÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ ÒÓË-
ÄÑÆËÕ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÐÂ ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ ÓÂÊÎËÚËÇ ÆË××Ç-
ÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ Ë ÅÂÊÑÄÑÅÑ
ÒÑÕÑÍÂ ì ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.1) Ë (2.4).

3. °ÆÐËÏ ËÊ ÄÂÉÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÒÎÂÊÏÞ âÄÎâÇÕÔâ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÑÄÂÐËÇ Ä ÐÇÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ô ×ÂÊÑÄÞÏË
ÔÍÑÓÑÔÕâÏË, ÏÇÐßÛËÏË ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ Ä ÒÖÔÕÑÕÇ. ¿ÕËÏ
ÉÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÑÃÎÂÆÂáÕ Ë ÏÐÑÅËÇ ÆÓÖÅËÇ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÇ
ÔÓÇÆÞ (ËÎË àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ). ¿ÎÇÍÕÓÑÐ,
ÆÄËÅÂâÔß Ä ÔÓÇÆÇ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá, ÒÓÇÄÞÛÂáÜÇÌ ÏËÐË-
ÏÂÎßÐÖá ×ÂÊÑÄÖá ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÑÎÐÞ, ËÊÎÖÚÂÇÕ ÕÂÍÖá ÄÑÎ-
ÐÖ. ®ÇØÂÐËÊÏ àÕÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ËÊÄÇÔÕÐÑÅÑ ÍÂÍ ËÊÎÖÚÇÐËÇ
£ÂÄËÎÑÄÂ ë¹ÇÓÇÐÍÑÄÂ, ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ àÎÇÍÕÓÑÐ, ÒÑ-
ÎâÓËÊÖâ ÔÓÇÆÖ, ÔÑÊÆÂÈÕ Ä ÐÇÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÕÔÕÂÈÕ (ÑÕÓÞÄÂÇÕÔâ) ÑÕ ÆÄËÉÖÜÇÅÑÔâ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÂ. £ÑÊÐËÍÂÇÕ ÔÄÑÃÑÆÐÑÇ, ÐÇ ÔÄâÊÂÐÐÑÇ Ô àÎÇÍÕÓÑÐÑÏ
ÒÑÎÇ, ÚÕÑ Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ËÊÎÖÚÇÐËÇ. ªÊÎÖÚÇÐËÇ
ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ âÄÎâÇÕÔâ ÔÒÑÐÕÂÐÐÞÏ. °ÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÒÑÕÑÍÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÔÓÇÆÇ ÄÑÊ-
ÐËÍÂÇÕ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÇ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ, ÒÓËÚËÔÎâÇ-
ÏÑÇ Ä ÕÇÑÓËË ÒÎÂÊÏÞ Í ÑÆÐÑÌ ËÊ ÓÂÊÐÑÄËÆÐÑÔÕÇÌ ÒÖÚÍÑ-
ÄÞØ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ. ¡ÐÂÎÑÅÑÏ ÊÂÏÇÆÎÇÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑ-
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ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÒÎÂÊÏÇ Ä ÅÂÊÂØ Ë ÔÉËÏÂÇÏÞØ ÉËÆÍÑ-
ÔÕâØ âÄÎâáÕÔâ ÊÄÖÍÑÄÞÇ ÄÑÎÐÞ. ¦ÔÎË Ä ÅÂÊÇ ËÏÇÇÕÔâ ÅÂ-
ÊÑÄÞÌ ÒÑÕÑÍ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá, ÒÓÇÄÞÛÂáÜÇÌÏËÐËÏÂÎßÐÖá
×ÂÊÑÄÖá ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÄÖÍÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÕÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ËÊÎÖÚÇ-
ÐËÇ ÊÄÖÍÂ, ÒÑÆÑÃÐÑÇ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏÖ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÏÖ ËÊÎÖ-
ÚÇÐËá. ´ÂÍÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÕÓÂÍÕÑÄÂÕß ÍÂÍ ÐÇÍÖá
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß. ±ÓË àÕÑÏ ÔØÑÆÔÕÄÑ
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË ÒÎÂÊÏÞ (Ë ÆÂÉÇ ÄÔÇÌ ÎËÐÇÌÐÑÌ àÎÇÍÕ-
ÓÑÆËÐÂÏËÍË ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ ÔÓÇÆ Ô ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ) Ë ÅÂÊÑÆË-
ÐÂÏËÍË ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÔËÎßÐÞÏ, ÚÕÑ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÑÄ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ Ë
ÔÂÏË ËÐÍÓÇÏÇÐÕÞ ÚÖÕß ÎË ÐÇ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ. °ÆÐÂÍÑ ÔÒÑÐ-
ÕÂÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÊÄÖÍÂ ÆÄËÉÖÜËÏÔâ ÕÇÎÑÏ, ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ
ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÏÖ ËÊÎÖÚÇÐËá àÎÇÍÕÓÑÐÂ, Ä ÅÂÊÑÄÑÌ ÆËÐÂÏËÍÇ
ÐÇÕ: ÕÇÎÑ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ àÎÇÍÕÓÑÐÂ, ÐÇ ÔÑÊÆÂÈÕ ÒÑÎâ. ±ÓË
ÔÄÇÓØÊÄÖÍÑÄÑÏ ÆÄËÉÇÐËË ÕÇÎÂ Ä ÅÂÊÇ ËÊÎÖÚÂÇÕ ÅÂÊÑÄÞÌ
ÒÑÕÑÍ, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞÌ ÆÄËÉÖÜËÏÔâ ÕÇÎÑÏ. ªÊÎÖÚÇÐËÇ ÒÑ-
ÕÑÍÂ âÄÎâÇÕÔâ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞÏ.

4. °ÆÐÑÌ ËÊ ËÊÄÇÔÕÐÇÌÛËØ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ Ä ÒÑÕÑÍÇ ÅÂÊÂ ËÎË ÉËÆÍÑÔÕË ÔÑ ÔÍÂÚÍÑÏ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑÕÑÍÂ. ±ÓË ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕß ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ë ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÔÍÂÚÍÂ (ÓÂÊÓÞÄÂ)
ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑÕÑÍÂ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ËÊÄÇÔÕÐÞ
Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÒÑÕÑÍÂØ ÒÎÂÊÏÞ (ÒÖÚÍÂØ
ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ). £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÒÑÕÑÍÑÄ ÉËÆÍÑÔÕË Ë
ÅÂÊÂ, ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÇ ÒÑÕÑÍË ÄÔÇÅÆÂ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞ ÒÓË ÎáÃÑÌ
ÔÕÇÒÇÐË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ËØ ÔÍÑÓÑÔÕË. °ÔÑÃÇÐÐÑ âÓÍÑ
ÓÂÊÎËÚËÇ ÏÇÉÆÖ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏË ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÏË Ë ÅÂÊÑ-
ÄÞÏË ÒÑÕÑÍÂÏË ÄËÆÐÑ Ä ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ËÊ ÔÓÂÄÐÇÐËâ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ (6.2) Ë ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ slipping-ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË (12.5). ¦ÜÈ
ÑÆÐËÏ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÏ ÂÐÂÎÑÅÑÏ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÓÞÄÂ âÄÎâáÕÔâ ÐÇÓÇ-
ÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÐÇËÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÞÇ ÒÖÚÍÑÄÞÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÕËÒÂ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÏÂÔÔÞ (ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕË Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐË-
ÙÂÇÏÑÔÕßá).

®Þ ÔÕÓÇÏËÎËÔß ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ Ë
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ âÄÎÇÐËâ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÔØÑÆÔÕÄÑ ËØ ÑÒËÔÂÐËÌ, ËÏÇáÕ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÓÂÊ-
ÐÖá ×ËÊËÚÇÔÍÖá ÒÓËÓÑÆÖ. ³ÓÂÊÖ ÒÑÔÎÇ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÕÇÑÓËË
®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ë ÄÒÑÔÎÇÆÔÕÄËË àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË ÔÒÎÑÛÐÞØ
ÔÓÇÆ ÖÚÈÐÞÇ ÔÕÓÇÏËÎËÔß ÔÄÇÔÕË àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ
âÄÎÇÐËâ Ä ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆÂØ Í ÅÂÊÑÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ.
±ÓËÚËÐÑÌ ÒÑÔÎÖÉËÎÑ ÐÂÎËÚËÇ Ä ÔÓÇÆÂØ ÃÇÊ ÆËÔÒÇÓÔËË
ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ, ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ
ÔÒÇÍÕÓÖ ÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ, Ô ×ÂÊÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÔÄÇÕÂ (ÒÑ-
ÓâÆÍÂ 108 Ï Ôÿ1), ÐÂÏÐÑÅÑ ÒÓÇÄÑÔØÑÆâÜÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÄÖÍÂ
Ä ÅÂÊÂØ Ë ÉËÆÍÑÔÕâØ (ÒÑÓâÆÍÂ 102 ë 104 Ï Ôÿ1). ±ÓÂÄÆÂ,
ÊÄÖÍ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ Ä ÔÓÇÆÂØ ÒÓË ÖÚÈÕÇ ËØ ÔÉËÏÂ-
ÇÏÑÔÕË. ª ÕÑÅÆÂ ÖÚÈÐÞÇ ÒÓËÆÖÏÂÎË ÐÇÒÑÐâÕÐÞÌ à×ËÓ,
ÐÂÆÇÎËÄ ÇÅÑ ÔÄÇÓØÝÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË, ÒÑÏËÏÑ
ÕÑÅÑ, ÏÇÐâáÜËÏËÔâ Ô ÓÂÊÄËÕËÇÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË. ¤ÎÂÄÐÞÏ ÃÞÎ ÔÒÇÍÕÓ ÄÑÎÐ, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÑÕÑÉÆÇÔÕÄËÎË ÔÑ ÊÄÖÍÑÏ, ì Ä à×ËÓÇ ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÄÖÍÂ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÖá ÔÉËÏÂÇ-
ÏÑÔÕßá à×ËÓÂ. ¯Ñ ÒÑÚÇÏÖ-ÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕß ÐË ÑÆÐÑÅÑ ÓÇÂÎß-
ÐÑÅÑ ÕÇÎÂ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌÏÂÔÔÑÌ ÐÇÏÑÅÎÂ ÒÓÇÄÊÑÌÕË ÔÍÑÓÑÔÕß
ÊÄÖÍÂ Ä à×ËÓÇ (ËÎË ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ), Ë ÆÂÉÇ
ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÖÒÓÖÅËØ ÄÑÎÐ Ä ÅÂÊÂØ Ë
ÉËÆÍÑÔÕâØ ÄÔÇÅÆÂ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÎÂ ÃÞÕß ÏÇÐßÛÇ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÔÄÇÕÂ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ.

¯Ñ ÒÇÓÄÞÌ ÔáÓÒÓËÊ ÒÓËÐÇÔÎË àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÞ ª. ÇÐÅ-
ÏáÓÂ [35 ë 39] Ä 1925 Å., ÒÑÍÂÊÂÄÛËÇ, ÚÕÑ Ä ÒÎÂÊÏÇ
ÅÂÊÑÄÑÅÑ ÓÂÊÓâÆÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞÇ ÍÑÎÇÃÂ-
ÐËâ, ÑÃÎÂÆÂáÜËÇ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÞÏ ÒÓÇÆÇÎÑÏ ÚÂÔÕÑÕÞ,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ë ËØ ÊÂÓâÆÂ.
´ÂÍËØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ÅÂÊÂØ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÞØ ÚÂÔÕËÙ Ë ÉËÆÍÑ-
ÔÕâØ ÐÇ ÐÂÃÎáÆÂÎÑÔß. £ÔÈ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËÇ ÚÂÔÕËÙ Ä ÒÎÂÊÏÇ ÐÑÔËÕ ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ Ë
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÆÂÎßÐÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËÏË ÔËÎÂÏË, ÆÂÎßÐÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÐÂÏÐÑÅÑ ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ ÔÓÇÆÐÇÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ
ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕËÙÂÏË (Ä ÔÎÖÚÂÇ ÅÂÊÂ, Â ÆÎâ ÉËÆÍÑÔÕË ÒÑÐâÕËÇ
ÚÂÔÕËÙÞ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÑ).

£ 1929 Å. ª. ÇÐÅÏáÓ Ë . ´ÑÐÍÔ [40 ë 42] ÒÑÔÕÓÑËÎË
ÒÓÑÔÕÖá ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÖá ÕÇÑÓËá ÒÎÂÊÏÞ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÚÂÔÕËÙ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞÏË ËÏË ÉÇ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏË ÒÑÎâÏË, Õ.Ç. ÒÑÔÕÓÑËÎË ÒÓÑÔÕÖá
ÕÇÑÓËá ÒÎÂÊÏÞ Ô ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÞÏ ÒÑÎÇÄÞÏ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËÇÏ, ÒÑÎÐÑÔÕßá ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂâ ÒÂÓÐÞÏË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇ-
ÐËâÏË, ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÏË ÑÔÐÑÄÖ ÕÇÑÓËË ÅÂÊÑÄ . ¢ÑÎßÙ-
ÏÂÐÂ [43].

ÇÐÅÏáÓ Ë ´ÑÐÍÔ ÆÂÎË ÑÃÝâÔÐÇÐËÇ ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞÏ
ÍÑÎÇÃÂÐËâÏ, ÔÖÜÇÔÕÄÖáÜËÏ Ä ÐÇËÊÑÕÇÓÏËÚÇÔÍÑÌ ÒÎÂÊÏÇ
Ô ÅÑÓâÚËÏË àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË; Ä ÕÂÍÑÌ ÒÎÂÊÏÇ ÆÂÄÎÇÐËÇ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÏ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÏ (ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ), Â ËÐÇÓÙËâ ì ËÑÐÐÞÏ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÏ (ÏÂÔ-
ÔÑÌ ËÑÐÑÄ). ´ÂÍËÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÕÑÉÇ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ
ÚÂÔÕÑÕÑÌ, ÐÑ Ä ÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ Ë àÕÂ ÚÂÔÕÑÕÂ
ÕÂÍÉÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ Ë
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ (Â ÕÂÍÉÇ ÆÂÄÎÇÐËÇÏ) àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. £ ÑÕÎË-
ÚËÇ ÑÕ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÑÔâÕ ÐÂ-
ÊÄÂÐËÇ ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍËØ Ä ÚÇÔÕß ËØ ÑÕÍÓÞÄÂÕÇÎâ, ÐËÊÍÑ-
ÚÂÔÕÑÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ ËÑÐÐÑ-ÊÄÖÍÑÄÞÏË.

£ àÕÑÏ ÊÂÍÎáÚÇÐËË ÏÞ ÒÓÇÆÐÂÏÇÓÇÐÐÑ ÑÕÑÛÎË ÑÕ
ÒÓâÏÑÅÑ ÔÑÆÇÓÉÂÐËâ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßË, ÚÕÑÃÞ ÇÜÈ ÓÂÊ
ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÂÐÂÎÑ-
ÅËË Ë ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÔØÑÆÔÕÄÑ ÑÒËÔÂÐËÌ ÓÂÊÎËÚÐÞØ
"ÒÑÆÑÃÐÞØ" âÄÎÇÐËÌ Ä ÅÂÊÂØ Ë ÒÎÂÊÏÇ, ÑÐË ËÏÇáÕ ÒÓËÐ-
ÙËÒËÂÎßÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÖá ×ËÊËÚÇÔÍÖá ÒÓËÓÑÆÖ.

14. ±ÓËÎÑÉÇÐËÇ.
£ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ

£ ÕÇÑÓËË ÒÎÂÊÏÞ Ë ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÚÂÔÕÑ ÄÔÕÓÇÚÂáÕÔâ
ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÄËÆÂ

Jn�w� �
�b
a

f �z�
�zÿ w�n dz ; �P:1�

ÅÆÇ w ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ, n � 1, 2, Â ËÐÕÇÅÓËÓÑ-
ÄÂÐËÇ ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ÒÑ ÑÕÓÇÊÍÖ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË a < z < b.
±ÓÇÆÇÎÞ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß Ë ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏË,
a � ÿ1 Ë b � �1. £ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÎÂÊÏÞ
ËÐÕÇÅÓÂÎÞ (±.1) ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÆËàÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍËØ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ, ÒÓË àÕÑÏ w ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ
ÚÂÔÕÑÕÇ, z ì ÔÍÑÓÑÔÕß, f �z�ì ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. £
ÕÇÑÓËË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ (±.1) ÄÑÊÐË-
ÍÂáÕ ÒÓË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÑÎâ (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÖ
(5.2)), ÒÓË àÕÑÏ z ì ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ, Â
w ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÍÄÂÆÓÂÕÖ ÚÂÔÕÑÕÞ, f �z� ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÅÇÑÏÇÕÓËÇÌ. £ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ
ÒÑÕÑÍÑÄ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÕËÒÂ (±.1) âÄÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎ (6.2).
¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ f �z� âÄÎâÇÕÔâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ
ÐÂ ÄÔÇÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � z 0 � iz 00, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇ-
ÐËÇÏ ÓÂÊÓÇÊÑÄ z 0 < a Ë z 0 > b ÄÆÑÎß ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË
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z 00 � 0. ¯Â ÓÂÊÓÇÊÂØ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÑÉËÕß f �z� � 0 Ë ÄÞÚËÔ-
ÎâÕß ËÐÕÇÅÓÂÎ (±.1) Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞØ ÒÓÇÆÇÎÂØ.

±ÖÔÕß ËÐÕÇÅÓÂÎ Jn�w� âÄÎâÇÕÔâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ Ä ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË w 00 > 0 ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑÌ w � w 0 � iw 00. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË Jn�w� Ä ÐËÉÐáá ÒÑÎÖÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕß w 00 < 0. ´ÂÍÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÇÔÕß ì ÑÐÂ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÕÇÏ,
ÚÕÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ Jn�w� ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÎâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ w 2 �a; b�. ®ÑÉÐÑ ÅÑÄÑÓËÕß ÕÑÎßÍÑ Ñ ÒÓÇÆÇÎÇ

lim
w 00!�0
w 02�a;b�

Jn�w 0 � iw 00� : �P:2�

¯ÂÚÐÈÏ ÔÑ ÔÎÖÚÂâ n � 1. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ ³ÑØÑÙ-
ÍÑÅÑ

J1�w 0 � i0� ÿ J1�w 0 ÿ i0� � 2pi f �w 0� : �P:3�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÆÑÎß ÑÕÓÇÊÍÂ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË
a < w 0 < b ×ÖÐÍÙËâ J1�w� ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÌ.
¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ
×ÖÐÍÙËË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ F�w�, ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ
Ä ÑÃÎÂÔÕËW1, ÐÂ ÑÃÎÂÔÕßW2 âÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÇ ÕÑÚÍË
w ËÊ ÑÃÎÂÔÕË W1 Ä ÑÃÎÂÔÕß W2 ÒÑ ÒÖÕË, ÑÃØÑÆâÜÇÏÖ ÄÔÇ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË F�w�. ±ÓÑÃÎÇÏÂ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ËÏÇÐÐÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÕÂÍÑÌ ÒÖÕß
ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. ±ÑÔÏÑÕÓËÏ, ÍÂÍ ÑÃÔÕÑËÕ ÆÇÎÑ Ä ÐÂÛÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ.

±ÓËw 00 > 0 ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä
(±.1) z � z0 � w ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÂ Ä ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z. ±ÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕË
w ÑÕ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÆÑ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÑÔÑÃÂâ
ÕÑÚÍÂ z0 ÒÇÓÇÏÇÜÂÇÕÔâ Ä ÐËÉÐáá ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕß ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z (ÓËÔ. 4). £ÑÊÏÑÉÐÞ ÕÓË ÒÖÕË
ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ ÕÑÚÍË z0, ÒÑÏÇÚÇÐÐÞÇ ÐÂ ÓËÔ. 4 ÔÕÓÇÎÍÂÏË.
¥ÄÂ ËÊ ÐËØ ÒÓÑØÑÆâÕ ÎÇÄÇÇ ÕÑÚÍË z � a Ë ÒÓÂÄÇÇ ÕÑÚÍË
z � b, ÕÓÇÕËÌ ÒÖÕß ÒÇÓÇÔÇÍÂÇÕ ÑÕÓÇÊÑÍ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË
a < z < b, Õ.Ç. ÍÑÐÕÖÓ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Ä (±.1). ¯Ñ ÐË ÑÆËÐ
ËÊ àÕËØ ÒÖÕÇÌ ÐÇ ÅÑÆËÕÔâ: ÒÇÓÄÞÇ ÆÄÂ ÒÖÕË ÒÇÓÇÔÇÍÂáÕ
ÓÂÊÓÇÊÞ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÇ
×ÖÐÍÙËÇÌ f �z�, ÕÓÇÕËÌ ÒÖÕß ÒÇÓÇÔÇÍÂÇÕ ÑÃÎÂÔÕß ÓÂÔØÑÆË-
ÏÑÔÕË ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (±.1). ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ
ÔÒÑÔÑÃ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÐÇÄÑÊÏÑÉÇÐ.

¥Îâ ÄÞØÑÆÂ ËÊ ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÂÐÆÂÖ ÒÓÇÆÎÑÉËÎ
ÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÕß ÍÑÐÕÖÓ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Ä (±.1) ÕÂÍ,
ÚÕÑÃÞ ÑÐ ÄÔÇÅÆÂ ÒÓÑØÑÆËÎ ÐËÉÇ ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍË z0 � w,
Õ.Ç. ÒÓË w 00 < 0 ÊÂÏÇÐËÕß ÍÑÐÕÖÓ a0b ÍÑÐÕÖÓÑÏ acdb (ÔÏ.
ÓËÔ. 4). ±ÓÂÄËÎÑ ÂÐÆÂÖ ÑÃÑÔÐÑÄÞÄÂÇÕÔâ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÒÓË
ËÊÏÇÐÇÐËË w 00 ÑÕ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÆÑ ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞØ ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ z0 ÒÇÓÇÏÇÜÂÇÕÔâ ËÊ ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÎÖ-
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z Ä ÐËÉÐáá ÒÑÎÖÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕß, ÊÂÙÇÒÎââ Ë ÆÇ×ÑÓÏËÓÖâ ÍÑÐÕÖÓ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÍÑÐÕÖÓÖ acdb ÓÂÄÇÐ ËÐÕÇÅÓÂÎÖ ÒÑ

ÍÑÐÕÖÓÖ a0b ÒÎáÔ ÄÞÚÇÕ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä
ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍÇ, ÖÏÐÑÉÇÐÐÞÌ ÐÂ 2pi, ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá
ÑÔÐÑÄÐÖá ×ÑÓÏÖÎÖ:

J1�w� �
��b

a

dz
f �z�
zÿ w

�
� 0 ; w 00 > 0 ,

2pi f�w� ; w 00 < 0 .

�
�P:4�

±ÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ ÑÔÕÂáÕÔâ Ä ÔËÎÇ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ
n � 2. °ÒÖÔÍÂâ ÒÑÆÓÑÃÐÑÔÕË, ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÌ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ:

J2�w��
��b

a

dz
f �z�
�zÿ w�2

�
� 0 ; w 00 > 0 ,

2pi f 0�w� ; w 00 < 0 ,

�
�P:5�

ÅÆÇ f 0�w�ìÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ×ÖÐÍÙËË f �z�. ¶ÑÓÏÖÎÞ (±.4) Ë
(±.5) âÄÎâáÕÔâ ÚÂÔÕÐÞÏË ÔÎÖÚÂâÏË ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÌ ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ

Jn�w��
��b

a

dz
f �z�
�zÿ w�n

�
�

0 ; w 00 > 0 ,
2pi
�nÿ1�! f �nÿ1��w� ; w 00 < 0 .

8<:
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¯ÇÔÎÑÉÐÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.4)
ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ (5.2) Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ×ÑÓÏÖÎÞ
(±.4), Â ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.2) ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (±.5) (ÒÓË
f �z� � 1).
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Waves in inhomogeneous plasmas and liquid and gas êows.
Analogies between electro- and gas-dynamic phenomena
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Two rather closely analogous classes of phenomenaìplasma and hydrodynamic onesì are reviewed. Topics covered include: surface
waves on an inhomogeneous plasma layer and on an inhomogeneous incompressible êow; the instability of the tangential discontinuity
of an inhomogeneous gas êow and the negative mass instability of an electron-beam-carrying plasma; radiative Cherenkov instabilities
of an electron beam in a plasma and of a gas êow in a gas; the instability of plasma êows and of incompressible êuid êows with
inhomogeneous velocity proéles. Special attention is given to the collisionless damping of plasma surface waves. It is shown that no such
damping occurs for surface waves in gas êows.
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plasma damping
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