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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ ÏÞ ÒÓËÄÞÍÎË ÖÚËÕÞÄÂÕß ÆËÔÔËÒÂ-
ÙËá ÚÇÓÇÊ ÊÂÆÂÐÐÞÇ âÄÐÑ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ ÔËÎÞ Ä ÑÃÑÃ-
ÜÈÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ¿ÌÎÇÓÂ ëÂÅÓÂÐÉÂ ËÎË ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÄÑÆâ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÖá ×ÖÐÍÙËá ²àÎÇâ [1 ë 5].
£ÑÊÐËÍÂáÜËÇ ÒÓË àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÑÃÞÚÐÑ
ÐÂÊÞÄÂáÕ ÐÇÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÞÏË, ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂâ, ÚÕÑ ÑÐË:
Â) ÐÇ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËÊÏÇÐÇÐËâ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÕÇÚÇÐËâ ÄÓÇÏÇÐË, Ã) ÒÇÓÇÔÕÂáÕ ÃÞÕß ÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇÏ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ ÆÎâ ×ÖÐÍ-
ÙËÑÐÂÎÂ ÆÇÌÔÕÄËâ. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÊÂÏÇÕÍÇ ÂÄÕÑÓ ØÑÚÇÕ
ÑÃÓÂÕËÕß ÄÐËÏÂÐËÇ ÚËÕÂÕÇÎâ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ
ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÇÅÑ ÛËÓÑÍÖá ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÈÐ-
ÐÑÔÕß, ÄÇÓÐÑ ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ.

£ 1887 Å. ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙ ÒÑÔÕÂÄËÎ ÊÂÆÂÚÖ, ËÊÄÇÔÕÐÖá ÔÇ-
ÅÑÆÐâ ÍÂÍ ÑÃÓÂÕÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÂÐÅÓÂÐÉÂ ÆÎâ ÆËÔÍÓÇÕÐÞØ
ÔËÔÕÇÏ. ³ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÌ ÄÑÒÓÑÔ ¤ÇÎßÏÅÑÎß-
ÙÂ ÊÄÖÚÂÎ ÕÂÍ [6]: ÒÓË ÍÂÍËØ ÖÔÎÑÄËâØ ÔËÔÕÇÏÂ ËÊ n ÆË×-
×ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÄËÆÂ �xi ÿ fi�x; _x� � 0 âÄÎâÇÕÔâ

ÔËÔÕÇÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ ëÂÅÓÂÐÉÂ? ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÖ
ÖÆÂÎÑÔß ÎËÛß ÚÂÔÕËÚÐÑ ÑÕÄÇÕËÕß ÐÂ ÔÄÑÌ ÄÑÒÓÑÔ ì ÑÐ
ÐÂÛÈÎ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ
fi�x; _x�, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÑÃÜÂâ ÆÎâ ÄÔÇØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ×ÖÐÍÙËâ ÂÅÓÂÐÉÂ, ÕÂÍÂâ ÚÕÑ

�xi ÿ fi � d

dt

�
qL
q _xi

�
ÿ qL
qxi

:

£ 1957 Å. ±. ·àÄÂÔ (P. Havas) ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÎ ÃÑÎÇÇ ÒÑÎÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ [7]. ·àÄÂÔ ÊÂÏÇÕËÎ, ÚÕÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÔØÑÆÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÏÑÉÐÑ ÆÑÏÐÑÉÂÕß ÐÂ
ËÐÕÇÅÓËÓÖáÜËÇ ÏÐÑÉËÕÇÎË Ë ÒÇÓÇÅÓÖÒÒËÓÑÄÞÄÂÕß Ë àÕÑ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÔÛËÓâÇÕ ÍÎÂÔÔ ÔËÔÕÇÏ, ÔÄÑÆâÜËØÔâ Í
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÂÅÓÂÐÉÂ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÖÆÂÎÑÔß Ô×ÑÓÏÖÎË-
ÓÑÄÂÕß ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ, ÐÂÍÎÂÆÞ-
ÄÂÇÏÞÇ ÐÂ ×ÖÐÍÙËË fi�t; x; _x� (ÆÑÒÖÔÍÂáÕÔâ ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ
ÄÓÇÏÇÐË ÔËÎÞ), ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÐÂÃÑÓ ËÐÕÇÅÓË-
ÓÖáÜËØ ÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ mi�t; x; _x� Ë ×ÖÐÍÙËâ ÂÅÓÂÐÉÂ
L�t; x; _x�, ÕÂÍËÇ ÚÕÑ

mi��xi ÿ fi� � d

dt

�
qL
q _xi

�
ÿ qL
qxi

: �1�

·àÄÂÔ ÑÃÐÂÓÖÉËÎ, ÚÕÑ ÇÅÑ ÖÔÎÑÄËâÏ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ
ÛËÓÑÍËÌ ÍÎÂÔÔ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÊÂÆÂÚ. ³ÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÐÇÊÂ-
ÄËÔËÏÑ Ë Ä ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÌ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÇ "ÑÃÓÂÕÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ
ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ËÔÚËÔÎÇÐËâ" ÓÂÊÓÂÃÂÕÞÄÂÎÂÔß ÏÂÕÇÏÂÕË-
ÍÂÏË [8].

±ÑÏËÏÑ ÄÇÔßÏÂ ÑÃÜËØ ÓÂÃÑÕ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ Ë ·àÄÂÔÂ
ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÐÑ ÃÑÎßÛÑÇ ÚËÔÎÑ ÔÕÂÕÇÌ, ÒÑÔÄâÜÈÐÐÞØ ÓÂÊ-
ÎËÚÐÞÏ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÏ ÒÑÆØÑÆÂÏ Ë ÒÓËÈÏÂÏ, ÒÑÊÄÑÎâá-
ÜËÏ ÑÒËÔÂÕß ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ Ä ÓÂÏÍÂØ ÍÑÐÔÇÓÄÂ-
ÕËÄÐÑÅÑ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÖÐÍÙËË ÂÅÓÂÐÉÂ ËÎË
¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ. ªÐÕÇÓÇÔ Í àÕÑÌ ÕÇÏÇ ÔÄâÊÂÐ Ô ÆÄÖÏâ ÑÃ-
ÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂÏË. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÔÎÇÆÖáÜËÇ ËÊ ÄÂÓËÂÙËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÊÂÄÇÆÑÏÑ ÑÃ-
ÎÂÆÂáÕ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏË Ë ÒÑÎÇÊÐÞÏË ÆÎâ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ
ÕÇÑÓËË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË, ÕÂÍËÏË ÍÂÍ ÔÄâÊß ÔËÏÏÇÕÓËÌ Ë
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ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ (ÕÇÑÓÇÏÂ ¿. ¯ÈÕÇÓ), ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
(ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ×ÑÓÏÂ) ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÂÅÓÂÐÉÂ ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÏÇÕÑÆÂ ¤ÂÏËÎß-
ÕÑÐÂ ëÁÍÑÃË Ë ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ Ä ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâØ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÂâ ×ÑÓÏÂ
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ âÄÎâÇÕÔâ ÖÆÑÃÐÑÌ
ËÔØÑÆÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ ÆÎâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÕÇÑÓËË ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÆËÔ-
ÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÔËÔÕÇÏ. £ ÔÄÇÕÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂ
ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÄÂÉÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ ÚÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ ÕÓÇÐËÇÏ ÍÂÍ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ Ë Ä ÕÑ
ÉÇ ÄÓÇÏâ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÚÂÔÕÑ ÓÇÂÎËÊÖáÜÇÌÔâ ÏÑÆÇÎË ÒÑÄÇÆÇ-
ÐËâ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË, ÃÎËÊÍÑÏ Í
ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏÖ. ªÏÇÐÐÑ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÔÄâÊß ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ Ë ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËÌ ËÊÖÚÇÐÂ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÆÇÕÂÎßÐÑ.
³ÂÏÑÇ ÒÑÎÐÑÇ ËÊÎÑÉÇÐËÇ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÄÑÒÓÑÔÑÄ ÒÓËÄÇÆÇÐÑ
Ä ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [9], ÅÆÇ Ô ÇÆËÐÞØ ÒÑÊËÙËÌ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ Ë ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ, Ë Ä
ÑÃÊÑÓÂØ [10, 11], ÒÑÔÄâÜÈÐÐÞØ ÒÑÚÕË ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ ÎË-
ÐÇÌÐÑÏÖ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÖ Ô ÕÓÇÐËÇÏ. ¯Ç ÒÓÇÕÇÐÆÖâ ÐÂ ËÔÚÇÓ-
ÒÞÄÂáÜËÌ ÑÃÊÑÓ, ÑÕÏÇÕËÏ ÕÓË ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÕÇÐÆÇÐÙËË àÕËØ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ.

±ÇÓÄÑÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕ ËÆÇá ÓÂÔÛËÓÇÐËâ
×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÍÑÕÑÓÖá ÎÇÅÍÑ ÒÑâÔÐËÕß ÐÂ ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÏ ÒÓËÏÇÓÇ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÑÆÐÑÏÇÓ-
ÐÞÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ Ô ÄâÊÍËÏ ÕÓÇÐËÇÏ:

�x� 2g _x� o2
0x � 0 : �2�

³ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÕÓÇÐËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÑÃÓÂ-
ÕËÏÑÌ ÆËÔÔËÒÂÙËË àÐÇÓÅËË, ÑÆÐÂÍÑ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ àÕÑ
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÑÆÑÎÇÕß, ÇÔÎË ÄÄÇÔÕË ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËÇ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÔËÔÕÇÏÖ ËÊ ÆÄÖØ
ÐÇÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ,

�x� 2g _x� o2
0x � 0 ;

�yÿ 2g _y� o2
0y � 0 ;

�
�3�

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÖá ×ÖÐÍÙËÇÌ ÂÅÓÂÐÉÂ [12]

L � _x _y� g�x _yÿ _xy� ÿ o2
0xy � 0 :

¯ÇÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÊÂÕÖØÂáÜÇÇ Ë ÓÂÔÍÂÚËÄÂáÜÇÇÔâ ÓÇÛÇ-
ÐËâ x�t� Ë y�t� ÊÂÒÖÕÞÄÂáÕÔâ ÕÂÍËÏ ÖÆËÄËÕÇÎßÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÄËÉÇÐËâ H �
� _x _y� o2

0xy. ±ÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÇ ÓÂÊÄËÕËÇ ËÆÇË ÆÑÒÑÎÐË-
ÕÇÎßÐÞØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ×ÑÓÏÂÎËÊÏÖ "ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ" ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÆËÐÂÏËÍË ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍËØ Ë ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÔËÔÕÇÏ Ô ÎËÐÇÌÐÑÌ ÆËÔÔËÒÂÙËÇÌ [13 ë
15]. ¯ÇÆÂÄÐÑ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÔÍÓÞÕÂâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß,
ÑÕÄÇÚÂáÜÂâ ÊÂ ÐÇÑÃÓÂÕËÏÑÔÕß ÄÓÇÏÇÐË, ÏÑÉÇÕ ÖÚËÕÞ-
ÄÂÕßÔâ Ë ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓË ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÇ ÄÂÓËÂÙËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ [16]. ±ÓÇÆÎÑÉÇÐÐÂâ Ä [16] ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÂâ
ÊÂÆÂÚÂ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (3) ÆÎâ
ÊÂÆÂÐÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÔËÎ.

£ÕÑÓÑÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕßá ÖÚÈÕÂ
ÐÇÑÃÓÂÕËÏÑÔÕË ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÇÅÑ âÄÐÑÅÑ ÄÍÎáÚÇ-
ÐËâ Ä ×ÖÐÍÙËá ÂÅÓÂÐÉÂ ËÎË ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ [13, 17, 18].
¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2) ÒÑÓÑÉÆÂÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ Â-
ÅÓÂÐÉÂ

L � 1

2
� _x 2 ÿ o2

0x
2� exp �2gt� :

©Â ÖÚÈÕ ÆËÔÔËÒÂÙËË ÐÂÏ ÒÓËØÑÆËÕÔâ ÓÂÔÒÎÂÚËÄÂÕßÔâ
ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÔÕßá "ÏÂÔÔÞ". ¿ÕÑÕ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ Ä

ÕÇØÐËÚÇÔÍÑÏ ÑÕÐÑÛÇÐËË ÒÑÆØÑÆ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑ ÑÃÑÃ-
ÜÂÇÕÔâ ÆÎâ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏ Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ ÕÓÇÐËÇÏ.
±ÑàÕÑÏÖ ÆÂÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ, ÑÃÞÚÐÑ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ Ä ÚÇÔÕß ÇÅÑ
ÒÇÓÄÑÑÕÍÓÞÄÂÕÇÎÇÌ ¤. ¢ÇÌÕÏÂÐÂ, ±. ¬ÂÎÆËÓÑÎÞ Ë
¿. ¬ÂÐÂË (Bateman ëCaldirola ëKanai) ÏÇÕÑÆÑÏ BCK-
ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ, ÒÑÎÖÚËÎ ÐÂËÃÑÎßÛÇÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ Ä
ÕÇÑÓËË ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÔËÔÕÇÏ [9, 10]. £ ÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÕÇÑÓÇÏÞ ¯ÈÕÇÓ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÍÓÞÕÞÇ ÔËÏÏÇÕÓËË BCK-ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ
[19].

´ÓÇÕßÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÑÔÐÑÄÂÐÑ ÐÂ ÒÑÒÞÕÍÇ ÑÒËÔÂÕß
ÐÇÑÃÓÂÕËÏÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÆËÔÔËÒÂÙËË ËÊ ÒÇÓÄÞØ ÒÓËÐÙËÒÑÄ
ÍÂÍ "ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÌ" ÒÓÇÆÇÎ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô ÍÑÐ-
ÔÇÓÄÂÕËÄÐÑÌ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÑÌ ÑÚÇÐß ÃÑÎßÛÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË
[20 ë 26] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [10, æ 5]). ¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÕÂÍÑÌ ÒÑÆØÑÆ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÏÖ ÑÒÇÓÂÕÑÓÖ ÆËÔÔËÒÂÙËË, ÒÓËÚÈÏ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÔÎÂÃÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ ÏËÍ-
ÓÑÏÑÆÇÎË. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ, ÑÒË-
ÔÞÄÂáÜÇÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÄÞÆÇÎÇÐÐÑÅÑ ÅÂÓÏÑÐËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÂÐÔÂÏÃÎÇÏ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÑÄ,

L � 1

2
� _x 2 ÿ o2

0x
2� �

XN
j�1
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1

2
_y 2
j ÿ

1
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2
j � kj xyj

�
ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ ÒÓË t � 0 ÄÔÇ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÞ yi ÒÑÍÑâÕÔâ Ô
ÐÖÎÇÄÞÏ ÔÏÇÜÇÐËÇÏ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ x ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

�x� o2
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0

K�tÿ t 0� x�t 0� dt 0 � 0 ;

ÅÆÇ

K�tÿ t 0� �
XN
j�1

k 2
j

oj
sin
�
oj�tÿ t 0�� :

³ÕÂÐÆÂÓÕÐÑÇ ÄâÊÍÑÇ ÕÓÇÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓÇÆÇÎÖ K �
� 2gd 0�tÿ t 0�, ÍÑÕÑÓÞÌ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÒÓË N4 1 Ë ÔÒÇÙË-
ÂÎßÐÑÏ ÄÞÃÑÓÇ kj / oj. ±ÓËÏÇÓ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ÒÓËÏÇÐÇ-
ÐËâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÆÎâ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÔËÔÕÇÏ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË
Ä [27]. ³ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÆÂÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ
ÓÑÆÔÕÄÇÐ ÏÇÕÑÆÖ ÆÓÑÃÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, ÕÂÍÉÇ ÒÓÇÆÎÂ-
ÅÂÇÏÑÏÖ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÆËÔÔËÒÂÙËË Ä ÓÂÏÍÂØ
ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÑÅÑ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ [28, 29].

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÏÞ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÇÜÈ
ÑÆËÐ, ÐÇ ÑÚÇÐß ËÊÄÇÔÕÐÞÌ, ÒÓÑÔÕÑÌ, ÐÑ, ÒÑ ÏÐÇÐËá ÂÄÕÑ-
ÓÂ, ÄÇÔßÏÂ ÒÑÖÚËÕÇÎßÐÞÌ ÆÎâ ×ËÊËÍÂ ÒÓËÏÇÓ ÍÑÐÔÇÓÄÂ-
ÕËÄÐÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ ÕÓÇÐËÇÏ.

2. ¬ÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ
ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÔËÔÕÇÏ

´ÑÎÚÍÑÏ ÆÎâ ÐÂÒËÔÂÐËâ ÆÂÐÐÑÌ ÊÂÏÇÕÍË ÒÑÔÎÖÉËÎÑ
ÊÂÆÂÐËÇ å 12.95 ËÊ ËÊÄÇÔÕÐÑÅÑ ÔÃÑÓÐËÍÂ ÊÂÆÂÚ ÒÑ
ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ ±âÕÐËÙÍÑÅÑ Ë ÆÓ. [30], Ä ÍÑÕÑ-
ÓÑÏ ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÕÔâ ÓÇÛËÕß ÑÆÐÑÏÇÓÐÖá ÒÓÑÃÎÇÏÖ ¤ÇÎßÏ-
ÅÑÎßÙÂ Ë ·àÄÂÔÂ. ´ÑÚÐÇÇ, ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÕÔâ ÆÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ
ÎáÃÑÇ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÄËÆÂ �x � f �t; x; _x� ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÒÓËÄÇÆÇÐÑ Í ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÖ ÄËÆÖ ÖÏÐÑÉÇÐËÇÏ ÇÅÑ
ÒÓÂÄÑÌ Ë ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕÇÌ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ×ÖÐÍÙËá m�t; x; _x�.
©ÆÇÔß ËÏÇÇÕÔâ Ä ÄËÆÖ, ÚÕÑ ÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÑÎÉÐÑ
ÙÇÎËÍÑÏ ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÂÅÓÂÐÉÂ L�t; x; _x�, Õ.Ç.
ÆÑÎÉÐÑ ÄÞÒÑÎÐâÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (1), ÆÂÉÇ ÇÔÎË Ä ËÔØÑÆ-
ÐÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ ÔËÎÞ.
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¶ÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÊÂÐËÏÂÇÕ
ÄÔÇÅÑ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÕÓÑÍ. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
×ÖÐÍÙËâ ÂÅÓÂÐÉÂ L�t; x; _x�, ÕÂÍÂâ, ÚÕÑ ËÔØÑÆÐÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá

d

dt

�
qL
q _x

�
� q2L

qt q _x
� _x

q2L
qx q _x

� �x
q2L
q _x 2
� qL

qx
:

±ÓÑÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏ àÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÒÑ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÓË
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ:

q3L
qt q _x 2

� _x
q3L

qx q _x 2
� q
q _x

�
�x
q2L
q _x 2

�
� 0 :

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÅÓÂÐÉÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕ-
ÐÞ ËÔØÑÆÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá �x � f ÕÑÅÆÂ Ë ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ,
ÍÑÅÆÂ ÄÇÎËÚËÐÂ

m�t; x; _x� � q2L
q _x 2

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá

q
qt

m� q
qx
� _xm� � q

q _x
� fm� � 0 : �4�

ªÐÕÇÅÓËÓÖáÜËÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß m�t; x; _x� ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓÒÓÇ-
ÕËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ "à××ÇÍÕËÄÐÖá ÏÂÔÔÖ", ÒÑÔÎÇ ÖÏÐÑÉÇÐËâ ÐÂ
ÍÑÕÑÓÖá ËÔØÑÆÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
ÆÄËÉÇÐËâ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ "ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ" ÔËÎÞ m f. ¿××ÇÍ-
ÕËÄÐÂâ ÏÂÔÔÂ ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË Ä
ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ �x; _x�, Õ.Ç. ÑÐÂ ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ
ÄÆÑÎß ÎËÐËÌ ÕÑÍÂ j � � _x; f �, ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ
ËÔØÑÆÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÆÄËÉÇÐËâ. ªÊ àÕÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ ÆÎâ
ÎáÃÑÌ ×ÖÐÍÙËË f ÏÑÉÐÑ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÕß ×ÖÐÍÙËá Â-
ÅÓÂÐÉÂ.

£ ÚÂÔÕÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (4) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÃÞÔÕÓÑ
ÑÒÓÇÆÇÎâÕß ÒÓÑÔÕÇÌÛËÇ ÍÎÂÔÔÞ f, ÆÑÒÖÔÍÂáÜËØ ÎÂÅÓÂÐ-
ÉÇÄÑ ÑÒËÔÂÐËÇ. ´ÂÍ, ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ m � 1 ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÑÚÇ-
ÄËÆÐÑÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÔËÎ f � f0�t; x�. ±ÑÆ-
ÔÕÂÐÑÄÍÂ m � m�t� ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÂÆÂÚÇ Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ ÕÓÇÐËÇÏ,
f � f0 ÿ � _m=m� _x. ËÐÇÌÐÑÇ ÕÓÇÐËÇ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÑÏ ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ BCK-ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐ. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ m �
� m�x� ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ËÊÄÇÔÕÐÞÌ ÍÎÂÔÔ ÊÂÆÂÚ Ô ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ
ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË ÕÓÇÐËÇÏ, f � f0 ÿ �m 0=2m� _x 2.
´ÂÍÑÇ ÕÓÇÐËÇ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÂÄÕÑÐÑÏÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÂÅÓÂÐÉÂ, ÔÑØÓÂÐâá-
ÜÇÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ àÐÇÓÅËË, ÒÑàÕÑÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÔËÎÖ
ÚÂÔÕÑ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÒÔÇÄÆÑÕÓÇÐËÇÏ.

³ÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÃÑÎÇÇ ÔËÎßÐÑÇ ÑÃÜÇÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ: ÇÔÎË
ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ
âÄÐÑ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË, ÕÑ ÊÂÆÂÚÂ ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄÇÆÇÐÂ Í
ÂÄÕÑÐÑÏÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÂÅÓÂÐÉÂ Ë ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ 1.

¬ àÕÑÏÖ ÄÞÄÑÆÖ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÌÕË, ÇÔÎË Ä ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ
ÄÞÛÇ ÄÞÍÎÂÆÍÂØ Ô ÔÂÏÑÅÑ ÐÂÚÂÎÂ ÄÄÇÔÕË à××ÇÍÕËÄÐÖá
ÏÂÔÔÖ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÖá âÄÐÑ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË. ¯Ñ ËÐÕÇÓÇÔÐÇÇ
ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÑÃÜËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÞØ ÔËÔ-
ÕÇÏ ÔÑØÓÂÐâÕß ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË. ¥ÑÒÖÔÕËÏ,
ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÑÓÑÉÆÂÇÕÔâ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÑÏ
L�x; _x�, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÏ âÄÐÑ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË. ´ÑÅÆÂ ÑÃÑÃÜÈÐ-

ÐÂâ àÐÇÓÅËâ [1 ë 5]

H�x; _x� � _x
qL
q _x
ÿ L �5�

ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ÐÂ ÓÇÛÇÐËâØ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ,

_x
qH
qx
� f �x; _x� qH

q _x
� 0 : �6�

²ÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6) âÄÎâÇÕÔâ ÎáÃÑÌ ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ
ÄÓÇÏÇÐË ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÄËÉÇÐËâ H�x; _x� ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ, Â ÕÂÍÉÇ ÎáÃÂâ ÇÅÑ ×ÖÐÍÙËâ H�H�x; _x��. £ÑÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÄÛËÔß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (5), ÒÑ ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË
ÏÑÉÐÑ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÕß ×ÖÐÍÙËá ÂÅÓÂÐÉÂ

L�x; _x� � _x

� _x 1

u 2
qH�x; u�

qu
du ; �7�

ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÌ ËÏÒÖÎßÔ

p�x; _x� � qL
q _x
�
� _x 1

u
qH�x; u�

qu
du ; �8�

à××ÇÍÕËÄÐÖá ÏÂÔÔÖ

m�x; _x� � q2L
q _x 2
� 1

_x

q
q _x

H�x; _x� �9�

Ë, ÄÞÓÂÊËÄ ÑÃÑÃÜÈÐÐÖá àÐÇÓÅËá ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËá ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ, ×ÖÐÍÙËá ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ

H�x; p� � H
ÿ
x; _x�x; p�� :

ÇÅÍÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÏÂÔÔÞ (4) âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (6) Ë (9). ±ÓË àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6) ÆÎâ
ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÆÄËÉÇÐËâ ÚÂÔÕÑ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÖÆÑÃÐÇÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ÆÎâ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÏÂÔÔÞ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËÏÇÇÕ ÃÑÎÇÇ
ÒÓÑÔÕÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ.

ªÐÕÇÅÓÂÎ ÆÄËÉÇÐËâ ÂÄÕÑÐÑÏÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÊÂÏÇÐÞ
_x � y�x�. ±ÓË àÕÑÏ ËÔØÑÆÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ �x � f ÔÄÑÆËÕÔâ Í
ÖÓÂÄÐÇÐËá

dy

dx
� f �x; y�

y
: �10�

¦ÔÎË ÖÆÂÈÕÔâ ÐÂÌÕË ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ y � y�x;H� ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(10), ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ H, ÕÑ ÆÎâ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÆÄËÉÇÐËâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß
àÕÖ ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ ÚÇÓÇÊ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ Ë ÔÍÑÓÑÔÕß:

_x � y�x;H� ) H � H�x; _x� :

¦ÔÎË ËÊÄÇÔÕÐÑ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ x�t� ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÄËÉÇÐËâ ÆÎâ ÄÔÇØ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ, ÕÑ
ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÄËÉÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË, ÐÇ ÓÇÛÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(10). ±ÓÑÇÙËÓÖâ ÄÔÇÄÑÊÏÑÉÐÞÇ x�t� ÐÂ ÆÄÖÏÇÓÐÖá ÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕß �x; _x�, ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß "×ÂÊÑÄÞÌ ÒÑÓÕÓÇÕ" ÔËÔ-
ÕÇÏÞ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ×ÂÊÑÄÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÂÄÕÑÐÑÏÐÞØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ÏÑÅÖÕ ÒÇÓÇÔÇÍÂÕßÔâ ÕÑÎßÍÑ Ä ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÍÂØ, ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÄÔÇÅÆÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß "ÑÕÏÇÕËÕß"
ÄÔÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÑÆÐËÏ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏH. ¿ÕÑ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÄÔÇÅÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ×ÂÊÑÄÞØ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

x � x�t;H� ; _x � q
qt

x�t;H� :
1 ¿ÕÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÑ ÍÂÍ ´ÇÑÓÇÏÂ I.1 Ä [7], ÒÓË àÕÑÏ
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4) ÆÎâ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÏÂÔÔÞ ÔÄÑÆËÕÔâ Í
ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËá ´ÇÑÓÇÏÞ I.2.
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ªÔÍÎáÚÂâ ÄÓÇÏâ ËÊ àÕËØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÚÕÑ
×ÂÊÑÄÞÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá H�x; _x��
� const. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÐÂÌÆÇÐÐÂâ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏH�x; _x�
ËÎË ÎáÃÂâ ÇÈ ×ÖÐÍÙËâ Ë ÃÖÆÇÕ ËÔÍÑÏÞÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ
ÆÄËÉÇÐËâ.

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÑÒËÔÂÐËâ ÂÄÕÑÐÑÏÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÂÅÓÂÐÉÂ ËÎË ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ ÔÄâÊÂÐÂ ÕÑÎßÍÑ Ô ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕßá "ÔÑÔÚËÕÂÕß" ×ÂÊÑÄÞÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË. ±ÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ
ÄÞÛÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ ÔÑØÓÂÐâáÕ ÔËÎÖ Ä ÔÎÖÚÂÇ ËÔÕËÐÐÑ ÆËÔ-
ÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÄÍÎáÚÂáÜËØ ÕÓÇÐËÇ. ©ÆÇÔß ÏÞ
ÄÔÕÖÒÂÇÏ Ä ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÇ Ô ÒÓËÄÞÚÐÑÌ ÒÂÓÂÆËÅÏÑÌ. ¶Ë-
ÊËÍË ÒÓËÄÞÍÎË ÒÓÑÕËÄÑÒÑÔÕÂÄÎâÕß ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÆËÔÔËÒÂÕËÄ-
ÐÑÔÕË Ë ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÑÔÕË. £Ñ ÏÐÑÅËØ ÍÖÓÔÂØ ÕÇÑÓÇÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍË Ë ÕÇÑÓËË ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÆËÔÔËÒÂÙËá ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕ ËÏÇÐÐÑ ÍÂÍ ÒÑÒÓÂÄÍË (ÚÎÇÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ), ÐÂÓÖÛÂá-
ÜËÇ ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ àÐÇÓÅËË, Â ÄÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ Ë
ÔËÏÏÇÕÓËË, ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÆÎâ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ ËÎË ÂÅÓÂÐÉÂ. ª ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ
ÔÑØÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ àÐÇÓÅËË ÔÄâÊÞÄÂáÕ Ô ÍÑÐÔÇÓ-
ÄÂÕËÄÐÑÔÕßá [2 ë 5, 31]. ¶ÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÄÞØÑÆ ËÊ ÒÓÑÕËÄÑ-
ÓÇÚËâ ÔÄâÊÂÐ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ àÐÇÓÅËË, ÍÑÕÑ-
ÓÞÌ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÔËÎ ÄÑÄÔÇ ÐÇ ÑÃâÊÂÐ
ÔÄÑÆËÕßÔâ Í ÒÑÎÐÑÌ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË ËÎË ÇÈ ÂÐÂÎÑ-
ÅÂÏ ÆÎâ ÐÇÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ. ±ÓË àÕÑÏ ÔÕËÓÂÇÕÔâ
ÓÂÊÎËÚËÇ ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÞÏË Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÏË
ÔËÔÕÇÏÂÏË, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ, Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ.

3. ËÐÇÌÐÞÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ Ô ÄâÊÍËÏ ÕÓÇÐËÇÏ

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÐÂÊÄÂÐËÇÏ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßË, ÒÑÒÓÑ-
ÃÖÇÏ ÑÒËÔÂÕß ÊÂÕÖØÂáÜËÌ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ Ô
ÄâÊÍËÏ ÕÓÇÐËÇÏ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (2), Ä ÓÂÏÍÂØ
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÑÅÑ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ. ¬ÂÍ ÑÕÏÇÚÂ-
ÎÑÔß, ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
ÂÅÓÂÐÉÂ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÒÓÑÙÇÆÖÓÑÌ ÒÓËÔÄÑÇÐËâ ÏÇÕÍË ÄÔÇÏ
×ÂÊÑÄÞÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 1 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ×ÂÊÑÄÞÇ
ÒÑÓÕÓÇÕÞ, ËÎÎáÔÕÓËÓÖáÜËÇ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕË ÕÂÍËØ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËÌ ÆÎâ ÐÇÊÂÕÖØÂáÜÇÅÑ Ë ÊÂÕÖØÂáÜÇÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ.
¥Îâ ÐÂÔ ÄÂÉÐÑ, ÚÕÑ àÕË ÆÄÂ ÔÎÖÚÂâ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË ÓÂÊ-
ÎËÚÐÞ. ¥Îâ ÐÇÊÂÕÖØÂáÜÇÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÓÑÎß ÏÇÕÍË
ËÅÓÂÇÕ ÒÓËÄÞÚÐÂâ "ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÂâ" àÐÇÓÅËâ

H0 � 1

2
_x 2 � 1

2
o2

0x
2 :

¶ÂÊÑÄÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÎËÐËâ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ H0, ÒÓË àÕÑÏ ×ÂÊÂ ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÕÑÎßÍÑ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÕÑÚÍË ÐÂ àÕÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË. ¥Îâ
ÊÂÕÖØÂáÜÇÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÔËÕÖÂÙËâ ÒÓâÏÑ ÒÓÑÕËÄÑÒÑ-
ÎÑÉÐÂ ì ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÊÂÆÂÈÕÔâ ×ÂÊÑÌ, Â
ÊÐÂÚÇÐËÇ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ
ÕÑÚÍË ÐÂ ÄÞÆÇÎÇÐÐÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÍÓËÄÑÌ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ,
ÄÔÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÒÓÑØÑÆâÕ ÚÇÓÇÊ ÎáÃÑÇ ÊÂÆÂÐÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ
H0 � const (ËÊÑÃÓÂÉÈÐÐÑÇ ÕÑÚÍÂÏË ÐÂ ÓËÔ. 1Ã) ÔÕÓÑÅÑ
ÑÆËÐ ÓÂÊ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÊÂÕÖØÂáÜÇÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ dH0=dt � ÿ2g _x 2 ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÊÐÂÍ ÐÂ ÓÇÛÇ-
ÐËâØ. ±ÑàÕÑÏÖ ÍÂÉÆÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÊÂÆÂÈÕÔâ
ÕÑÚÍÑÌ ÇÈ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ Ô ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÄÞÆÇÎÇÐÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ
H0 � const. ¥ÑÅÑÄÑÓËÏÔâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÕß àÕÖ ÕÑÚÍÖ
ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÐÇÍÑÌ ×ÂÊÑÌ j. £ÄÇÆÈÐÐÂâ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ
×ÂÊÂ ÏÑÉÇÕ ËÅÓÂÕß ÓÑÎß ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÄâÊÍËÏ ÕÓÇÐËÇÏ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ×ÂÊÂ ÃÖÆÇÕ
ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÄÔáÆÖ,
ÍÓÑÏÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ Ë ÄÞØÑÆâÜÇÅÑ ËÊ ÐÇÅÑ ÎÖÚÂ,
ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ×ÂÊÂ ËÔÒÞÕÞÄÂÇÕ ÔÍÂÚÑÍ ÐÂ 2p.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÓÂÄÐÑÄÇ-
ÔËâ ÕËÒÂ "×ÑÍÖÔ", ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ
o � �o2

0 ÿ g 2�1=2 > 0. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(2) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

x � a exp �ÿgt� cos �ot� j� ;
_x� gx � ÿao exp �ÿgt� sin �ot� j� :

ªÊ àÕËØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÌ ×ÂÊÞ Ë ÄÓÇÏÇÐË:

y�x; _x� � ot� j � ÿ arctan
_x� gx
ox

;

a 2o2 exp �ÿ2gt� � o2x 2 � � _x� gx�2 :

ªÔÍÎáÚËÏ ÄÓÇÏâ, ÒÑÎÂÅÂâ ÃÇÊ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÑÃÜÐÑÔÕË Ä
ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË ao � 1 (ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÒÓË àÕÑÏ
ËÏÇÇÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÄÓÇÏÇÐË). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚËÏ
ÐÂÚÂÎßÐÖá ×ÂÊÖ, ÄÞÓÂÉÇÐÐÖá ÚÇÓÇÊ ÏÅÐÑÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ÔÍÑÓÑÔÕË,

j�x; _x� � ÿ arctan
_x� gx
ox

� o
2g

ln
ÿ
o2x 2 � � _x� gx�2� :

±Ñ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá j�x; _x� âÄÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÆÄËÉÇÐËâ
ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2), ÒÑàÕÑÏÖ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ

H � H�j�

ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÑÃÑÃÜÈÐÐÂâ àÐÇÓÅËâ. ©ÂÏÇ-
ÕËÏ, ÕÑÕ ÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ
ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10), ÐÇâÄÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÆÎâ ÐÂÛÇÅÑ
ÔÎÖÚÂâ ÊÂÆÂÈÕÔâ j�x; _x� � const.

®ÅÐÑÄÇÐÐÂâ ×ÂÊÂ y�x; _x� âÄÎâÇÕÔâ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ, ÒÑàÕÑÏÖ
ÆÂÐÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂÏÑÉÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÄÏÇÔÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕË.
¯ÂÚÂÎßÐÖá ×ÂÊÖ Ë ÔÍÑÓÑÔÕß ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÂÍ

j � y� o
g
ln

���� ox
cos y

���� ; _x � ÿgx qj
qy

:

´ÂÍÂâ ÊÂÏÇÐÂ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÖÆÑÃÐÂ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÑÃÑÃÜÈÐ-
ÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (8), ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË àÕÑÏ
ÄÊÂËÏÐÑ ÔÑÍÓÂÜÂáÕÔâ ÄÔÇ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÏÐÑÉËÕÇÎË,

Â Ã

d
x
=
d
t

d
x
=
d
t

x x

H0

j

²ËÔ. 1. ³ÑÔÕÑâÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÕËÒÂ "ÙÇÐÕÓ" ÆÎâ ÐÇÊÂÕÖØÂáÜÇÅÑ ÎË-
ÐÇÌÐÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ (Â) Ë ÕËÒÂ "×ÑÍÖÔ" ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô
ÄâÊÍËÏ ÕÓÇÐËÇÏ (Ã). £ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÕÖØÂáÜÇÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÄÑÊÏÑÉÐÞ
ÕÂÍÉÇ ÓÇÛÇÐËâ Ô ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÕËÒÂ "ÖÊÇÎ".
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ÄÑÊÐËÍÂáÜËÇ ÒÓË ÄÊâÕËË ÔÎÑÉÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ,

p �
� _x 1

u
qH�x; u�

qu
du �

� y 1

_x

qH
qj

qj
qy

dy � ÿ 1

gx

� y qH
qj

dy :

�11�

±ÑÆÔÕÂÄËÄ ÔáÆÂ ËÊÄÇÔÕÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß y�x; _x�, ÒÑÎÖÚËÏ
×ÖÐÍÙËá ÂÅÓÂÐÉÂ,

L�x; _x� � _x p�x; _x� ÿ H
�
y�x; _x� � o

g
ln
��ox sec y�x; _x���� :

¡ ÇÔÎË ÖÆÂÈÕÔâ ÄÞÓÂÊËÕß ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (11) ÏÅÐÑÄÇÐ-
ÐÖá ×ÂÊÖ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÅÑ
ËÏÒÖÎßÔÂ, y�x; p�, ÕÑ ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ×ÖÐÍÙËá ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ

H�x; p� � H
�
y�x; p� � o

g
ln
��ox sec y�x; p���� :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÂâ Ô ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË
ÊÓÇÐËâ ÊÂÆÂÚÂ ÑÒËÔÂÐÂ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÞÏ ÅÂ-
ÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ. ¯ÂÏ ÆÂÉÇ ÐÇ ÒÑÐÂÆÑÃËÎÑÔß ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÕß ÄÓÇÏâ Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ, ÄÔá ÐÂÅÓÖÊÍÖ ÒÑ ÖÚÈÕÖ ÆËÔÔË-
ÒÂÙËË ÄÊâÎ ÐÂ ÔÇÃâ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ!

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÓÇÂÎËÊÖ-
ÇÕÔâ, ÇÔÎË Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ àÐÇÓÅËË ÄÞÃÓÂÕß ÐÂÚÂÎß-
ÐÖá ×ÂÊÖ:

H � j ;
qH
qj
� 1 :

±ÓË àÕÑÏ y�x; p� � ÿgxp. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ×ÖÐÍÙËâ
¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ

H � ÿgpx� o
g
ln

���� ox
cos �gpx�

���� �12�

ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ

_x � ÿx�gÿ o tan �gpx�� ;
_p � ÿ o

gx
� p
�
gÿ o tan �gpx�� :

8<: �13�

¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ àÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑÔÎÇ
ËÔÍÎáÚÇÐËâ p Ë _p ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÔÄÑÆâÕÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÄâÊÍËÏ ÕÓÇÐËÇÏ (2). ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÔËÎÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ

_xp� x _p � ÿo
g
;

Õ.Ç. gpx ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÌ ×ÂÊÞ (ËÊÏÇÐâÇÕÔâ
ÎËÐÇÌÐÑ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË). °ÕÔáÆÂ ÔÓÂÊÖ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÔÑØÓÂ-
ÐâáÜÇÏÖÔâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÖ (12) ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ,
ËÊÏÇÐâáÜÂâÔâ ÒÑ ÊÂÕÖØÂáÜÇÏÖ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 2 ÒÓËÄÇÆÈÐ ÒÓËÏÇÓ ÑÆÐÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËË ÆÎâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ (12). ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÂÍÂâ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ,
ÒÑàÕÑÏÖ ÎáÃÑÇ ×ËÐËÕÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÑÃâÊÂÐÑ ÃÞÕß ÔÕÓÑÅÑ
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏ. £ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ËÐ×Ë-
ÐËÕÐÑ ì ÑÔÕÂÄÂâÔß ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÏ ÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ, ÑÐÑ
ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ ÖØÑÆÑÏ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÅÑ
ËÏÒÖÎßÔÂ ÊÂ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ. ¿ÕÑ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÆÄÂÉÆÞ
ÊÂ ÒÇÓËÑÆ ÒÓË ÒÓÑØÑÉÆÇÐËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÚÇÓÇÊ ÐÖÎß. ®Þ
ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÊÂÕÖØÂáÜÇÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ
ÔÍÎÇËÄÂÇÕÔâ ËÊ ×ÓÂÅÏÇÐÕÑÄ, ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÕÓÑÅÑ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ, ÒÓËÚÈÏ ÄÔÇ
×ÓÂÅÏÇÐÕÞ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÑÆÐÑÏÖ Ë ÕÑÏÖ ÉÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÖ
àÐÇÓÅËË. ±ÑÆÑÃÐÑÇ ÓÂÔÔÎÑÇÐËÇ ÐÇËÊÃÇÉÐÑ, ÍÑÅÆÂ ÏÞ ÑÒË-
ÔÞÄÂÇÏ ×ËÐËÕÐÑÇ Ô ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ, ÐÑ ÐÇÒÇ-
ÓËÑÆËÚÇÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÐÔÇÓ-
ÄÂÕËÄÐÑÅÑ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ. ±ÑàÕÑÏÖ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß Ä ËÏ-
ÒÖÎßÔÇ ÐÇÎßÊâ ÖÔÕÓÂÐËÕß ÐËÍÂÍËÏ ÄÞÃÑÓÑÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ
àÐÇÓÅËË. "³ÕÓÂÐÐÑÇ" ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ
âÄÎâÇÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ ÒÓËÓÑÆÞ ËÔØÑÆÐÑÌ
ÊÂÆÂÚË.

µÍÂÊÂÐÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ Ä
ÑÒËÔÂÐËË ÂÅÓÂÐÉÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐÑ ÔÓÂÊÖ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÖÓÂÄÐÇÐËá ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÆÎâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. ¥ÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÑÃÜÖá ×ÑÓÏÖÎÖ, ÏÑÉÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË H � j�x; _x� ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
×ÖÐÍÙËâ ÂÅÓÂÐÉÂ

L � _x� gx
gx

arctan
_x� gx
ox

ÿ o
2g

ln
�
o2x 2 � � _x� gx�2� :

¿ÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ÂÅÓÂÐÉÂ, ÍÑÕÑÓÑÇ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÕÓÇÐËÇÏ Ô ÕÑÚ-
ÐÑÔÕßá ÆÑ ÆÑÏÐÑÉÇÐËâ ÐÂ à××ÇÍÕËÄÐÖá ÏÂÔÔÖ

m � o
g

ÿ
o2x 2 � � _x� gx�2�ÿ1 > 0 :

±ÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÂâ à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÏÂÔÔÂ ÐÇ
ÔÑÆÇÓÉËÕ, ÍÓÑÏÇ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË x � _x � 0, ÔÄâÊÂÐ-
ÐÞØ Ô ÆËÔÔËÒÂÙËÇÌ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕÇÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ×ÑÓÏÂ-
ÎËÊÏÇ ÂÅÓÂÐÉÂ ÒÓÑâÄÎâáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎÇ ÑÃÑÃ-
ÜÈÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË.

1,0

0,5

0

ÿ0,5

ÿ1,0 ÿ0,5 0 0,5 1,0
x

0 1 2 3 4
y=2p

0 1 2 3 4
y=2p
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p

x 100

50

0

ÿ50

ÿ100

ÿ150

150
p

100

50

0

ÿ50

ÿ100

ÿ150

Â Ã Ä

²ËÔ. 2. (Â, Ã) (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) ±ÓËÏÇÓ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (13) ÆÎâ g � 1 Ëo � 15. (Ä) ´ÂÉÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ Ä ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ �x; p�; ÙÄÇÕ ×ÑÐÂ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÇÎËÚËÐÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ (12) ì ×ÂÊÑÄÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÎÇÉËÕ Ä ÆÑÎËÐÇ, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ.
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²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÇÜÈ ÑÆËÐ ÍÎÂÔÔ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÞØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ, ÒÑÓÑÉÆÂÇÏÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÆÄËÉÇÐËâ

H � exp
gj
o
: �14�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ (11) ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ
ÑÕ ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÌ ×ÂÊÞ Ë ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ,

p�y� � ÿ
� y

exp

�
gy 0

o

�
dy 0

cos y 0
:

¿ÕÑÕ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊ ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá 2F1:

p�y� � ÿIm
�

2o
oÿ ig

exp

��
i� g

o

�
y
�
�

� 2F1

�
1; 1ÿ ig

o
;
3

2
ÿ ig
2o

; ÿ exp �2iy�
��

:

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 3 ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß p�y� ÆÎâ ÕÇØ ÉÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÚÕÑ Ë ÐÂ ÓËÔ. 2. ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ËÊ-ÊÂ ÐÂÎËÚËâ
ÍÑÔËÐÖÔÂ Ä ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎÇ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ ÑÒâÕß ÆÄÂ
ÓÂÊÂ ÊÂ ÒÇÓËÑÆ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß. ³ÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

H � ox
cos y�p� exp

�
g
o

y�p�
�
; �15�

Â ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÍÂÍ

x � ÿxÿg� o tan y�p�� ;
_p � ÿH

x
:

8<:
ªÊ ÒÑÔÎÇÆÐËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÚÕÑ ×ÂÊÂ
ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÑ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, _y � _p qy=qp � o, ÑÕÔáÆÂ
ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ ÔÓÂÊÖ ÔÎÇ-
ÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÆÑÎÉÐÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÊÂÕÖØÂá-
ÜÇÏÖ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ.

ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÒÓÑÔÎÇÆËÕß ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ g! 0 Í
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÖ ÃÇÊ ÕÓÇÐËâ. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑ àÕÑ ÔÆÇÎÂÕß

Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ (14), (15). ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ,
ÒÑÎÑÉËÄ g � 0, ÒÑÎÖÚËÏ tanh p � ÿ sin y, ÑÕÍÖÆÂ ÐÂØÑÆËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ

H � �o0x cosh p ) _x � �o0x sinh p ;
_p � �o0 cosh p :

�

±ÑÔÎÇ ËÔÍÎáÚÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÒÓÂÄËÎßÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, ÑÆÐÂÍÑ
ËÔØÑÆÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ
ÎËÛß ÐÂ ÒÑÎÑÄËÐÇ ÒÇÓËÑÆÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËÏÒÖÎßÔ ÖØÑÆËÕ ÐÂ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÒÓË y � p=2� np. ¿ÕË ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË
ÑÕÓÂÉÂáÕ ÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ ÏÞ ÄÔÈ ÄÓÇÏâ ËÏÇÇÏ ÆÇÎÑ Ô
ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÄËÆÇ ×ÂÊÞ, Â ×ÂÊÑÄÞÇ ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËË Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÃÇÊÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÅÑ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÕËÒÂ
"ÙÇÐÕÓ" Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÂÊÞ ÒÇÓÇÔÚËÕÂÕß ÐÇÎßÊâ!

ªÕÂÍ, ÏÞ ÖÃÇÆËÎËÔß Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÇ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÇ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÕËÒÂ "×ÑÍÖÔ" ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÂÕß Ä ÓÂÏÍÂØ
ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÑÅÑ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ, ÒÑÉÇÓÕÄÑÄÂÄ ÑÆÐÑÊÐÂÚ-
ÐÑÔÕßá ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÑÆÐÑÌ ÕÑÚÍÇ.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÔÍÂÚÑÍ ×ÂÊÞ ÐÂ 2p ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓËÐÙË-
ÒËÂÎßÐÞÏ Ë ÖÔÕÓÂÐâÇÕÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÞÃÑÓÑÏ H �
� sin �2j�. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß, ÔÄâÊÂÐÐÂâ ÔÑ
ÔÕâÅËÄÂÐËÇÏ ÄÔÇØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ Ä ÑÆÐÑ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÓÂÄÐÑÄÇ-
ÔËâ, âÄÎâÇÕÔâ ÄÂÉÐÞÏ Ë ÐÇÖÔÕÓÂÐËÏÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÆËÔÔË-
ÒÂÕËÄÐÞØ ÔËÔÕÇÏ.¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ ÚÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ ÒÓËØÑÆËÕ Ä
ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÊÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ, àÕÂ ÕÑÚÍÂ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÕÑÒÑÎÑÅËá ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÑÓÕÓÇÕÂ Ä ÙÇÎÑÏ.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß Ë ÆÓÖÅÑÌ
ÕËÒ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÅÑ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ì ÖÊÇÎ.
¦ÔÎË ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕË ËÐÕÇÅÓÂÎÂ àÐÇÓÅËË ÄÑ
ÄÔÈÏ ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÍÂÍ àÕÑ ÆÇÎÂÇÕÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
Ä ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [32], ÕÑ ÒÓËÄÞÚÐÞÌ ÍÓËÕÇÓËÌ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄ-
ÐÑÔÕË ÄÑÔÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ. ªÔØÑÆâ ËÊ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÔÑ-
ÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ ÕÑÅÆÂ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÏÑÅÖÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÎËÛß ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ì ÔÈÆÎÂ Ë ÙÇÐÕÓÞ.

4. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

£ÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÑÒËÔÂÐËâ ÂÄÕÑÐÑÏÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÂÅÓÂÐÉÂ ËÎË
¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ ÔÄâÊÂÐÂ ÕÑÎßÍÑ Ô ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕßá ÒÓÑÐÖÏÇ-
ÓÑÄÂÕß ×ÂÊÑÄÞÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏ ËÐÆÇÍÔÑÏ.
³ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ àÕÑ ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÐÑ
ÔÆÇÎÂÕß, ÒÓËÚÈÏ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÔÒÑÔÑÃÑÄ, ÐÇÊÂÄË-
ÔËÏÑ ÑÕ ÕÑÅÑ, âÄÎâÇÕÔâ ÎË ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÑÌ Ä
ÑÃÜÇÒÓËÐâÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ËÎË ÐÇÕ. °ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ
×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÞ ×ËÐËÕÐÞÇ ÐÇÒÇÓËÑ-
ÆËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ, ÒÑàÕÑÏÖ ÑÒËÔÂÐËÇ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÆËÔÔË-
ÒÂÕËÄÐÞØ ÊÂÆÂÚ ÐÇËÊÃÇÉÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ËÐ×ËÐËÕÐÞÏ
ÓÇÛÇÐËâÏ Ä ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ Ë ËÏÒÖÎßÔÂØ. £
ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ àÕÑ ÏÑÉÐÑ "ÊÂÏÂÔÍËÓÑÄÂÕß",
ÄÞÃÓÂÄ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ô ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍË ÔÑÒÓâÉÈÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ ÐÇ ÄØÑÆËÕ
Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÅÓÂÐÉÂ. £ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ËÏ-
ÒÖÎßÔ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ, ÒÑàÕÑÏÖ ÄÑÊÐËÍ-
ÐÑÄÇÐËÇ ËÐ×ËÐËÕÐÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÐÇËÊÃÇÉÐÑ. ¤ÎÑÃÂÎßÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓËØÑÆËÕÔâ ÔÛËÄÂÕß ËÊ ÔÇÓËË ÎÑÍÂÎßÐÞØ, ÑÒÓÇ-
ÆÇÎÈÐÐÞØ ÐÂ ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÒÓÑÏÇÉÖÕÍÇ ÄÓÇÏÇÐË, ÐÑ ÔÕÓÑÅÑ
ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ. ¯Â ÎÑÍÂÎßÐÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÓÂÊ-
ÐËÙÞ ÏÇÉÆÖ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÏË Ë ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÞÏË ÔËÔÕÇ-
ÏÂÏË ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÐÇÕ, ÍÂÍ ÐÇÕ ÇÈ Ë Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂÏË àÎÎËÒÔÑÄ Ë ÔÒËÓÂÎÇÌ,

10

p

5

0

ÿ5

ÿ10

0 1 2 3 4
y=2p

²ËÔ. 3. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß p�y� ÆÎâ H � exp �gj=o� ÒÓË
g � 1 Ë o � 15.
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ËÊÑÃÓÂÉÈÐÐÞØ ÐÂ ÓËÔ. 1, ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÑÆÐÑÔÄâÊÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË
×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÐÇ ÄÍÎáÚÂáÜÇÌ Ä ÔÇÃâ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ.

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÕß ÑÃÜÇÒÓËÐâÕÑÇ ÓÂÊÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÂÄÕÑÐÑÏÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÐÂ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÞÇ
Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ àÐÇÓÅËË ÆÎâ ÄÔÇØ
ÆÑÒÖÔÕËÏÞØ ÕÑÚÇÍ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÑÃÜËÇ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ
ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÞ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Í ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞÏ ÔËÔÕÇ-
ÏÂÏ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ "ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑÔÕß" âÄÎâÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉ-
ÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ, ÚÇÏ ÐÂÎËÚËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÆÄËÉÇÐËâ [33, 34].
µÔÎÑÄËâ ÒÓËÄÇÆÇÐËâ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÃÑÎÇÇ ÇÔÕÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä ÓÂÏÍÂØ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ ¿ÌÎÇÓÂ ë
ÂÅÓÂÐÉÂ [6 ë 8]. ®ÑÉÐÑ ÖÍÂÊÂÕß ÒÓÑÔÕÞÇ ÒÓËÏÇÓÞ, Ä
ÍÑÕÑÓÞØ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ×ÖÐÍÙËË ÂÅÓÂÐÉÂ. £ ÚÂÔÕÐÑ-
ÔÕË, ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄÖØ ÎËÐÇÌÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ

�x� 2g1 _x� o 2
1 x � k1y ;

�y� 2g2 _y� o2
2y � k2x

�
ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÞ ËÊ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ ÕÑÅÆÂ
Ë ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÞ ÎËÃÑ ÐÇ ÔÄâÊÂÐÞ
�k1 � k2 � 0�, ÎËÃÑ ÔÄâÊÂÐÞ, ÐÑ ËÏÇáÕ ÓÂÊÐÞÇ ÆÇÍÓÇ-
ÏÇÐÕÞ ÊÂÕÖØÂÐËâ (k1k2 6� 0 Ë g1 6� g2). ¿ÕÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÑÃÜÇÌ ´ÇÑÓÇÏÞ VI, Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [7] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÊÂÆÂÐËÇ å 12.113 Ä [30]). ¯ÂÒÓËÏÇÓ,
ÇÔÎË ÑÆÐÂ ËÊ ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÔÄâÊË ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, Â ÆÓÖÅÂâ
ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ, ÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ ÐÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ
ÐË ÒÓË ÍÂÍËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÑÔÕÂÎßÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ (ÐÂÓÖ-
ÛÂÇÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ (II.2) ËÊ [7]).

¡ÄÕÑÓ ÄÞÓÂÉÂÇÕ ÅÎÖÃÑÍÖá ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕß ¦.¥. ¤ÑÔ-
ÒÑÆÚËÍÑÄÖ Ë ®.¦. ®ÎÑÆËÍÖ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆËÔÍÖÔÔËÌ Ô
ÍÑÕÑÓÞÏË ÒÑâÄËÎÂÔß ÆÂÐÐÂâ ÔÕÂÕßâ, Â ÕÂÍÉÇ ÓÇÙÇÐÊÇÐÕÖ,
ÖÍÂÊÂÄÛÇÏÖ ÂÄÕÑÓÖ ÓâÆ ÙÇÐÐÞØ ÒÖÃÎËÍÂÙËÌ ÒÑ ÕÇÏÇ ÓÂ-
ÃÑÕÞ.
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Can we refer to Hamilton equations for an oscillator with friction?
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