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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

´ÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÒÑÒÍÑÓÐÂ [1], g�x�, ËÊÄÇÔÕÐÂâ
ÕÂÍÉÇ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ´ÑÏÇ, ËÏÇÇÕ ÏÐÑÅÑ ÆÓÖÅËØ ÐÂËÏÇÐÑÄÂ-
ÐËÌ: ×ÖÐÍÙËâ ÆÑÉÆÇÄÞØ ÍÂÒÇÎß, ×ÖÐÍÙËâ ÑÃÎÂÍÂ, ÏÑÆË-

×ËÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¥ËÓËØÎÇ, ×ÖÐÍÙËâ ÎËÐÇÌÍË Ë ÆÓ.
¿ÕÑ ÑÆÐÂ ËÊ ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ÕÇÑÓÇÕËÍÑ-ÚËÔÎÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ,
ÑÃÎÂÆÂáÜÂâ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ
(ÆÓÖÅÑÌ ËÊÄÇÔÕÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ ì ÄÔáÆÖ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÂâ, ÐÑ
ÐËÅÆÇ ÐÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏÂâ ×ÖÐÍÙËâ £ÇÌÇÓÛÕÓÂÔÔÂ).
¶ÖÐÍÙËâ ÒÑÒÍÑÓÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÂ ÑÕÍÓÞÕÑÏ ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÇ x 2 �0; 1� ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:
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¶ÖÐÍÙËâ ÒÑÒÍÑÓÐÂ g ÓÂÊÓÞÄÐÂ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÑÌ
ÕÑÚÍÇ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ
ÐÂÌÆÖÕÔâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÎËÊÍËÇ Í ÐÇÏÖ ËÓÓÂÙËÑÐÂÎßÐÞÇ
ÚËÔÎÂ, Â g�x� ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓË ÄÔÇØ ËÓÓÂÙËÑÐÂÎß-
ÐÞØ x. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ g ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÂ ÄÑ ÄÔÇØ ËÓÓÂÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÕÑÚÍÂØ.

°ÆÐÑ ËÊ ÔÂÏÞØ ÍÓÂÔËÄÞØ ÄÑÒÎÑÜÇÐËÌ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÒ-
ÍÑÓÐÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏ ÔÂÆÇ ¦ÄÍÎËÆÂ. ²ÂÔ-
ÔÏÑÕÓËÏ ÔÂÆ ÆÇÓÇÄßÇÄ ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÄÞÔÑÕÞ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ
Ä ÕÑÚÍÂØ �an; am� ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË, ÅÆÇ n Ë
m ì ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÇ ÙÇÎÞÇ ÚËÔÎÂ, a ì ÛÂÅ ÓÇÛÈÕÍË,
a � 1=

���
2
p

. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÏÞ ÐÂØÑÆËÏÔâ ÐÂ ÎËÐËË
N � 1ÿm ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÍÂÏË A�0; a� Ë B�a; 0� Ë ÐÂÃÎáÆÂÇÏ
ÔÂÆ, ÄÞÓÂÜÇÐÐÞÌ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÍÄÂÆÓÂÐÕÇ, ÄÆÑÎß ÎÖÚÇÌ,
ËÔØÑÆâÜËØ ËÊ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ �0; 0� (ÓËÔ. 1).

£ÆÑÎß àÕËØ ÎÖÚÇÌ ÏÞ ÄËÆËÏ ÕÑÎßÍÑ ÒÇÓÄÑÇ ÑÕÍÓÞÕÑÇ
ÆÇÓÇÄÑ ÔÑ ÄÊÂËÏÐÑ ÒÓÑÔÕÞÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË M�ap; aq�, Â
ÄÔÇ ÆÓÖÅËÇ ÆÇÓÇÄßâ ÊÂÕÇÐÇÐÞ. £ÄÇÆÈÏ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÖá
ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ �x; y� Ô ÑÔßá x ÄÆÑÎß ÔÇÅÏÇÐÕÂ AB Ë
ÑÔßá y, ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ Í ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÂÆÂ (ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ
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ÓËÔ. 1Â). ®Þ ÖÔÕÂÐÑÄËÎË ÐÂÚÂÎÑ ÑÔË x Ä ÕÑÚÍÇ A, ÕÑÅÆÂ
ÕÑÚÍÂ B ËÏÇÇÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ x � 1. ¿ÕÑ ØÑÓÑÛÂâ ÛÍÑÎßÐÂâ
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÍÂì ÖÔÕÂÐÑÄËÕß, ÚÕÑ: 1) Ô ×ÑÍÖÔÑÏ,
ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÏ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÆÇÓÇÄÑ Ä ÕÑÚÍÇ
M�ap; aq� ÃÓÑÔÂÇÕ ÕÇÐß Ä ÕÑÚÍÇ x � p=�p� q�; 2) ÍÂÉÖ-
ÜÂâÔâ ÄÞÔÑÕÂ àÕÑÅÑ ÆÇÓÇÄÂ 1=�p� q�. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË,
ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÄËÆËÏÑÔÕË ÕÂÍÑÅÑ ÓÇÛÈÕÑÚÐÑÅÑ ÔÂÆÂì ËÏÇÐ-
ÐÑ ×ÖÐÍÙËâ ÒÑÒÍÑÓÐÂ.

±ÑÒÍÑÓÐÑÄÔÍÑÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ p=q! 1=q ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä
ÆËÂÅÓÂÏÏÇ ÄËÆËÏÑÔÕË ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÔÂÆÂ ÍÂÍ ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕ-
ÓËÚÇÔÍËÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ. °ÆÐÂÍÑ ÕÂ ÉÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË Ë/ËÎË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÂ àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÑ Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ Ë ÃËÑ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂ-
ÚÂØ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÂÍ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÓÑÕÍËØ ÐÖÍÎÇÑÕËÆ-
ÐÞØ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕÇÌ (ÓËÆÑÄ) Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ ÒÑ
ÔÇÍÄÇÐËÓÑÄÂÐËá ¥¯¬ [2], Ä ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏ 1=f-ÛÖÏÇ
Ë ÔÆÄËÅÇ ¶ÓÇÐÇÎâ ë­ÂÐÆÂÖ [3], ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâØ ÐÇÓÇÎâ-
ÕËÄËÔÕÔÍËØ ËÆÇÂÎßÐÞØ ÂÐËÑÐÑÄ Ô ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÞÏ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÏ ÔÕÂÕËÔÕËÍË [4], Â ÕÂÍÉÇ ÍÂÍ ÚÂÔÕÑÕÂ ÒÑâÄÎÇÐËâ
ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÒÑÆÅÓÂ×ÑÄ Ä ÃÇÎÍÑÄÑ-ÃÇÎÍÑÄÑÌ ÔÇÕË ÆÓÑÊÑ-
×ËÎÞ [5]. ¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ ÚÕÑ ÔÕÇÒÇÐß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËâ
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÒÍÑÓÐÂ ÄÂÓßËÓÖÇÕÔâ, Â àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ ÒÓÑ×ËÎË ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔ-
ÕÇÌ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÑÃÜÂâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÂâ ÔØÇÏÂ,
ÒÓËÄÑÆâÜÂâ Í ÒÑÒÍÑÓÐÑÄÔÍÑÏÖ ÕÇÑÓÇÕËÍÑ-ÚËÔÎÑÄÑÏÖ ÒÑ-
ÄÇÆÇÐËá Ä ÒÓËÓÑÆÇ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÂ.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÆÄÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÐÂ-
ÕÖÓÂÎßÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ, f Ë c, ËÏÇáÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ
ÆËÔÍÓÇÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË, Qn � f n, ÅÆÇ
f � 1ÿ e > 0 ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÊÂÕÖØÂÐËâ. ¦ÔÎË �p; q� � 1,
ÕÑ ÍÑÏÃËÐÂÙËâ n � f=�f� c� ËÏÇÇÕ ÒÑÒÍÑÓÐÑÄÔÍÑÇ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ P�n�. £ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ e5 1:

P

�
n � p

p� q

�
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X1
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f n�p�q� � �1ÿ e� p�q
1ÿ �1ÿ e� p�q �

1

e�p� q� :

�2�

¶ÑÓÏÂÎßÐÖá ÔØÇÏÖ, ÑÒËÔÂÐÐÖá ÄÞÛÇ, ÏÑÉÐÑ ÒÑâÔ-
ÐËÕß ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÔÂÆÂ, ÇÔÎË ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÕß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ �1� 1�-ÃÎÖÉÆÂÕÇÎâ ÐÂ ÓÇÛÈÕÍÇ
(ÓËÔ. 1Â), ÍÑÕÑÓÞÌ ÆÇÎÂÇÕ f ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÛÂÅÑÄ ÄÆÑÎß
ÑÆÐÑÌ ÑÔË ÓÇÛÈÕÍË Ë c ÛÂÅÑÄ ÄÆÑÎß ÆÓÖÅÑÌ. ¯Â ÍÂÉÆÑÏ
ÛÂÅÖ ÃÎÖÉÆÂÕÇÎß ÅËÃÐÇÕ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá e � 1ÿ f. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÂÒÖÔÍÂâ ËØ ËÊ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÓÇÛÈÕÍË, ÏÞ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ "ÔÂÆ ÃÎÖÉÆÂÕÇÎÇÌ", Õ.Ç. Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ n ÐÂ ÑÔË
x ÆÑÎâ ÄÞÉËÄÛËØ ÃÎÖÉÆÂÕÇÎÇÌ P�n� ÃÖÆÇÕ Ä ÕÑÚÐÑÔÕË
ÑÒËÔÞÄÂÕßÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÒÑÒÍÑÓÐÂ.

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá
×ËÊËÚÇÔÍÖá ÍÂÓÕËÐÖ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ "ËÅÓÖÛÇÚÐÖá" ÏÑ-
ÆÇÎß ÒÑÎËÏÇÓËÊÂÙËË ÆËÃÎÑÍ-ÔÑÒÑÎËÏÇÓÂ. ¯Ç ÒÓËÆÇÓ-
ÉËÄÂâÔß ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÅÑ ÏÇØÂÐËÊÏÂ ÒÑÎËÏÇ-
ÓËÊÂÙËË, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÂÐÔÂÏÃÎß ÆËÃÎÑÍ-ÔÑÒÑÎËÏÇÓÑÄ
AB, ÒÑÎËÏÇÓËÊÑÄÂÐÐÞØ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ Ô ÑÃÑËØ ÍÑÐÙÑÄ Ä
ÑÃÎÂÍÇ ÏÑÐÑÏÇÓÑÄ (ÊÆÇÔß ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÏÑÅÖÕ
ÑÃÓÂÊÑÄÞÄÂÕßÔâ ÕÑÎßÍÑ AÿA- Ë BÿB-ÔÄâÊË). ´ÇÓÏËÐÂ-
ÙËâ ÒÑÎËÏÇÓËÊÂÙËË ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕÔâ ÂÔÔÑÙËÂÙËÇÌ (ÐÇ-
ÔÒÇÙË×ËÚÐÑÌ) ÓÂÆËÍÂÎÑÄ, ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÜËØ Ä ÓÂÔÕÄÑÓÇ
Ô ÏÂÎÑÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËÇÌ e: ÍÑÅÆÂ ÓÂÆËÍÂÎ ÒÓËÔÑÇÆËÐâ-
ÇÕÔâ Í ÓÂÔÕÖÜÇÏÖ ÍÑÐÙÖ (A ËÎË B), ÑÐ ÕÇÓÏËÐËÓÖÇÕ ÒÑ-
ÎËÏÇÓËÊÂÙËá ÃÎÑÍÂ ÆÂÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÖá ÈÏÍÑÔÕß ÔÓÇÆÞ, ÏÞ ËÏÇÇÏ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß f �
� 1ÿ e ÒÓËÔÑÇÆËÐÇÐËâ ÏÑÐÑÏÇÓÂ Ä ÍÂÉÆÑÏ àÎÇÏÇÐÕÂÓ-
ÐÑÏ ÂÍÕÇ ÒÑÎËÏÇÓËÊÂÙËË. ¦ÔÎË NA Ë NB ì ÏÑÎÇÍÖÎâÓ-
ÐÞÇ ÄÇÔÂ ÃÎÑÍÑÄ A Ë B, ÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
ÍÑÏÒÑÊËÙËË Ä ÐÂÛÇÏ ÂÐÔÂÏÃÎÇ P�j � NA=�NA �NB�� Ä
ÒÓÇÆÇÎÇ ÏÂÎÑÅÑ e5 1 âÄÎâÇÕÔâ "ÖÎßÕÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ"
(ÔÏ. [6] ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÖÎßÕÓÂÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË) Ë ÊÂÆÂ-
ÈÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÒÑÒÍÑÓÐÂ:

P

�
j � p

p� q

�
� 1

e�p� q� �
def 1

e
g�j� : �3�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÑÎËÏÇÓËÊÂÙËâ ÃÎÑÍÑÄ ÔÑÓÕÑÄ ("ÙÄÇÕÑÄ")
A Ë B ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ Ô ÆÄÖØ ÍÑÐÙÑÄ Ë Ô
ÑÆËÐÂÍÑÄÑÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá, ÆÂÐÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÅÑÏÑÒÑÎËÏÇÓÐÞÌ ("ÃÇÔÙÄÇÕÐÞÌ") ÓÑÔÕ. £
àÕÑÏ ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÐÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖáÕ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍË ÓÇÊÖÎßÕËÓÖáÜÇÅÑ ÂÐÔÂÏÃÎâ ÅÑÏÑÒÑÎËÏÇÓÐÞØ
ÙÇÒÇÌ. ¹ÕÑ ÃÖÆÇÕ ËÅÓÂÕß ÓÑÎß "ÍÑÏÒÑÊËÙËË" Ä àÕÑÏ ÔÎÖ-
ÚÂÇ ËÎË, ÆÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÍÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÐËÏÂÕß ÆÑÎá
ÏÑÐÑÏÇÓÑÄ, ÒÓËÍÓÇÒÎÈÐÐÞØ ÐÂ ÑÆÐÑÏ ÍÑÐÙÇ? ¬ÂÍ ÏÞ
ÒÑÍÂÉÇÏ ÐËÉÇ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÂÐÂÎÑÅÑÏ âÄÎâÇÕÔâ
ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÂÐÔÂÏÃÎâ ÒÑÎËÏÇÓËÊÑÄÂÐÐÞØ
ÅÑÏÑÒÑÎËÏÇÓÑÄ.

¯Â ÔÇÅÑÆÐâÛÐËÌ ÆÇÐß ×ÖÐÍÙËâ ÒÑÒÍÑÓÐÂ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË
ÐÇ ÐÂØÑÆËÕ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ Ä ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËØ ÓÂÃÑÕÂØ Ë
ÑÔÕÂÈÕÔâ ÏÂÎÑËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÖ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎÇÌ. £
ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÇÈ ÒÑâÄÎÇÐËÇ Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÑÃÎÂÔÕâØ Ë ÆËÔ-
ÙËÒÎËÐÂØ ÄÒÇÚÂÕÎâÇÕ. ±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÑÔÐÑÄÐÂâ ÕÓÖÆÐÑÔÕß
ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÓÂÊÓÞÄÑÏ g�x� Ä ÍÂÉÆÑÌ ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍÇ,
ÚÕÑ ÚÂÔÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÓÑÃÎÇÏÂÕËÚÐÞÏ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÏÖ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá Ë ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÆÎâ ÎÇÉÂ-
ÜÇÌ Ä ÑÔÐÑÄÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÂâ, ×ËÊËÚÇÔÍË ÑÃÑÔÐÑÄÂÐÐÂâ, ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËâ
×ÖÐÍÙËË ÒÑÒÍÑÓÐÂ ÐÇÑÃØÑÆËÏÂ.

¯ËÉÇ ÏÞ ÒÓËÄÑÆËÏ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ, ÒÑ-
ÍÂÊÞÄÂáÜÇÇ ÑÃÜÐÑÔÕß ÒÑÒÍÑÓÐ-ÒÑÆÑÃÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÌ ÆÎâ ÍÎÂÔÔÂ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏ.
®Þ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ ÒÑÒÍÑÓÐÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÓÇÅÖÎâÓËÊÑÄÂÐÂ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÏÑÆÖÎâÓÐÑÌ ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË ¥ÇÆÇÍËÐÆÂ Z�x� iy� Ä ÒÓÇÆÇÎÇ, ÍÑÅÆÂ ÏÐËÏÂâ

y

xBA

y

x

B

A

Â

f 3

f 3

f 2

f 2

f 1

f 1

f 4

f 4

p
p�q

M�p; q�

Ã

²ËÔ. 1. (Â) ±ÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÔÂÆÂ ¦ÄÍÎËÆÂ. (Ã) ¶ÖÐÍÙËâ ÒÑÒÍÑÓÐÂ.
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ÚÂÔÕß y ÏÑÆÖÎâÓÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ z � x� iy ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í
ÐÖÎá.

2. ³ÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ ÂÐÔÂÏÃÎâ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÊÄÇÛÇÐÐÞØ ÎËÐÇÌÐÞØ ÅÓÂ×ÑÄ

2.1. ³ÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß Ë ×ÖÐÍÙËâ ÒÑÒÍÑÓÐÂ
²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 1 ËÅÓÖÛÇÚÐÞÇ ÏÑÆÇÎË ÕÇÔÐÑ
ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍÑÌ ÂÐÔÂÏÃÎÇÌ ÎËÐÇÌ-
ÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÑÄ. £ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÂÐÔÂÏÃÎß ÐÇÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÎËÐÇÌÐÞØ ÙÇÒÇÌ Ô
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÒÑ ËØ ÆÎËÐÇ. ®Þ
ÑÃÓÂÜÂÇÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ ÒÑÒ-
ÍÑÓÐ-ÒÑÆÑÃÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ä ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÏÂÕÓËÙ ÔÏÇÉÐÑÔÕË, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ
ÔÄâÊÐÑÔÕß àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÇÆËÐËÙ (ÏÑÐÑÏÇÓÑÄ) Ä ÎËÐÇÌ-
ÐÞØ ÙÇÒâØ.

¡ÐÔÂÏÃÎß àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÊÄÇÛÇÐÐÞØ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ
ÙÇÒÇÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ N�N-ÆÄÖÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÌ ÔÏÇÉÐÑÌ ÏÂÕÓËÙÇÌ B � fbi jg:

B �

0 x1 0 0 � � �
x1 0 x2 0
0 x2 0 x3
0 0 x3 0

..

. . .
.

0BBBB@
1CCCCA ; �4�

ÍÂÉÆÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÍÑÕÑÓÑÌ bi; i�1 � bi�1; i � xi �i � 1; . . . ;N�
ÄÊâÕ ËÊ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ¢ÇÓÐÖÎÎË:

xi � 1 s weroqtnostx` f ;
0 s weroqtnostx` e � 1ÿ f :

�
�5�

¯ÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß re�l� ÂÐÔÂÏÃÎâ
ÏÂÕÓËÙ B Ä ÒÓÇÆÇÎÇ N!1. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÎáÃÑÏ
xk � 0 ÏÂÕÓËÙÂ B ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÃÎÑÍË,
ÍÂÉÆÞÌ n� n-ÃÎÑÍ ì àÕÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÃËÆËÂÅÑÐÂÎß-
ÐÂâ n� n-ÏÂÕÓËÙÂ An Ô xk � 1, k � 1; . . . ; n, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÙÇÒÑÚÍÇ ÆÎËÐÑÌ n. ³ÒÇÍÕÓ ÏÂÕÓËÙÞ An

lk; n � 2 cos
pk

n� 1
; k � 1; . . . ; n : �6�

£ÔÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ lk; n ÆÎâ k � 1; . . . ; nÿ 1
ÒÑâÄÎâáÕÔâ Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ÏÂÕÓËÙÞ (4) Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá
Qn � f n. £ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ e5 1 ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂ-
ÊÂÕß àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÍÑÏÒÑÊËÙËË Ä ÊÂ-
ÆÂÚÇ ÒÑÎËÏÇÓËÊÂÙËË, ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÑÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 1, Ë ÔÒÇÍÕ-
ÓÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÙÇÒÐÑÅÑ ÂÐÔÂÏÃÎâ. ¡
ËÏÇÐÐÑ, ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÍÑÏÒÑÊËÙËË j � p=�p� q� Ä ÂÐ-
ÔÂÏÃÎÇ ÆËÃÎÑÍ-ÔÑÒÑÎËÏÇÓÑÄ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÕÑÉÆÇÔÕÄ-
ÎÇÐÂ Ô ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá (ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇÏ) ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ l � lp; p�qÿ1 � 2 cos �pp=�p� q�� Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ÏÂÕ-
ÓËÙÞ B. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÙÇÎÑÇ ÚËÔÎÑ k Ä ÏÑÆÇ lk; n
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÚËÔÎÖ A-ÏÑÐÑÏÇÓÑÄ, NA � kz, Â ÚËÔÎÑ
B-ÏÑÐÑÏÇÓÑÄ NB � �n� 1ÿ k�z, ÅÆÇ z 2 N, Ä ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÏ ÆËÃÎÑÍ-ÔÑÒÑÎËÏÇÓÇ.

³ÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ ÔÑØÓÂÐËÕÔâ, ÇÔÎË ÊÂÏÇÐËÕß
ÂÐÔÂÏÃÎß ÃÇÓÐÖÎÇÄÔÍËØ ÆÄÖÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÏÂÕÓËÙ ÔÏÇÉ-
ÐÑÔÕË B, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ (4), (5), ÂÐÔÂÏÃÎÇÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÎÂÒÎÂÔÑÄÔÍËØ ÏÂÕÓËÙ. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÏÂÕÓËÙÂ ­ÂÒÎÂÔÂ
L � fai jg ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ ËÊ ÏÂÕÓËÙÞ ÔÏÇÉÐÑÔÕË
B � fbi jg ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ: ai j � ÿbi j ÒÓË i 6� j Ë

aii �
PN

j�1 bi j. ±ÑËÔÍ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÏÂÕÓËÙÞ
­ÂÒÎÂÔÂ L ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÙÇÒÑÚÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÇÐ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËá ÇÈ ÔÒÇÍÕÓÂ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÓÇÎÂÍÔÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÂÐÔÂÏÃÎâ ÐÇÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖá-
ÜËØ ÎËÐÇÌÐÞØ ÙÇÒÇÌ Ô àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇÏ ÒÑ ÆÎËÐÂÏ ËÏÇÇÕ ÄËÆ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÒÍÑÓÐÂ.

¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß re�l� ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ e,
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÂÐÔÂÏÃÎâ N�N
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÏÂÕÓËÙ B Ô ÃËÏÑÆÂÎßÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ
àÎÇÏÇÐÕÑÄ Ä ÄËÆÇ ÓÇÊÑÎßÄÇÐÕÞ

re�l� � lim
N!1

�Xn
k�1

d�lÿ lkn�
�

Qn

�

� lim
N!1
y!�0

y Im


Gn�lÿ iy��

Qn
�

� lim
N!1
y!�0

y
XN
n�1

Qn ImGn�lÿ iy� ; �7�

ÅÆÇ h. . .iQn
ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá

Qn � �1ÿ e�n Ë ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËâ
d-×ÖÐÍÙËË ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ:

d�x� � lim
y!�0

Im
y

xÿ iy
: �8�

¶ÖÐÍÙËâ Gn ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÍÂÉÆÑÌ ÏÂÕÓËÙÇÌ B Ô n ÒÑÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÞÏË "1" ÐÂ ÔÖÃÆËÂÅÑÐÂÎË:

Gn�lÿ iy� �
Xn
k�1

1

lÿ lk; n ÿ iy
: �9�

µÚËÕÞÄÂâ (6), (7) Ë (9), ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ âÄÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ:

re�l� � lim
N!1
y!�0

y
XN
n�1
�1ÿ e�n

Xn
k�1

y�
lÿ 2 cos

�
pk=�n� 1��	2� y 2

:

�10�
±ÑÄÇÆÇÐËÇ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÔÖÏÏÞ Ä ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ y! 0 ÎÇÅÍÑ ÒÑÐâÕß: ÑÐÂ
ÓÂÄÐÂ 1=y ÒÓË l � 2 cos �pk=�n� 1�� Ë ÐÖÎá Ä ÒÓÑÕËÄÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÉÇ ÏÑÉÐÑ ÄÞÄÇÔÕË ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ
ÔØÑÆÔÕÄÑ Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ ÒÑÒÍÑÓÐÂ. °ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÆÎâ e � 1ÿ f5 1.
¹ÕÑÃÞ ÒÑÍÂÊÂÕß àÕÑ, ÏÞ ÄÞÚËÔÎËÏ ÊÐÂÚÇÐËâ re�l� Ä
ÒËÍÂØ, Õ.Ç. Ä ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÕÑÚÍÂØ l � 2 cos �pp=�p� q��,
ÅÆÇ �p; q� � 1, Ë ÒÑÎÖÚËÏ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÖá ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá
ÒÓÑÅÓÇÔÔËá, ÍÂÍ Ë Ä ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÆËÃÎÑÍ-ÔÑÒÑÎËÏÇÓÂØ (2):

re

�
l � 2 cos

pp
p� q

�
�
X1
s�1
�1ÿ e��p�q�sÿ1 �

� �1ÿ e� p�qÿ1
1ÿ �1ÿ e� p�q

����
e!0

� 1

e�p� q� �
def

g

�
1

p
arccos

l
2

�
: �11�

´ËÒËÚÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß re�l� ÆÎâ f � 0;7, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÂâ
ÚËÔÎÇÐÐÑ ÒÑ (10) ÒÓË e � 2� 10ÿ3, ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 2 ÆÎâ
N � 103.

2.2. °ÅËÃÂáÜËÇ ÍÓËÄÞÇ
Ë ØÄÑÔÕÞ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÑÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ
ÕÇÑÓÇÕËÍÑ-ÚËÔÎÑÄÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ l, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÂÐÂÎÑÅËâ Ô ÍÑÏÒÑ-
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ÊËÙËÇÌ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÚÐÑÌ. ®ÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÑÅËÃÂáÜËÇ
ÍÓËÄÞÇ ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑÌ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË
ÒËÍÑÄ, ÍÂÍ ÐÂ ÓËÔ. 2, ÅÆÇ ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÆÄÇ ÔÇÓËË ÒÑÔÎÇ-
ÆÑÄÂÕÇÎßÐÞØ ÒËÍÑÄ: S1 � f1ÿ2ÿ3ÿ4ÿ5ÿ . . .g Ë S2 �
� f2ÿ6ÿ7ÿ . . .g. ­áÃÂâ ÏÑÐÑÕÑÐÐÂâ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑÔÕß ÒËÍÑÄ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÂÃÑÓÖ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ Lk; n, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÑÏÖ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË
¶ÂÓÇâ [7]. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÒËÍË ÔÇÓËË S1 ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ Ä
ÕÑÚÍÂØ

lk � ÿlk; k � ÿ2 cos pk
k� 1

; k � 1; 2; . . . ;

Â ÒËÍË ÔÇÓËË S2 ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÕÑÚÍÂØ

lk 0 � ÿlk 0; 2k 0ÿ2 � ÿ2 cos pk 0

2k 0 ÿ 1
; k 0 � 2; 3; . . .

±ÑÊËÙËË ÒËÍÑÄ ÒÑÆÚËÐâáÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÒÓÂÄËÎÖ:
ÒÖÔÕß flkÿ1; lk; lk�1g ì ÕÓË ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞØ ÒËÍÂ Ä
ÔÇÓËË (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒËÍË 2ÿ3ÿ4 ÐÂ ÓËÔ. 2) Ë

lkÿ1 � ÿ2 cos ppkÿ1
qkÿ1

; lk�1 � ÿ2 cos ppk�1
qk�1

;

ÅÆÇ pk Ë qk �k � 1; . . . ;N�ìÄÊÂËÏÐÑ ÒÓÑÔÕÞÇ. ±ÑÎÑÉÇÐËÇ
ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÑÅÑ ÒËÍÂ lk ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ

lk � ÿ2 cos ppk
qk

;
pk
qk
� pkÿ1

qkÿ1
� pk�1
qk�1

� pkÿ1 � pk�1
qkÿ1 � qk�1

: �12�

±ÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ ÆÓÑÃÇÌ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞÇ
Ô ÒÑÏÑÜßá ÑÒÇÓÂÙËË �, ËÊÄÇÔÕÐÞ ÍÂÍ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ-
ÔÕË ¶ÂÓÇâ. ±ÓÑÔÕÂâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ¶ÂÓÇâ, ËÊÄÇÔÕÐÂâ ÍÂÍ ÍÓÖÅË ¶ÑÓÆÂ
[8], ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 3Â. ¬ÑÐÔÕÓÖÍÙËâ ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. £ÑÊßÏÈÏ ÑÕÓÇÊÑÍ �0; 1� Ë ÐÂÓËÔÖÇÏ ÆÄÂ
ÍÓÖÅÂ, O Ë O 0, ÓÂÆËÖÔÑÏ r � 1=2, ÍÑÕÑÓÞÇ ÍÂÔÂáÕÔâ ÆÓÖÅ
ÆÓÖÅÂ Ë ÑÕÓÇÊÍÂ Ä ÕÑÚÍÂØ 0 Ë 1. ´ÇÒÇÓß ÐÂÓËÔÖÇÏ ÐÑÄÞÌ
ÍÓÖÅ O1, ÍÂÔÂáÜËÌÔâ O, O 0 Ë ÑÕÓÇÊÍÂ �0; 1�. ¤ÆÇ ÑÍÂÉÇÕÔâ
ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÕÑÚÍË ÍÂÔÂÐËâ ÐÑÄÑÅÑ ÍÓÖÅÂ Ë ÑÕÓÇÊÍÂ? °ÃÜËÌ
ÓÇÍÖÓÔËÄÐÞÌ ÂÎÅÑÓËÕÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑÔÕß ¶ÂÓÇâ. °ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÕÑÕ ÉÇ

ÓâÆ ¶ÂÓÇâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞÏË
ÆÓÑÃÐÑ-ÎËÐÇÌÐÞÏË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏË (ÑÕÓÂÉÇÐËâÏË
ÒÑ ÆÖÅÂÏ) ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÏÑÆÖÎâÓÐÑÌ ÅÓÖÒ-
ÒÞ SL�2;Z� ì ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ, ÎÇÉÂÜÇÅÑ Ä ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÎÖ-
ÒÎÑÔÍÑÔÕË Im z > 0 ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z (ÓËÔ. 3Ã).

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÅÎÂÄÐÖá ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÒËÍÑÄ, S1�
� f1ÿ2ÿ3ÿ4ÿ5ÿ . . .g. ÁÄÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÎÑÉÇÐËÌ
ÇÈ ÒËÍÑÄ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ:

lk � ÿ2 cos pk
k� 1

; k � 1; 2; . . . �13�

®ÑÉÐÑ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
×ÖÐÍÙËË ÒÑÒÍÑÓÐÂ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ k!1. ªÊ (11) ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ
f < 1 ËÏÇÇÏ ÐÂÃÑÓ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÊÂÆÂÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:

re�lk� �
f k

1ÿ f k�1

����
k4 1

� f k ;

lk � ÿ2 cos pk
k� 1

����
k4 1

� 2ÿ p2

k 2
:

8>>>><>>>>: �14�

ªÊ ÄÕÑÓÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (14) ÒÑÎÖÚÂÇÏ k � p=
�����������
2ÿ l
p

. ±ÑÆ-
ÔÕÂÄÎââ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ÒÇÓÄÑÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (14), ÏÞ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÒÇÍÕ-
ÓÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ ÔÒÇÍÕÓÂ l! 2ÿ:

re�l� � exp

�
ÿ pj log f j�����������

2ÿ l
p

�
; 0 < f < 1 : �15�

±ÑÄÇÆÇÐËÇ (14) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ØÄÑÔÕ ­Ë×ÛËÙÂ,
ÕËÒËÚÐÞÌ ÆÎâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÂÐÆÇÓÔÑÐÑÄÔÍÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË:

re�E� � exp �ÿCEÿD=2� ; �16�

ÅÆÇ E � 2ÿ l, D � 1.

0 l

re�l�

ÿ0,5ÿ1,0ÿ1,5 0,5 1,0 1,5

1

2

3

4

5

6

7

²ËÔ. 2. ³ÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß re�l� ÆÎâ ÆÄÖÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÏÂÕÓËÙ
ÓÂÊÏÇÓÑÏN � 103 ÆÎâ f � 0;7. ±ÂÓÂÏÇÕÓ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËË e � 2� 10ÿ3.

A1

A2

A3
A4

Ã

1
2

1
3

0
1

3
5

2
3

3
4

4
5

1
1

Â

O2O1

O 0O

r � 1
2r � 1

2

O3
O4

1
2

1
3

0
1

3
5

2
3

3
4

4
5

1
1

²ËÔ. 3. ¬ÓÖÅË ¶ÑÓÆÂ ÍÂÍ ËÎÎáÔÕÓÂÙËâ Í ÒÑÔÕÓÑÇÐËá ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑÔÕË ¶ÂÓÇâ. (a) ¬ÂÉÆÞÌ ÍÓÖÅ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÆÄÖØ ÔÑÔÇÆÇÌ (ÔÎÇÄÂ Ë ÔÒÓÂÄÂ)
Ë ÑÕÓÇÊÍÂ. ±ÑÎÑÉÇÐËÇ ÐÑÄÑÅÑ ÍÓÖÅÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÒÇÓÂÙËÇÌ �:
pkÿ1=qkÿ1 � pk�1=qk�1 � �pkÿ1 � pk�1�=�qkÿ1 � qk�1�. (Ã) ´Â ÉÇ ÒÑÔÎÇ-
ÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ¶ÂÓÇâ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞÏË ÆÓÑÃÐÑ-
ÎËÐÇÌÐÞÏË ÑÕÓÂÉÇÐËâÏË ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ÆÑÏÇÐÂ ÏÑÆÖÎâÓÐÑÌ
ÅÓÖÒÒÞ SL�2;Z�.
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3. °Õ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÒÍÑÓÐÂ
Í g-×ÖÐÍÙËË ¥ÇÆÇÍËÐÆÂ

3.1. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ×ÂÍÕÞ Ñ g-×ÖÐÍÙËË ¥ÇÆÇÍËÐÆÂ
Ë ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÐÇÌ ÓâÆÂØ
¶ÖÐÍÙËâ ÒÑÒÍÑÓÐÂ ËÏÇÇÕ ÓÂÊÓÞÄÞ Ä ÏÂÍÔËÏÖÏÂØ Ä
ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÕÑÚÍÂØ Ë ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÇ ÄÒÂÆËÐÞ Ä ËÓÓÂ-
ÙËÑÐÂÎßÐÞØ. £ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ
ÒÑÒÍÑÓÐÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÅÖÎâÓËÊÑÄÂÐÂ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÅÑÎÑ-
ÏÑÓ×ÐÑÌ Ä ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË ¥ÇÆÇÍËÐÆÂ
Z�x� iy� Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ y! 0.

©ÐÂÏÇÐËÕÂâ Z-×ÖÐÍÙËâ ¥ÇÆÇÍËÐÆÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

Z�z� � exp

�
piz
12

�Y1
n�0

�
1ÿ exp �2pinz�� : �17�

¡ÓÅÖÏÇÐÕ z � x� iy ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÏÑÆÖÎâÓÐÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÏ, Â Z�z� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ Im z > 0. £ÂÉÐÑ, ÚÕÑ
Z-×ÖÐÍÙËâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆÇÌÔÕÄËâÏÑÆÖÎâÓ-
ÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ SL�2;Z�:

Z�z� 1� � exp

�
piz
12

�
Z�z� ;

�18�
Z
�
ÿ 1

z

�
�

�����
ÿi
p

Z�z� :

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ

Z
�
az� b

cz� d

�
� o�a; b; c; d�

�������������
cz� d
p

Z�z� ; �19�

ÅÆÇ adÿ bc � 1,o�a; b; c; d�ìÑÆËÐ ËÊ ÍÑÓÐÇÌ 24-Ì ÔÕÇÒÇÐË
ËÊ 1 [10].

µÆÑÃÐÑ ÄÄÇÔÕË ÔÎÇÆÖáÜÖá ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÖá ×ÖÐÍ-
ÙËá:

h�z� � ��Z�z����Im z�1=4 : �20�

£ÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑ-ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÌ ÓâÆ ¿ÌÊÇÐÛÕÇÌÐÂ E�z; s�
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ Ä ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË H� fz : Im z>0g
ÆÎâ Re s > 1 ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

E�z; s� � 1

2

X y s

jmz� nj2s ; z � x� iy : �21�

¿ÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÑÆÑÎÉÇÐÂ ÐÂ ÄÔá s-ÒÎÑÔÍÑÔÕß
Ô ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÓÑÔÕÞÏ ÒÑÎáÔÑÏ Ä ÕÑÚÍÇ s � 1. £ÂÉÐÑ,
ÚÕÑ ÑÐÂ ËÏÇÇÕ ÕÇ ÉÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÒÑ z, ÚÕÑ Ë
Z-×ÖÐÍÙËâ ¥ÇÆÇÍËÐÆÂ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, E�s; z� ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ z
âÄÎâÇÕÔâ SL�2;Z�-ÂÄÕÑÏÑÓ×ÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ­ÂÒÎÂÔÂ:

ÿy 2

�
q2

qx 2
� q2

qy 2

�
E�z; s� � s�1ÿ s� E�z; s� :

²âÆ ¿ÌÊÇÐÛÕÇÌÐÂ ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐ Ô z-×ÖÐÍÙËÇÌ ¿Ò-
ÛÕÇÌÐÂ, z�s;Q�, Â ËÏÇÐÐÑ:

z�s;Q� �
X 1

Q�m; n�s �
2

d s=2
E�z; s� ; �22�

ÅÆÇ Q�m; n� � am 2 � 2bmn� cn 2 ì ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎÈÐÐÂâ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÂâ ×ÑÓÏÂ, d � acÿ b 2 > 0, z �
� �ÿb� i

���
d
p � =a. £ ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÚÈÕÇ ÎÑÅÂÓË×Ï Z-×ÖÐÍÙËË

ÄØÑÆËÕ Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ Ä ÓâÆ ­ÑÓÂÐÂ z-×ÖÐÍÙËË ¿ÒÛÕÇÌÐÂ.
°ÔÕÂÕÑÍ Ä ÕÑÚÍÇ s � 1, ÍÑÕÑÓÞÌ ÃÞÎ ÓÂÔÔÚËÕÂÐ ¥ËÓËØÎÇ,
ÆÂÈÕÔâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ÒÇÓÄÑÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ
¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ [11 ë 13]. ±ÓË s! 1 ËÏÇÇÏ

z�s;Q� � p���
d
p 1

sÿ 1
� 2p���

d
p
�
g� ln

������
a

4d

r
ÿ 2 ln

��Z�z�����
�O�sÿ 1� : �23�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (23) ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÄÂÉÐÖá ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ
Z-×ÖÐÍÙËÇÌ ¥ÇÆÇÍËÐÆÂ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÓâÆÑÏ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÌ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.2.

3.2. ³ÄâÊß ÏÇÉÆÖ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÒÑÒÍÑÓÐÂ Ë g-×ÖÐÍÙËÇÌ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÖá ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÖá ×ÑÓÏÖ
Q 0x�m; n� Ô ÇÆËÐËÚÐÞÏ ÆËÔÍÓËÏËÐÂÐÕÑÏ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
d � 1, ÇÈ ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß Ä ÐÑÄÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂØ
fa; b; cg ! fx � b=c; e � 1=cg ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

Q 0x�m; n� �
1

e
�xmÿ n�2 � em 2 : �24�

±ÓËÏÇÐââ ÒÇÓÄÖá ×ÑÓÏÖÎÖ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ Í ×ÖÐÍÙËË ¿Ò-
ÛÕÇÌÐÂ Ô (24) Ë s � 1� t, ÅÆÇ t5 1, ËÏÇÇÏ

z�s;Q 0x� �
p

sÿ 1
� 2p

�
g� ln

������
1

4e

r
ÿ 2 ln

��Z�x� ie�����
�O�sÿ 1� : �25�

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÏÑÉÐÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂ-
ÙËÇÌ d-×ÖÐÍÙËË (8) Ë ÑÙÇÐËÕß z�1� t;Q 0x� ÆÎâÏÂÎÞØ t5 1:

z�1� t;Q 0x� �
1

e

X e 2

�xmÿ n�2 � e 2m 2
�

� 2

e
lim
N!1

XN
m�1

XN
n�1

1

m 2
d
�
xÿ n

m

�
� y�x� ; �26�

ÅÆÇ x 2 �0; 1�, ÏÐÑÉËÕÇÎß 2 ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÐÂÎËÚËÇ ÆÄÖØ
ÍÄÂÆÓÂÐÕÑÄ ÐÂ Z 2-ÓÇÛÈÕÍÇ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÂáÕ ÄÍÎÂÆ Ä ÔÖÏÏÖ
Ä ÍÂÉÆÑÌ ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍÇ, Ë y ÒÓËÔÄÂËÄÂÇÕ 0 ÄÔÇÏ
ËÓÓÂÙËÑÐÂÎßÐÞÏÕÑÚÍÂÏ. £ ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÕÑÚÍÂØÏÑÉÐÑ
ÄÞÚËÔÎËÕß y�p=q� âÄÐÑ:

y
�
p

q

�
� 2

e

X1
m ..

.
q

1

m 2
� p2

3eq 2
; �27�

ÅÆÇ ÔËÏÄÑÎ ..
.
ÄÐËÊÖ ÊÐÂÍÂ ÔÖÏÏÞ ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÆÇÎÇÐËâ

ÐÂÙÇÎÑ. ³ÓÂÄÐËÄÂâ (27) Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÒ-
ÍÑÓÐÂ, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá Ä ÒËÍÂØ:

g

�
p

q

�
�

�������������������
3e
p2

y
�
p

q

�s
: �28�

£ ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÚÈÕÇ, ÔÑÃËÓÂâ (25) Ë (28), ÏÞÏÑÉÇÏ ÊÂÒËÔÂÕß
ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËá ×ÖÐÍÙËË ÒÑÒÍÑÓÐÂ ×ÖÐÍÙËÇÌ ¥ÇÆÇÍËÐÆÂ
Z�x� ie�je!0 Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ 0 < x < 1:

g�x� �
������������������������������������������������������������
ÿ 12e

p
ln
��Z�x� ie���ÿ o�e ln e�

r �����
e!0

; �29�fm; ng2 Z2nf0; 0g

fm; ng2 Z2nf0; 0g

fm; ng2 Z2nf0; 0g
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ËÎË

ÿ ln
��Z�x� ie���e!0

� p
12e

g 2�x� : �30�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ Z-×ÖÐÍÙËË
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÄÞÄÇÆÇÐÑ ÚÇÓÇÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ
ÆÖÂÎßÐÑÔÕË [6]. °ÆÐÂÍÑ ÕÂÍÑÌ ÒÑÆØÑÆ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÕ
ÎÇÉÂÜÖá Ä ÑÔÐÑÄÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÖá àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕß ×ÖÐÍ-
ÙËÌ ÒÑÒÍÑÓÐÂ Ë Z Ë ËØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ÐÂ
ÓÇÛÈÕÍÇ Z 2. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 4 ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÆÄÇ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÇ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË, ÎÇÄÂâ Ë ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕË (30).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÂÐÔÂÏÃÎâ
ÎËÐÇÌÐÞØ ÙÇÒÇÌ (11) Ä ÓÇÉËÏÇ e5 1 ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ
Z-×ÖÐÍÙËá ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

re�l� �
�����������������������������������������������������������
ÿ 12

pe
ln

����Z�1p arccos
l
2
� ie

�����
s

: �31�

4. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

®Þ ÑÃÔÖÆËÎË ÕÇÑÓÇÕËÍÑ-ÚËÔÎÑÄÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÌ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ Ä ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ, ÍÑÅÆÂ ÐÂÃÎá-
ÆÂÇÏÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÆÄÖØ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÙÇÎÞØ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÊÄÇÛÇÐÐÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÚËÔÇÎ. ¬ÑÐÍÓÇÕ-
ÐÞÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÔÎÖÉËÕ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÂÐ-
ÔÂÏÃÎâ ÎËÐÇÌÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÐÞØ ÙÇÒÇÌ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ
ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ f L �0 < f < 1�, ÅÆÇ L ì ÆÎËÐÂ ÙÇÒË. ¥Îâ f! 1
ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐÂ âÄÐÑ
ÚÇÓÇÊ ÓÂÊÓÞÄÐÖá Ë ÐÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏÖá ÄÑ ÄÔÇØ ÓÂÙËÑ-
ÐÂÎßÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ×ÖÐÍÙËá´ÑÏÇ (×ÖÐÍÙËá ÒÑÒÍÑÓÐÂ).®Þ
ÒÓÇÆÎÑÉËÎË ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËá×ÖÐÍÙËË ÒÑÒÍÑÓÐÂ, ÑÔÐÑÄÂÐ-
ÐÖá ÐÂ ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÑÌ Z-×ÖÐÍÙËË ¥ÇÆÇÍËÐÆÂ ÄÃÎËÊË
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË.

¡ÐÂÎËÊ ÔÒÇÍÕÓÂ ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙ ÑÃÐÂÓÖÉËÄÂÇÕ ØÄÑÔÕÞ
­Ë×ÛËÙÂ, ÕËÒËÚÐÞÇ ÆÎâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ¡Ð-
ÆÇÓÔÑÐÂ. ¯ÇÕÓËÄËÂÎßÐÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß, ÔÄâÊÂÐÐÂâ Ô ÂÔËÏÒ-
ÕÑÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ×ÑÓÏÞ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÏÂÕÓËÙÞ ÔÏÇÉÐÑÔÕË, ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ.°ÔÐÑÄÐÂâ
ÑÅËÃÂáÜÂâ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÒËÍÑÄ 1ÿ2ÿ3ÿ4ÿ5ÿ . . .
ÐÂ ÓËÔ. 2 ËÏÇÇÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ r�l� �
� qp=

������
2ÿlp

(ÒÓË l! 2ÿ), ÕËÒËÚÐÑÇ ÆÎâ ÂÐÆÇÓÔÑÐÑÄÔÍÑÌ
ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÑÆÐÂÍÑ Îá-
ÃÑÌ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÒÑÆÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÒËÍÑÄ, ÐÂÒÓËÏÇÓ

2ÿ6ÿ7ÿ . . ., ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÅËÃÂáÜÂâ Ô ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ
r 0�l� � q p=jlÿlcrj (ÒÓË l! lcr), ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏ ÆÎâ ÎÑÍÂÎË-
ÊÂÙËË ¡ÐÆÇÓÔÑÐÂ Ä 2D.

±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÖÎßÕÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÔÒÇÍÕ-
ÓÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÚÈÕÇ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÕÇÑÓÇÕËÍÑ-
ÚËÔÎÑÄÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÏÑÆÖÎâÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ®Þ ÕÂÍÉÇ
ÑÃÓÂÜÂÇÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÔÄâÊß Z-×ÖÐÍÙËË ¥ÇÆÇÍËÐÆÂ ÄÃÎË-
ÊË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË Ô ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏË ÏÇÓÂÏË ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÞØ ÙÇÒÐÞØ ÆÓÑÃÇÌ, ËÊÖÚÇÐÐÞØ ¢ÑÓÄÇÌÐÑÏ Ë ¢ÑÓÄÇÇÏ [17]
Ä 1993 Å.

±ÑÐâÕËÇ "ÖÎßÕÓÂÏÇÕÓËÚÐÑÔÕß" ËÏÇÇÕ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í
ÍÑÐÙÇÒÙËË ËÇÓÂÓØËÚÇÔÍÑÌ ÑÓÅÂÐËÊÂÙËË àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ
ÎÂÐÆÛÂ×ÕÑÄ [19, 20]. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÔÎÑÉÐÂâ ÔËÔ-
ÕÇÏÂ ËÏÇÇÕ ÃÑÎßÛÑÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ÏÇÕÂÔÕÂÃËÎßÐÞØ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÎÑÍÂÎßÐÞÏ ÏËÐËÏÖÏÂÏ Ä ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÏ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÏ ÎÂÐÆÛÂ×ÕÇ. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕâÏË ÒÇÓÇØÑÆÂ ÏËÐËÏÖÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂáÕÔâ
ÔÅÓÖÒÒËÓÑÄÂÐÐÞÏË Ä ËÇÓÂÓØËÚÇÔÍË ÄÎÑÉÇÐÐÞØ ÃÂÔÔÇÌ-
ÐÂØ, Õ.Ç. ÃÑÎÇÇ ÍÓÖÒÐÞÇ ÃÂÔÔÇÌÐÞ ÔÑÔÕÑâÕ ËÊ ÏÇÐßÛËØ,
ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÇÜÈ ÏÇÐßÛËØ Ë Õ.Æ.
¢ÂÔÔÇÌÐÞ ÎÑÍÂÎßÐÞØ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ ÏËÐËÏÖÏÑÄ ÓÂÊÆÇ-
ÎÇÐÞ ËÇÓÂÓØËÚÇÔÍË ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÏ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑÏ ÃÂÓßÇ-
ÓÑÄ: ÃÑÎßÛËÇ ÃÂÔÔÇÌÐÞ ÓÂÊÆÇÎÇÐÞ ÄÞÔÑÍËÏË ÃÂÓßÇÓÂÏË,
Â ÏÇÐßÛËÇ ÃÂÔÔÇÌÐÞ Ä ÍÂÉÆÑÏ ËÊ ÃÑÎÇÇ ÍÓÖÒÐÞØì ÃÑÎÇÇ
ÐËÊÍËÏË ÃÂÓßÇÓÂÏË. µÎßÕÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÅÇÑÏÇÕÓËâ ÖÔÕÂ-
ÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÕÂÍÔÑÐÑÏËÚÇÔÍËÇ (Õ.Ç. ËÇÓÂÓØËÚÇÔÍËÇ) ÆÓÇÄÑ-
ÄËÆÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ àÎÇÏÇÐÕÂÏË Ë, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑ-
ÄÑÓâ, âÄÎâÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÃÎËÊÍÑÌ Í ÅÇÑÏÇÕÓËË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ,
ÚÇÏ Í ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ [21, 22].

¢ÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕË. ®Þ ÄÞÓÂÉÂÇÏ ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕß £. ¡ÄÇÕË-
ÔÑÄÖ, ¡. ¤ÑÓÔÍÑÏÖ, À. ¶ÇÆÑÓÑÄÖ Ë ±. ¬ÓÂÒËÄÔÍÑÏÖ ÊÂ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÒÑÎÇÊÐÞØ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÌ ÒÑ ÕÇÏÇ ÔÕÂÕßË. ªÔÔÎÇ-
ÆÑÄÂÐËÇ ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÒÓË ÚÂÔÕËÚÐÑÌ ×ËÐÂÐÔÑÄÑÌ ÒÑÆ-
ÆÇÓÉÍÇ ÅÓÂÐÕÑÏ IRSES (International Research Staff
Exchange Scheme) DIONICOS (Dynamic of and in Com-
plex Systems) Ë ÅÓÂÐÕÑÏ 16-02-00252a ²ÑÔÔËÌÔÍÑÅÑ ×ÑÐÆÂ
×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ.
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Simple geometric arguments based on constructing the Euclid orchard are presented that explain the equivalence of various types of
distributions that result from rare-event statistics. In particular, the spectral density of the exponentially weighted ensemble of linear
polymer chains is examined for its number-theoretic properties. It can be shown that the eigenvalue statistics of the corresponding
adjacency matrices in the sparse regime show a peculiar hierarchical structure and are described by the popcorn (Thomae) function
discontinuous in the dense set of rational numbers.Moreover, the spectral edge density distribution exhibits Lifshitz tails, reminiscent of
1DAnderson localization. Finally, a continuous approximation for the popcorn function is suggested based on the Dedekind-function,
and the hierarchical ultrametric structure of the popcorn-like distributions is demonstrated to be related to hidden SL�2;Z� modular
symmetry.

Keywords: modular form, popcorn function, Dedekind function, spectrum of sparsematrix, Euclid's orchard, SL�2;Z�modular group,

Lifshitz tails, Anderson localization

PACS numbers: 02.30. ± f, 02.50. ± r, 05.40. ± a

Bibliography ì 22 references Received 24 February 2017

Uspekhi Fizicheskikh Nauk 188 (1) 106 ± 112 (2018) Physics ±Uspekhi 61 (1) (2018)

DOI: https://doi.org/10.3367/UFNr.2017.01.038106 DOI: https://doi.org/10.3367/UFNe.2017.01.038106

112 ³.¬. ¯¦¹¡¦£, ¬. ±°­°£¯ª¬°£ µ¶¯ 2018


	1. Ââåäåíèå
	2. Ñïåêòðàëüíàÿ ñòàòèñòèêà àíñàìáëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî âçâåøåííûõ ëèíåéíûõ ãðàôîâ
	2.1. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü è ôóíêöèÿ ïîïêîðíà
	2.2. Îãèáàþùèå êðèâûå è õâîñòû ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè

	3. Îò ôóíêöèè ïîïêîðíà ê \eta-ôóíêöèè Äåäåêèíäà
	3.1. Íåêîòîðûå ôàêòû î \eta-ôóíêöèè Äåäåêèíäà è ñâÿçàííûõ ñ íåé ðÿäàõ
	3.2. Ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèåé ïîïêîðíà è \eta-ôóíêöèåé

	4. Çàêëþ÷åíèå
	 Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

