
©ÐÂÚËÕÇÎßÐÞÇ ÖÔÒÇØË Ä ÆÑÔÕËÉÇÐËË ÄÞÔÑÍÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÎÂÊÇÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÐÇÓÂÊÓÞÄÐÑ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÏ ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÑÄ [1, 2]. £ ÔÄÑá
ÑÚÇÓÇÆß ÓÇÂÎßÐÞÇ ÏÐÑÅÑ×ÑÕÑÐÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ, Õ.Ç. ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÞ, ÕÓÇÃÖáÜËÇ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ÖÚÂÔÕËâ ÃÑÎßÛÑÅÑ
ÚËÔÎÂ (4 1) ×ÑÕÑÐÑÄ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÐÂÃÎáÆÂáÕÔâ Ä
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ Ô ÖÎßÕÓÂÍÑÓÑÕÍËÏË ËÏÒÖÎßÔÂÏË (µ¬ª).
¥ÎËÕÇÎßÐÑÔÕß ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÒÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÇÈ ÖÏÇÐßÛÇ-
ÐËË ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔÓÂÄÐËÏÑÌ Ô ÒÓÑÆÑÎÉËÕÇÎßÐÑÔÕßá ÙËÍÎÂ
ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ [3 ë 8]. ±ÓË ÕÂÍËØ ÖÔÎÑÄËâØ ÑÃÜÇÒÓË-
ÐâÕÑÇ ÒÑÐâÕËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ (ËÑÐËÊÂÙËË) Ä ÇÆË-
ÐËÙÖ ÄÓÇÏÇÐË ÕÇÓâÇÕ ÔÏÞÔÎ. ¦ÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ËÏÇáÜÇÌ
ÊÐÂÚÇÐËÇ ÄÇÎËÚËÐÑÌ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÒÑÎÐÂâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ (ÒÑÔÎÇ ÑÍÑÐÚÂÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ). ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÚÂÔÕÑÕÐÞÌ
ÔÒÇÍÕÓ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÑÚÇÐßÛËÓÑÍ, Ë ËÊ-ÊÂ
ÔËÎßÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ ÐÇ
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÖÏÏÇ ÄÍÎÂÆÑÄ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËØ.

¶ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ËÑÐËÊÂÙËË Ä ÔÎÖÚÂÇ µ¬ª
ÄÞÔÑÍÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÒÑÐËÏÂÕß ÍÂÍ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ Ë ÍÑÐÍÖÓÇÐÙËá ÃÑÎßÛÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ

ÄÍÎÂÆÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÊÂÄËÔâÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÔÒÇÍÕÓÂ, ÐÑ Ë ÑÕ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ×ÂÊ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÅÂÓÏÑÐËÍ, Õ.Ç. ÍÂÍ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
ÍÑÓÓÇÎâÙËÌ ÒÑÎâ ÄÞÔÛËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ. ªÐÂÚÇ ÅÑÄÑÓâ, àÕÑ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÄÇÔßÏÂ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎÇÐ Í ÍÑÐÍÓÇÕ-
ÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ËÏÒÖÎßÔÂ. £ ÆÂÐÐÑÌ ÔÕÂÕßÇ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐÞ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ ÚÂÔÕÐÞÇ ÔÎÖÚÂË, ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ µ¬ª ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕßá Ä ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÑÒÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÙËÍÎÑÄ Ë ÆÂÉÇ ÒÑÎÑÄËÐÖ ÙËÍÎÂ.

¯ÇÆÂÄÐÑ ÐÇÔÍÑÎßÍËÏË ÐÂÖÚÐÞÏË ÅÓÖÒÒÂÏË ÍÂÍ àÍÔÒÇ-
ÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ, ÕÂÍ Ë ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË ÃÞÎ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐ ÒÓÇ-
ÆÇÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ, Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÓÑÆÇ ÇÜÈ ÃÑÎÇÇ ÐÇÑÓÆËÐÂÓ-
ÐÞÌ, ì ËÑÐËÊÂÙËâ ÂÕÑÏÑÄ ËÏÒÖÎßÔÑÏ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕßá,
ÅÑÓÂÊÆÑ ÏÇÐßÛÇÌ, ÚÇÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÇ ÄÓÇÏÇÐÂ
(ÄÇÎËÚËÐÞ, ÑÃÓÂÕÐÞÇ Í ÚÂÔÕÑÕÇ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ
ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÇÆÐËÏË àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏË ÖÓÑÄÐâÏË). ¿ÍÔÒÇ-
ÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÕÂÍÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÃÞÎÑ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐÑ ÆÎâ ÂÕÑ-
ÏÑÄ ÓÇÆÍÑÊÇÏÇÎßÐÞØ ÏÇÕÂÎÎÑÄ, ÄÑÊÃÖÉÆÈÐÐÞØ ÆÑ ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÄÞÔÑÍËØ ÓËÆÃÇÓÅÑÄÔÍËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËØ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏÖ ÆÄËÉÇÐËá àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë ÏÂÎÞÏ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâÏ ÏÇÉÆÖ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏË ÖÓÑÄÐâÏË. ªÏ-
ÒÖÎßÔ ÒÑÎâ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÅÓÂÎ ÓÑÎß ÍÄÂÊËÏÅÐÑÄÇÐÐÑÅÑ
ÖÆÂÓÂ, ÒÇÓÇÃÓÂÔÞÄÂÄÛÇÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐ Ô ÑÆÐÑÌ ÍÇÒÎÇÓÑÄÔÍÑÌ
ÑÓÃËÕÞ (ÔÄâÊÂÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ) ÐÂ ÆÓÖÅÖá (ÐÇÔÄâÊÂÐÐÑÇ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ).

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ àÕÑÅÑ, ÊÂÆÂÚÂ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÂâ ÐËÉÇ,
ËÏÇÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÍÄÂÐÕÑÄÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. ©ÆÇÔß ËÑÐËÊÂ-
ÙËâ ÔËÎßÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ, Õ.Ç. ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ, ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ ÒÑÆ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËÇÏ ËÏÒÖÎßÔÂ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕßá Ä ÑÆËÐ
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´ÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ ÑÕÓÞÄ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ,
ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÇ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÒÇÓËÑÆÑÄ ËÎË ÆÂÉÇ ÆÑÎË ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÇÓËÑÆÂ, ÐÑ Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÃÑÎßÛÇ ÄÇÎËÚËÐÞ �h=I (�h ì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ±ÎÂÐÍÂ, I ì àÐÇÓÅËâ ÔÄâÊË). ¥ÂÐÐÂâ
ÊÂÆÂÚÂ ÏÑÆÇÎËÓÖÇÕ ËÑÐËÊÂÙËá ÂÕÑÏÑÄ ÒÑÆ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍËØ ÎÂÊÇÓÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ. ªÊ-ÊÂ
ÔËÎßÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÇÈ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËá ÄÍÎÂÆÑÄ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÅÂÓÏÑÐËÚÇ-
ÔÍËØ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËØ Ë ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ×ÑÓÏÞ ËÏÒÖÎßÔÂ. °ÃÜËÌ ÂÐÂÎËÊ ÒÓÑÄÇÆÈÐ
ËÔØÑÆâ ËÊ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÞ ËÏÒÖÎßÔÑÄ, Ë ÆÎâ ÑÆÐÑÒÇÓËÑÆÐÞØ Ë ÒÑÎÖÒÇÓËÑÆÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ
×ÑÓÏÞ, ÕÂÍËØ ÍÂÍ ÔÑÎËÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÞÌ, ÅÂÖÔÔÑÄ, ÎÑÓÇÐÙÇÄ Ë ÆÓ., ÆÂÐÞ ÕÑÚÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ËÑÐËÊÂÙËË ÑÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÑÎâ Ë ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕâØ
ÒÑÎâ ËÏÇáÕ ÒÑÚÕË ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÌ ÕÖÐÐÇÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. °ÆÐÂÍÑ Ä ÏÐÑÅÑ×ÑÕÑÐÐÑÏ ÓÇÉËÏÇ ÒÓË ÖÏÇÓÇÐ-
ÐÞØ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕâØ àÕË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÞ ÆÎâ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÓÂÊÐÑÌ ×ÑÓÏÞ Ë ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕß ËÑÐËÊÂÙËË ÄÔÇÅÆÂ ÐÂ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÑÓâÆÍÑÄ ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ËÑÐËÊÂÙËË ÏÑÐÑØÓÑÏÂ-
ÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ Ô ÕÂÍËÏË ÉÇ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕßá Ë ÔÓÇÆÐÇÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ.
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ÑÒÕËÚÇÔÍËÌ ÙËÍÎ ËÎË ÇÅÑ ÒÑÎÑÄËÐÖ. ±ÓËÚÈÏ ÆÎËÕÇÎß-
ÐÑÔÕß ËÏÒÖÎßÔÂ ÐÂÏÐÑÅÑ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ "ÂÕÑÏÐÞÌ ÙËÍÎ" ì
�h=I, ÅÆÇ �h ì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ±ÎÂÐÍÂ, I ì àÐÇÓÅËâ ËÑÐËÊÂÙËË.
¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÔÓÇÆÐââ àÐÇÓÅËâ ×ÑÕÑÐÂ Ä ËÏÒÖÎßÔÇ
ÏÂÎÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô àÐÇÓÅËÇÌ ËÑÐËÊÂÙËË. ¥Îâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ
Ä ÂÕÑÏÇ àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜÇ-
ÏÖÔâ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËá, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä ÆÂÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ
ÏÑÉÐÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÆØÑÆÑÏ, ÒÓË-
ÏÇÐâÄÛËÏÔâ ÓÂÐÇÇ [9] ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚË ËÑÐËÊÂÙËË ÒÑÆ
ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÌÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ. £
ÑÔÐÑÄÇ ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÎÇÉËÕ ÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏÑÏ ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ì ÔÄÑÃÑÆÐÑÇ ì ÔÑÔÕÑâÐËÇ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÑÎÇÇ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑ Í ÄÑÊÏÖÜÇÐËâÏ
ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÓÑÆÂ, ÚÇÏ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ì ÔËÎßÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÑÇ Ë
ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÇì ÔÑÔÕÑâÐËÇ. ´ÂÍ, ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ
ÓÂÔÔÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÑ-
ÓâÆÍÇ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ËÊ ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎß-
ÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ä ÂÕÑÏÇ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÇ "ÕÑÚÐÑÇ" ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÔËÎßÐÑÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ,
ËÊÏÇÐâáÜÇÏÔâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ
Ë ÄÐÑÔËÕ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÂÏÒÎËÕÖÆÖ ÒÇÓÇØÑÆÂ. £ ÔÎÖÚÂÇ
ÒÑÎÇÌ, ÏÇÐßÛËØ ÂÕÑÏÐÞØ, Õ.Ç. ÒÓË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕâØ Ä
ÒÓÇÆÇÎÂØ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ±£Õ ÔÏÿ2, ÐÂËÃÑÎÇÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ
(Ë ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ) ÐÇÆÑÔÕÂÕÍÑÏ ÆÂÐÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ âÄÎâ-
ÇÕÔâ ËÔÍÎáÚÇÐËÇ ËÊ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐ-ËÑÐÐÑÅÑ ÍÖ-
ÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË, Õ.Ç.
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ, ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÏÖ.
£ ÐÂÛË ÆÐË ÂÍÕÖÂÎßÐÑÔÕß ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ
ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÏÑÉÇÕ ÍÂÊÂÕßÔâ ÔÒÑÓÐÑÌ. ²ÇÛÇÐËÇ ÒÑ-
ÆÑÃÐÞØ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ ì ÑÆËÐÑÚÐÞÌ
àÎÇÍÕÓÑÐ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ, ÒÓËÚÈÏ ÍÂÍ Ä ÂÕÑÏÐÑÏ, ÕÂÍ Ë
Ä àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ì ÄÒÑÎÐÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÐÂ ÔÑÄÓÇÏÇÐ-
ÐÞØ ÍÑÏÒßáÕÇÓÂØ. ©Â ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÆÇÔâÕËÎÇÕËÇ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ
ÊÂÆÂÚË ÏÐÑÅÑ×ÑÕÑÐÐÑÌ ËÑÐËÊÂÙËË Ë ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÆÓÖÅËØ,
ÔÏÇÉÐÞØ Ô ÐÇÌ, ÊÂÆÂÚ, ÕÂÍËØ ÍÂÍ ÅÇÐÇÓÂÙËâ ÄÞÔÛËØ ÅÂÓ-
ÏÑÐËÍ Ä ÖÎßÕÓÂ×ËÑÎÇÕÑÄÑÏ (µ¶) ÆËÂÒÂÊÑÐÇ, ÃÞÎ ÒÓÇÆ-
ÎÑÉÇÐ Ë ÖÔÒÇÛÐÑ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐ ÓâÆ ÂÎÅÑÓËÕÏÑÄ. ´ÇÏ ÐÇ
ÏÇÐÇÇ, ØÑÕâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ Ë ÆÂáÕ ÎËÛß ÒÑ-
ÎÖÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ, ÑÐË ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÑÃÎÂÆÂáÕ
ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÏË ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÂÏË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÇ ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐÞ ÍÂÍËÏ-ÎËÃÑ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÏ ÐÂÃÑÓÑÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ.
°ÐË ÏÑÅÖÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ ÒÑÎÇÊÐÞÏË ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÕß ÑÃÜÖá ÍÂÓÕËÐÖ ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ë ÊÂÍÑÐÑÏÇÓÐÑÔÕË,
ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÎËÃÑ ÏÑÅÖÕ ÔÎÖÉËÕß
Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÑÕÒÓÂÄÐÑÌ ÕÑÚÍË ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞØ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ ÏÐÑÅÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ, ÔËÔÕÇÏ.

±ÖÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ËÊÏÇÐâáÜÇÇÔâ
ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ F�t� ÊÂÆÂÐÑ Ä ÄËÆÇ

F�t� � F f 0�ot� : �1�

©ÆÇÔß f 0�x�ì ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ×ÖÐÍÙËË f ÒÑ ÇÈ ÂÓÅÖÏÇÐÕÖ x,
o ì ÄÇÎËÚËÐÂ, ÑÃÓÂÕÐÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ. £ÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ, ÐÂØÑ-
ÆâÜÇÅÑÔâ Ä ÕÂÍÑÏ ÒÑÎÇ,

cp�r; t� � exp

�
i

�h

�
p�t� rÿ

�t
0

p 2�t 0�
2m

dt 0
��

�2�

Ô

p�t� � p� eF

o
f �ot� : �3�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÇ ÒÇÓÄÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÕÇÑÓËË
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÚËÕÂÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ
ËÊ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ c0�r� exp ��i=�h� It � Ä ÍÑÐÇÚÐÑÇ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ cp�r; t�:

wip � e 2F 2

�h 2o 2
�

�
���� �1ÿ1 dxRk

�
p� eF

o
f �x�

�
exp

�
i

I

�ho
F�x�

� ����2; �4�
ÅÆÇ ×ÂÊÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ F�x� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÍÂÍ

F�x� � 1

I

�x
0

�
I� p 2�x 0�

2m

�
dx 0 ÿ i

�ho
I

ln f 0�x� : �5�

©ÆÇÔß Rk�p�ì ÏÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÆÎâ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÌ ÒÑÎá F,

Rk�p� �
�
exp

�
ÿ
�

i

�h

�
pr

�
nrc0�r� d 3r ;

nì ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÒÑÎâ.
¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÔÆÇÎÂÕß ÂÐÂÎËÊ ÃÑÎÇÇ ÐÂÅÎâÆÐÞÏ,

ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÇÔÕÇÔÕÄÇÐ-
ÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÂÕÑÏÐÞØ ÇÆËÐËÙ, Õ.Ç.

O � �ho
I
; q � p��������

2mI
p ; E � e�hF�����������

2mI 3
p : �6�

¢ÇÊÖÔÎÑÄÐÑ, ÑÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÄÓÇÏÇÐË. ´ÑÅÆÂ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ
ÏÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÆÑÎÉÇÐ ËÏÇÕß ÄËÆ

M�q� �
 ��������

2mI
p

�h

!5=2

Rk�p� : �7�

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË ÔÑ ÔÍÂÊÂÐÐÞÏ ÄÞÛÇ ÄÔÈ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ
Ä àÕÑÌ ÔÕÂÕßÇ ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ÆÎâ O5 1.

´ÑÅÆÂ ÍÎáÚÇÄÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÕÇÑÓËË âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ Ë
ÚÂÔÕÑÕÞ

l � jEj
O
; �8�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÍÂÍ ÓÂÊ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÄÇÎËÚËÐÖ, ÑÃÓÂÕÐÖá
ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ g, ÄÄÇÆÈÐÐÑÏÖ Ä [9] (ÇÔÎË ÔÚËÕÂÕß o ØÂÓÂÍÕÇÓ-
ÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÒÓÑÙÇÔÔÂ).

±ÓËÐâÄ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ 1=O Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ ÕÇÑÓËË, ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä (4), ËÔÒÑÎß-
ÊÖâ ÏÇÕÑÆ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ×ÂÊÞ. ´ÑÚÍÂ (ÕÑÚÍË) ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÑÌ ×ÂÊÞ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x ÐÂØÑ-
ÆËÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

qF�x; q�
qx

����
xs

� 1� ÿq� n l f �xs�
�2 ÿ iO

f 00�xs�
f 0�xs� � 0 : �9�

´ÑÅÆÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ

wip�2pOl 2

����X
s

M
ÿ
q� nl f �xs�

�����������������������jF 00�xs; q�j
p exp

�
ÿ i

O
F�xs; q�

�����2 ;
�10�
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ÅÆÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ÒÑ ÄÔÇÏ ÔÇÆÎÑÄÞÏ ÕÑÚÍÂÏ
xs. £ÍÎÂÆÞ ÑÕ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÇÆÎÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ, Ë Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (10) ÐÂÆÑ ÑÔÕÂÄËÕß ÎËÛß
ÕÇ ËÊ ÐËØ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÂáÕ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ. £ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ,
ÕÂÍÂâ ÔÇÆÎÑÄÂâ ÕÑÚÍÂ ÑÆÐÂ ì ÑÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÂË-
ÏÇÐßÛÇÏÖ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕË
F�xs; q�. °ÆÐÂÍÑ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÔÎÖÚÂâØ ËÊ-ÊÂ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ
ÔËÏÏÇÕÓËË ×ÖÐÍÙËË f �x�, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ×ÑÓÏÖ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ, ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÒÂÓÞ ËÎË ÅÓÖÒÒÞ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ
ÔÇÆÎÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ Ô ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË ImF�xs; q�,
ÐÑ ÓÂÊÐÞÏË ×ÂÊÑÄÞÏË ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÏË ReF�xs; q�.
ªÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËâ ÄÍÎÂÆÑÄ ÑÕ àÕËØ ÕÑÚÇÍ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ,
ÚÕÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ËÑÐËÊÂÙËË ÑÔÙËÎÎËÓÖÇÕ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ËÏÒÖÎßÔÂ l Ë O.

¿ÕÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß, ÇÔÎË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÇÈ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËá
ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ q, âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÏÒÖÎß-
ÔÑÄ àÏËÕËÓÑÄÂÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. °ÆÐÂÍÑ ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ q Ä
àÕÑÌ ×ÑÓÏÖÎÇ âÄÎâÇÕÔâ ËÏÒÖÎßÔÑÏ Ä ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË,
ÍÑÅÆÂ f �x� � 0. ±ÑàÕÑÏÖ ÇÔÎË f �1� 6� 0, ÍÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
Ä ÔÎÖÚÂâØ 1 Ë 4, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÐËÉÇ, ÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ËÏÒÖÎßÔÑÄ àÏËÕËÓÑÄÂÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ (10), ÐÑ ÔÆÄËÐÖÕÑ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ dq � nl f �1�,
ÍÂÍ Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (17) Ë (43) Ä ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÒÓËÏÇÓÂØ 1 Ë 4.

¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÅÂÖÔÔÑÄÖ ×ÑÓÏÖ
ÑÍÑÎÑ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ qm, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÅÑ
ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÏËÐËÏÖÏÂ ImF�xs; q�, ÍÑÕÑÓÑÇ Ô ÖÚÈÕÑÏ (9)
ÔÄÑÆËÕÔâ Í

qkm � ÿ l
x 00sm

Im

� � xsm

0

dx f �x�
�

�11�

Ë q? � 0, ÅÆÇ qk Ë q?ìÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÂâ Ë ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÂâ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÒÑÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ËÏÒÖÎßÔÂ, xsm � xs�qm�;
x 00s ìÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕß xs.

£ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË àÕÑÅÑ ÓÇÊÍÑÅÑ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ, ÖÚËÕÞÄÂâ (9)
Ë (11), ÏÐËÏÖá ÚÂÔÕß F�xs; q� ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÄËÆÖ

ImF�xs; q� � x 00sm � Im

��xsm
0

�
l 2 f 2�x� ÿ q 2

km
�
dx�

� xsmq
2
? �

�
xsm ÿ i�l f 0�xsm��ÿ1

� �qk ÿ qkm�2
�
; �12�

ÒÓË àÕÑÏÛËÓËÐÞ ÐÂ ÒÑÎÖÄÞÔÑÕÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÄÕÑÓÞÏË
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ Ä (10) ÒÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ.

³ÎÇÆÖÇÕ ÔÍÂÊÂÕß ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÎÑÄ Ñ ÒÓÇÆàÍÔÒÑÐÇÐÙË-
ÂÎßÐÑÏ ÏÐÑÉËÕÇÎÇ Ä (10). ±ÓË ÄÞÄÑÆÇ àÕÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ
ÏÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ M

ÿ
q� nl f �x�� ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÔâ ÍÂÍ

ÓÇÅÖÎâÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÏÇÆÎÇÐÐÑ ËÊÏÇÐâáÜÂâÔâ Ä ÑÍÓÇÔÕ-
ÐÑÔÕË xs: M�q� 'M0 �M�0�. °ÆÐÂÍÑ M�q�, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ,
ËÏÇÇÕ ÒÑÎáÔ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÂ [9] ì
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÄËÆÂ M�q� �M0=�1� q 2�. £Ñ ÄÔÇÌ ÑÃÎÂÔÕË
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ l4 lc (lc ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÓËÄÇ-
ÆÈÐÐÞÏ ÐËÉÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (46)) ÚÎÇÐÞ Ä F�xs�, ÒÓÑÒÑÓ-
ÙËÑÐÂÎßÐÞÇ l Ë l 2, ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÑÎßÛÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÚÎÇÐÂ
� O. ´ÑÅÆÂ àÕÑÕ ÒÑÎáÔ ÒÑÆÃËÓÂÇÕÔâ ÑÚÇÐß ÃÎËÊÍÑ Í ÒÑ-
ÎÑÉÇÐËá ÔÇÆÎÑÄÑÌ ÕÑÚÍË. ªÊ-ÊÂ àÕÑÅÑ ÐÇÏÐÑÅÑ ÏÇÐâÇÕÔâ
ÑÙÇÐÍÂ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä (4): ÄÏÇÔÕÑ ÄÍÎÂÆÂ ÑÕ ÔÇÆÎÑÄÑÌ ÕÑÚ-
ÍË ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÑÄËÐÂ ÄÞÚÇÕÂ Ä àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ, ÖÄÇÎËÚË-
ÄÂáÜÂâ ÒÓÇÆàÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß Ä (10) Ä
p=�4Ej f 0�xs�j� ÓÂÊ. ¦ÔÎË Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (10) ÇÔÕß ÆÄÇ ËÎË
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ ÔÇÆÎÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ (Ë ÒÑÎáÔÑÄM),
ÕÑ ÍÂÉÆÖá ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÐÂÆÑ
ÖÏÐÑÉËÕß ÐÂ sign Im � f �xs��

�
p=�4Ej f 0�xs�j�

�1=2
. °ÆÐÂÍÑ,

ÔÕÓÑÅÑ ÅÑÄÑÓâ, àÕËÏË ÒÑÒÓÂÄÍÂÏË Í ÒÓÇÆàÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÏÖ ÏÐÑÉËÕÇÎá (ÍÂÍ Ë ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÞÏË ÆÂÎÇÇ ÒÑÒÓÂÄ-
ÍÂÏË, ÑÃÖÔÎÑÄÇÐÐÞÏË ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕßá ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÅÑ
ÏÇÕÑÆÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ×ÂÊÞ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍË
×ÖÐÍÙËË, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ×ÑÓÏÖ ËÏÒÖÎßÔÂ) ÐÖÉÐÑ ÒÓÇÐÇ-
ÃÓÇÚß: ÄÄËÆÖ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ, ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ
ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÏÖ, Ñ ÍÑÕÑÓÑÏ ÖÒÑÏËÐÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÒÓÇÆàÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß Ä (10) Ë ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÔÎÇÆÖá-
ÜËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÄÇÓÐÞ ÎËÛß Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÄÇ-
ÎËÚËÐÞ.

¯ËÉÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÆÎâ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÚÂÔÕÐÞØ,
ÐÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÇÒÓÇÊÇÐÕÂÕËÄÐÞØ ÔÎÖÚÂÇÄ.

1. ³ÑÎËÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÞÌ ÒÑÎÖÒÇÓËÑÆÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ (half-
cycle pulse ì HCP)

f �x� � tanh x �13�

ÆÂÈÕ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ

E�t� � ÿ E
�coshot�2 : �14�

©ÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ËÏÒÖÎßÔÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ËÑÐËÊÂÙËË ËÏÇÇÕ
ÄËÆ

wi�O; l; q� � pO�����������������
O 2 � l 2

p �l 2 � z 2� jM0j2�

� exp

�
ÿ 2

O

�
�1� l 2� arctan z

l
ÿ lz�

� arctan
z
l
�qÿ nl�2

��
�15�

Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ

z � 1

l

h �����������������
O 2 � l 2

p
ÿ O

i
: �16�

µÚËÕÞÄÂâ ÒÑÎáÔ Ä ÏÂÕÓËÚÐÑÏ àÎÇÏÇÐÕÇ ÒÇÓÇØÑÆÂ, Ñ
ÍÑÕÑÓÑÏ ÓÇÚß ÛÎÂ ÄÞÛÇ, ×ÑÓÏÖÎÖ (15) ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓËÄÇÔÕË
Í ÄËÆÖ

wi�O; l; q� � jpM0j2�

� exp

�
ÿ 1

O

�
�1� l 2� p� 2 arctan

z
l
�qÿ n l�2

��
�

� sinh2
�
1

O

�
�1� l 2� arctan �l� � l

��
: �17�

¶ÑÓÏÖÎÞ (15) Ë (17) ÄÞÄÇÆÇÐÞ Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÂ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ×ÂÊÞ, ÍÑÕÑÓÞÌ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÔâ ÒÓË ÑÙÇÐÍÇ
ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä (4). °ÆÐÂÍÑ ÆÎâ f �x� � tanh x ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇ-
ÐËË ÒÑÎâ ÔÇÆÎÑÄÂâ ÕÑÚÍÂ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ip=2ìÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍÇ
ÔÂÏoÂ Ì ×ÖÐÍÙËË f �x� (Â ÐÇ ÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ). £
ÓÇÉËÏÇ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ, l < O5 1, àÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ
Í ÐÂÓÖÛÇÐËá ÖÔÎÑÄËÌ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÏÇÕÑÆÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÑÌ ×ÂÊÞ, Â ÕÂÍÉÇ Í ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ËÊÏÇÐÇÐËá ÒÓÇÆ-
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ. £ ÓÂÏÍÂØ ÑÃÜÇÅÑ ÂÐÂ-
ÎËÊÂ, ÒÓÑÄÇÆÈÐÐÑÅÑ ÐËÉÇ, ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÕÑÚÐÞÇ (Ä ÃÑÓÐÑÄ-
ÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË) ×ÑÓÏÖÎÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ Ë Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÂÃÑÅÑ ÒÑÎâ. £ ÒÓÇÆÇÎÇ ÔËÎßÐÞØ ÒÑÎÇÌ, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÓÇÉËÏÖ, àÕË ×ÑÓÏÖÎÞ ÔÑÄÒÂ-
ÆÂáÕ Ô (15) Ë (17), Â Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÎÂÃÞØ ÒÑÎÇÌ Ä ÐËØ
ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÒÑÒÓÂÄÑÚÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ: S reg Ä (15) Ë
S sing Ä (17) ì ÑÕÓÂÉÈÐÐÞÇ Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (52) Ë (54).
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2. ³ÑÎËÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÞÌ ÑÆÐÑÒÇÓËÑÆÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ (one-
cycle pulse ì OCP)

f �x� � ÿ 3
���
3
p

4 cosh2x
: �18�

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ Ä ÑÃÑËØ àÍÔÕÓÇÏÖÏÂØ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑÎÖÚËÕß ÄÇÎËÚËÐÖ j f 0�xm�j, ÐÑÓÏË-
ÓÑÄÂÐÐÖá ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ, ÄÄÑÆËÕÔâ ÚËÔÎÑÄÑÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ.

©ÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ËÏÒÖÎßÔÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ËÑÐËÊÂÙËË ËÏÇÇÕ
ÄËÆ

wi �O; l; q� � 8j2pM0j2 exp

�
ÿ p
O
�1� q 2�

�
�

�
�
1ÿcos

�
2

O
ReF�xs; q�

��
sinh2

�
ÿ 1

O
Im ~F�xs; q�

�
;

�19�
ÒÓË àÕÑÏ

Im ~F �xs; q� � ImF�xs; q� ÿ p
2
�1� q 2� �

��1�q 2�
�
x 00s ÿ

p
2

�
ÿ 1

6

h
�5qkÿ2~l� Z�

������������
1�q 2

?
q

x
i
; �20�

ReF�xs; q���1� q 2� x 0s ÿ
1

6

h
�5qk ÿ 2~l� xÿ

��������������
1� q 2

?
q

Z
i
:

�21�

³ÇÆÎÑÄÂâ ÕÑÚÍÂ xs ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË

x 00s � Im xs � p
2
ÿ 1

2
arccos

�����������������������������������
1�q 2

?��~lÿ qk�2
q

ÿ~l��������������
1� q 2

p ; �22�

x 0s � Rexs � 1

2
tanhÿ1

"
x

~l�
��������������������������������������
1� q 2

? � �~lÿ qk�2
q #

; �23�

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÒÑÎâ ~l � �3 ���
3
p

=4� l Ë

x �
�����������������������������������������������������������������������
2~l
h ��������������������������������������

1� q 2
? � �~lÿ qk�2

q
� ~lÿ qk

ir
; �24�

Z �
�����������������������������������������������������������������������
2~l
h ��������������������������������������

1� q 2
? � �~lÿ qk�2

q
ÿ ~l� qk

ir
: �25�

¶ÑÓÏÖÎÂ (19) ÒÓËÄÇÆÇÐÂ Ä ÄËÆÇ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ ÔËÐÅÖ-
ÎâÓÐÑÏÖ ÏÂÕÓËÚÐÑÏÖ àÎÇÏÇÐÕÖ M�q�, ÑÒËÔÂÐÐÑÏÖ ÄÞÛÇ.
¶ÖÐÍÙËâ sinh�. . .� Ä (19) ÖÚËÕÞÄÂÇÕ ÄÍÎÂÆÞ ÑÕ ÆÄÖØ ÒÂÓ
ÒÑÎáÔÑÄ (ÔÇÆÎÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ): ÆÎâ ÑÆÐÑÌ ÒÂÓÞ x 00s < p=2, Â
ÆÓÖÅÂâ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÂ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑ ÐÂÆ p=2. £ÍÎÂÆ ÑÕ
ÄÕÑÓÑÌ ÒÂÓÞ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÑÚÇÐß ÔÎÂÃÞØ ÒÑÎâØ,
l5O 2. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ àÕÑÏÖ ×ÑÓÏÖÎÂ (19) ÕÑÚÐÑ (ÆÑ ÚËÔÎÑ-
ÄÑÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ � 1) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÑÅÎÑÜÇ-
ÐËÇ. £Ñ ÄÔÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË, l4O 2, àÕÑÕ ÄÍÎÂÆ
ÒÓÇÐÇÃÓÇÉËÏÑ ÏÂÎ, Ë ÒÓË ÑÆÐÑÏ Ë ÕÑÏ ÉÇ ÂÓÅÖÏÇÐÕÇ
ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÔËÐÖÔÂ ÐÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÒÑÎÑÄËÐÞ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË.

ªÏÒÖÎßÔ qkm, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÏÂÍÔËÏÖÏÖ ×ÖÐÍÙËË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÂÌÕË ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

qkm x 00sm

����
q?�0

� Z �26�

Ë ÒÑÆÔÕÂÄËÕß Ä (19) ë (25). ±ÓË ÏÂÎÑÏ l5 1 ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑ
ÒÑÎÖÚËÏ qkm � �2~l�1=2=p. ±ÓË ÔËÎßÐÞØ ÒÑÎâØ, l4 1,
ÊÐÂÚÇÐËÇ àÕÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í 2~l=3.

°ÔÙËÎÎâÙËË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕÇÌ ÑÕ ÒÑÎâ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ Ä (19)
ÄÑÊÐËÍÂáÕ ËÊ-ÊÂ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËË ÄÍÎÂÆÑÄ ÑÕ ÒÂÓÞ ÔÇÆÎÑ-
ÄÞØ ÕÑÚÇÍ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÏÐËÏÑÌ ÑÔË. ¡ÏÒÎËÕÖÆÂ àÕËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ä ÑÃÜÇÌ (ËÐ-
ÕÇÅÓËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÑ ËÏÒÖÎßÔÖ) ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ËÑÐËÊÂÙËË Ô
ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÒÑÎâ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÑÔÎÂÃÎÇÐËâ
ÊÂ ÔÚÈÕ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËË ÄÍÎÂÆÑÄ ÑÕ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ:

Wi �O; l� �
���������
2pO
u

r
O
x 00sm
jM0j2 exp

�
ÿ p
O
�1� q 2

m�
�
�

�
�
1ÿ exp

�
ÿ 2~l
pO

�
cos

�
4
�����
2~l

p
3O

��
�

� sinh2
�
ÿ 1

O
Im ~F�xsm; qm�

�
; �27�

ÅÆÇ

u �
 
x 00s �

1

4

qx� Z

�1� q 2�
�������������������������
1� �~lÿ q�2

q !
q�qm

:

°ÔÙËÎÎËÓÖáÜËÌ ÚÎÇÐ ÊÂÒËÔÂÐ ÊÆÇÔß Ä ×ÑÓÏÇ, ÆÑÒÖÔÕË-
ÏÑÌ ÎËÛß ÒÓË l5 1, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË ÃÑÎÇÇ ÔËÎßÐÞØ ÒÑÎâØ
àÕÑÕ ÚÎÇÐ ÒÓÇÐÇÃÓÇÉËÏÑ ÏÂÎ.

3. ¤ÂÖÔÔÑÄ ÑÆÐÑÒÇÓËÑÆÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ (OCP)

f �x� � exp

�
1ÿ x 2

2

�
: �28�

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ×ÑÓÏÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÑÎâ

E�t� � ÿEot exp
�
1ÿ �ot�2

2

�
: �29�

´ÑÅÆÂ

F�xs; q���1� q 2� xs � 2~lqk Erf
�

xs���
2
p
�
�~l 2 Erf �xs� :

�30�

©ÆÇÔß ~l � ���
e
p

l, Erf �x�ì ËÐÕÇÅÓÂÎ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË,

Erf �x� �
�x
0

exp �ÿy 2� dy ;

xs�q� �
��������������������������������������������������������
ln

~l 2

1� q 2
� 2i arccos

ÿqk
1� q 2

s
: �31�

³ÏÞÔÎ ËÏÇáÕ ÎËÛß ÔÇÆÎÑÄÞÇ ÕÑÚÍË Ä ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÎÖÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕË x. ±ÑàÕÑÏÖ ÐÂÆÑ ÄÊâÕß ÎËÛß ÍÑÓÐË ÔÑ ÊÐÂÍÑÏ
ÒÎáÔ ÒÇÓÇÆ ÏÐËÏÞÏË ÚÂÔÕâÏË. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ ÆÄÖØ
ÔÇÆÎÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ ÊÐÂÍË ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞØ ÚÂÔÕÇÌ ÓÂÊÎËÚÐÞ.
£ÔÈ àÕÑ ÔÎÖÉËÕ ÎËÛß ÒÓËÏÇÓÑÏ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËË, ÑÃÖÔÎÑ-
ÄÎÇÐÐÑÌ ÆÄÖÏâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏË ÔÇÆÎÑÄÞÏË ÕÑÚÍÂÏË:

x 00s � Im xs � 1���
2
p �

�

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
ln

~l 2

1�q 2

�2

� 4

�
arccos

�
ÿ qk������������

1�q 2
p ��2s

ÿ ln
~l 2

1�q 2

vuut ;

�32�
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x 0s � Re xs � � 1���
2
p �

�

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
ln

~l 2

1� q 2

�2

� 4

�
arccos

�
ÿ qk��������������

1� q 2
p ��2s

�ln
~l 2

1� q 2

vuut :

�33�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ qm ÄÞÅÎâÆËÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ:

qm

�x 00sm
0

�
1ÿ exp

�
ÿ x 00smu�

u 2

2

�
cos �x 0smu�

�
du �

� ÿ
�x 00sm
0

exp

�
ÿ x 00smu�

u 2

2

�
sin �x 0smu� du : �34�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÇÎËÚËÐÂ xsm ÔÂÏÂ ÒÑ ÔÇÃÇ âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ
qm, àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÄÏÇÔÕÇ Ô (31) ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÔËÔÕÇÏÖ ËÊ ÆÄÖØ
ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÍÂÍ xsm, ÕÂÍ Ë qm.

®ÐËÏÞÇ ÚÂÔÕË Erf-×ÖÐÍÙËÌ Ä (30) ÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÂÏ Ä
(34). ³ ÖÚÈÕÑÏ (31)

~l 2 ImErf �xs� � ÿ
�x 00s
0

exp �ÿ2x 00smu� u 2��

� ��1ÿ q 2
km� cos �2x 0smu� � 2qkm sin �2jx 0smju�

�
du : �35�

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÑÃÜËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (31) ë (33), ÖÓÂÄÐÇÐËâ (34)
Ë (35) ÊÂÒËÔÂÐÞ ÆÎâ q � qm.

£ÔÇ àÕË ×ÑÓÏÖÎÞ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ Ë ÔÕÂÐÑ-
ÄâÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÒÑÐâÕÐÞÏË Ä "ÏÐÑÅÑ×ÑÕÑÐÐÑÌ" (l5 1) Ë
"ÕÖÐÐÇÎßÐÑÌ" (l4 1) ÑÃÎÂÔÕâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ. ±ÓË ÖÏÇÓÇÐ-
ÐÞØ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕâØ (l5 1) ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ËÏÒÖÎßÔÂ ÄÇ-
ÓÑâÕÐÑÔÕß ËÑÐËÊÂÙËË ËÏÇÇÕ ÄËÆ

wiq � 4pO
l 2

l 2 � l 2
c

x 00sm
��M�0���2 �1� cos

pÿ 4qk
x 00smO

�
�

� exp

�
ÿ 2

O

�
�1� q 2� x 00sm ÿ

1

2x 00sm

��
; �36�

ÅÆÇ

x 00sm �
����������������������
ln

1

~l 2 � l 2
c

s
4 1 ; �37�

qkm � ÿ p
2x 002sm �x 002sm ÿ 1� 5 1 : �38�

³ÕÓÑÅÑ ÅÑÄÑÓâ, ×ÑÓÏÖÎÂ (36) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÒÓË ÔÎÂÃÞØ
ÒÑÎâØ (l5 lc � exp �ÿ1=�2O 2��, ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ) Ë
ÖÏÇÓÇÐÐÞØ ÒÑÎâØ (lc 5 l5 1). £ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË
(l � lc) ÑÐÂ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÏÑÉÇÕ ÔÎÖÉËÕß Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕÇÎßÐÑÌ ËÐÕÇÓÒÑÎâÙËË. ±ÓË ÎáÃÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË
ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÔÙËÎÎâÙËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ, ÑÃÖÔÎÑÄ-
ÎÇÐÐÞÇ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÇÌ ÄÍÎÂÆÑÄ ÑÕ ÆÄÖØ ÔÇÆÎÑÄÞØ
ÕÑÚÇÍ, ÑÚÇÐß ÔËÎßÐÞ ì ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ËØ ÒÓÇÍÓÂÜÇ-
ÐËâ. °ÆÐÂÍÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎÐÑÌ (ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÑ
ËÏÒÖÎßÔÖ) ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ËÑÐËÊÂÙËË Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÒÑÎâ
ÑÐË ÊÂÕÖØÂáÕ ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËØ ×ÂÊÞ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ

ËÏÒÖÎßÔÂ,

Wi � 8
l 2x 002sm
l 2 � l 2

c

�
pO
2x 00sm

�5=2

jM�0�j2�

�
�
1� exp

�
ÿ 2

Ox 003sm

�
cos

p
x 00smO

�
�

� exp

�
ÿ 2

O

�
x 00sm ÿ

1

2x 00sm

��
: �39�

£ ÔÎÖÚÂÇ ÉÇ ÕÖÐÐÇÎßÐÑÅÑ ÓÇÉËÏÂ Ä ÔËÎßÐÑÏ ÒÑÎÇ (l4 1)
×ÑÓÏÖÎÞ (48) ë (50) ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞ ÆÎâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÎáÃÑÌ
×ÑÓÏÞ, ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ËØ ÓÂÊÎËÚËÇ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÄÇÎË-
ÚËÐÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a ì ÍÓËÄËÊÐÞ Ä ÐÂËÄÞÔÛÇÌ ÕÑÚÍÇ
ËÏÒÖÎßÔÂ. ¥Îâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ËÏÒÖÎßÔÂ a � 2.

4. ÑÓÇÐÙÇÄ ÒÑÎÖÒÇÓËÑÆÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ (HCP)

f �x� � arctan x : �40�
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ×ÑÓÏÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÑÎâ

E�t� � E
1� �ot�2 : �41�

´ÑÅÆÂ ÔÇÆÎÑÄÂâ ÕÑÚÍÂ

xs � i tanh

� ��������������
1� q 2

?
p

� iqk
l

�
; �42�

Â ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ËÑÐËÊÂÙËË ÒÑ ËÏÒÖÎßÔÖ

wi�O; l; q� � jpM0j2 exp

�
ÿ 2

O

ÿjxsmj ÿ l 2 j�jxsmj�
� ��

� exp

�
ÿ 2

O

�
q 2
? jxsmj �

�
qk ÿ pl

2

�2

�

�
�
jxsmj � 2

l
�1ÿ jxsmj2�

���
; �43�

ÅÆÇ

jxsmj � tanh
1

l
; �44�

j�x� � 1

4

�x
0

ln2
1� y

1ÿ y
dy : �45�

¥Îâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÎáÃÑÌ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ×ÑÓÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9) Ë
(11) ÓÇÛÂáÕÔâ ÚËÔÎÇÐÐÑ ÑÚÇÄËÆÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. °ÆÐÂÍÑ
ÄÑÊÏÑÉÇÐ Ë ÑÃÜËÌ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÇÔßÏÂ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÐ. £ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÄ �O; l� ËÏÇáÕÔâ ÕÓË ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË:

1. ³ÎÂÃÞÇ ÒÑÎâ Ë ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÒÓË l5 lc�O�,
ÅÆÇ lc ì à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÒÑÓÑÅ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑ-
ÔÕË, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ ×ÑÓÏÞ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÆÎâ
ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ×ÑÓÏ ËÏÒÖÎßÔÂ ÃÖÆÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ
ÐËÉÇ. °ÃÜÇÇ ÇÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ:

lc
�� f �xs0��� � 1 ; �46�

ÅÆÇ xs0 ì ÍÑÓÇÐß ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9), ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ l � 0.
¹ÎÇÐÂÏË Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9), ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎß-
ÐÞÏË l Ë l 2, ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß. ¿ÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ
ÏÐÑÉËÕÇÎß Ä (10) ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÏÂÎÖá
ÂÏÒÎËÕÖÆÖ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÅÂÓÏÑÐËÍ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËØ àÐÇÓÅËË ÍÄÂÐÕÑÄ ÄÞÛÇ ÒÑÓÑÅÑÄÑÌ �ho > I; ÕÂÍËÇ
ÅÂÓÏÑÐËÍË ÄÔÇÅÆÂ ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÕ Ä ×ÖÓßÇ-ÔÒÇÍÕÓÇ ÛËÓÑ-
ÍÑÒÑÎÑÔÐÑÅÑ ÔËÅÐÂÎÂ.
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2. ¯ÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÓÇÉËÏ: l > lc. ±ÑÔÎÇÆÐËÌ ÚÎÇÐ Ä (9)
ÏÑÉÐÑ ÑÒÖÔÕËÕß. ´ÑÅÆÂ

xs � f ÿ1
�ÿqk � i

��������������
1� q 2

?
p
l

�
: �47�

©ÆÇÔß f ÿ1�y� ì ×ÖÐÍÙËâ, ÑÃÓÂÕÐÂâ f �x�. ©ÐÂÍ ÏÐËÏÑÌ
ÚÂÔÕË ÇÈ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ Ë
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÕß x00 > 0.

2a. ³ËÎßÐÞÇ ÒÑÎâ ì Oÿ1 4 l4 1 .
¯Ç ÑÅÓÂÐËÚËÄÂâ ÑÃÜÐÑÔÕË, ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ÄÞÃÓÂÕß

ÕÑÚÍÖ x � 0 ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ Ä ÐÇÌ ÃÞÎ ÂÃÔÑÎáÕÐÞÌ ÏÂÍÔËÏÖÏ
f 0�x�, Õ.Ç. ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ, Ë f 0�0� � 1. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ
ÖÔÎÑÄËÇ ÎËÛß ×ËÍÔËÓÖÇÕ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ l. ¦ÔÎË
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ, ÕÑ
ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÐËØ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÑÕÆÇÎßÐÑ. £ ËÐÕÇ-
ÓÇÔÖáÜÇÌ ÐÂÔ ÑÃÎÂÔÕË Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÆÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍË f �x�
ÏÑÉÐÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑÄÂÕß ÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ ÒÂÓÂÃÑÎÑÌ:

f �x� � f0 � xÿ 1

6
ax 3 ; 0 < a � 1 : �48�

±ÑÔÎÇ ÐÇÔÎÑÉÐÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÒÑÎÖÚËÏ

ImF�xs; q� � 2

3l

�
1� 4a

�qÿ qm�2
l 2

�
; �49�

qkm � l
�
f �1� ÿ f0

�
: �50�

¿ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ [9] ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÕÖÐÐÇÎËÓÑÄÂ-
ÐËá Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÓÑÕÍÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ
dx � ������jEjp

, ÍÑÅÆÂ ÒÑÎÇ ÃÞÎÑ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞÏ. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇ ×ÑÕÑàÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÑ ËÏÒÖÎßÔÂÏ ËÏÇÇÕ ÅÂÖÔÔÑÄÖ ×ÑÓÏÖ
Ô ÒÑÎÖÛËÓËÐÑÌ Dqk � �l=4�

�������������
3jEj=ap

.
2Ã. 14 l4 lc�O� ì ÖÏÇÓÇÐÐÞÇ ÒÑÎâ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

ØÂÓÂÍÕÇÓ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ImF�xs; q� ÑÕ l, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÇÈ
ØÂÓÂÍÕÇÓÂ Ä ÔÎÖÚÂâØ ÔÎÂÃÑÅÑ Ë ÔËÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ, âÄÎâÇÕÔâ
ÃÑÎÇÇ ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÞÏ, ÓÂÊÎËÚÂâÔß Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ×ÑÓÏÞ ËÏÒÖÎßÔÂ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÑÕ ÑÔÑÃÞØ
ÕÑÚÇÍ ×ÖÐÍÙËË f �x� Ä ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x. ¤ÂÖÔÔÑÄÂ ×ÑÓÏÂ f �x� � exp �ÿx 2=2�
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÚÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ f �x� ÐÂ 1. °ÆÐÍÑ ×ÖÐÍÙËâ
f �x�, ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ ×ÑÓÏÖ ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÑÏÒ-
ÎÇÍÔÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ËÏÇÇÕ ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË
(ÒÑÎáÔÞ, ÕÑÚÍË ÄÇÕÄÎÇÐËâ) Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÕÑÚÍÇ xpol Ô
ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕßá x 00pol � 1. ´ÑÅÆÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÂÃÞØ ÒÑÎÇÌ
ËÏÇÐÐÑ exp �ÿ2x 00pol=O� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔ-
ÕÑÕÐÑÌ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ, ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑÌ ÊÂ ÑÆÐÑÍÄÂÐ-
ÕÑÄÖá ËÑÐËÊÂÙËá. ³ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÒÑÎâ ÔÇÆÎÑÄÂâ ÕÑÚÍÂ
xs ÔÏÇÜÂÇÕÔâ ÑÕ xpol Í ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÌ ÑÔË. ±ÖÔÕß ÃÎË-
ÉÂÌÛÂâ Í ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÌ ÑÔË ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ âÄÎâÇÕÔâ
ÒÑÎáÔÑÏ k-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, Õ.Ç.

f �x� � A

�xÿ xpol�k

ÒÓË jxÿ xpolj5 1. ´ÑÅÆÂ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐËÉÇ, ÄÑ ÄÔÇÌ
ÑÃÎÂÔÕË l5 1 ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ËÑÐËÊÂÙËË ÍÂÍ
ÒÓË ÔÎÂÃÞØ, ÕÂÍ Ë ÒÓË ÖÏÇÓÇÐÐÞØ ÒÑÎâØ ÊÂÄËÔËÕ, ÒÑÏËÏÑ
×ÂÍÕÑÓÂ exp �ÿ2x 00pol=O� ÒÓË ÔÎÂÃÞØ ÒÑÎâØ, ÎËÛß ÑÕ
ÑÆÐÑÅÑ-ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ

z � �lA�
1=k

O
; �51�

Â ÑÃÎÂÔÕß ÖÏÇÓÇÐÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ ÒÓË jzj � 1, Õ.Ç.
lc � O k. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÒÇÓÄÞØ ÆÄÖØ ÒÓËÏÇÓÂØ, ÑÒËÔÂÐ-
ÐÞØ ÄÞÛÇ, ÅÎÂÄÐÖá ÓÑÎß ËÅÓÂáÕ ËÏÇÐÐÑ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ
ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË, Ñ ÍÑÕÑÓÞØ ÛÎÂ ÓÇÚß: Ä ÒÇÓÄÑÏ ì k � 1, ÄÑ
ÄÕÑÓÑÏì k � 2. ³ÇÆÎÑÄÞÇ ÕÑÚÍË (Ë ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÇ Ô ÐËÏË
ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÒÑÎáÔÞÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂM

ÿ
q� nl f �x��

Ä ÒÓÇÆàÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÏÐÑÉËÕÇÎÇ):

xs�q� � xpol �
�

Al
1� q 2

�
� i

��������������
1� q 2

?
q

ÿ qk
��1=k

; �52�

ÒÓË àÕÑÏ Ä ÂÓÅÖÏÇÐÕÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÑØÓÂÐËÕß ÑÃÂ ÊÐÂÍÂ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÔÇ àÕË 2k ÕÑÚÇÍ ÐÂØÑÆâÕÔâ ÄÃÎËÊË ÑÍÓÇÔÕÐÑ-
ÔÕË xpol, ÍÑÕÑÓÂâ Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÎÇÉËÕ Ä ÄÇÓØÐÇÌ
ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË. °ÆÐÂÍÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÎÇÌ Ô ÖÏÇÓÇÐÐÑÌ
ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕßá jzj > 1 ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÌ âÄÎâÇÕÔâ ÎËÛß
ÑÆÐÂ ËÊ àÕËØ ÕÑÚÇÍ ì ÕÂ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÊÐÂÚÇÐËÇ x 00s
ÏËÐËÏÂÎßÐÑ. ËÃÑ ÆÑÏËÐËÓÖÇÕ ÒÂÓÂ ÕÂÍËØ ÕÑÚÇÍ, ÇÔÎË,
Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑÎáÔÂ k Ë w � argA, ÄÑ ÄÔÇÌ
ÔËÔÕÇÏÇ (52) ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍÂâ ÒÂÓÂ ÊÇÓÍÂÎßÐÑ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÞØ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÏÐËÏÑÌ ÑÔË àÎÇÏÇÐÕÑÄ, Ö ÍÑÕÑÓÞØ
ÏÐËÏÞÇ ÚÂÔÕË ÏËÐËÏÂÎßÐÞ. £ÕÑÓÑÌ ÒÓËÏÇÓ, ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐÐÞÌ ÄÞÛÇ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ k � 2 Ë w � 0, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ËÏÇÐÐÑ ÕÂÍÑÏÖ ÔÎÖÚÂá: �xs ÿ xpol�q�0 �

��������
l=2

p ��1ÿ i�. £
ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ

ImF�xs; q� � x 00pol ÿ
2k

2kÿ 1
g �ljAj�1=k�

� q 2
?

�Dq?�2
� �qk ÿ qkm�2

�Dqk�2
; �53�

ÅÆÇ

Dq 2
k � Dq 2

? � x 00pol � o�l 1=k� ;

qkm �
�������������
1ÿ g 2

p
�2kÿ 1� x 00pol

�ljAj�1=k ;

g � maxs
�xpol ÿ xs�00
jxs ÿ xpolj �54�

Ô ËÐÆÇÍÔÂÏË s � 1; 2; :::; 2k ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÏ àÎÇÏÇÐÕÂÏ ÔËÔÕÇÏÞ (52). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÒÑÎÇÌ Ô ÖÏÇÓÇÐÐÑÌ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ËÑÐË-
ÊÂÙËË ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÍÂÍ exp �4kgjzj=�2kÿ 1��, Â ÔÓÇÆÐËÌ
ËÏÒÖÎßÔ ì ÍÂÍ l 1=k. ¦ÔÎË ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÎËÛß ÑÆÐÂ ÅÎÂÄÐÂâ
ÔÇÆÎÑÄÂâ ÕÑÚÍÂ, ÕÑ

Wi�O; l� �
���
p
p �

O
2x 00pol

�3=2

jM0j2�

� exp

�
ÿ 2

O
x 00pol �

4k

2kÿ 1
gjzj
�
; �55�

Ë

Wi�O; l� �
����
p
2

r �
O
x 00pol

�3=2

jM0j2�

� exp

�
ÿ 2

O
x 00pol �

4k

2kÿ 1
gjzj
�
�

�
�
1ÿ exp

�
ÿ 2

x 00polO

�
gjzj

2kÿ 1

�2�
�

� cos

�
4k

2kÿ 1

�������������
1ÿ g 2

p
jzj
��

; �56�
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ÇÔÎË ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÄÍÎÂÆ ÑÕ ÆÄÖØ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÔÇÆÎÑÄÞØ
ÕÑÚÇÍ. ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ Ä ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ ×ÑÓÏÖÎÂØ Ä
ÂÓÅÖÏÇÐÕÂØ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞØ Ë ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ
×ÖÐÍÙËÌ ÔÑØÓÂÐÇÐÞ ÕÑÎßÍÑ ÔÕÂÓÛËÇ ÚÎÇÐÞ ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ
l5 1.

¶ÑÓÏÖÎÞ (55) Ë (56), ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ô ÒÑÏÑÜßá ÂÔËÏÒ-
ÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÙÇÐÍË ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (4) Ä ÓÂÏÍÂØ ÏÇÕÑÆÂ ÔÕÂ-
ÙËÑÐÂÓÐÑÌ ×ÂÊÞ, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÖÏÇÓÇÐÐÞØ
ÒÑÎÇÌ O k 5 l5 1. ÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÂÃÞØ
ÒÑÎÇÌ àÕË ×ÑÓÏÖÎÞ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÞ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐË ÐÇ
ÒÑÆÚËÐâáÕÔâ ÑÃÞÚÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË � E 2 ÒÓË l! 0.
±ÓËÚËÐÂ àÕÑÅÑ ÖÉÇ ÖÒÑÏËÐÂÎÂÔß ÄÞÛÇ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇ-
ÐËË ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ: ÒÓË z < 1 ÄÍÎÂÆÞ ÑÕ ÄÔÇØ 2k ÔÇÆ-
ÎÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ, ÑÍÓÖÉÂáÜËØ xpol, ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÑÆÐÑÅÑ ÒÑ-
ÓâÆÍÂ. ÇÅÍÑ ÖÚÇÔÕß ÄÔÇ àÕË ÄÍÎÂÆÞ Ë ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÄÑÔ-
ÔÕÂÐÑÄËÕß ÒÓÂÄËÎßÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß � E 2 ÆÎâ ÔÎÂÃÞØ
ÒÑÎÇÌ. ¯Ñ àÕËÏ ÆÇÎÑ ÐÇ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕÔâ. ¯ÇÄÇÓÐÞÏ ÑÍÂ-
ÊÞÄÂÇÕÔâ ÚËÔÎÑÄÑÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ. ±ÓÑÃÎÇÏÂ ÔÑÔÕÑËÕ Ä
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÄÏÇÔÕÇ ÔÑ ÄÔÇÏË àÕËÏË ÒÑÎáÔÂÏË Ë ÔÇÆÎÑÄÞÏË
ÕÑÚÍÂÏË ÔÂÏÂ ÕÑÚÍÂ xpol âÄÎâÇÕÔâ ÑÔÑÃÑÌ ÆÎâ ÒÑÆÞÐÕÇ-
ÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÄËÆÂ exp �i�lA�2�xÿxpol�ÿ2k�1=�2kÿ1��
Ä (4). °ÙÇÐÍÂ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä (4), ÍÑÕÑÓÂâ ÃÖÆÇÕ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ
ÄÑ ÄÔÇÌ ÑÃÎÂÔÕË jzj5 1, Õ.Ç. Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔÎÂÃÞØ Ë ÖÏÇÓÇÐÐÞØ
ÒÑÎÇÌ, Ë ÃÖÆÇÕ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÄÔá àÕÖ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÕÑÚÇÍ Ä
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÂ Ä ÄËÆÇ
ÃÞÔÕÓÑ ÔØÑÆâÜÇÅÑÔâ ÓâÆÂ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ z. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÃÖÆÇÕ ÕÂÍÉÇ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÓÂÊÎËÚÂÕßÔâ Ä ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕË ÑÕ ÐÂÎËÚËâ ËÎË ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÒÑÎáÔÂ Ä ÏÂÕÓËÚÐÑÏ
àÎÇÏÇÐÕÇ. ¦ÔÎËÏÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÅÖÎâÓÐÞÏ
(ÒÑÎáÔÂ ÐÇÕ) Ë ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÏÇÆÎÇÐÐÑ,M�q� �M0, ÕÑ

wi�O; l; q� � l 2jM0j2 exp
�
ÿ 2x 00pol

O
�1� q 2�

�
�

�
����S reg

k

�
zk��������������
2kÿ 1
p

�����2 ; �57�

ÅÆÇ

S reg
k �y� � 2p

��������������
2kÿ 1
p

y
X1
n�0

�ÿ1��k�1�ny 2n

n!
��2kÿ 1� � k

�
!
; �58�

Â Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÅÑ ÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ

wi�O; l; q� � l 2jM0j2 exp
�
ÿ 2x 00pol

O
�1� q 2�

� ��S sing
k �zk���2 ;

�59�

ÅÆÇ

S sing
k �y� � 2pk y

X1
n�0
�ÿ1��k�1� n an y 2n ; �60�

Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ an ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÍÂÍ

an �
Xn
m�0

�2kÿ 1�ÿm
m!
��2n� 1� kÿm��! : �61�

¡ÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ×ÖÐÍÙËÌ S reg
k Ë S sing

k ÒÓË jzj4 1 ÕÑÚÐÑ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÓÂÔÚÈÕÑÄ ÒÑÏÇÕÑÆÖ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-

ÐÑÌ ×ÂÊÞ Ä ÓÇÉËÏÇ ÖÏÇÓÇÐÐÞØ ÒÑÎÇÌ:

S reg
k

�
zk��������������
2kÿ 1
p

�
�

������
pk
jzj

s
exp

�
2k

2kÿ 1
gjzj
�
; �62�

S sing
k �zk� � p exp

�
2k

2kÿ 1
gjzj
�
; �63�

Â ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ËØ ÒÇÓÄÞØ ÚÎÇÐÑÄ Ä ×ÑÓÏÖÎÞ (51) Ë (53)
ÆÂÈÕ ÕÑÚÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ ÓÇÉËÏÂ ÔÎÂÃÞØ ÒÑÎÇÌ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ×ÑÓÏÖ ËÏÒÖÎßÔÂ,
ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ ÑÔÑÃÖá ÕÑÚÍÖ (ÒÑÎáÔ), ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß ×ÑÓ-
ÏÖÎ (9) ë (12) Ë (57) ë (61) ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕß ËÑÐËÊÂÙËË ÒÓË ÎáÃÑÌ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ, ÎËÛß
ÔÄÇÓØÖ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÒÑÎâ, Õ.Ç.
E5 1. £ÒÓÑÚÇÏ, ÓÇÉËÏ ÔÎÂÃÞØ ÒÑÎÇÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ,
ÒÑÉÂÎÖÌ, ÎËÛß ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÕÇÓÇÔ: ÒÓË ÕÂÍËØ ÍÑÓÑÕ-
ÍËØ ËÏÒÖÎßÔÂØ à××ÇÍÕ ÄÓâÆ ÎË ÖÆÂÔÕÔâ ÐÂÃÎáÆÂÕß
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ.

±ÑÔÎÇÆÐËÌ ËÊ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÔÎÖÚÂÇÄ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÇÜÈ ÑÆÐÑÏÖ ÕËÒÖ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ ×ÖÐÍÙËË, ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÜÇÌ ×ÑÓÏÖ ËÏÒÖÎßÔÂ, ì ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍÇ
ÄÇÕÄÎÇÐËâ ("ÒÑÎáÔ ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ").

£ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎËÕÇÎßÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ë ÍÄÂÊËÏÑÐÑØÓÑÏÂ-
ÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÎÇÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÓÇÂÎßÐÑÅÑ ÏÐÑ-
ÅÑ×ÑÕÑÐÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÚÇÐß ÓÇÊÍÂâ. ¬ÂÍ
ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ ÄÔÇ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ÄÞÛÇ, Ä ÔÎÖ-
ÚÂÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ (HCP, OCP) Ë, ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑ, ËÏÒÖÎßÔÑÄ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ (< 1=O) ÙËÍ-
ÎÑÄ, àÕÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß âÄÎâÇÕÔâ ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÑÎÇÇ ÒÎÂÄÐÑÌ,
ØÑÕâ Ë ÄÔÈ ÓÂÄÐÑ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÓÇÊÍÑÌ. ¬ÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÆÑÃÐÑÇ
ÔÅÎÂÉËÄÂÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÑÃÝâÔÐËÕß ÍÂÍ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ Ô ÄÑÊ-
ÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÒÑÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ n ×ÑÕÑ-
ÐÑÄ, ÒÑÅÎÑÜÈÐÐÞØ ÊÂ ÑÆËÐ ÂÍÕ ËÑÐËÊÂÙËË. ªÊ-ÊÂ ÛËÓÑ-
ÍÑÅÑ ÚÂÔÕÑÕÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÓË ÔÎÂÃÞØ ÒÑÎâØ àÕÑÕ
ÒÓÑÙÇÔÔìÑÆÐÑÍÄÂÐÕÑÄÞÌ, Ë Ä ÕÖÐÐÇÎßÐÑÏ ÓÇÉËÏÇ, l41,
ÚËÔÎÑ ÖÚÂÔÕÄÖáÜËØ Ä ÐÈÏ ÍÄÂÐÕÑÄ ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÑ ÖÄÇÎËÚË-
ÄÂÇÕÔâ ÆÑ n � l 3 [9], Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÆÎâ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ àÕÑ ÚËÔÎÑ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÑ ÔÐËÊÖ: n > I=��ho�.

¯ÂÚÂÎÑ àÕÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÃÞÎÑ ÒÑÎÑÉÇÐÑ ÄÑ ÄÓÇÏâ ÏÑÇÅÑ
ÄËÊËÕÂ Ä ªÐÔÕËÕÖÕ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÐÂÖÚÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑ-
ÄÂÐËÌ ®ËÎÎÇÓÂ ÒÓË ¬ÂÎË×ÑÓÐËÌÔÍÑÏ ÖÐËÄÇÓÔËÕÇÕÇ Ä
¢ÇÓÍÎË. Á ÃÎÂÅÑÆÂÓÇÐ ªÐÔÕËÕÖÕÖ ®ËÎÎÇÓÂ ÊÂ àÕÖ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑÔÕß Ë ØÑÕÇÎ ÃÞ Ä ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÒÑÃÎÂÅÑÆÂÓËÕß ²ÑÐÂ
ºÇÐÂ (Ron Shen) ÊÂ ÅÑÔÕÇÒÓËËÏÔÕÄÑ Ë ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ
ÙÇÐÐÞÇ ÍÑÏÏÇÐÕÂÓËË.ÁÕÂÍÉÇ ÒÓËÊÐÂÕÇÎÇÐ¥É.®ÑÎÑÖÐË
(J. Moloney) ÊÂ ÆËÔÍÖÔÔËá, ÍÑÕÑÓÂâ ÒÑÆÕÑÎÍÐÖÎÂ ÏÇÐâ
ÐÂÚÂÕß ÆÂÐÐÖá ÓÂÃÑÕÖ.

±ÇÓÇÄÈÎ Ô ÂÐÅÎËÌÔÍÑÅÑ ¡.³. ³ÇÎáÍÑÄ
¯ÂÖÚÐÞÌ ÍÑÐÔÖÎßÕÂÐÕ ÒÇÓÇÄÑÆÂ °.¡. ¬ÑÚÂÓÑÄÔÍÂâ
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Multiphoton ionization by a very short pulse

L.V. Keldysh

P.N. Lebedev Physical Institute, Russian Academy of Sciences,

Leninskii prosp. 53, 119991 Moscow, Russian Federation

Detachment of a bound electron by an electric éeld pulse whose duration ranges from a fraction to a few times the optical cycle but is
long compared to �h=I (�hìPlanck constant, Iìbinding energy) is studied theoretically, simulating the ionization of atoms by extremely
short laser pulses. Because of the strong nonlinearity, the solution of the problem does not reduce to the sum of monochromatic
harmonic contributions and depends signiécantly on the pulse shape features. A general analysis is carried out for an analytical pulse
shape, and exact formulas are given for standard pulse shapes such as solitonlike, gaussian, lorenzian, etc., one- or half optical cycle in
duration. The intensity and pulse length dependences of the ionization probability are of a near-universal tunneling type at high
intensities. However at moderate intensities in the multiphoton regime these dependences differ widely for different pulse shapes, with
ionization probabilities always a few orders of magnitude higher than for ionization by amonochromatic wave of the same intensity and
mean frequency.

Keywords: multiphoton processes, tunnel and multiphoton ionization, relativistic ionization, very short laser pulses, intense laser

radiation
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