
³ÑÆÇÓÉÂÐËÇ

1. £ÄÇÆÇÐËÇ (75).

1.1. ¥ÄÖÏÇÓÐÂâ ÅÇÑ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÂ. 1.2. ±ÂÓÂÏÇÕÓË-

ÚÇÔÍË ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÏÞÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ. 1.3. ° ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-

ÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂØ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË u�r; t�.
2. ÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ, ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß Ë ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÎÑÍÂ-

ÎËÊÂÙËâ (84).

2.1. ¬ÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ. 2.2. ¥Ë-

ÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ.

3. ÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÇ ÒÑÎâ, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÒÑÅÓÂ×Ëâ Ë ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ

(86).

3.1. ³ÎÖÚÂÌÐÞÇ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÇ ÒÑÎâ. 3.2. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÒÑ-

ÅÓÂ×Ëâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ.

4. ³ÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÇ âÄÎÇÐËâ ÒÇÓÇÐÑÔÂ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (92).

4.1. ¬ÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

4.2. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÇÅÑ àÐÇÓÅËË Ä

ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

5. ®ÑÆÇÎß ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÒÑÊÄÑÎâáÜÂâ ÒÑÎÖÚËÕß

ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚ ÒÇÓÇÐÑÔÂ (96).

5.1. ®ÑÆÇÎß ÆË××ÖÊËË ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË. 5.2. ®ÑÆÇÎß ÕÖÓÃÖ-

ÎÇÐÕÐÑÅÑ ÆËÐÂÏÑ.

6. ±ÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÏÞÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÅÂÖÔÔÑ-

ÄÑÌ ÐÂÍÂÚÍÑÌ (96).

6.1. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÊÂÆÂÚË ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÅÑ

ÆËÐÂÏÑ Ô ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÐÂÍÂÚÍÑÌ. 6.2. ¡ÐÑÏÂÎßÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÐÂ

ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË.

7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ (103).

³ÒËÔÑÍ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÞ (103).

¬ÐËÅÂ ÒÓËÓÑÆÞ ÐÂÒËÔÂÐÂ ÐÂ âÊÞÍÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÍË.
¤ÂÎËÎÇÑ ¤ÂÎËÎÇÌ

1. £ÄÇÆÇÐËÇ

¹ÇÎÑÄÇÚÇÔÕÄÑ ÉËÄÈÕ Ä ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÕÑØÂÔÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ØÂÑÔÂ. ±ÓË àÕÑÏ
×ËÊËÍË ÄÇÓâÕ, ÚÕÑ ËÔØÑÆÐÞÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÏÇØÂÐËÍË, ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË, ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË,
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË, ÂÍÖÔÕËÍË, ÑÒÕËÍË, ÓÂÆËÑ×ËÊËÍË Ë Õ.Ò.
ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÓÇÂÎßÐÖá ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐ�yá àÄÑ-
ÎáÙËá ÏËÓÂ.

£ 2014 Å. ÐÂÖÚÐÞÌ ÏËÓ ÑÕÏÇÚÂÎ áÃËÎÇÌ ì 450 ÎÇÕ ÔÑ
ÆÐâ ÓÑÉÆÇÐËâ ÄÇÎËÍÑÅÑ ÖÚÈÐÑÅÑ ¤ÂÎËÎÇâ [1], ÖÕÄÇÓÉÆÂÄ-
ÛÇÅÑ, ÚÕÑ ÒÓËÓÑÆÂ ÒËÛÇÕ ÊÂÍÑÐÞ ÐÂ âÊÞÍÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÍË. ¡
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆËÐÂÏËÍË Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÍÂÍ ÓÂÊ
Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÑÆÐÑ ËÊ ÅÎÂÄÐÞØ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ ÏÂ-
ÕÇÏÂÕËÍË Ä ×ËÊËÍÇ! ª ÇÔÎË ¤ÂÎËÎÇÌ ÒÓÂÄ, ÕÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÄÑÒÓÑÔ: ÍÂÍ ÏÑÉÐÑ "ÄÞÕÂÜËÕß" ËÊ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÊÂÍÑÐÞ
ÒÓËÓÑÆÞ, ÐÇ ÂÐÂÎËÊËÓÖâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÏÇØÂÐËÊ-
ÏÞ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ âÄÎÇÐËÌ? °ÕÄÇÕ ÐÂ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÏÑÉÇÕ
ÆÂÕß ÕÑÎßÍÑ ÒÓÂÄËÎßÐÞÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ. £ ÐÂ-
ÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕÔâ ËÏÇÐÐÑ ÕÂÍÑÌ ÒÑÆØÑÆ.

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÏ ÑÔÐÑÄÐÖá ÊÂÆÂÚÖ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ
ÕÂÍ, ÍÂÍ ÏÞ ÇÈ ÒÑÐËÏÂÇÏ: ÄÞâÄËÕß ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÕÂÍËÇ ÑÃÜËÇ ÑÔÑ-
ÃÇÐÐÑÔÕË ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÒÓÑâÄÎâáÕÔâ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ, Õ.Ç. ÒÑÚÕË ÆÎâ
ÄÔÇØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÔËÔÕÇÏ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô
ÕÇÏ, ÚÕÑ ÑÃÞÚÐÑ ÏÞ ÐÇ ËÏÇÇÏ ÂÐÔÂÏÃÎâ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ, Ë
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ÔÒÇÙËÂÎËÔÕÞ ÒÑ ÚËÔÎÇÐÐÑÏÖ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËá, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ
Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÕÑÓÞ, ËÏÇáÕ ÆÇÎÑ Ô ÑÕÆÇÎßÐÞÏË ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËâÏË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ë ÒÑÎÇÌ. ´ÓÂÆËÙËÑÐÐÑÇ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÆÂÈÕ "ÔÓÇÆÐÇÇ
ÒÑ ÃÑÎßÐËÙÇ". ¢ÞÄÂáÕ, ÍÑÐÇÚÐÑ, Ë ËÔÍÎáÚÇÐËâ (ÔÏ. ÓÂÊ-
ÆÇÎ 1.1).

£ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ, ÑÒËÔÞÄÂÇ-
ÏÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, Ä ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ
ÏÑÉÇÕ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÕßÔâ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ç ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐËÇ ÒÓË ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ àÕÑÅÑ ÒÑÎâ. ´ÂÍËÇ
ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ë âÄÎÇÐËâ, ÒÓÑËÔØÑÆâÜËÇ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆË-
ÐËÙÂ, ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÏË. ±ÑÆÑÃÐÖá "ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍÖá ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕß" ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ
ÐÇÍÖá ÑÓÅÂÐËÊÂÙËá ÔÎÑÉÐÑÌ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, Ë
ÄÞÆÇÎÇÐËÇ ÇÈ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÄÄÇÆÇÐËá ÒÑÐâÕËâ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÍÂÍ ÔÂÏÑ-
ÑÓÅÂÐËÊÂÙËË ÏÐÑÅÑÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÞØ ÔËÔÕÇÏ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ
ËÊ ØÂÑÕËÚÇÔÍËØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ ËØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ (ÔÏ., ÐÂ-
ÒÓËÏÇÓ, [2]).

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÕÓË ÕËÒÂ ÒÓÑ-
ÔÕÇÌÛËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ: ÔËÔÕÇÏÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô
ÅÂÖÔÔÑÄÞÏË ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ÒÑÎâÏË, ÔÑ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÒÂ-
ÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇÏ Ë ÔÑ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇÏ, ÒÑÓÑÉÆÈÐÐÞÏ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÐÂ-
ÍÂÚÍÑÌ (ÍÑÏÃËÐËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ). £ÔÇ àÕË ÔËÔÕÇÏÞ ÑÒË-
ÔÞÄÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÂÉÇ Ä ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎâØ
ÏÑÅÖÕ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÕßÔâ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÇ ÔËÕÖÂÙËË ì ÐÇ
ÕËÒËÚÐÞÇ ÆÎâ ÑÃÞÚÐÑÅÑ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÛÖÏÂ. ´ÂÍËÇ âÄÎÇÐËâ
ËÏÇáÕ ÏÇÔÕÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÊÂÆÂÚÂØ ÅÇÑ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÄÑ ÄÓÂÜÂáÜÇÌÔâ ÉËÆÍÑÔÕË ÔÑ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËÇÌ ÆÐÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [3, 4]) Ë Ä
ÊÂÆÂÚÇ ÑÃ ÂÐÑÏÂÎßÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ÐÂ ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 6.2).

1.1. ¥ÄÖÏÇÓÐÂâ ÅÇÑ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÂ
±ÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÔÎÖÚÂÌ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÅÑ âÄÎÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÆÄÖÏÇÓÐÑÏÖ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÏÖ ÒÑÕÑÍÖ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË
ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË R � �x; y�, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÏÖ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÕÑÍÂ
c�R; t�, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËá

q
qt

Dc�R; t� � J
ÿ
Dc�R; t�;c�R; t�� ; c�R; 0� � c0�R� ; �1�

ÅÆÇ D ì ÎÂÒÎÂÔËÂÐ, J
ÿ
c�R; t�;j�R; t�� ì âÍÑÃËÂÐ ÆÄÖØ

×ÖÐÍÙËÌ [5],

J
ÿ
c�R; t�;j�R; t�� � qc�R; t�

qx
qj�R; t�

qy
ÿ qj�R; t�

qx
qc�R; t�

qy
:

¯ÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÆÑÎÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË ÅËÆÓÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ (1) Í ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÓÂÄÐÑÄÇ-
ÔËá. µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÒÓÑÙÇÔÔ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ÕÂÍÑÅÑ ÓÂÄÐÑ-
ÄÇÔËâ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ ÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐËÌ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ, ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ
Ä ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ Ë ËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ c0�R� ÕÂÍÑÇ ÓÂÄ-
ÐÑÄÇÔÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ Ë ÊÂÆÂÚÂ ÔÄÑ-
ÆËÕÔâ Í ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÇÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ. ³ÎÖÚÂÌÐÂâ ×ÖÐÍ-
ÙËâ ÕÑÍÂ c�R; t� Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ àÄÑÎáÙËË ÑÔÕÂÈÕÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ c�R; t�
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÂÆÆËÕËÄÐÑÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ, ÇÈ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐÞ

ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ

Dc�Rÿ R 0; t� �
D�

c�R; t� ÿ c�R 0; t��2E �
� 2
ÿ
Bc�0; t� ÿ Bc�Rÿ R 0; t�� ;

ÅÆÇ Bc�Rÿ R 0; t� � hc�R; t�c�R 0; t�i ì ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÒÑÎâ c�R; t�.

¦ÔÎË ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÎâ c�R; t�
ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÅÑ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÕÂ-
ÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ

Dc�R� � lim
t!1Dc�R; t� ;

ÕÑ ÆÎâ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ [2]

�Dq � l�DqDc�q� � 0 ; �2�

ÅÆÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÓÂÊÆÇÎÇÐËâ l ËÏÇÇÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÍÄÂÆ-
ÓÂÕÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÆÎËÐÞ, q � jRÿ R 0j, Dq ì ÓÂÆËÂÎßÐÂâ
ÚÂÔÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÂÒÎÂÔÂ.

ªÏÇáÕÔâ ÆÄÂ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2),
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏÖ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÏÖ
ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ l: l � k 2

0 > 0 Ë l � ÿk 2
0 < 0.

£ ÔÎÖÚÂÇ l � k 2
0 > 0 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÎÇÆÖá-

ÜÇÏÖ:

DqDc�q� � CJ0�k0q� ;

ÅÆÇ Cì ÓÂÊÏÇÓÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ, J0�z�ì×ÖÐÍÙËâ ¢ÇÔÔÇÎâ
ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÖÐÍÙËâDc�q� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ËÊ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ±ÖÂÔÔÑÐÂ, Ë Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË ÕÑÍÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

E�k� � Ed�kÿ k0� ;

ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂÏ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÏ
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ. ´ÂÍËÏË
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂÏË ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË âÄÎâáÕÔâ ÄËØÓË, Õ.Ç.
ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ Ä ÄËÆÇ ÄËØÓÇÅÇÐÇÊËÔÂ.

£ ÔÎÖÚÂÇ l � ÿk 2
0 < 0 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÒÑÆÑÃ-

ÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá,

DqDc�q� � CK0�k0q� ;

ÐÑ ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÏÖ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ×ÖÐÍÙËá ®ÂÍÆÑÐÂÎßÆÂ
K0�z� Ô ÓÂÊÏÇÓÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË k0 Ë C. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÂâ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ×ÖÐÍÙËË ÕÑÍÂ ÕÇÒÇÓß
ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

E�k� � E0

k 2 � k 2
0

;

ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá ¤ËÃÃÔÂ Ô ÆÄÖÏâ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÂÏË ÆÄËÉÇÐËâ: ËÐÕÇÅÓÂÎÞ àÐÇÓÅËË Ë ÍÄÂÆÓÂÕ ÄËØÓâ
ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [6, 7]).

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß Ë ÓÂÄÐÑ-
ÄÇÔÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÆÎâ ÍÄÂÊËÅÇÑÔÕÓÑ×ËÚÇÔÍËØ ÒÑÕÑÍÑÄ (Ô
ÖÚÈÕÑÏ ÄÓÂÜÇÐËâ) ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËÇÌ ÒÑÆÔÕËÎÂ-
áÜÇÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÆÎâ ÑÆÐÑÔÎÑÌÐÑÅÑ Ë ÆÄÖØÔÎÑÌÐÑÅÑ
ÒÑÕÑÍÑÄ ÉËÆÍÑÔÕË (ÓËÔ. 1), ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÂÐÂ-
ÎÑÅËÚÐÖá ÔËÕÖÂÙËá.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÔÎÑÌÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÒÑÕÑÍ ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕËR � �x; y� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ×ÖÐÍÙËÇÌ ÕÑÍÂ,

76 £.ª. ¬Á¸¬ª¯ [µ¶¯ 2016



ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËá

q
qt

Dc�R; t� � b0
q
qx

c�R; t� � J
ÿ
Dc�R; t� � h�R�;c�R; t�� ;

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ b0 ìÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÒÑÛËÓÑÕÇ ÑÕ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ¬ÑÓËÑÎËÔÂ f0, h�R� � f0 ~h�R�=H0. ©ÆÇÔß ~h�x�ì
×ÖÐÍÙËâ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ ÕÑÒÑÅÓÂ×Ëá ÆÐÂ ~h�R�, H0 ì
ÔÓÇÆÐââ ÕÑÎÜËÐÂ ÔÎÑâ ÉËÆÍÑÔÕË. ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕ ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÉËÆÍÑÔÕË. £ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÃÂÓÑÍÎËÐÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ ËÔÒÑÎß-

ÊÖÇÕÔâ ÆÄÖØÔÎÑÌÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÒÑÕÑÍÑÄ,
ÑÒËÔÞÄÂÇÏÂâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:

q
qt

�
Dc1 ÿ a1F�c1 ÿ c2�

�� b0
qc1

qx
�

� J
ÿ
Dc1 ÿ a1F�c1 ÿ c2�;c1

�
;

q
qt

�
Dc2 ÿ a2F�c2 ÿ c1�

�� b0
qc2

qx
�

� J
ÿ
Dc2 ÿ a2F�c2 ÿ c1� � f0a2h;c2

�
;

ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÞ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ a1 � 1=H1,
a2 � 1=H2 ì ÑÃÓÂÕÐÞÇ ÕÑÎÜËÐÞ ÔÎÑÈÄ ì Ë F �
� f 2

0 r=g�Dr�, Dr=r � �r2 ÿ r1�=r0 > 0.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÆÄÖØÔÎÑÌÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÒÑâÄÎâáÕÔâ

ÖÉÇ ÆÄÂ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÓÂÊÏÇÓÂ.
±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÒÑÆÑÃÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÐÂÃÎáÆÂÎËÔß

Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ ÄÑ ÄÓÂÜÂáÜÇÌÔâ
ÉËÆÍÑÔÕË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÂÃÑÕÞ [8 ë 10], ÑÃÊÑÓ [11] Ë
ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [12, 13]), Â ÕÂÍÉÇ ÒÓË ÚËÔÎÇÐÐÑÏ ÏÑÆÇÎËÓÑ-
ÄÂÐËË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [14]). £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË
ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÓËÔ. 2 ë 5, ÍÑÕÑÓÞÇ, ÐÂ ÐÂÛ ÄÊÅÎâÆ, ÔÑÑÕÄÇÕ-

H0 r0
~h�x�

x

Â

H0

H1

H2

r1

r2
~h�x�

x

Ã

²ËÔ. 1. ³ØÇÏÞ ÑÆÐÑÔÎÑÌÐÑÌ (Â) Ë ÆÄÖØÔÎÑÌÐÑÌ (Ã) ÏÑÆÇÎÇÌ ÅËÆÓÑÆË-
ÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÒÑÕÑÍÑÄ. H0, H1 Ë H2 ì ÕÑÎÜËÐÞ ÔÎÑÈÄ ÉËÆÍÑÔÕË Ô
ÒÎÑÕÐÑÔÕâÏË r0, r1 Ë r2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ~h�x�ì×ÖÐÍÙËâ, ÑÒËÔÞÄÂá-
ÜÂâ ÕÑÒÑÅÓÂ×Ëá ÆÐÂ.

Â

Ã

²ËÔ. 2. ³ËÔÕÇÏÂ ÓÇÅÖÎâÓÐÞØ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞØ ÄËØÓÇÌ ÐÂ ÄÓÂÜÂáÜÇÌÔâ ÒÎÂÕ×ÑÓÏÇ: (Â) ÄËÆ ÔÄÇÓØÖ, (Ã) ÄËÆ ÔÃÑÍÖ. (ªÊ ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [12].)

²ËÔ. 3. ³ËÔÕÇÏÂ ÐÇÓÇÅÖÎâÓÐÞØ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞØ ÄËØÓÇÌ ÐÂ ÄÓÂÜÂá-
ÜÇÌÔâ ÒÎÂÕ×ÑÓÏÇ ÒÓË ÃÑÎßÛÇÌ, ÚÇÏ ÐÂ ÓËÔ. 2, ÔÍÑÓÑÔÕË ÄÓÂÜÇÐËâ.
(ªÊ ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [12].)

²ËÔ. 4. ±ÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÃÂÓÑÍÎËÐÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÆÄÖØÔÎÑÌÐÑÌ
ÔÕÓÂÕË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÐÂ ÄÓÂÜÂáÜÇÌÔâ ÒÎÂÕ×ÑÓÏÇ. (ªÊ
ÓÂÃÑÕÞ [11].)
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ÔÕÄÖáÕ ÑÒËÔÂÐÐÑÌ ÔËÕÖÂÙËË. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 6 ÒÓËÄÇÆÈÐ
ÒÓËÏÇÓ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ä ÒÑÎÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ
ÕÇÚÇÐËÌ Ä ¢ÂÎÕËÌÔÍÑÏ ÏÑÓÇ [15, 16].

1.2. ±ÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÏÞÇ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ
ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇÏ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË. ´ÂÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËÇ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÑÃÎÂ-
ÔÕâØ ×ËÊËÍË, ÏÑÅÖÕ ÑÒËÔÞÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÏË
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË, ÕÂÍ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ä
ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ. ³ÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÇ ÆÎâ ÕÂÍËØ ÔËÔÕÇÏ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ Ä ×ÑÓÏÇ
ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ÄÑÊÃÖÉÆÇ-
ÐËÇÏ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÑÎÇÌ Ä àÕËØ ÔÓÇÆÂØ. ¬ÎÂ-

ÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ÒÑÎâ ì àÕÑ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÍÑÏ-
ÒÂÍÕÐÞØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ Ô ÃÑÎßÛËÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË ÆÂÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÐÂ ×ÑÐÇ ÑÍÓÖÉÂáÜËØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ Ô ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐËÊÍËÏË
ÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâÏË. ±ÓË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐËË ÄÔâ ËÐ-
×ÑÓÏÂÙËâ Ñ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÖÕÓÂÚËÄÂÇÕÔâ.
´ÂÍËÇ ÊÂÆÂÚË ËÏÇáÕ ÏÇÔÕÑ Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ (ÒÂÔÔËÄÐÂâ
ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÒÓËÏÇÔß Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÏ ÒÑÕÑÍÇ), Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÌ
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ (ÒÂÔÔËÄÐÂâ ÄÇÍÕÑÓÐÂâ ÒÓËÏÇÔßìÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÏ ÒÑÕÑÍÇ) Ë ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË
ÄÑÎÐ ÓÂÊÎËÚÐÑÌ ÒÓËÓÑÆÞ (ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ, ÓÂÆËÑ-
ÄÑÎÐÞ, ÔÄÇÕ Ë ÎÂÊÇÓÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ) Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ.
£ÔÇ àÕË ÊÂÆÂÚË ÑÃÞÚÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ Ä ÍËÐÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Ë ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÆÄÖÏâ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏË ÄÂÉÐÇÌÛËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË.

1. £ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÓÇÂÎËÊÂÙËË
ÒÑÎâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË âÄÎâáÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË, ÍÑ-
ÕÑÓÞÇ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÞÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÑÏ: ÑÐË ËÏÇáÕ
ÄËÆ ÒËÍÑÄ, ÒÑâÄÎâáÜËØÔâ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÓÇ-
ÏÇÐË. ±ÓÑÏÇÉÖÕÍË ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÏÂÎÑÌ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá Ë ÃÑÎßÛÑÌ ÒÓÑÕâÉÈÐÐÑÔÕßá. ´ÂÍÂâ ÓÇÂ-
ÎËÊÂÙËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÆÎâ ÎáÃÑÌ
ÕÑÚÍË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÏ ÑÆÐÑ-
ÄÓÇÏÇÐÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, ËÏÇáÜËÏ
ÒÑÎÑÅËÌ "ØÄÑÔÕ". ª ÃÑÎßÛËÇ, ÐÑ ÓÇÆÍËÇ ÄÞÃÓÑÔÞ (×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËË) ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÞ àÕËÏË ØÄÑÔÕÂÏË. °ÔÐÑÄÐÞÏË ÔÕÂ-
ÕËÔÕËÚÇÔÍËÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÑÄ âÄÎâáÕÔâ: ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-
ÕÇÌ, ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚ-
ÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÂâ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑ-
ÔÕË ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ, Ë ÎâÒÖ-
ÐÑÄÔÍÂâ àÍÔÒÑÐÇÐÕÂ. £ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÊÂÆÂÚÂØ, ÑÒËÔÞÄÂÇ-
ÏÞØ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÏË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË
Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ËÎË ÍÓÂÇÄÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË, Ä ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ
ÏÑÉÇÕ ÐÂÃÎáÆÂÕßÔâ ÕÑÎßÍÑ ÕÂÍÑÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ âÄÎÇÐËÇ,
ÍÂÍ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 2).

2. ³ÂÏÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Ë ÑÐÑ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÂÐÂÎËÊÂ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ËÆÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÔÕÑ-
ØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ. £ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÊÂÆÂÚË, ÒÓË
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË, ÄÔÇ ÑÆ-
ÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÕÑÚÍË. ³ÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÒÑ ÄËÆÖ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ä ÍÂÉ-
ÆÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ, ØÑÕâ ÔÏÞÔÎ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÇÐ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ
ÂÐÂÎËÊ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÕÂÍÉÇ ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ
ÓÂÊÎËÚÐÞÏ.

±ÑÆÓÑÃÐÑÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ àÕËØ ÄÑÒÓÑÔÑÄ ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä
ÏÑÐÑÅÓÂ×ËâØ [17 ë 20] Ë ÓÂÃÑÕÂØ [21 ë 24].

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ: ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâáÕÔâ ÎË
ÕÂÍËÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ âÄÎÇÐËâ, ÍÂÍ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ Ë ÍÎÂÔÕÇÓË-
ÊÂÙËâ, Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÑÄ Ë ÒÑÎÇÌ ËÎË ÐÇÕ, Â ÇÔÎË ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâáÕÔâ, ÕÑ ÊÂ ÍÂ-
ÍÑÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ (ËÎË ÐÂ ÍÂÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÏÂÔ-
ÛÕÂÃÂØ)?

³ÂÏÑ âÄÎÇÐËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ä ÔÕÑØÂÔÕËÚÇ-
ÔÍËØ, ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÏÞØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔ-
ÕÇÏÂØ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ Ä ×ËÊËÍÇ. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÇÛÇ-
ÐËâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÊÂÆÂÚ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ÄÑÊÃÖÉÆÇ-
ÐËÇÏ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞØ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÏË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË, âÄÎâáÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË.
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t � 158

t � 193

t � 226

t � 248

t � 305

²ËÔ. 5. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) £ËØÓÇÅÇÐÇÊËÔ ÐÂ Ô×ÇÓÇ, ÒÑÓÑÉÆÈÐÐÞÌ
ÔÆÄËÅÑÄÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá. (ªÊ ÓÂÃÑÕÞ [14].)

²ËÔ. 6. °ÃÎÂÔÕß ÔÖÃÏÇÊÑÏÂÔÛÕÂÃÐÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ Ä ¢ÂÎÕËÌÔÍÑÏ ÏÑÓÇ.
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±ÓÑÔÕÇÌÛÂâ ÕÂÍÂâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ y�t; a�, ÑÒËÔÞÄÂÇ-
ÏÞÌ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÏ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ:

d

dt
y�t; a� � �ÿa� z�t�	 y�t; a�; y�0; a� � 1 ; �3�

ÅÆÇ z�t� ì ÅÂÖÔÔÑÄ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÃÇÎÑÅÑ ÛÖÏÂ Ô
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË


z�t�� � 0 ; Bz�tÿ t 0� � 
z�t�z�t 0�� � 2Dd�tÿ t 0� :

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

y�t; a� � exp

�
ÿat�

� t

0

dt z�t�
�
: �4�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÊÐÂÍÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a Ä (4) ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÒÇÓÇØÑÆÖ Í ÒÓÑÙÇÔÔÖ 1=y�t� [25].

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 7 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t; a�, ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (4), ÆÎâ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a
Ë jaj=D � 1 (ÛÕÓËØÑÄÞÇ ÎËÐËË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ×ÖÐÍÙËâÏ
exp �ÿDt� ÒÓË a > 0 Ë exp �Dt� ÒÓË a < 0). ªÊ ÓËÔÖÐÍÂ 7
ÄËÆÐÑ ÐÂÎËÚËÇ ÓÇÆÍËØ, ÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ (×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÌ) ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÛÕÓËØÑÄÞØ ÍÓËÄÞØ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÍÂÍ
ÃoÂ ÎßÛËØ, ÕÂÍ Ë ÏÇÐßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ. ´ÂÍÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕßá; ÑÐÑ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ ËÊÖÚÂÎÑÔß Ä 1980-Ø ÅÑÆÂØ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÓÂÃÑÕÞ [26, 27]). ±ÑÆÓÑÃÐÑÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÄÑÒÓÑÔÂ
ÆÂÐÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [19] Ë ÓÂÃÑÕÇ [28]. ¬ÓËÄÖá,
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâáÕÔâ ÄÞÃÓÑÔÞ (×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËË), ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË.

¡ÄÕÑÓÞ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÍÂÉÆÑÌ ËÊ ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞØ
ÓÂÃÑÕ ÒÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá ÔÄÑÌÔÕÄ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕË ÒÓË
ÑÃÓÂÜÇÐËË Í ÒÑÐâÕËá "ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß" ÔÔÞÎÂáÕÔâ ÐÂ
ÓÂÃÑÕÖ [27]. ³ÂÏ ÕÇÓÏËÐ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß ÒÑâÄËÎÔâ ÒÓË
ËÊÖÚÇÐËË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÞØ ÒâÕÇÐ Ä ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ [29, 30] (ÕÂÍ ÑÕÏÇÚÇÐÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÓÂÃÑÕÇ
[27]). °ÆÐÂÍÑ Ä ÕÇ ÆÂÎÈÍËÇ ÄÓÇÏÇÐÂ ÖÉÇ ØÑÓÑÛÑ ÃÞÎÑ
ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑÎÇÌ ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË Ë ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÃÎËÊÍË Í ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [31]). ´ÇÓÏËÐ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß, ÍÑÐÇÚÐÑ, âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÍÓÂÔËÄÞÏ, Ë ÑÐ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ËÊÏÇÐÚËÄÑÔÕß ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ä ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-

ÔÕÄÂ, Õ.Ç. ËÊÏÇÐÚËÄÑÔÕß ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ.

£ ÕÇ ÄÓÇÏÇÐÂ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÃÞÎÑ ÕÂÍÉÇ ËÊÄÇÔÕÐÑ Ñ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕË (ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ) Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ
ÔËÔÕÇÏÂØ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÂÏÑÌ ÔËÔ-
ÕÇÏÞ. ¯Ñ Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÆÑÎÅÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÄÒÎÑÕß ÆÑ 1980-Ø
ÅÑÆÑÄ, ÐËÍÕÑ àÕËÏË ÄÑÒÓÑÔÂÏË ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ ËÐÕÇÓÇÔÑ-
ÄÂÎÔâ. ©ÂÔÎÖÅÂ ÂÄÕÑÓÑÄ ÓÂÃÑÕÞ [27] ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÑÐË, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÒÇÓÄÞÏË ÑÃÓÂÕËÎË ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑÔÕß ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÄÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇ ÕÂÍÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÇ
ÃÞÎÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ËÊ ÐÂÃÎáÆÇÐËÌ ÓÂÊÎËÚÐÑÅÑ
ÓÑÆÂ.

£ ÂÐÐÑÕÂÙËË ÓÂÃÑÕÞ [27] ÅÑÄÑÓËÕÔâ: "¥Îâ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑ ÄÑÊÐËÍ-
ÐÑÄÇÐËÇ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÓÂÔÕÖÜÂâ
ÄÇÎËÚËÐÂ ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÓÇÍÑÓÆÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ. ¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ
ÓÇÆÍÑÔÕß àÕËØ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËÌ, ËÏÇÐÐÑ Ä ÐËØ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑ-
ÚÇÐÂ ÑÔÐÑÄÐÂâ ÚÂÔÕß ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÓÂÔÕÖ-
ÜÇÌ ÄÇÎËÚËÐÞ (ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÍÄÂÆÓÂÕÂ Ë
Õ.Æ.). £ÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÕÂÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ âÄÎÇ-
ÐËÇÏ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕË". ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÓÂÃÑÕÇ [27]
ÃÑÎßÛËÇ ÓÇÆÍËÇ ÄÞÃÓÑÔÞ (×ÎÖÍÕÖÂÙËË) ËÏÇÐÖáÕÔâ ÔÒÇ-
ÙË×ËÚÇÔÍËÏË ÔÕÓÖÍÕÖÓÂÏË, Â ÔÂÏ ÒÓÑÙÇÔÔ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
ÕÂÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ (ÄÞÃÓÑÔÑÄ ËÎË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ) ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ
âÄÎÇÐËÇÏ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕË.

£ ÐÂÛÇÏ ÒÑÐËÏÂÐËË ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÑÃÜÇÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÄÔÇØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ, ÐÇ ÊÂ-
ÄËÔâÜÇÇ ÑÕ ÄÇÎËÚËÐ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ, Â ÔÕÓÖÍÕÖÓÑ-
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ì àÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÂâ àÄÑÎáÙËâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË.

£ ÓÂÃÑÕÇ [27] àÕË ÒÑÐâÕËâ ÃÞÎË ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎÇÐÞ. £
ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÖÚÈÐÞÇ ÃÑÎßÛËÇ
ÓÇÆÍËÇ ÄÞÃÓÑÔÞ (×ÎÖÍÕÖÂÙËË), ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÆÎâ ÔÕÑØÂ-
ÔÕËÚÇÔÍËØ ÍÂÍ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ, ÕÂÍ Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÇÑÐÕÑÄËÚÂ (ÔÏ. ÐËÉÇ), ÐÂÊÞÄÂáÕ ÄÑÎÐÂÏË-ÖÃËÌÙÂÏË
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÎÇÍÙËË £.¦. ©ÂØÂÓÑÄÂ [32]). £ÑÎÐÂ-ÖÃËÌ-
ÙÂ, ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÑ, âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì
ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËÇÌ ÄÑÆÐÞØ ÏÂÔÔ, Ë ÇÈ ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂ-
ÎËÊÂ àÄÑÎáÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ
àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÞØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ âÄÎâÇÕÔâ ÔÂÏÑ-
ÔÕÑâÕÇÎßÐÑÌ ÄÇÕÄßáÕÇÑÓËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,

4

y�t�
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1

0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
Dt

a4 0 y�t�
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Dt
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

a5 0

²ËÔ. 7. ²ÇÂÎËÊÂÙËË ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t� ÒÓË a > 0, a < 0 Ë jaj=D � 1.
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ÑÃÊÑÓ [33]). °ÆÐÂÍÑ, ÒÑ ÐÂÛÇÏÖ ÏÐÇÐËá, ÕÂÍÑÇ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËÇ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÐËÍÂÍÑÅÑ ÑÕÐÑÛÇÐËâ Í ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË.

±ÓËÐÙËÒËÂÎßÐÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ä ÚÂÔÕÐÞØ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ËØ ÓÇÛÇÐËâ âÄÎâáÕÔâ
ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ÒÑÎâÏË Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË. ³ÎÑÉ-
ÐÑÔÕß ÑÃÝâÔÐÇÐËâ àÕËØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÆÄÖÏâ ×ÂÍÕÑÓÂÏË. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, Ä ÍÂÉÆÑÌ
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÆÎâ
ÍÂÉÆÑÅÑ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÄÓÇÏÇÐË ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ
ÒÑÎÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÒÑ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ. ªÏÇÐÐÑ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÑÄ (ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ËÎË ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÇ) Ë ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß (Õ.Ç. ËÊÏÇÐÚË-
ÄÑÔÕß), ÍÑÕÑÓÂâ âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÜËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÄÔÇØ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÃÇÊÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ Í ÒÓËÓÑÆÇ ËØ ÒÓÑ-
ËÔØÑÉÆÇÐËâ.

±ÑÆ ÒÑÐâÕËÇÏ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ ËÎË ÏÇÐÇÇ
ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÇ ÚÇÓÇÆÑÄÂÐËÇ ÄÞÃÓÑÔÑÄ (×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ) àÕÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÍÂÍ ÃoÂ ÎßÛËØ, ÕÂÍ Ë ÏÇÐßÛËØ ÇÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ ì
ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË, ÍÑÕÑÓÂâ âÄÎâÇÕÔâ ÏÇÆËÂÐÑÌ
ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (ÔÏ.
ÓÂÊÆÇÎ 2.1). ±ÓË àÕÑÏ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË
ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÏÞÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÏÑÉÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙË-
ÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂÕß ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ä ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ
(ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, Ô ÍÂÍËÏË-ÕÑ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË), ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ âÄÎÇÐËá ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË. £ÑÊÏÑÉÐÑ
ÕÂÍÉÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÕÔÖÕÔÕÄËá ÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË. ±ÓË àÕÑÏ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ÎÑÅÐÑÓ-
ÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ âÄÎâÇÕÔâ ÐÂÎËÚËÇ ÓÇÆÍËØ
ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ (×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ) ÒÓÑÙÇÔÔÂ (ÔÏ. ÓËÔ. 7),
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÇ ÆÎËÐÐÞÏ ÒÑÎÑÅËÏ "ØÄÑÔÕÑÏ" ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 2). £ÔÇ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕË-
ÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË, ÕÂÍËÇ ÍÂÍ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ Ë ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÎáÃÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÞ ËÏÇÐÐÑ
àÕËÏË ÄÞÃÓÑÔÂÏË.

£ÄÑÆâ ÒÑÐâÕËÇ ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ, ÏÞ ÄÑÊÄÓÂÜÂÇÏÔâ Í ËÔÕÑÓËÚÇÔÍÑÏÖ ÔÏÞ-
ÔÎÖ ÒÑÐâÕËâ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÜËÏ
ÆÎâ ÄÔÇØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ, Ë àÕÑ ÒÑÐâÕËÇ ËÏÇÇÕ
ÚÈÕÍÑÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Ë ÒÓÑÊÓÂÚÐÞÌ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ.

±ÓËÏÇÓÞ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ. ±ÓÑ-
ÔÕÇÌÛÇÌ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÇÐËÇÏ âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÆË××ÖÊËË ÚÂÔÕËÙÞ ËÎË ÔËÔÕÇÏÞ
ÚÂÔÕËÙ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r; t� Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏË
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË Ä ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [17 ë 20], ÅÆÇ ÆÂÐÂ
ÒÑÆÓÑÃÐÂâ ÃËÃÎËÑÅÓÂ×Ëâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÒÓÑÃÎÇÏ),
ÑÒËÔÞÄÂÇÏÂâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

dr�t�
dt
� u
ÿ
r�t�; t� ; r�0� � r0 : �5�

¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ,
ÚÕÑ ÆËÐÂÏËÍÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÚÂÔÕËÙ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÂÇÕÔâ Ä
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÕÑÅÑ, âÄÎâÇÕÔâ ÎË ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÏ ËÎË ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÏ. ´ÂÍ, ÆÎâ ÍÑÐ-
ÍÓÇÕÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ

ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r� ÚÂÔÕËÙÞ (ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ), ÓÂÄÐÑ-
ÏÇÓÐÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÇ Ä ÍÓÖÅÇ, ÕÑÎßÍÑ ÒÇÓÇÏÇÛËÄÂáÕÔâ
Ä ÑÃÎÂÔÕË, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÍÑÐÕÖÓÑÏ.
£ÑÊÐËÍÂÇÕ ÎËÛß ÔËÎßÐÂâ ËÊÓÇÊÂÐÐÑÔÕß ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÅÑ ØÂ-
ÓÂÍÕÇÓÂ àÕÑÅÑ ÍÑÐÕÖÓÂ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r� ÚÂÔÕËÙÞ, ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÇ Ä
ÍÄÂÆÓÂÕÇ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË, Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÄÓÇ-
ÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎáÙËË ÑÃÓÂÊÖáÕ ÍÎÂÔÕÇÓÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË. ±ÑÆ-
ÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ Ä àÕÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ì
ÚËÔÕÑ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ à××ÇÍÕ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÖÔÓÇÆ-
ÐÇÐËË ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ ÕÂÍÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÆËÐÂÏËÍË ÚÂÔÕËÙ ËÔÚÇÊÂÇÕ.

ªÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÕÂÍÉÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ ¡ÐÆÇÓ-
ÔÑÐÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ [34,
35], Ë, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÎÑÍÂÎË-
ÊÂÙËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ Ä ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÄÑÎÐÂØ Ä
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÓÇÆÂØ Ä ÚÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ �L0;L�
[36]. ¿ÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ

d2u�x�
dx 2

� k 2
ÿ
1� e�x��u�x� � 0 �6�

Ô ÍÓÂÇÄÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÒÑÎâ Ë ÇÅÑ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÑÌ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÎÑâ:

u�L� � i

k

du�x�
dx

����
x�L
� 2 ; u�L0� ÿ i

k

du�x�
dx

����
x�L0

� 0 :

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ, ÕÑÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÑÃÑÃ-
ÜÇÐËÇ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ (4), ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐËÄ ÇÅÑ ÐÂ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÑÅÎÂÔÐÑ
×ÑÓÏÖÎÇ

f �r; t; a� � f0�r� exp
�
ÿat�

� t

0

dt z�r; t�
�
; �7�

ÅÆÇ z�r; t�ì ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÇ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ Ë
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ

Bz�rÿ r 0; tÿ t 0� � 
z�r; t�z�r 0; t 0�� � 2D�rÿ r 0�d�tÿ t 0� :
�8�

¿ÕÑ ÒÑÎÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá
ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ:

d

dt
f �r; t; a� � ÿÿa� z�r; t�� f �r; t; a�; f �r; 0; a� � f0�r� ;

�9�
ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÊÂÄËÔâÜÇÏÖ ÑÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÕÑÚ-
ÍË r.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÖÒÑÏâÐÖÕÞØ ÓÂÐÇÇ ÓÂÃÑÕÂØ ÒÑ ÒÇÓÇ-
ÏÇÉÂÇÏÑÔÕË [26, 27] Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÎÑÔß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

d f �r; t�
dt

� z�r; t� f �r; t� � mf D f �r; t� ; �10�

ÅÆÇ mf ì ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË ÆÎâ ÒÑÎâ
f �r; t�. ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÓÂÊÏÐÑÉÇÐËÇÏ Ë
ÆË××ÖÊËÇÌ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑ ÆÎâ ÊÂÆÂÚ ÍÂÍ ÃËÑÎÑÅËË, ÕÂÍ Ë
ÍËÐÇÕËÍË ØËÏËÚÇÔÍËØ Ë âÆÇÓÐÞØ ÓÇÂÍÙËÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [37]).
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±ÓËÚÈÏ, ÇÔÎË f0�r� � 1, ÕÑ ÄÔÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË àÕÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ r.

¯Â ÐÂÚÂÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ ÆË××ÖÊËË ÓÇÛÇÐËÇÏ ÊÂÆÂÚË (10)
âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËâ (7) ÒÓË a � 0 Ë f0�r� � 1:

f �r; t� � exp

�� t

0

dt z�r; t�
�
; �11�

ÍÑÕÑÓÂâ ÆÎâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ
y�t; 0� (4). ¬ÂÍ ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÆÂÎÇÇ, Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÐÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ. ªÏÇÇÕÔâ ÎËÛß
ÑÃÜÇÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕË.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÍÎáÚÇÐËÇ à××ÇÍÕÂ "ÅËÃÇÎË" Ä ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (10) Ô ÒÑÏÑÜßá ÚÎÇÐÂ ÿa f �r; t; a� ÒÓË a > 0
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

d

dt
f �r; t; a� � ÿÿa� z�r; t�� f �r; t; a� � mf D f �r; t; a� ; �12�

ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÂ ÐÂÚÂÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÉÇ
×ÑÓÏÖÎÑÌ (7). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÂÍ ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÆÂÎÇÇ,
ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ Ä ÄËÆÇ
ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË.

£ÄÇÆÇÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÔÕË Ä ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÔÓÇÆÞ ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ
ÔÕÑØÂÔÕËÚÐÑÔÕß Ä ÔÂÏËØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÑÎâØ. ªÐÆËÄËÆÖ-
ÂÎßÐÞÇ ÓÇÂÎËÊÂÙËË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÍÂÎâÓ-
ÐÑÅÑ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ f �R; t� (11), ÅÆÇ R � fx; yg, ÐÂÒÑ-
ÏËÐÂáÕ ÔÎÑÉÐÞÌ ÅÑÓÐÞÌ ÎÂÐÆÛÂ×Õ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÈÐÐÞÏË ÒËÍÂÏË, ÒÓÑÄÂÎÂÏË, ØÓÇÃÕÂÏË Ë ÒÇÓÇÄÂÎÂÏË.
¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 8 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÒÓËÏÇÓÞ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÑÏ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÆÄÖØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ
Ô ÓÂÊÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ.

¬ÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÑÎÇÌ, Ä ÒÇÓ-
ÄÖá ÑÚÇÓÇÆß, ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÊÂÆÂÚÂØ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÅÑ ÒÇÓÇ-
ÐÑÔÂ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r; t�. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
ÏÑÉÇÕ ÒÓÑËÔØÑÆËÕß ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÒÓËÏÇÔË ÍÂÍ ÒÂÔÔËÄ-
ÐÑÌ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ (ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË) [17 ë 20, 38], ÕÂÍ Ë ÄÇÍ-
ÕÑÓÐÑÌ (àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ), Ä ÓÂÏÍÂØ ÍËÐÇÏÂÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ [17 ë 20, 39]. ªÔØÑÆÐÞÏË ÔÕÑØÂÔÕË-
ÚÇÔÍËÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÆÎâ ÕÂÍËØ ÊÂÆÂÚ âÄÎâáÕÔâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÆÎâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓËÏÇÔË r�r; t�:�
q
qt
� q
qr

u�r; t�
�
r�r; t� � mrDr�r; t� ; r�r; 0� � r0�r� ; �13�

Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÐÆÖÍÙËË ÆÎâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâH�r; t� [40]:�

q
qt
� q
qr

u�r; t�
�
H�r; t� �

�
H�r; t� q

qr

�
u�r; t� � mHDH�r; t� ;

H�r; 0� � H0�r� ; �14�

ÅÆÇ mr Ë mH ìÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË ÆÎâ
ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ©ÆÇÔß u�r; t� ì ÒÑÎÇ
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏË
ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÞ ÔÚËÕÂÇÏ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÞÏ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË.

±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ àÕËØ Ë ÒÑÆÑÃÐÞØ ËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ
ÆÂÎÇÇ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ, ÐÂÔ ÐÇ ËÐÕÇÓÇÔÖáÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑ
ËØ ÓÇÛÇÐËÇ, Â ÕÂÍÉÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÏÇØÂÐËÊÏÞ, ÒÑÓÑÉÆÂá-
ÜËÇ ÕÇ ËÎË ËÐÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ âÄÎÇÐËâ. ¯ÂÛÂ ÙÇÎß ì
ÄÞâÔÐËÕß, ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ ÎË Ä ÔÂÏËØ ËÔØÑÆÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ
ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ Ñ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË (ËÎË ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË) ÔÕÑØÂ-
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²ËÔ. 8. ²ÇÂÎËÊÂÙËË (a) ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÑÎâ ln f �r; t� Ë (Ã) ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ f �r; t� (11) Ë ËØ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËÇ ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ. ¨ËÓÐÞÏË ÍÓËÄÞÏË
ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÞ ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÒÑÎÇÌ 0 ÐÂ ÓËÔ. Â Ë 1 ÐÂ ÓËÔ. Ã.

6 µ¶¯, Õ. 186, å 1
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ÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ Ô
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ, Õ.Ç. ÒÑÚÕË ÆÎâ ÄÔÇØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ËØ
ÓÇÛÇÐËâ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÔÇÅÆÂ ÍÎÂ-
ÔÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÆÎâ ÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑÔÕË. ¯Â ÓË-
ÔÖÐÍÇ 9 ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÄÊâÕÂâ ËÊ ªÐÕÇÓÐÇÕÂ ÍÂÓÕËÐÂ ÍÎÂÔÕÇÓ-
ÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ, ÍÑÕÑÓÂâ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÐÇÒÑ-
ÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËÇÌ ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÇ-
ÜÇÔÕÄÂ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎâØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. ¿ÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÑÃ-
ÔÖÉÆÂÇÕÔâ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.1.

³ÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÑÔÖÜÇ-
ÔÕÄÎâÕßÔâ Ë Ä ÄËÆÇ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÊÂÆÂÚÂØ Ñ ÄÑÎÐÂØ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ Ä ÓÂÏÍÂØ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÔÕÑØÂÔÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÇÑÐÕÑÄËÚÂ (ÔÏ., ÐÂ-
ÒÓËÏÇÓ, [17, 18, 41]):

q
qx

u�x;R� � i

2k
DRu�x;R� � ik

2
e�x;R�u�x;R� ; �15�

u�0;R� � u0�R� ;

ÅÆÇ x ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ
ÄÑÎÐÞ, R ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, e�x;R�
ì ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÑÕ ÇÆË-
ÐËÙÞ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÑÏ e�x;R� ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ x ÄÓÇÏÇÐÇÏ t.

¦ÔÎË ÄÄÇÔÕË ÂÏÒÎËÕÖÆÖ Ë ×ÂÊÖ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ
×ÑÓÏÖÎÇ

u�x;R� � A�x;R� exp ÿiS�x;R�� ;
ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
I�x;R� � ju�x;R�j2 ÒÓËÏÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

q
qx

I�x;R� � 1

k
HHR

�
HHRS�x;R�I�x;R�

	 � 0 ; I�0;R� � I0�R�:
�16�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (16) ÒÑ ×ÑÓÏÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÑÔÕË ÆÎâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓËÏÇÔË (13) Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÒÑÕÑÍÇ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÆÑÎÉÐÂ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÑÄÂÕßÔâ. ¢ÑÎÇÇ
ÒÑÆÓÑÃÐÑ àÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.2.1.

°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (15),
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÆÂ-
ÚÇ Ñ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÄÑÎÐÞ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇ-
ÆÂØ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÒÂÓÂÃÑÎË-
ÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÇÑÐÕÑÄËÚÂ (ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ):

q
qx

u�x;R� � i

2k
DRu�x;R� � ik

2
e
ÿ
x;R; I�x;R��u�x;R� ;

u�0;R� � u0�R� : �17�

¥Îâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (17) ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ I�x;R�
ÕÂÍÉÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (16) �ÐÑ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, Ô
ÆÓÖÅÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ S�x;R��, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕß ÕÑÉÇ ÆÑÎÉÐÂ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÑÄÂÕßÔâ.

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (16) ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄËÆÂ
×ÖÐÍÙËË e�x;R�, ÕÑ ÆÂÉÇ Ä ÔÎÖÚÂÇ e�x;R� � 0 ÒÓË ÐÂÚÂÎß-
ÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË u�0;R� � u0�R� ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ, ÍÂÍ ØÑÓÑÛÑ
ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ, ÓÇÅÖÎâÓ-
ÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÇ ÍÂÍ Ä ÄÑÆÐÞØ ÃÂÔÔÇÌÐÂØ, ÕÂÍ Ë ÐÂ ÏÇÎ-
ÍÑÄÑÆßÇ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (15) Ë (17) ÒÓËÐËÏÂáÕ
ÄËÆ

q
qx

u�x;R� � i

2k
DRu�x;R� ; u�0;R� � u0�R� :

²ÇÛÇÐËÇÏ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËâ

u�x;R� � exp

�
ix

2k
DR

�
u0�R� �

� k

2pix

�
dR 0 exp

�
ik

2x
�Rÿ R 0�2

�
u0�R 0� ; �18�

Ë ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ
ÖÔÎÑÄËÇ ju0�R�j � 1, Õ.Ç. ÖÔÎÑÄËÇ u0�R� � exp �iS0�R��, ÅÆÇ
S0�R� ì ÒÑÎÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ×ÂÊÞ. ±ÓË àÕÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËË ×ÂÊÞ ÄÑÎÐÞ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ Ä ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÖá
ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ. ¥ÂÐÐÞÌ ÔÎÖ-
ÚÂÌ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ×ÂÊÑÄÞÏ àÍÓÂÐÑÏ. ±ÓËÏÇÓÞ
ÕÂÍÑÌ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 10.

¥ËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ (13) ë (17) ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÞ, Ë Ä
ÐËØ ÔÑØÓÂÐâáÕÔâ ÕÂÍËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË,
ÍÂÍ ÑÃÜÂâ ÏÂÔÔÂ ÒÓËÏÇÔË M � � dr r�r; t�, ÒÑÕÑÍ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ

�
drH�r; t� Ë ÏÑÜÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ I �

� � dR I�x;R�.
¥Îâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ r0�r� � r0,

H0�r� � H0, u0�R� � u0 Ë ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÍÑÐÔÇÓ-
ÄÂÕËÄÐÑÔÕË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ (13) ë (17) âÄÎâáÕÔâ ÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÂ


r�r; t�� � r0 ;


H�r; t�� � H0 ;



I�x;R�� � I0 � ju0j2 :

°ÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (13) Ë (14) âÄÎâÇÕÔâ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÓÇÂÎËÊÂ-
ÙËË ÍÂÍ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË r�r; t� (ÆÎâ ÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ
ÉËÆÍÑÔÕË), ÕÂÍ Ë àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ E�r; t� �
� H2�r; t� (ÆÎâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑÔÕË), ÚÕÑ
ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÆËÐÂÏÑ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [40]).

´ÂÍÑÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ
ÐÂ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÔÕÂÆËâØ àÄÑÎáÙËË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ
ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÄÔÇØ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÞØ ÔÕÂÕËÔÕË-
ÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË, ÕÂÍËØ ÍÂÍ ÏÑÏÇÐÕ-
ÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË hr n �r; t�i Ë àÐÇÓÅËâ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ hEn�r; t�i, Â ÕÂÍÉÇ ËØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ

²ËÔ. 9. ¬ÎÂÔÕÇÓÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ.
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ÎáÃÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ³ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ
Ë ÏÑÏÇÐÕÞ ÏÑÜÐÑÔÕË ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ
hI n�x;R�i.

¿××ÇÍÕÞ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÆË××ÖÊËË ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ ÐÂÚÂÎßÐÞØ àÕÂÒÂØ ÔÄÑÇÅÑ ÓÂÊÄËÕËâ
âÄÎâáÕÔâ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË, Ë, ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂâ ËÏË, ÏÞ
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÇÓÄÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ:�

q
qt
� q
qr

u�r; t�
�
r�r; t� � 0 ; r�r; 0� � r0�r� ; �19��

q
qt
� q
qr

u�r; t�
�
H�r; t� �

�
H�r; t� q

qr

�
u�r; t� ; �20�

H�r; 0� � H0�r� :
°ÆÐÂÍÑ ËÏÇÐÐÑ ÐÂ ÏÂÎÞØ ÄÓÇÏÇÐÂØ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËâØ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÒÑÎÇÌ Ë ÏÑÅÖÕ ÊÂÓÑÉÆÂÕßÔâ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÇ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ!

¬ÂÍ ËÎÎáÔÕÓÂÙËá ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ä ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÏ ÒÑÎÇ ÒÓËÄÇÆÈÏ ÓËÔ. 11 Ë ÄÞÒËÔÍÖ ËÊ ªÐÕÇÓÐÇÕÂ [42]:

"¹ÕÑ ÉÇ ÕÂÍ ÔËÎßÐÑ ÑÊÂÆÂÚËÎÑ ÂÔÕÓÑ×ËÊËÍÑÄ?
£ÑÒÓÇÍË Ô×ÑÓÏËÓÑÄÂÄÛËÏÔâ ÊÂ ÒâÕßÆÇÔâÕ ÎÇÕ ÅËÒÑ-

ÕÇÊÂÏ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎË ÔÕÑÎÍÐÖÎËÔß ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ³ÑÎÐÇÚÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÐÇ Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ Ë ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÑ ÖÃÞÄÂáÜËÏ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ, ËÎË ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÎÂÏËÐÂÓÑÏ, Â Ô ÍËÒâÜÇÌ
ÒÇÐÑÌ ËÊ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÞØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÒÓÑÕâÉÈÐ-
ÐÑÔÕßá ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÑÕÇÐ ÏËÎÎËÑÐÑÄ ÍËÎÑÏÇÕÓÑÄ ÍÂÉ-
ÆÂâ, ì ÒÑÆÄËÉÐÑÌ âÚÇËÔÕÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ, ÄÐÖÕÓË ÍÑÕÑÓÑÌ
ÎËÐËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑ ÓÂÊÓÞÄÂáÕÔâ, ÓÇÍÑÏ-
ÃËÐËÓÖáÕ Ë ÑÃÓÂÊÖáÕ ÐÑÄÞÇ ÑÃÎÂÔÕË ì ÏÂÅÐËÕÐÞÇ
ÒÖÊÞÓË".

£ÑÒÓÑÔÞ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ àÐÇÓ-
ÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.2.2.

1.3. ° ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂØ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË u�r; t�
³ÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r; t� ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÅÂÖÔÔÑ-
ÄÞÏ, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ Ä ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, Ô
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ Ë ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË

Bi j�rÿ r 0; tÿ t 0� � 
ui�r; t�uj�r 0; t 0�� �
�
�
dkEi j�k; tÿ t 0� exp �ik�rÿ r 0�� ;

�21�
Ei j�k; t� � 1

�2p�3
�
drBi j�r; t� exp �ÿikr� :

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ u�r; t� ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ Ei j�k; t� ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ

Ei j�k; t� � E s�k; t�
�
di j ÿ kikj

k 2

�
� kikj

k 2
E p�k; t� ; �22�

ÅÆÇ E s�k; t� Ë Ep�k; t�ìÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÂâ Ë
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÎâ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

¥ËÔÒÇÓÔËâ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÓË àÕÑÏ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

s 2
u � Bii�0; 0� �

�
dkEii�k; 0� �

�
�
dk
��dÿ 1�E s�k; 0� � E p�k; 0�� ; �23�

ÅÆÇ d ì ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÒÑ ÒÑÄÕÑÓâáÜËÏÔâ
ËÐÆÇÍÔÂÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ.

Â Ã

²ËÔ. 10. ¬ÂÖÔÕËÍË Ä ÃÂÔÔÇÌÐÇ (Â) Ë ÐÂ ÏÇÎÍÑÄÑÆßÇ (Ã).

Â Ã

²ËÔ. 11. (£ ÙÄÇÕÇ ÑÐÎÂÌÐ.) ®ÂÅÐËÕÐÂâ ÑÃÔÕÂÐÑÄÍÂ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÅÇÎËÑÔ×ÇÓÞ, ÍÂÍ ÑÐÂ, ÔÍÑÓÇÇ ÄÔÇÅÑ, ÄÞÅÎâÆËÕ Ä ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË. µÔÎÑÄÐÂâ
ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ (Â) Ë ÓÇÍÑÐÔÕÓÖÍÙËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÖÊÞÓÇÌ (Ã).

6*
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£ÄÇÆÈÏ ÄÂÉÐÖá ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÂÐÂÎËÊÂ ×ÖÐÍÙËá

Bi j�r� �
�1
0

dtBi j�r; t� ; �24�

ÍÑÕÑÓÂâ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÔÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË
ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË Ä ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [17 ë 20]). ±ÓË àÕÑÏ

Bii�0� �
�1
0

dtBii�0; t� �
�1
0

dt
�
dkEii�k; t� �

� s 2
u t0 � s 2

s ts � s 2
p tp ; �25�

ÅÆÇ s 2
u Ë t0 ì ÆËÔÒÇÓÔËâ Ë ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË

ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, s 2
s Ë s 2

p ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ì
ÆËÔÒÇÓÔËË ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÑÌ Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ
ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ts Ë tp ì ËØ ÄÓÇÏÇÐÐ�yÇ ÓÂÆËÖÔÞ
ÍÑÓÓÇÎâÙËË.

¥ÂÎÇÇ ÒÓË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÏ ÂÐÂÎËÊÇ ÊÂÆÂÚË ÐÂÏ ÒÑÐÂ-
ÆÑÃâÕÔâ ÄÕÑÓÞÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË u�r; t� Ä
ÐÖÎÇ. ¥Îâ àÕËØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ Ä ÔËÎÖ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏÞØ
ÔÄÑÌÔÕÄ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ u�r; t� ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÕÇÐÊÑÓÐÑÇ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [17 ë 20]):

ÿ q2Bi j�0�
qrkqrl

� D s

d�d� 2�
��d� 1�dkldi j ÿ dkidl j ÿ dk jdli

��
� D p

d�d� 2�
ÿ
dkldi j � dkidl j � dk jdli

�
; �26�

ÅÆÇ Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ D s Ë D p ËÏÇáÕ ÄËÆ

D s �
�
dk k 2E s�k� � 4p

�1
0

dk k 4E s�k� �

� 1

2

�1
0

dt


x�r; t� t�x�r; t�� ;

�27�
D p �

�
dk k 2E p�k� � 4p

�1
0

dk k 4E p�k� �

�
�1
0

dt
�
qu�r; t� t�

qr
qu�r; t�

qr

�
;

x�r; t� � rot u�r; t� ì ÄËØÓß, qu�r; t�=qr ì ÆËÄÇÓÅÇÐÙËâ
ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ,

E s�k� �
�1
0

dtE s�k; t� ; Ep�k� �
�1
0

dtE p�k; t� :

¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ D s Ë D p, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË
(27), ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞØ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ,

D s � 1

2
s 2
xtx ; D p � s 2

div utdiv u : �28�

¯ÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖáÕ ÆÄÂ ÒÓËÏÇÓÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕÇÌ:

1) ÐÇÔÉËÏÂÇÏÂâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß;
2) ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÒÑÎâ.
¹ÂÔÕÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ

âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË. ´ÑÅÆÂ ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÂÆÂÈÕÔâ ÍÂÍ

Bi j�r; t� �
�
dk

ki kj
k 2

E p�k� exp �ÿlk 2t� cos ÿkrÿ o�k�t� ;
�29�

ÅÆÇ o � o�k� > 0 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÖá ÍÓËÄÖá ÆÎâ
ÄÑÎÐÑÄÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ, Â ÒÂÓÂÏÇÕÓ l ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÊÂÕÖØÂÐËÇ
ÄÑÎÐ.

¥ËÔÒÇÓÔËâ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

s 2
u �



u2�r; t�� � � dkE p�k� ; �30�

Â ÄÇÎËÚËÐÂ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂâ (24), ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ

Bi j�r� �
�1
0

dt Bi j�r; t� �

�
�
dk

ki kj
k 2

�
E p
1 �k� cos �kr� � Ep

2 �k� sin �kr�
�
; �31�

ÅÆÇ

E p
1 �k� � Ep�k� lk 2

l2k 4 � o2�k� ; �32�
E p
2 �k� � Ep�k� o�k�

l2k 4 � o2�k� :

°ÃÐÂÓÖÉËÕß Ë ÑÒËÔÂÕß âÄÎÇÐËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËá) Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂ-
ÎËÊÂÙËâØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÖÆÂÈÕÔâ ÕÑÎßÍÑ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÂÐÂÎËÊÂ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÞØ Ë ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇ-
ÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ ÄÞÛÇ, ÐÂ
ÑÔÐÑÄÇ ËÆÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÔÐÂÚÂÎÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ.

2. ÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ, ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß
Ë ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ

°ÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ P�y; t; a� �
� hd�y�t; a� ÿ y�i ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ (4) ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ

q
qt

P�y; t; a� �
�
a

q
qy

y�D
q
qy

y
q
qy

y

�
P�y; t; a� ;

�33�
P�y; 0; a� � d�yÿ 1� ;

ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a:

P�y; t; a� � 1

2y
��������
pDt
p exp

�
ÿ ln2

�
y exp �at��
4Dt

�
: �34�

²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (34) ËÏÇÇÕ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ
ÓÂÊÐÞÌ ÄËÆ ÒÓË a > 0 Ë a < 0. °ÃÜÇÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ÆÎâ
àÕËØ ÔÎÖÚÂÇÄ âÄÎâÇÕÔâ ÎËÛß ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÆÎËÐÐÞØ ÒÑÎÑÅËØ
"ØÄÑÔÕÑÄ" ÒÓË ÃÑÎßÛËØ t, ÑÊÐÂÚÂáÜËØ ÖÔËÎÇÐËÇ ÓÑÎË
ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ y�t; a� Ä ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË
ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍË. ¤ÓÂ×ËÍË ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË
ÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (34) ÒÓË a > 0 Ë
a < 0 ÆÎâ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ jaj=D � 1 Ë ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ
ÄÓÇÏÇÐË t � Dt � 0;1 Ë 1 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 12.

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

F�y; t; a� �
� y

ÿ1
dy 0 P�t; y 0� � Pÿy�t; a� < y

� �
� Pr

�
1��������
2Dt
p ln

�
y exp �at��� ; �35�
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ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ Pr �z�ì ËÐÕÇÅÓÂÎ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ,

Pr �z� � 1������
2p
p

� z

ÿ1
dx exp

�
ÿ x 2

2

�
: �36�

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Pr �1� � 1 Ë Pr �0� � 1=2. ªÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ
(36) ÎÇÅÍÑ ÐÂÌÕË ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
ÒÓË z! �1, Â ËÏÇÐÐÑ

Pr �z�z!1 � 1ÿ 1

z
������
2p
p exp

�
ÿ z 2

2

�
;

�37�
Pr �z�z!ÿ1 �

1

jzj ������2p
p exp

�
ÿ z 2

2

�
:

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (33) ÕÂÍÉÇ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

a � ÿ lim
t!1

q


ln y�t; a��

qt
: �38�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÂÓÂÏÇÕÓ a Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (33) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÎâÒÖÐÑÄÔÍËÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ (38) ÆÎâ
ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t; a� (4) (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [43, 44]).

2.1. ¬ÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t� Ä ×ËÍÔËÓÑ-
ÄÂÐÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ P�z; t� Ë ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ F�Z; t� � � Zÿ1 dz 0 P�z 0; t�.

¬ÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
z�t� ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÂâ ÍÓËÄÂâ z ��t�, ÍÑÕÑ-
ÓÂâ âÄÎâÇÕÔâ ÏÇÆËÂÐÑÌ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ ÂÎÅÇÃÓÂË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

F
ÿ
z ��t�; t� � 1

2
: �39�

¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, Ô ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÚÕÑ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ
ÏÑÏÇÐÕÂ ÄÓÇÏÇÐË t ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß Pfz�t� > z ��t�g �
� Pfz�t� < z ��t�g � 1=2.

C ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÏÇÆËÂÐÂ ËÏÇÇÕ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍÑÇ
ÔÄÑÌÔÕÄÑ, ÊÂÍÎáÚÂáÜÇÇÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÂ �t1; t2� ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ z�t� "ÑÃÄËÄÂÇÕ" ÍÓËÄÖá
z ��t� ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑ ÔÓÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ, Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑ-
ÕÑÓÑÅÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ z�t� > z ��t�, ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ
ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÄÓÇÏÇÐÇÏ, Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ
ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ z�t� < z ��t� (ÓËÔ. 13), Õ.Ç.

hTz�t�>z ��t�i � hTz�t�<z ��t�i � 1

2
�t2 ÿ t1� :

¬ÓËÄÂâ z ��t�, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎË-
ÚÂÕßÔâ ÑÕ ÎáÃÑÌ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t�, Ë
ÑÐÂ ÐÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÄÇÎËÚËÐÖ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË z ��t� ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t�, ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ, ÕÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ, ÐÂ
ÄÔÈÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐË t 2 �0;1�, Ë ÑÐÂ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÌ
ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ, ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÔÖ-
ÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß.

¬ÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË (39) ÆÎâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t� ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t�, Õ.Ç. z ��t� � hz�t�i, Â ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂ-
ÎËÊÂÙËË ÆÎâ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ f �t� �
� exp �z�t�� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

f ��t� � exp �hz�t�i� � exp �hln f �t�i� :

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÎÑÅÐÑÓ-
ÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ (4) ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

f ��t� � exp
ÿ

ln f �t��� � exp �ÿat� ;

ÚÕÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÑÌ.
±ÓË a > 0 ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË àÍÔÒÑÐÇÐÙË-

ÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂÇÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, Â Ä ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ,
a < 0, ì àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ, ËÏÇÐÐÑ àÕË ×ÖÐÍ-
ÙËË ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 7 ÛÕÓËØÑÄÞÏË ÍÓËÄÞÏË. ±ÓË
a � 0 ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÒÓâÏÑÌ f ��t� � 1.

2,0

1,5

1,0

0,5

0,5 1,0 1,5 2,0 y

P�y�

t � 0,1

t � 1

a4 0

0,8

0,6

0,4

0,2

y

P�y�

1 2 3 4

t � 0,1

t � 1

a5 0

²ËÔ. 12. ÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (34) ÆÎâ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ jaj=D � 1 Ë ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t � Dt � 0;1 Ë 1.

t

z�t�
z��t�

t1

Dt1 Dt2 Dt3

t2

²ËÔ. 13. ¬ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ.
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2.2. ¥ËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÊÂÆÂÚ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÔÕß
ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÆÇÍÔÂ a ÍÂÍ ÓÂÊ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍÑÏÖ âÄÎÇÐËá ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ
ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË �ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË�.

´ÂÍ, ÆÎâ ÊÂÆÂÚË ÆË××ÖÊËË ÔËÔÕÇÏÞ ÚÂÔÕËÙ (5) Ä
ÅÂÖÔÔÑÄÑÏ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r; t� ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚ-
ÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÚÂÔÕËÙÂÏË
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÄÓÇ-
ÏÇÐË:

l ��t� � l0 exp

�
1

d�d� 2�
�
D sd�dÿ 1� ÿD p�4ÿ d ��t� ; �40�

ÅÆÇ d ì ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ D s Ë
D p ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (27) (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [17 ë
20]).

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ �d � 2� ÄÞ-
ÓÂÉÇÐËÇ

l ��t� � l0 exp

�
1

4
�D s ÿD p�t

�
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÊÐÂÍÂ ÓÂÊÐÑÔÕË D s ÿDp. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
�D p � 0� ËÏÇÇÏ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÖá ÍÓË-
ÄÖá ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ ÃÞÔÕÓÑÏÖ ÓÂÊÃÇÅÂÐËá ÚÂÔÕËÙ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËâØ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË. £ ÆÓÖÅÑÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ì
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ �D s � 0�ìÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚ-
ÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÃÖÆÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÜÇÌ
ÍÓËÄÑÌ, Õ.Ç. ÑÚÇÄËÆÐÑ ÔÕÓÇÏÎÇÐËÇ ÚÂÔÕËÙ "ÔÎËÕßÔâ".
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÔÎÑÄËÇÏ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÚÂÔÕËÙ Ä ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ âÄÎâÇÕÔâ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
D s < D p.

£ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ �d � 3� ËÊ (40) ÔÎÇÆÖÇÕ:

l ��t� � l0 exp

�
1

15
�6D s ÿDp�t

�
;

Ë ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÃÖÆÇÕ ÖÃÞÄÂÕß ÔÑ ÄÓÇÏÇ-
ÐÇÏ ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÃÑÎÇÇ ÉÈÔÕÍÑÅÑ, ÚÇÏ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ, ÖÔÎÑÄËâ: D p > 6D s.

£ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ l ��t� � l0 exp �ÿDpt� Ë ÍÓËÄÂâ
ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÄÔÇÅÆÂ ÖÃÞÄÂÇÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ, ÕÂÍ
ÍÂÍ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÔÇÅÆÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑ.

¥Îâ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚË (6) Ñ ÒÂÆÇÐËË ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ÐÂ
ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔÓÇÆÞ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ I�x� � ju�x�j2 ì ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ
ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ, ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ
ÍÑÕÑÓÑÅÑ I ��x� � 2 exp �ÿD�Lÿ x��, ÅÆÇ ÆÎâ ÏÑÆÇÎË ÅÂÖÔ-
ÔÑÄÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ e�x� Ô ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ he�x�e�x 0�i � 2Dd�xÿ x 0� ÒÂÓÂÏÇÕÓ D � k 2s 2

e l0=2
(s 2

e ì ÆËÔÒÇÓÔËâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ e�x�, Â l0 ì ÇÅÑ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐ-
ÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ). ¬Ñà××ËÙËÇÐÕ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ ÄÑÎÐÞ ÚÇÓÇÊ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÕÑÎÔÕÞÌ ÔÎÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂÇÕ, Ë ÒÑÎÖÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ �L0 ! ÿ1�
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÒÂÆÂáÜÖá ÐÂ ÐÇÅÑ ÄÑÎÐÖ. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ I�x� ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ 2y�t; a� ÒÓË a � D, Ë ÇÈ
ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÒÑØÑÉÂ ÐÂ ÊÇÓÍÂÎßÐÑÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÓËÔ. 7
�a > 0�. ±ÓË àÕÑÏ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ËÏÇÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä ÅÎÖÃß ÔÓÇÆÞ ÑÕ ËÔÕÑÚÐËÍÂ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÏÑ-
ÐÑÅÓÂ×ËË [35] ÖÍÂÊÂÐÐÞÌ à××ÇÍÕ ÃÞÎ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐ ÐÂ
ÑÔÐÑÄÇ ÂÐÂÎËÊÂ ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚË ÎâÒÖÐÑÄ-

ÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ, ÍÑÕÑÓÂâ ÆÎâ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË.

°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÑÃÓÂÕÐÂâ Í ÍÑà××ËÙËÇÐÕÖ ÆË×-
×ÖÊËË ÆÎâ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË D ÄÇÎËÚËÐÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÂâ ÇÔÕÇ-
ÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÆÎËÐÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÌ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕâÏË ÔÓÇÆÞ, ÑÃÞÚÐÑ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÎËÐÑÌ
ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË, lloc � 1=D.

3. ÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÇ ÒÑÎâ,
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÒÑÅÓÂ×Ëâ Ë ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ

3.1. ³ÎÖÚÂÌÐÞÇ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÇ ÒÑÎâ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÇ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ f �r; t�, ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-
ÕÇÌ

P�r; t; f � � 
dÿ f �r; t� ÿ f
��

ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

q
qt

P�r; t; f � �
�
D0

q2

qr 2
� a

q
qf

f�Df
q
qf

f
q
qf

f

�
P�r; t; f �

�41�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ P�r; 0; f � � d� fÿ f0�r��, ÅÆÇ D0 ì
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË Ä r-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Â ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ a Ë Df ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕ ÆË××ÖÊËá Ä f-ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ. ±ÂÓÂÏÇÕÓ a ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÍÂÍ ÑÕÎËÚÐÞÏ ÑÕ ÐÖÎâ, ÕÂÍ
Ë ÓÂÄÐÞÏ ÐÖÎá (ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ ÔÎÖÚÂÌ). ªÊÏÇÐÇÐËÇ ÊÐÂÍÂ a
ÆÎâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ
ÒÑÎâ f �r; t� Í ÒÑÎá ~f �r; t� � 1=f �r; t�.

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (41) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

P�r; t; f � � 1

2 f
����������
pDft

p exp

�
D0t

q2

qr 2

�
�

� exp

�
ÿ ln2

�
f exp �at�=f0�r�

�
4Df t

�
: �42�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄ-
ÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ f �r; t�, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ

�
dr f �r; t� �

� � dr f0�r�, ÒÂÓÂÏÇÕÓ a � Df Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (41) ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

q
qt

P�r; t; f � �
�
D0

q2

qr 2
� a

q2

q f 2
f 2

�
P�r; t; f � : �43�

²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ f �r; t� ÄÔÇ-
ÅÆÂ ËÏÇÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕË. ¥Îâ ÎáÃÑÌ
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÕÑÚÍË r àÄÑÎáÙËâ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË f �r; t�ì ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÒÓÂ-
ÄÇÆÎËÄÑ ÄÔÈ ÔÍÂÊÂÐÐÑÇ ÄÞÛÇ.

¥Îâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÊÂ-
ÆÂÚË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÒÑÎâ
f0�r� � f0, ÄÔÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍË ÒÑÎâ f �r; t� ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÕÑÚÍË r Ë ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÑÔÕß ËÐÆÇÍÔÂ

a � ÿ lim
t!1

q


ln f �r; t��

qt

ÆÎâ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ f �r; t� ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÎáÃÑÌ
ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÓÇÂÎËÊÂÙËË àÕÑÅÑ ÒÑÎâ ÖÃÞÄÂáÕ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ ÚÕÑ ÆÎâ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ ËÏÇáÕÔâ ÃÑÎßÛËÇ ÓÇÆÍËÇ ÄÞÃÓÑÔÞ. ±ÓË àÕÑÏ
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ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÖÃÞÄÂÐËâ ÒÑÎâ t � 1=a. ¯Ñ ÇÔÎË ÒÑÎÇ
ÒÑÚÕË ÄÇÊÆÇ ÖÃÞÄÂÇÕ, ÕÑ ÅÆÇ-ÕÑ ÑÐÑ ÆÑÎÉÐÑ ÍÑÐÙÇÐÕÓË-
ÓÑÄÂÕßÔâ, Õ.Ç. ÆÑÎÉÐÂ ËÏÇÕß ÏÇÔÕÑ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ. ±ÓË
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÄÑÊÓÂ-
ÔÕÂÐËÇ ÒÑÎâ Ä ÍÂÉÆÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ.

£ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (42) ÐÇ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ r Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

q
qt

P�t; f � �
�
a
q
qf

f�Df
q
qf

f
q
qf

f

�
P�t; f � ;

�44�
P�0; f� � d fÿ f0� �;

ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

P�t; f � � 1

2 f
����������
pDft

p exp

�
ÿ ln2

�
f exp �at�=f0

�
4Df t

�
: �45�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÊÂ-
ÆÂÚË ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ f �r; t� ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍËÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
f �t; a� Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (45). ·ÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá àÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑâÄÎÇÐËÇ
ÆÎËÐÐÑÅÑ ÒÑÎÑÅÑÅÑ "ØÄÑÔÕÂ" ÒÓË Df t4 1, ÑÊÐÂÚÂáÜÇÅÑ
ÖÔËÎÇÐËÇ ÓÑÎË ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ ÒÓÑÙÇÔÔÂ f �t; a� Ä
×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍË (ÔÏ. ÓËÔ. 12).
¥Îâ àÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÔÇ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË
n � 1 Ë Df > a ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ


f �r; t�� � f0 exp
��Df ÿ a�t� ;

Â ÄÇÎËÚËÐÂ a âÄÎâÇÕÔâ ÎâÒÖÐÑÄÔÍËÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏ
ËÐÆÇÍÔÑÏ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 14 ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍË ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ
ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÒÑÎâ f �r; t� ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a Ô ÓÂÊÐÞÏË ÊÐÂ-
ÍÂÏË.

°ÒËÔÂÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËá ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ f �r; t� Ä ÒÑÚÕË ÍÂÉÆÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË àÕÑÅÑ ÒÑÎâ
ÏÑÉÐÑ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ËÆÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË.

3.2. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÒÑÅÓÂ×Ëâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ
£ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÑÔÐÑÄ-
ÐÞÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ ËÊÖÚÇÐËâ, ÍÂÍ Ë Ä ÑÃÞÚÐÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË
ÅÑÓÐÞØ ÏÂÔÔËÄÑÄ, âÄÎâÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÐÕÖÓÑÄ ì ÎËÐËÌ
ÖÓÑÄÐâ (Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ) ËÎË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ (Ä ÕÓÈØ-
ÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ) ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ f �r; t� � f � const.

¥Îâ ÂÐÂÎËÊÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÐÕÖÓÑÄ (ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ Ä ÆÂÐ-
ÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÆÄÖÏÇÓÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ r � R)
ÖÆÑÃÐÑ ÄÄÇÔÕË ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÖá ÐÂ àÕËØ ÍÑÐÕÖÓÂØ ÆÇÎß-
ÕÂ-×ÖÐÍÙËá ¥ËÓÂÍÂ

j�R; t; f � � d
ÿ
f �R; t� ÿ f

�
; �46�

ÐÂÊÞÄÂÇÏÖá ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ.
¹ÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá (46) ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÕÂÍËÇ

ÄÇÎËÚËÐÞ, ÍÂÍ ÑÃÜÂâ ÒÎÑÜÂÆß, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÂâ ÎËÐËâÏË
ÖÓÑÄÐâ ÑÃÎÂÔÕÇÌ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ f �R; t� ÒÓÇ-
ÄÞÛÂÇÕ ÊÂÆÂÐÐÞÌ ÖÓÑÄÇÐß f, Õ.Ç. f �R; t� > f :

S�t; f � �
�
dR y

ÿ
f �R; t� ÿ f

� � � dR �1
f

df 0 j�R; t; f 0� ;

Ë ÑÃÜÂâ "ÏÂÔÔÂ" ÒÑÎâ, ÊÂÍÎáÚÈÐÐÂâ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ,

M�t; f � �
�
dR f �R; t�yÿ f �R; t� ÿ f

� �
�
�
dR

�1
f

df 0 f 0j�R; t; f 0� ;

ÅÆÇ y� f �R; t� ÿ f �ì ÕÇÕÂ-×ÖÐÍÙËâ ·ÇÄËÔÂÌÆÂ.
³ÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (46) ÒÑ

ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ f �R; t� ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÖá Ë ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÖá Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ [17 ë 20]

P�R; t; f � � 
dÿ f �R; t� ÿ f
��
;

ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÓÇÆÐËÇ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ ÄÇÎËÚËÐ S�t; f � Ë M�t; f � ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕ-
ÄÇÐÐÑ àÕÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ:


S�t; f �� � � dR �1
f

df 0 P�R; t; f 0� ;



M�t; f �� � � dR �1

f

df 0 f 0P�R; t; f 0� :

ªÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÆÇÕÂÎßÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÒÑÎâ f �R; t�
ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÄÍÎáÚËÄ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÇÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ p�R; t� � HHf �R; t�. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÄÇÎËÚËÐÂ

l �t; f � �
�
dl �

�
dR
��p�R; t���dÿ f �R; t� ÿ f

� �47�

ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÑÃÜÖá ÆÎËÐÖ ÍÑÐÕÖÓÑÄ. ±ÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä (47) ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÓÂÔÛËÓÇÐÐÑÌ ËÐÆËÍÂÕÑÓ-
ÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ

j�R; t; f; p� � d
ÿ
f �R; t� ÿ f

�
d
ÿ
p�R; t� ÿ p

�
; �48�

Ë ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ l�t; f � (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÖ (47)) ÔÄâÊÂÐÑ Ô
ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÌ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
ÒÑÎâ f �R; t� Ë ÇÅÑ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ p�R; t�, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÌ

1

1

r

r

t

t

t1

t1

r

r

f �r; 0�

f �r; 0�

f ��t�

f ��t�

f �r; t1�

f �r; t1�

a4 0

a5 0

²ËÔ. 14. ³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËÌ ÒÑÎâ f �r; t� ÒÓË a > 0 Ë a < 0.
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ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇÏ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (48) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ, Õ.Ç. ×ÖÐÍÙËÇÌ

P
ÿ
R; t; f; p� � 
dÿ f �R; t� ÿ f

�
d
ÿ
p�R; t� ÿ p

��
:

£ÍÎáÚÇÐËÇ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÙÇÐËÕß ÑÃÜÇÇ
ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ f �R; t� � f � const Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓËÃÎË-
ÉÈÐÐÑÌ (Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÎËÐËÌ) ×ÑÓÏÖÎÞ:

N�t; f � � Nin�t; f � ÿNout�t; f � �
� 1

2p

�
dR k�t;R; f ���p�R; t���dÿ f �R; t� ÿ f

�
; �49�

ÅÆÇ Nin�t; f � �Nout�t; f �� ì ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ
ÄÇÍÕÑÓ p ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÒÑ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ (ÄÐÇÛÐÇÌ) ÐÑÓÏÂÎË,
k�t;R; f �ì ÍÓËÄËÊÐÂ ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ.

3.2.1. µÔÎÑÄËâ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ.°ÃÔÖ-
ÆËÏ ÕÇÒÇÓß ÖÔÎÑÄËâ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÄÑÊÃÖÉÆÂÇ-
ÏÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ. ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ
ÒÑÎâ f �R; t� Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË Ô
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ, Õ.Ç. ÒÑÚÕË ÆÎâ ÄÔÇØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ,
âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÕÇÐÆÇÐÙËâ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÂÔËÏÒ-
ÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÓÂÄÇÐÔÕÄ ÒÓË t!1:


S�t; f ��! 0 ;


M�t; f ��! �

dR


f �R; t�� :

°ÕÔÖÕÔÕÄËá ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÆ-
ÐÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÕÇÐÆÇÐÙËâ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ
ÓÂÄÇÐÔÕÄ ÒÓË t!1:


S�t; f ��!1 ;


M�t; f ��! �

dR


f �R; t�� :

¥Îâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÒÑÎâ f �R; t� ÑÆÐÑ-
ÕÑÚÇÚÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ P�R; t; f � ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
R, Ë ÕÑÅÆÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ ÄÔÇØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (ÃÇÊ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ R) ÃÖÆÖÕ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÖÆÇÎßÐÞÇ (ÒÓË-
ØÑÆâÜËÇÔâ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÒÎÑÜÂÆË) ÊÐÂÚÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËØ ÄÇÎËÚËÐ.

´ÂÍ, ÖÆÇÎßÐÂâ ÔÓÇÆÐââ ÒÎÑÜÂÆß hshom�t; f �i, ÐÂ ÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ f �R; t� ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÊÂÆÂÐÐÞÌ ÖÓÑÄÇÐß
f, ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÔÑÃÞÕËâ Ä ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍÇ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ f �R; t� > f :


shom�t; f �
� � 
yÿ f �R; t� ÿ f

�� � P� f �R; t� > f
	
;

Ë ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎßÐÂâ ÒÎÑÜÂÆß âÄÎâÇÕÔâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÔÑÃÞÕËâ f �R; t� > f, ÐÇ
ÊÂÄËÔâÜÇÌ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÑÕ ÕÑÚÍË R. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÖÔÎÑÄËâ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÆÎâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÔÄÑÆâÕÔâ
Í ÕÇÐÆÇÐÙËË ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÓÂÄÇÐÔÕÄ ÒÓË
t!1:

shom�t; f �

� � P� f �r; t� > f
	! 0 ;



mhom�t; f �

�! 

f �t�� ;

ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÑÕÔÖÕÔÕÄËá ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÇÐ-
ÆÇÐÙËâ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÓÂÄÇÐÔÕÄ ÒÓË
t!1:

shom�t; f �

� � P� f �r; t� > f
	! 1 ;



mhom�t; f �

�! 

f �t�� :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ âÄÎÇÐËÇ �ÒÓÑËÔØÑ-
ÆâÜÇÇ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ, Õ.Ç. ÒÑÚÕË ÆÎâ ÄÔÇØ ÓÇÂ-

ÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ�, ÒÑÓÑÉÆÈÐÐÑÇ
ÓÇÆÍËÏ ÔÑÃÞÕËÇÏ, ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í
ÐÖÎá.

£ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÂÏÑ ÐÂÎËÚËÇ ÓÇÆÍËØ ÔÑÃÞÕËÌ ÔÎÖ-
ÉËÕ ÔÒÖÔÍÑÄÞÏ ÏÇØÂÐËÊÏÑÏ, ÍÑÕÑÓÞÌ ËÐËÙËËÓÖÇÕ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ, Â ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ âÄ-
ÎâÇÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, Õ.Ç., ÒÑ ÔÖÕË, âÄÎâÇÕ-
Ôâ ÊÂÍÑÐÑÏ ÒÓËÓÑÆÞ [21 ë 24].

±ÓË àÕÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÌ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ØÂÓÂÍÕÇÓÑÏ ÒÓË-
ÄÇÆÈÐÐÞØ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇ-
ÏÇÐÂØ. ¿ÕÑ ÄÓÇÏâ ÕÇÒÇÓß ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍËÏ ÎâÒÖÐÑÄÔÍËÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏ ËÐÆÇÍÔÑÏ a,
ÐÑ Ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÆË××ÖÊËË Df Ä ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ f �r; t�. ¬ÑÐÇÚÐÑ, àÕÑ ÄÓÇÏâ
ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÖÃÞÄÂÐËâ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ Ä
ÍÂÉÆÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ.

¥Îâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ
ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÑÎÇÌ ÔÄÑÆËÕÔâ, ÕÂ-
ÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Í ÄÞÚËÔÎÇÐËá ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÎâÒÖÐÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ËÐÆÇÍÔÂ a Ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË Df, ÚÕÑ, ÄÑ-
ÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, âÄÎâÇÕÔâ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ ÆÎâ
ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ.

±ÓË ÐÂÎËÚËË ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÒÑÎÇ Ä ÃÑÎßÛÇÌ ÚÂÔÕË
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÒÓÑÔÕÑ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ! ²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÒÓËÄÇÆÈÐ-
ÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂÎËÚËâ Ë ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ
f �R; t� ÐÇ ËÏÇáÕ ÐËÍÂÍÑÅÑ ÑÕÐÑÛÇÐËâ Í ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÏÖ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËá ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍ ÕËÒÂ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ Ë ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Îá-
ÃÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.

±ÓËÄÇÆÈÐÐÞÌ ÍÓËÕÇÓËÌ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË (ÒÑ
ÂÐÂÎÑÅËË Ô ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÑÌ) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÆËÐÂÏËÍÇ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ ÆÎâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔ-
ÕÇÏ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞØ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ä ÚÂÔÕ-
ÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ (àÌÎÇÓÑÄÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐËÇ). ¿ÕÂ ËÆÇÂÎßÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÑÚÇÐß
ÕÑÐÍÑÌ ÎÇÐÕÞ (Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ) ËÎË ÑÚÇÐß ÕÑÐÍËØ
ÕÓÖÃÑÍ (Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ).

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ
ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÓÇÛÇÐÞ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÏÇÕÑÆÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ. ¿ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÖ
ÑÒËÔÂÐËá ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ. ±ÓË àÕÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÚÇÔÍËÇ ÍÓËÄÞÇ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÇ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÏË ÆË××Ç-
ÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË, ÏÑÅÖÕ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ËÏÇÕß
ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË Ë ÆÂÉÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË.ª ÖÔÎÑÄËâ
ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÕÂÍËØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÑÒË-
ÔÂÐËË ÐÇ ËÏÇáÕ ÒÓâÏÑÌ ÔÄâÊË Ô âÄÎÇÐËÇÏ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, Õ.Ç. Ä àÌÎÇÓÑÄÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËË.

°ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÓÇÂÎßÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ Ä ÆÂÎßÐÇÌ-
ÛÇÏ ÐÂÚËÐÂÇÕ ÒÓÑâÄÎâÕßÔâ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÆÑÒÑÎÐË-
ÕÇÎßÐÞØ ×ÂÍÕÑÓÑÄ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÅÇÐÇÓÂÙËÇÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÇ×ÑÓ-
ÏËÓÖáÕ, ÐÑ ÐÇ ÎËÍÄËÆËÓÖáÕ àÕÖ ÍÂÓÕËÐÖ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË.
£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÄÑÊÏÑÉÐÂ ÔËÕÖÂÙËâ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÄÞØÑÆËÕ ÐÂ ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÞÌ ÓÇÉËÏ P�R; f � ÒÓË t!1. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÖÐÍ-
ÙËÑÐÂÎÞ ÄËÆÂ


S� f �� � � dR �1
f

df 0 P�R; f 0� ;


M� f �� � � dR �1

f

df 0 f 0P�R; f 0�
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ÖÉÇ ÐÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÆÂÎßÐÇÌÛÖá ÆÇ×ÑÓÏÂÙËá ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÌ
ÍÂÓÕËÐÞ. ª ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÊÖÚÇÐËÇ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎáÙËË
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏË ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞÏË ÒÑÎâ f �R; t�, ÕËÒÂ ÑÃÜÇÌ ÆÎËÐÞ ÍÑÐÕÖÓÑÄ Ë
ÚËÔÎÑÏ ÍÑÐÕÖÓÑÄ.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ "ËÆÇÂÎßÐÑÌ" Ë "ÆÇ×ÑÓÏËÓÖÇÏÑÌ"
ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËÌ Ä ÒÓËÓÑÆÇ ÒÓËÄÇÆÈÏ ×ÑÕÑÅÓÂ×ËË ÍÎÂÔÕÇÓ-
ÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÑÃÎÂÚÐÑÅÑ ÐÇÃÂ 1 (ÓËÔ. 15) Ë ÑÊÇÓÂ ÎÂÄÞ Ä
ÍÓÂÕÇÓÂØ ÄÖÎÍÂÐÑÄ (ÓËÔ. 16). ±ÓË àÕÑÏ ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÑÒËÔÂÐËâ ÆËÐÂÏËÍË ÄÖÎÍÂÐËÚÇ-

ÔÍÑÌ ÎÂÄÞ, ÐÂÔÍÑÎßÍÑ ÐÂÏ ËÊÄÇÔÕÐÑ, Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ
ÄÑÑÃÜÇ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ. ±ÑÆÑÃÐÞÌ ÄËÆ ËÏÇáÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ
(ÓËÔ. 17, 18), ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
ÇÑÐÕÑÄËÚÂ (ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ) (15) (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÏÑÐÑÅÓÂ-
×ËË [17 ë 20]).

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË
ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÆÇÎß-
ÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË Ä ÒÓÑÆÑÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÔÎÖ-

Â
Ã

²ËÔ. 15.¶ÑÕÑÅÓÂ×ËË ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÑÃÎÂÚÐÑÅÑ ÐÇÃÂ: (Â) ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ, ÃÎËÊÍÂâ Í "ËÆÇÂÎßÐÑÌ", (Ã) "ÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÂâ" ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ.
¹ÈÓÐÞÇ ÒÑÎÑÔÍË Ä ÐËÉÐËØ ÚÂÔÕâØ ×ÑÕÑÅÓÂ×ËÌ âÄÎâáÕÔâ àÎÇÏÇÐÕÂÏË ÂÐÕÇÐÐÞ ÐÂ ÊÇÏÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ¶ÑÕÑÅÓÂ×ËË ÔÆÇÎÂÐÞ £.¡. ¥ÑÄÉÇÐÍÑ
15 ËáÐâ Ë 2 ÂÄÅÖÔÕÂ 2013 Å. Ä 21.00 ÐÂ ÃÇÓÇÅÖ ¡ÊÑÄÔÍÑÅÑ ÏÑÓâ.

Â

Ã

²ËÔ. 16. (Â) °ÊÇÓÑ ÍËÒâÜÇÌ ÎÂÄÞ Ä ÍÓÂÕÇÓÇ ÄÖÎÍÂÐÂ ¯ßËÓÂÅÑÐÅÑ Ä ÓÂÌÑÐÇ £ÇÎËÍËØ ¡×ÓËÍÂÐÔÍËØ ÑÊÈÓ. (Ã) ¬ÓÂÕÇÓ ÄÖÎÍÂÐÂ ¬ËÎÂÖàÂ Ä
¤ÂÄÂÌÔÍÑÏ ÄÖÎÍÂÐËÚÇÔÍÑÏ ÐÂÙËÑÐÂÎßÐÑÏ ÒÂÓÍÇ. (±ÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÐÂ ÔÂÌÕÂØ http://bigpicture.ru/?p=128340, http://
paciécislandparks.com/2010/01/20/more-amazing-lava-lake-photos/.)

Â Ã

²ËÔ. 17. ±ÑÒÇÓÇÚÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ä
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ (Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ) Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ
×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ (Â) Ë Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ (ÐÂÔÞÜÇÐÐÞØ) ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ (Ã).

Â Ã

²ËÔ. 18. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔËÔÕÇÏÞ
×ÂÊÑÄÞØ àÍÓÂÐÑÄ (18): ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÓË ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ
(Â) Ë Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ (ÐÂÔÞÜÇÐÐÞØ) ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ (Ã).

1 ±ÓË àÕÑÏ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÚÂÔÕËÙ Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÑÒËÔÂÐËË ÐÇ ÑÔÖ-
ÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ!
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ÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R�, ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
Be�xÿ x 0;Rÿ R 0� � he�x;R�e�x 0;R 0�i ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Be�x;R� � A�R�d�x�; A�R� �
�1
ÿ1

dxBe�x;R� ;

ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (15) ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ hu�x;R�i Ë ×ÖÐÍÙËË
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

G2�x; q � �
�
u

�
x;R� 1

2
q

�
u �
�
x;Rÿ 1

2
q

��

ÔÎÇÆÖáÕ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÄËÆÂ

u�x;R�� � u0 exp

�
ÿ gx

2

�
;

G2�x; q � � ju0j2 exp
�
ÿ k 2xD�r�

4

�
;

ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ ÆË×ÓÂÍÙËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, ÅÆÇ
g � �k 2=4�A�0� ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ àÍÔÕËÐÍÙËË, Â ×ÖÐÍÙËâ
D�r� � A�0� ÿ A�r� ÔÄâÊÂÐÂ ÔÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R�. ±ÓË àÕÑÏ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÇÓÒÇÐ-
ÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ,
ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ ÓÂÆËÖÔÑÏ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÒÑÎâ
u�x;R� ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÏÂÔÛÕÂÃ rcog, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ËÊ
ÖÔÎÑÄËâ �1=4�k 2xD�rcog� � 1. ²ÂÆËÖÔ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÊÂÄË-
ÔËÕ ÑÕ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ, ÓÂÔÔÕÑâÐËâ, ÒÓÑÌÆÇÐÐÑÅÑ Çá,
Ë ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÎÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (15)
ÒÓË x!1 ÃÞÎÑ ÐÂÌÆÇÐÑ ÇÜÈ Ä 1977 Å. Ä ÓÂÃÑÕÇ [45] (ÔÏ.
ÕÂÍÉÇ [17 ë 20, 46]) Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÓÇÛÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (15) Ä ÄËÆÇ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ.

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ, ÒÓÑØÑÆËÏÞØ
ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÑÌ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÇÇÕ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ØÂ-
ÓÂÍÕÇÓ Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÂÔÕÖÒÂÇÕ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ).

±ÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓËÐËÏÂÕß
ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÑÌ ×ÂÊÞ. ¿ÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ, ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ
ÑÃÎÂÔÕßá ÔËÎßÐÞØ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ, ÑÚÇÐß ÕÓÖÆÐÂ ÆÎâ ÂÐÂÎË-
ÕËÚÇÔÍËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ. ±ÓË ÇÜÈ ÃoÂ ÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ,
ÒÓÑØÑÆËÏÞØ ÄÑÎÐÑÌ, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ËÐ-
ÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÞØÑÆâÕ ÐÂ ÓÇÉËÏ ÐÂÔÞÜÇÐËâ, Ë àÕÂ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÑÃÎÂÔÕß ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÑÃÎÂÔÕßá ÔËÎßÐÞØ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË.

£ ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÕÂ-
ÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ ÒÇÓÇÔÕÂáÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ Ë ÒÓËÐËÏÂáÕ
ÄËÆ �u0 � 1�


I n�x;R�� � n! ; P�x; I � � exp �ÿI � :

£ ÓÂÃÑÕÇ [45] ÃÞÎÂ ÄÞÚËÔÎÇÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÍÑÓ-
ÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
I�x;R� � ju�x;R�j2 ÒÓË x!1 �q � R 0 ÿ R 00�:

BI�x; q � �


I�x;R 0� I�x;R 00��ÿ 1 � ��G2�x; q �

��2 �
� exp

�
ÿ k 2x

2
D�r�

�
; �50�

ÕÂÍÉÇ ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÆË×ÓÂÍÙËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ.
´ÇÒÇÓß Ä àÕÑÌ ÊÂÆÂÚÇ, ÒÑÏËÏÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÏÂÔÛ-

ÕÂÃÂ rcog, ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÄÕÑÓÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ: r0 � x=�krcog�. °ÆÐÂÍÑ ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐ-
ÐÞÇ ÒÑÒÞÕÍË àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÕÑÓÑÄ, ÒÓÑÆÑÎÉÂáÜËÇÔâ
ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÖÄâÊÂÕß àÕË ÏÂÔÛÕÂÃÞ Ô
ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÏË ÐÂ ÓËÔ. 17, 18 ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâÏË, ÐÇ ÖÄÇÐÚÂ-
ÎËÔß ÖÔÒÇØÑÏ. ª ÒÑÐâÕÐÑ ÒÑÚÇÏÖ! ¬ÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÆË×ÓÂÍ-
ÙËÇÌ, ÚÕÑ, ÑÆÐÂÍÑ, ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÐÇ ÑÕÓÂÉÂÇÕÔâ ÐÂ ÄËÆÇ ÇÈ
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (50).

³ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË, ÔÓÇÆÐââ
ÖÆÇÎßÐÂâ ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÄÐÖÕÓË ÍÑÕÑÓÞØ I�x;R� > I,
Ë ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎßÐÂâ ÏÑÜÐÑÔÕß, ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÂâ Ä ÐËØ,
âÄÎâáÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË Ë ÒÓË x!1 ÐÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕ
ÒÑÄÇÆÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ
ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ ËÐ×ÑÓÏÂÕË-
ÄÇÐ Ë ÒÇÓÇØÑÆ Í ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ. °ÃÝâÔÐËÕß ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÆÂÎÑÔß ÕÑÎßÍÑ
ÆÄÂÆÙÂÕß ÎÇÕ ÔÒÖÔÕâ, Ä 1997 Å., Ä ÓÂÃÑÕÇ [47] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ
[17 ë 20]), ËÔØÑÆâ ËÊ ÂÐÂÎËÊÂ ÕÂÍËØ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞØ ×ÖÐÍ-
ÙËÑÐÂÎÂÏË ÕËÒÂ (47) Ë (49) ÄÇÎËÚËÐ, ÍÂÍ ÖÆÇÎßÐÂâ ÔÓÇÆÐââ
ÆÎËÐÂ ÍÑÐÕÖÓÑÄ Ë ÖÆÇÎßÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ ËÐ-
ÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ.
¿ÕË ×ÖÐÍÙËË ÒÓÑÆÑÎÉÂáÕ ÄÑÊÓÂÔÕÂÕß Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâ Ë Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÆÓÑÃÎÇÐËÇ ÍÑÐÕÖÓÑÄ, ÚÕÑ
Ë ÐÂÃÎáÆÂÎÑÔß ÍÂÍ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ, ÕÂÍ Ë
ÒÓË ÚËÔÎÇÐÐÑÏ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËË.

3.2.2. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÒÑÅÓÂ×Ëâ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞØ ÒÑÎÇÌ. ±ÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÊÂÆÂÚË Ä
ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑ ÒÓËÐËÏÂÕß ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ,
ÚÕÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ f �R; t� ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ
ÐÇÍÑÇÏÖ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ f �t� c ÕÇÏË ÉÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍËÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË.

¦ÔÎË ËÊÄÇÔÕÐÂ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ f �r; t� (42), ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß Ë ÑÃÜÖá
ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÑÎâ f �r; t�. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÕÂÍËÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÞ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÑÎâ f �r; t�, ÍÂÍ ÑÃÜÂâ ÔÓÇÆÐââ ÄÇÎËÚËÐÂ ÑÃÝÈÏÂ (Ä ÕÓÈØ-
ÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ) ËÎË ÒÎÑÜÂÆË (Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ)
ÑÃÎÂÔÕË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ f �r; t� > f, Ë ÑÃÜÂâ ÔÓÇÆÐââ "ÏÂÔÔÂ"
ÒÑÎâ, ÊÂÍÎáÚÈÐÐÂâ Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÍÂÍ


V�t; f �� � � dr �1
f

df 0 P�r; t; f 0� ;



M�t; f �� � � dr �1

f

df 0 f 0P�r; t; f 0� :

©ÐÂÚÇÐËâ àÕËØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÆË××ÖÊËË Ä
r-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ D0), Ë ÆÎâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (42) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ


V�t; f �� � � dr Pr� 1��������
2Dt
p ln

�
f0�r�
f

exp �ÿat�
��

;
�51�


M�t; f �� � exp
��Dÿ a�t��

�
�
dr f0�r�Pr

�
1��������
2Dt
p ln

�
f0�r�
f

exp
��2Dÿ a�t��� ;

ÅÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Pr �z� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑÏ (36).
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µÚËÕÞÄÂâ ÕÇÒÇÓß ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ×ÖÐÍÙËË Pr �z� (37),
ÏÑÉÐÑ ËÊÖÚËÕß àÄÑÎáÙËá ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ
(51). ¡ ËÏÇÐÐÑ, ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÑÃÝÈÏÂ ÒÓË t!1
ÖÃÞÄÂÇÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓË a > 0 ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ



V�t; f �� � 1

a

����������������
D

p f a=Dt

s
exp

�
ÿ a 2t

4D

��
dr

���������������
f
a=D
0 �r�

q
:

±ÓË a < 0 ÔÓÇÆÐËÌ ÑÃÝÈÏ ÒÓË t!1 ÊÂÐËÏÂÇÕ ÄÔÈ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ.

¥Îâ ÒÑÎÐÑÌ ÔÓÇÆÐÇÌ "ÏÂÔÔÞ" ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ
ÒÓË t!1 (Ä ÐÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ì ÒÓË a < 2D)

M�t; f �� � exp

��Dÿ a�t� � dr f0�r��
�
(
1ÿ 1

2Dÿ a

���������������������������������������
D

pt

�
f

f0�r�
��2Dÿa�=Ds

exp

�
ÿ�2Dÿ a�2t

4

�)
:

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓË a > 0 Ä ÍÎÂÔÕÇÓÂØ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ t!1
ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ ÄÔâ ÔÓÇÆÐââ "ÏÂÔÔÂ".

¥Îâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÃÇÊ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ r ÑÒËÔÞÄÂáÕ
ÖÆÇÎßÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÃÝÈÏÂ ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ Ë ËØ
ÑÃÜÇÌ "ÏÂÔÔÞ", ÒÓËØÑÆâÜËÇÔâ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÑÃÝÇÏÂ, Õ.Ç.


vhom�t; f �
� � 
yÿ f �r; t� ÿ f

�� � P� f �r; t� > f
	 �

� Pr

�
1��������
2Dt
p ln

�
f0
f
exp �ÿat�

��
;

�52�

mhom�t; f �

� � f0 exp
��Dÿ a�t��

� Pr

�
1��������
2Dt
p ln

�
f0
f
exp

��2Dÿ a�t��� :
¦ÔÎË ÄÞÃÓÂÕß ÖÓÑÄÇÐß ÔÇÚÇÐËâ f > f0, ÕÑ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ

ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË hvhom�0; f �i � 0 Ë hmhom�0; f �i � 0:¥ÂÎÇÇ
ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÑÎâ f �r; t�, Ë ÒÓË t!1 ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ �2D > a�:

vhom�t; f �

� � P� f �r; t� > f
	 �

�
1

a

������������������������
D

pt

�
f0
f

�a=D
s

exp

�
ÿ a 2t

4D

�
; a > 0 ;

1ÿ 1

jaj

��������������������������
D

pt

�
f

f0

�jaj=Ds
exp

�
ÿ a 2t

4D

�
; a < 0 ;

8>>>>><>>>>>:
�53�



mhom�t; f �

� � f0 exp
��Dÿ a�t��

�
�
1ÿ 1

2Dÿ a

���������������������������������
D

pt

�
f

f0

��2Dÿa�=Ds
exp

�
ÿ�2Dÿ a�2t

4D

��
:

�54�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË a > 0 ÖÆÇÎßÐÞÌ ÑÃÜËÌ ÑÃÝÈÏ
ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá, Â ÖÆÇÎßÐÂâ ÑÃÜÂâ "ÏÂÔÔÂ", ÊÂÍÎáÚÈÐ-
ÐÂâ Ä àÕÑÏ ÑÃÝÈÏÇ, ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÔÓÇÆÐÇÌ "ÏÂÔÔÇ" ÄÔÇÅÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ¿ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÓËÕÇÓËá ÔÕÓÖÍÕÖÓÑ-
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ ÆÎâ "ËÆÇÂÎßÐÑÌ
ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË" ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÒÑÎâ f �r; t�. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ f �r; t� ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ
Ä ÃÑÎßÛÇÌ ÚÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ±ÓËÚÈÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ
ÄÓÇÏâ ÖÃÞÄÂÐËâ ÒÑÎâ Ä ÍÂÉÆÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ

ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ at � 1, Â ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÑÎâ at � max f4x; 4x=�2xÿ 1�2g,
ÅÆÇ x � D=a.

£ ÔÎÖÚÂÇ a < 0 ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, Ë ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ ÎËÛß ÑÃÜÇÇ ÖÔËÎÇÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ f �r; t� ÄÑ
ÄÔÈÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ØÂÑÔÕÑÅÆÂ ÑÔÕÂÈÕÔâ
ØÂÑÔÑÏ! ±ÓÑËÔØÑÆËÕ ÎËÛß ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÐÖÎÇÌ ÒÑÎâ
f �r; t�.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÕÇÑÓÇÏÂ.
¬ÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÑÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÄÑÊ-

ÃÖÉÆÂÇÏÑÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÄÔÇÅÆÂ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÖÇÕÔâ Ô ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ, Õ.Ç. ÒÑÚÕË ÆÎâ ÄÔÇØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ àÕÑÅÑ
ÒÑÎâ.

£ ÔÂÏÑÏÆÇÎÇ, ÆÎâ àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ f �r; t� � exp �ln f �r; t��,
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

f �r; t�� � 
exp ÿln f �r; t���� exp

�

ln f �r; t��� 1

2
s 2
ln f �r;t�

�
;

ÅÆÇ s 2
ln f �r;t� ì ÆËÔÒÇÓÔËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ln f �r; t�. µÚË-

ÕÞÄÂâ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ Ä ÔËÎÖ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÑÔÕË

ln f �r; t��� 1

2
s 2
ln f �r;t� � ln f0 ;

ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË

f ��r; t� � exp
ÿ

ln f �r; t��� � f0 exp �ÿat� ;

ÅÆÇ ÎâÒÖÐÑÄÔÍËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ

a � lim
t!1

1

2t
s 2
ln f �r;t� > 0 ;

Ë ÊÂÆÂÚÂ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÇÅÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËË ËÔØÑÆâ ËÊ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ±ÓË àÕÑÏ, ÍÂÍ
ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß ÓÂÐÇÇ, ÆÎâ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÑÅÑ ÒÑÎâ f �r; t�
ÒÂÓÂÏÇÕÓ a � D (ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (43)), ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ
at � 4, ÚÕÑ Ä ÚÇÕÞÓÇ ÓÂÊÂ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ
ÖÃÞÄÂÐËâ ÒÑÎâ ÒÑÚÕË Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ.

´ÂÍ, ÆÎâ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÏÞ ËÏÇÇÏ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (19).

£ ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(15) ÏÞ ËÏÇÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ ì ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË (16) Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑ, ÄÄÑÆâ ÖÓÑÄÇÐß ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ w�R; x� �
� lnA�R; x�, ÒÑÎÖÚËÏ ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ÎâÒÖÐÑÄÔÍÖá
àÍÔÒÑÐÇÐÕÖ Ä ÄËÆÇ

I ��R; x� � I0 exp �ÿ2ax� ;

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ

a � lim
x!1

1

x
s 2
w�R; x� ;

s 2
w�R;x� ì ÆËÔÒÇÓÔËâ ÖÓÑÄÐâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÂâ Ä

ÓÂÏÍÂØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÏÇÕÑÆÂ ÒÎÂÄÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÌ ³.®. ²ÞÕÑÄÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [17 ë 20]).

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËâ ÓÂÊÄËÕÑÌ ÕÇÑÓËË ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÇ âÄÎÇÐËâ ÒÇÓÇÐÑÔÂ
Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ, ÒÑÓÑÉÆÈÐÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ÄÑÊ-
ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÔÓÇÆÞ ÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá
ÔËÔÕÇÏÖ.
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4. ³ÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÇ âÄÎÇÐËâ ÒÇÓÇÐÑÔÂ
Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ

4.1. ¬ÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
³ÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÆË××ÖÊËË
ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË r�r; t� Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (19). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚ-
ÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÑÎâ r�r; t�, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ r; ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇÏ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [17 ë 20])

q
qt
P�t; r� � Dr

q2

qr2
r2P�t; r� ; P�0; r� � d�rÿ r0� ; �55�

ÅÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË Ä r-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Dr � Dp,
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (27). µÓÂÄÐÇÐËÇ (55) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ
Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (44) ÒÓË

a � D � Dr � D p ;

ÅÆÇ ÄÇÎËÚËÐÂ D p ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄ-
ÎâáÜÇÌ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.
³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÂ Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-
ÕÇÌ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ:

P�t; r� � 1

2r
�����
pt
p exp

�
ÿ ln2

�
r exp �t�=r0

�
4t

�
;

�56�
F�t; r� � Pr

�
ln
�
r exp �t�=r0

�
2
���
t
p

�
;

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ t � Drt:
©ÂÆÂÚÂ ÆÎâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÒÑÎâ ÒÎÑÕ-

ÐÑÔÕË r�r; t�, ÍÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß ÓÂÐÇÇ, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄË-
ÄÂÎÇÐÕÐÂ ÂÐÂÎËÊÖ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ, ÒÓË àÕÑÏ ÄÔÇ
ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÍÂÍ ÒÓË n > 0; ÕÂÍ Ë n < 0 àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË:


r�r; t�� � r0 ;


rn�r; t�� � rn0 exp

�
n�nÿ 1�t� ; �57�

Â ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÔÑÄÒÂ-
ÆÂáÜÂâ Ô ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÑÌ, Ä ÎáÃÑÌ ×ËÍÔËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂÇÕ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË:

r ��t� � exp
ÿ

lnr�r; t��� � r0 exp �ÿt� ;

ÚÕÑ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ ÑÃ ÖÃÞÄÂÐËË ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ô
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ (Õ.Ç. ÒÑÚÕË ÄÑ ÄÔÇØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ
ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË) Ä ÍÂÉÆÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞØ ÒÑÕÑÍÂØ. ±ÓË-
ÚÈÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÖÃÞÄÂÐËâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË t � 1.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
(55) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ àÌÎÇÓÑÄÑÏÖ ÑÒËÔÂÐËá ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÑÒËÔÂÐËË ÒÑÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔËÔÕÇÏÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÍÓËÄÞØ (ÚÂÔ-
ÕËÙÞ) (5) ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÖÇÕÔâ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 2.2).

¶ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÎáÃÑÌ
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ (ÏÑÏÇÐÕÐÞØ Ë ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ) ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÊÂ ÔÚÈÕ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ

ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÑÍÓÖÅ ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ (Ä ÆËÄÇÓ-
ÅÇÐÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ) ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÔÇÅÆÂ ÍÎÂÔÕÇ-
ÓËÊÖÇÕÔâ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÔÓÇÆÐââ
ÖÆÇÎßÐÂâ ÒÎÑÜÂÆß (ÑÃÝÈÏ) ÑÃÎÂÔÕË, ÄÐÖÕÓË ÍÑÕÑÓÑÌ
r�r; t� > r, ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ


shom�t; r�
� � �1

r
dr 0 P�t; r 0� � P�r�r; t� > r

	 �
� Pr

�
ln
�
r0 exp �ÿt�=r

������
2t
p

�
; �58�

Â ÖÆÇÎßÐÂâ ÔÓÇÆÐââ "ÏÂÔÔÂ" ÒÓËÏÇÔË, ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÂâ
Ä ÆÂÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ


mhom�t; r�
�
hom

r0
� 1

r0

�1
r

r 0 dr 0 P�t; r 0� �

� Pr

�
ln
�
r0 exp �t�=r

������
2t
p

�
: �59�

ªÊ (58), (59) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË t4 1 ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎßÐÂâ
ÒÎÑÜÂÆß (ÑÃÝÈÏ) ÖÃÞÄÂÇÕ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ


shom�t; r�
� � P�r�r; t� > r

	 � ���������
r0
prt

r
exp

�
ÿ t
4

�
; �60�

ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÄÐÖÕÓË àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÑÃËÓÂÇÕÔâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË
ÄÔâ "ÏÂÔÔÂ" ÒÓËÏÇÔË,


mhom�t; r�
�

r0
� 1ÿ

�����������
r

pr0t

r
exp

�
ÿ t
4

�
; �61�

ÚÕÑ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍÑÏÖ âÄÎÇÐËá ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂ-
ÙËË ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. ¬ÂÍ
ÄËÆÐÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (60) Ë (61), ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÑÎâ ÒÓËÏÇÔË Ä ÚÇÕÞÓÇ
ÓÂÊÂ ÃÑÎßÛÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÖÃÞÄÂÐËâ ÒÑÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÍÂÉÆÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
�t � 4�.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÂÉÇ ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË Ä
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÒÑÕÑÍÂØ ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÃÖÆÇÕ ÍÎÂ-
ÔÕÇÓËÊÑÄÂÕßÔâ ÆÎâ "ÒÎÂÄÖÚÇÌ" ÒÓËÏÇÔË, ÒÓË ÖÚÈÕÇ ÍÑÐÇÚ-
ÐÑÌ ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ ÒÓËÏÇÔË Ë ÆÎâ ÏÐÑÅÑ×ÂÊÐÞØ
ÒÑÕÑÍÑÄ ÉËÆÍÑÔÕË, Õ.Ç. ÄÔÇÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ Ä ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
ÒÓËÏÇÔË, ÑÕÎËÚÐÑÏ ÑÕ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÔÂÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË,
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ ÔÒÇÍÕÓÂ. ´ÂÍÑÌ
ÔÎÖÚÂÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÃÎÂÚÐÑÏÖ ÐÇÃÖ (ÔÏ.
ÓËÔ. 15). ±ÓËÚÈÏ ÒÓËÓÑÆÂ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ
ÄÑÊÆÖÛÐÞØ ÏÂÔÔ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂ ì àÕÑ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÍÂÍ ÓÂÊÄËÕÂâ ÍÑÐÄÇÍÙËâ, ÕÂÍ Ë ÂÕÏÑÔ×ÇÓÐÂâ
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß. ªÔØÑÆâ ËÊ ÄÓÇÏÇÐË ×ÑÕÑÔÝÈÏÍË, ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐÐÑÌ ÐÂ ÓËÔ. 15, ÏÞ ËÏÇÇÏ ÄÕÑÓÑÌ ÔÎÖÚÂÌ. ±ÓË
àÕÑÏ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÚÂÔÕËÙ Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÑÒËÔÂÐËË ÐÇ
ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ!

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÓÂÊÓÞÄÐÑÔÕË�
q
qt
� q
qr

V�r; t�
�
r�r; t� � 0 ; r�r; 0� � r0�r� ; �62�

ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÅÑ ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ
ÒÓËÏÇÔË r�r; t�, ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÒÑÕÑÍÇ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá V�r; t� Ë ËÏÇáÜÇÌ ÒÑÕÇÐÙË-
ÂÎßÐÖá ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá, ÄÔÇÅÆÂ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÍÎÂÔÕÇ-
ÓËÊÂÙËâ ÒÑÎâ ÒÓËÏÇÔË Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ, ÄÐÇ
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ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÕÑÅÑ, ÍÂÍËÏ ËÏÇÐÐÑ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇÏ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ V�r; t�.

´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÎÑËÐÇÓÙËÑÐÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË
r�r; t� ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ V�r; t� ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÂÕß ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑ-
ÅËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (ÔÏ. ÓÂÃÑÕÖ [48])�

q
qt
� V�r; t� q

qr

�
V�r; t� � ÿl�V�r; t� ÿ u�r; t�� ; �63�

ÅÆÇ u�r; t� ì ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÂÏÑÅÑ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÕÑÍÂ, Â ÒÂÓÂÏÇÕÓ t � 1=lì ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ÔÕÑÍÔÑÄÑ ÄÓÇÏâ,
ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÂ ÚÂÔÕËÙ ÒÓËÏÇÔË Ë ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ
ÄâÊÍÑÔÕË. µÓÂÄÐÇÐËÇ (63) âÄÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÒÓÑÔÕÑÌ
ÄÑÎÐÞ Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ ÕÓÇÐËÇÏ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔËÎÑÌ, ÔÄâÊÂÐ-
ÐÑÌ Ô ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ ÒÑÕÑÍÑÏ. °ÔÑÃÇÐÐÑÔÕß àÕÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÑÐÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ
ÕÑÎßÍÑ Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ l!1. ¿ÕÑ ÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓ lt0 4 1, ÅÆÇ t0 ì ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÓÂÆËÖÔ
ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÆÎâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
u�r; t�, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ
ÊÂÆÂÚË ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ u�r; t� ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÚË-
ÕÞÄÂÕß ÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË t0
ÆÎâ ÒÑÎâ u�r; t�:

£ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ s 2

u � hu2�r; t�i ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÂ ÒÓË ÃÑÎßÛÑÏ
ÊÐÂÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ l (ÏÂÎÂâ ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÔÕß ÚÂÔÕËÙ),
ÏÑÉÐÑ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (63) ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ×ÖÐÍ-
ÙËË V�r; t� � u�r; t� Ë ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÒÇÓÇÌÕË Í ÃÑÎÇÇ ÒÓÑ-
ÔÕÑÏÖ ÄÇÍÕÑÓÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:�

q
qt
� u�r; t� q

qr

�
V�r; t� �

� ÿ
�
V�r; t� q

qr

�
u�r; t� ÿ l V�r; t� ÿ u�r; t�� �:

£ àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÑÎâ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÕËÒÂ (43):

q
qt

P�r; t; r� �
�
D0

q2

qr 2
�Dr

q2

qr 2
r2
�
P�r; t; r� ; �64�

P�r; 0; r� � d
ÿ
r0�r� ÿ r

�
;

ÅÆÇ D0 Ë Dr ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË,

D0 � 1

d

�1
0

dt


V�r; t� t�V�r; t�� � 1

d
tV


V 2�r; t�� ;

�65�

Dr �
�1
0

dt
�
qV�r; t� t�

qr
qV�r; t�

qr

�
� tdivV

��
qV�r; t�

qr

�2�
;

tV Ë tdivV ì ÄÓÇÏÇÐÐ�yÇ ÓÂÆËÖÔÞ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞØ ÒÑÎÇÌ V�r; t� Ë qV�r; t�=qr:

¥Îâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂÉËÆÍÑÔÕË Ä ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË (65) ÑÒËÔÞÄÂ-
áÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË [48]

D0 � 1

d
tV


V 2�r; t�� � 1

d
t0Bii�0; 0� � dÿ 1

d
t0

�
dkE�k; 0� ;

Dr � tdivV

��
qV�r; t�

qr

�2�
� 4

l
d 2 ÿ 1

d�d� 2� D1D2�l� ;
�66�

ÅÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ

D1 � ÿ t0
dÿ 1



u�r; t�Du�r; t��

ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ l: ¬Ñà××ËÙËÇÐÕ D2�l� ÒÓË
lt0 4 1 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

D2�l� � ÿ 1

l�dÿ 1�


u�r; t�Du�r; t�� :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (64) ÍÑ-
à××ËÙËÇÐÕ Dr � s 4

u . ª ÄËØÓÇÄÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÒÑÎâ u�r; t�
ÔÐÂÚÂÎÂ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕ ÄËØÓÇÄÖá ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ ÒÑÎâ V�r; t�
ÒÓâÏÞÏ ÎËÐÇÌÐÞÏ ÏÇØÂÐËÊÏÑÏ ÃÇÊ ÖÚÂÔÕËâ ÂÆÄÇÍÙËË, Â
ÖÉÇ ÊÂÕÇÏ ÄËØÓÇÄÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÒÑÎâ V�r; t� ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕ
ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÖá ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ ÒÑÎâ V�r; t� ÚÇÓÇÊ ÏÇØÂÐËÊÏ
ÂÆÄÇÍÙËË.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÓËÏÇÔË V�r; t� Ä ÅËÆ-
ÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÕÑÍÇ u�r; t� ÆÎâ ÏÂÎÑËÐÇÓÙËÑÐÐÞØ
ÚÂÔÕËÙ Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÔËÎ ÒÎÂÄÖÚÇÔÕË Ë ÕâÉÇÔÕË ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (ÔÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, [49])�
q
qt
� V�r; t� q

qr

�
V�r; t� � ÿl�V�r; t� ÿ u�r; t��� g

�
1ÿ r0

rp

�
;

�67�

ÅÆÇ g ì ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÔËÎÞ ÕâÉÇÔÕË, rp Ë r0 ì ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÚÂÔÕËÙ ÒÓËÏÇÔË Ë ÔÓÇÆÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

³ÍÑÓÑÔÕß ÑÔÇÆÂÐËâ ËÎË ÄÔÒÎÞÄÂÐËâ ÒÓËÏÇÔË v; ÐÂ-
ÒÓÂÄÎÇÐÐÂâ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÒÑ ÄÇÓÕËÍÂÎË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÃÂ-
ÎÂÐÔÑÏ ÔËÎ ÒÎÂÄÖÚÇÔÕË Ë ÔËÎ ÄâÊÍÑÅÑ ÕÓÇÐËâ ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ
ÒÓËÏÇÔË Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

g

l

�
1ÿ r0

rp

�
� v :

±ÑÎÂÅÂâ ÕÇÒÇÓß V�r; t� � v� v�r; t�, ÅÆÇ v�r; t�ì ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÓËÏÇÔË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ v, ÆÎâ
ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (62) Ë (67) ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ P�r; t; r� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (64), ÅÆÇ
ÕÇÒÇÓß ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË Dr�v�, ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕË ÑÔÇÆÂÐËâ v, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ [50]

Dr�v� � 4�d� 1�
d�d� 2��dÿ 1�l2

q2B �u�aa �0; 0�
qr 2

�1
0

dt
q2B �u�bb �vt; t�

qr 2
:

�68�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÂÎËÚËÇ ÑÔÇÆÂÐËâ ÒÓËÏÇÔË ÒÓËÄÑÆËÕ
Í ÖÏÇÐßÛÇÐËá ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË Dr�v�, Õ.Ç. Í
ÖÄÇÎËÚÇÐËá ÄÓÇÏÇÐË ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË. °ÆÐÂÍÑ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂ-
ÙËâ ÕÂÍËØ ÑÔÇÆÂáÜËØ ÏÂÎÑËÐÇÓÙËÑÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÑÃÝâÔ-
ÐâÇÕ ÏÐÑÅËÇ ÒÓËÓÑÆÐÞÇ âÄÎÇÐËâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÒâÕÐËÔÕÖá
ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÓÂÆËÑÂÍÕËÄÐÞØ ÄÞÒÂÆÇÐËÌ ÒÑÔÎÇ ¹ÇÓÐÑÃÞÎß-
ÔÍÑÌ ÍÂÕÂÔÕÓÑ×Þ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÂÃÑÕÖ [51]). ´ÂÍÉÇ
ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ Ñ ÒâÕÐËÔÕÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÄÞÒÂÆÂÐËâ ÒÇÔ-
ÍÂ Ä ªÐÆËÌÔÍÑÏ ÑÍÇÂÐÇ ÒÑÔÎÇ ÒÇÔÚÂÐÞØ ÃÖÓß Ä ÒÖÔÕÞÐâØ
¡×ÓËÍË.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÑÃÊÑÓÇ [52], ÒÑÔÄâÜÈÐÐÑÏ ÍÓÖÒÐÑ-
ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ, ÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇÓÂÊ-
ÓÞÄÐÑÔÕË (62) "ÐÂÄÇÛËÄÂÇÕÔâ" ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÓÑ-
ÔÕÑÌ ÄÑÎÐÞ (63) ÃÇÊ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË, ÐÑ Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÔÕË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË V�r; t�: ³ÎÖÚÂÌÐÑÔÕß Ä
àÕÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÌ ÐÂÎËÚËÇÏ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ. ²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÒÑÎâ ÒÓËÏÇÔË Ô
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ ÒÑÚÕË Ä ÍÂÉÆÑÌ ÇÈ ÓÇÂÎËÊÂÙËË.
°ÆÐÂÍÑ ÔÑÒÑÔÕÂÄÎÇÐËÇ àÕÑÅÑ ×ÂÍÕÂ Ô ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÏ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÅÂÎÂÍÕËÍ ÐËÍÂÍ ÐÇÎßÊâ ÑÕÐÇÔÕË Í ÒÑÆ-
ÕÄÇÓÉÆÇÐËá ËÔÕËÐÐÑÔÕË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÒÑÎâ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÑÎÐÞ.
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±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ×ÂÍÕ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÒÓËÏÇÔË Ô
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÏÑ-
ÆÇÎË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË (ÎËÐÇÌÐÑÌ ËÎË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ) ÒÓË ÐÂ-
ÎËÚËË Ö ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÓËÏÇÔË ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄ-
ÎâáÜÇÌ.

4.2. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
Ë ÇÅÑ àÐÇÓÅËË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
4.2.1. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ²ÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ
ÑÔÐÑÄÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20) Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ. ¬ÂÍ Ë ÆÎâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÖá ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r; t� ÃÖÆÇÏ ÒÑÎÂ-
ÅÂÕß ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÏ �div u�r; t� 6� 0� ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ
ÒÑÎÇÏ, ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË.

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ P�t;H�; ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ r, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇÏ [17 ë 20, 25, 39]

q
qt

P�t;H� �
�
D1

q2

qHk qHl
HlHk �D2

q2

qHl qHl
H 2

k

�
P�t;H� ;
�69�

ÅÆÇ D1, D2 ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË Ä fHg-ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ,

D1 � �d
2 ÿ 2�D p ÿ 2D s

d�d� 2� ; D2 � �d� 1�D s �D p

d�d� 2� :

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (69) ÔÎÇÆÖÇÕ ÆËÐÂÏËÍÂ ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË
hE�r; t�i � hH 2�r; t�i ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑÓ-
ÓÇÎâÙËË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ hWi j�r; t�i �
� hHi�r; t�Hj�r; t�i:


E�r; t�� � E0 exp

�
2
dÿ 1

d
�D s �D p�t

�
;


Wij�r; t�
�


E�r; t�� � 1

d
di j �

�
Wij�0�
E0

ÿ 1

d
di j

�
�

� exp

�
ÿ2 �d� 1�D s �Dp

d� 2
t

�
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÓÇÆÐââ àÐÇÓÅËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÒÓË àÕÑÏ ËÊÑ-
ÕÓÑÒËÊÂÙËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÕÂÍÉÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÇ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÇ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÒÑÎâ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕÇÌ ÄØÑÆâÕ ÂÆÆËÕËÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ àÕÑ
ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ë ÆÎâ ÎáÃÞØ ÆÓÖÅËØ ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÇÅÑ àÐÇÓÅËË.

4.2.2. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.
±ÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÆÎâ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÊÂÆÂÚË P�t;E� ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

P�t;E� �
D
d
ÿ
E�r; t� ÿ E

�E
u
�
D
d
ÿ
H 2�r; t� ÿ E

�E
H
:

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÇ Ô ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇÏ (44) [17 ë 20, 25, 39] Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË

a � 2
dÿ 1

d� 2
�D p ÿD s� ; D � 4�dÿ 1� �d� 1�D p �D s

d�d� 2� :

±ÂÓÂÏÇÕÓ a ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÍÂÍ ÑÕÎËÚÐÞÏ ÑÕ ÐÖÎâ (ÒÑÎÑ-
ÉËÕÇÎßÐÞÏ ËÎË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ), ÕÂÍ Ë ÓÂÄÐÞÏ ÐÖÎá
(ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ ÔÎÖÚÂÌ).

¥Îâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÑÒËÔÞÄÂ-
ÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (34).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË àÐÇÓÅËË E�r; t�=E0 ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
E�t� Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (34).

·ÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (34) âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÆÎËÐÐÑÅÑ ÒÑÎÑÅÑÅÑ ØÄÑÔÕÂ ÒÓË Dt4 1,
ÑÊÐÂÚÂáÜÇÅÑ ÖÔËÎÇÐËÇ ÓÑÎË ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
E�t� Ä ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍË. ¥Îâ
àÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÔÇ ÏÑÏÇÐÕÞ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ


En�t�� � En
0 exp

�
ÿ2n dÿ 1

d� 2
�Dp ÿD s�t�

� 4n 2�dÿ 1� �d� 1�D p �D s

d�d� 2� t

�
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÍÂÍ ÒÓË n > 0;
ÕÂÍ Ë ÒÓË n < 0), Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË n � 1 ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎßÐÂâ
àÐÇÓÅËâ


E�t�� � E0 exp

�
2�dÿ 1�

d
�D p �D s�t

�
; �70�

Â ÄÇÎËÚËÐÂ�
ln

E�t�
E0

�
� ÿat � ÿ2 dÿ 1

d� 2
�D p ÿD s�t :

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÂÓÂÏÇÕÓ a âÄÎâÇÕÔâ ÎâÒÖÐÑÄÔÍËÏ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ. ±ÓË àÕÑÏ ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ
ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ E�t�, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÂâ
ÒÑÄÇÆÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËâØ, Ä ÎáÃÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
âÄÎâÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÌ,

E ��t� � E0 exp �ÿat� � E0 exp

�
ÿ2 dÿ 1

d� 2
�D p ÿD s�t

�
;

ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÇÌ ËÎË ÖÃÞÄÂáÜÇÌ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË. ´ÂÍ, ÒÓË
a > 0 �D p > D s� ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂÇÕ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÚÕÑ
ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä ÇÈ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ, Â ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ ÏÑÏÇÐ-
ÕÑÄ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÓÇÆÍËÏË, ÐÑ ÃÑÎßÛËÏË ÄÞÃÓÑÔÂÏË àÐÇÓÅËË ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË.

±ÓË a < 0 �D p < D s� ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÚÕÑ ÔÄËÆÇÕÇÎß-
ÔÕÄÖÇÕ ÑÃ ÑÃÜÇÏ ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÏÂÅÐËÕÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÍÂÉ-
ÆÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ¬ÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ àÐÇÓÅËË ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÕÑÅÆÂ ÐÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÑÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ
�D p � 0� ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ËÏÇÐÐÑ àÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑ, ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÐÇ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ.

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÒÓË
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË ÆÎâ ÖÆÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÑÃÝÈÏÂ ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ Ë ËØ ÑÃÜÇÌ àÐÇÓÅËË, ÒÓËØÑÆâ-
ÜËÇÔâ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÑÃÝÈÏÂ, ËÏÇáÕ ÄËÆ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (53) Ë
(54) Ô ÊÂÏÇÐÑÌ f! E.
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¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË a > 0 �D p > D s� ÖÆÇÎßÐÞÌ
ÑÃÜËÌ ÑÃÝÈÏ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá, Â ÖÆÇÎßÐÂâ ÑÃÜÂâ àÐÇÓ-
ÅËâ, ÊÂÍÎáÚÈÐÐÂâ Ä àÕÑÏ ÑÃÝÈÏÇ, ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÓÇÆÐÇÌ
àÐÇÓÅËÇÌ ÄÑ ÄÔÈÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÔÄËÆÇÕÇÎß-
ÔÕÄÖÇÕ Ñ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ô ÄÇ-
ÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ, Õ.Ç. ÒÑÚÕË ÄÑ ÄÔÇØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä ÃÑÎßÛÇÌ ÚÂÔÕË ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÒÓÑÔÕÑ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ.

£ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ a < 0 �D p < D s�, âÄÎÇÐËÇ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂ-
ÙËË ÐÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ, ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÎËÛß ÑÃÜÇÇ ÄÑÊÓÂ-
ÔÕÂÐËÇ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÑ ÄÔÈÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ
ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ 1=E, Õ.Ç. ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÍÎÂÔÕÇÓÞ ÍÑÏ-
ÒÂÍÕÐÞØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ Ô ÄÞÕÇÔÐÇÐÐÞÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ
(ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÐÖÎÇÌ).

²ÂÐÇÇ ÏÞ ÑÕÏÇÚÂÎË, ÚÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ D p Ë D s, ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÊÖáÜËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÍÖ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÄØÑÆâÕ
ÂÆÆËÕËÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÑ ÄÔÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ Ë
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ¿ÕÑ,
ÍÑÐÇÚÐÑ, âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (14)
Ë (20). °ÆÐÂÍÑ ÆÂÐÐÞÌ ×ÂÍÕ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÔÇ ÑÔÐÑÄÐÞÇ
(×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÇ) ÊÂÍÑÐÑÏÇÓÐÑÔÕË Ä ÕÂÍÑÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÑÒËÔÂÐËË ÐÇ ÓÂÊÎËÚÂáÕ ÄÎËâÐËâ ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÑÌ Ë
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.
´Ñ ÇÔÕß ÄÔÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏÞÇ ÊÂÍÑÐÑÏÇÓÐÑÔÕË ÆÎâ ÖÒÑÏâÐÖ-
ÕÞØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÄÇÎËÚËÐ ËÏÇáÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÖá ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÖ ÍÂÍ ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ �D p � 0�, ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÚËÔÕÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ �D s � 0� ÒÑÕÑÍÑÄ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ, ÒÑ-
ÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄÖÇÕ, Â ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ, ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÑÔÖÜÇ-
ÔÕÄÎâÇÕÔâ, ÂÃÔÑÎáÕÐÑ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÖÒÑÏâÐÖÕÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÐËÍÂÍÑÌ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË Ñ
ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÏ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂ-
ÎËÊÂÙËâØ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, Â ËÏÇÐÐÑ Ñ ÍÎÂÔÕÇÓË-
ÊÂÙËË.

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ËÔØÑÆÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÐÆÖÍÙËË (14) ÔÒÓÂ-
ÄÇÆÎËÄÑ Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËâ. ±ÓË ÐÂÎËÚËË ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË, ÍÑÅÆÂ Ä ÃÑÎßÛÇÌ
ÚÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, ÇÔÕÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÇÅÑ ÒÑÔÎÇÆÇÌÔÕÄËÇ ÐÂ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÐÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ. ¯ÂÒÓÑÕËÄ, Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË,
ÍÑÅÆÂ ÅÇÐÇÓÂÙËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÄÑ ÄÔÈÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏ ÎËÛß ÐÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÑÏ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ï
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÑÃÔÖÉÆÂÕß ÓÑÎß ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË Ä ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË ÔÕÂÕËÔÕËÍË
àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÐÂ ÐÂÛ ÄÊÅÎâÆ, ÒÓÑÔÕÑ ÐÇ-
ÔÇÓßÈÊÐÑ.

4.2.3. ¬ÓËÕËÚÇÔÍËÌ ÔÎÖÚÂÌ a � 0 (D p � D s). ¿ÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ
ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÒÔÇÄÆÑÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÌ, ÒÑ ÂÐÂÎÑ-
ÅËË ÔÑ ÔÎÖÚÂÇÏ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ ÛÖÏÂ [53, 54].
±ÓË a � 0 ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÓËÐË-
ÏÂÇÕ ÄËÆ
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³ÎÖÚÂÌÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ E�t� Ë 1=E�t� ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÞ. µÆÇÎßÐÞÌ ÔÓÇÆÐËÌ ÑÃÝÈÏ ÒÓË t!1 ÂÔËÏÒÕÑÕË-
ÚÇÔÍË ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÒÑÎÑÄËÐÇ ÑÃÜÇÅÑ ÑÃÝÈÏÂ, Â ÖÆÇÎßÐÂâ
ÔÓÇÆÐââ àÐÇÓÅËâ ì Í ÒÑÎÐÑÌ ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÔÎÖÚÂÇ a � 0 �D p � D s� ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂ-
ÙËâ ÐÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ä ÓÂÏÍÂØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (44). ³ÎÇÆÖÇÕ
ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÖÆÑÄÎÇ-

ÕÄÑÓËÕÇÎßÐÞÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÔÂÏÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (44) âÄÎâÇÕÔâ
ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÞÏ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ ÒÓË ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË ÆÇÎß-
ÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕÇÌ.

µÚÈÕ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÆÂÕß ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÌ ÑÕÄÇÕ Ñ ÐÂÎËÚËË ËÎË ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄËË ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ âÄÎÇÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÓÂÔÚÈÕÂ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÍÑÐÇÚ-
ÐÑÔÕË ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ
[54].

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ë ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ËØ ÊÂÕÖØÂÐËâ.

´ÂÍ, ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÒÑÎÇ u�r; t�,
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÇ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐ-
ÐÞÏ Ë ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÂÏË �t � tÿ t 0�:

ui�r; t�uj�r 0; t 0�

� � s 2
uBi j�rÿ r 0; t� � s 2

u

�
dkEi j�k� f �k; r; t� ;

ÅÆÇ s 2
u � hu2�r; t�iìÆËÔÒÇÓÔËâ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, Â ×ÖÐÍÙËâ

f �k; r; t� � exp
ÿÿl�k�t� cos ÿkrÿ o�k�t� ;

ÅÆÇ o�k� � ck ì ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÆÎâ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ
ÄÑÎÐ, cì ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÄÖÍÂ.

¿ÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÕÖØÂáÜËÌ ÚÎÇÐ ÔÄâÊÂÐ Ô ÆËÔÔËÒÂ-
ÕËÄÐÞÏË ×ÂÍÕÑÓÂÏË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË Ë ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË Ë l�k� � lpk 2.

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÔÑÆÇÓÉËÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÖá ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ Ei j�k� �
� E�k�ki kj=k2. ª ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÓË
lp 5 cl0 (ÅÆÇ l0 ì ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË
ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ) ËÏÇÇÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ�1

0

dt f �k; t� � lp
c 2

;

ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÏÂÎÑÅÑ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ àÐÇÓÅËË
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆË-
ÐËÙÂ (Õ.Ç. ÒÑÚÕË ÄÑ ÄÔÇØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ àÕÑÌ àÐÇÓÅËË).

±ÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÊÂÕÖØÂÐËâ ÆË××ÖÊËÑÐÐÞÌ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (44) ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ë ÏÞ ÐÇ ËÏÇÇÏ
ÐËÍÂÍÑÌ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË Ñ ÐÂÎËÚËË ËÎË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÍÎÂÔÕÇ-
ÓËÊÂÙËË. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÑÆÐÂÍÑ, ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÊÂÕÖØÂ-
ÐËâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ�1

0

dt cos
ÿ
o�k�t� � pd

ÿ
o�k�� ;

ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÓÇÊÑÐÂÐÔÞ ÏÇÉÆÖ
ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÅÂÓÏÑÐËÍÂÏË ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä ÄÞÔÛËØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâØ. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÖÔÕÂÐÑ-
ÄËÕß ÄÑ ÄÕÑÓÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÌ (ÒÑÔÎÇ ÅÓÑÏÑÊÆÍËØ
ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ), ÚÕÑ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ (Õ.Ç.
ÒÑÚÕË ÄÑ ÄÔÇØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ àÐÇÓÅËË) Ë ÄÞÚËÔÎËÕß ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË t � 1=a2, ÅÆÇ
ÎâÒÖÐÑÄÔÍËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ [54]

a2 � s 2
u

c 2

�
dk k 2E�k�

�
4

5
lp � 76p2

s 2
u

c
k 2E�k�

�
:
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°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ ÕÇÒÎÑÄÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÇ ÑÔÖÜÇ-
ÔÕÄÎâÇÕÔâ.

´ÂÍÉÇ ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÓÂÔÚÈÕ ÆÎâ ÒÑÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ
ÒÑÎâØ ÒÑÍÂÊÂÎ ÐÂÎËÚËÇ ÇÈ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá
ÇÆËÐËÙÂ [55].

5. ®ÑÆÇÎß ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ,
ÒÑÊÄÑÎâáÜÂâ ÒÑÎÖÚËÕß
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚ ÒÇÓÇÐÑÔÂ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÇ ÏÑÆÇÎßÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÄËÆÂ

u�r; t� � v�t� f �kr� ;
ÅÆÇ v�t� ì ÅÂÖÔÔÑÄ ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÃÇÎÑÅÑ
ÛÖÏÂ, f �kr�ì ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ. £ÞÃËÓÂâ ÑÔß x Ä
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÄÇÍÕÑÓÂ k, ÄËÆËÏ, ÚÕÑ Ä ÓÂÏÍÂØ àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË
ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑÌ, Õ.Ç. f �kr� � f �kx�. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÏÑÆÇÎß ÒÑÎâ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÄËÆÂ

u�r; t� � v�t� sin �2kr� ; �71�

ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÂâ Ä ÓÂÃÑÕÇ [56], ÒÑÊÄÑÎËÎÂ ÒÑÎÖÚËÕß
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË
(19) ÆÎâ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË r�r; t�, ÕÂÍ Ë ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20) ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, Â
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÂÎÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÓÑÔÎÇÆËÕß ÄÑÊÐËÍÐÑ-
ÄÇÐËÇ Ë àÄÑÎáÙËáÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË àÕËØ ÒÑÎÇÌ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ
ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÕÂÍÑÌ ÄËÆ ×ÖÐÍÙËË f �kr�, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÒÇÓÄÑÏÖ
ÚÎÇÐÖ ÓâÆÂ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË f �kr� ÒÑ ÅÂÓÏÑÐËÚÇ-
ÔÍËÏ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÏ, ÑÃÞÚÐÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÒÓË ÚËÔÎÇÐ-
ÐÑÏ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËË ÊÂÆÂÚË.

±ÓË ÚËÔÎÇÐÐÑÏ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÂÆÂÚ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÎÂÔß ÏÑÆÇÎß ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ v�t�, ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, Ô
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË


v�t�� � 0 ;


vi�t�vj�t 0�

� � 2s 2di jt0d�tÿ t 0� ; �72�

ÅÆÇ s 2 ìÆËÔÒÇÓÔËâ ÍÂÉÆÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕË, t0 ìÇÈ
ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË. ±ÓË àÕÑÏ ÏÞ ÃÖÆÇÏ
ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË:

t! k 2s 2t0t ; x! kx ;


vi�t�vj�t 0�

�! 2di jd�tÿ t 0� : �73�

5.1. ®ÑÆÇÎß ÆË××ÖÊËË ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË
£ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (19) ÆÎâ
ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÇÇÕ ÄËÆ [56]

r�x; t�
r0

� 1

exp
ÿ
T�t�� cos2 �kx� � exp

ÿÿT�t�� sin2 �kx� ; �74�
ÅÆÇ T�t� � 2k

� t
0 dt vx�t� ì ÄËÐÇÓÑÄÔÍËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑ-

ÙÇÔÔ.
ªÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (74) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÇÊÐÂ-

ÚËÕÇÎßÐÑ ÄÔáÆÖ, ÍÓÑÏÇ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕÇÌ ÕÑÚÇÍ kx � np=2, ÅÆÇ
r�x; t�=r0 � exp

ÿ�T�t��, Õ.Ç. Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË àÕËØ ÕÑÚÇÍ
ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÇÎËÍÑ ÒÓË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÏ ÊÐÂÍÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ T�t�.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚË ÍÎÂ-
ÔÕÇÓÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä àÌÎÇÓÑÄÑÏ ÑÒËÔÂ-

ÐËË ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕâØ ÕÑÚÇÍ

kx � n
p
2
; n � 0;�1;�2; . . .

²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÔÚÈÕÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑ-
ÎáÙËË ÓÇÂÎËÊÂÙËË àÌÎÇÓÑÄÂ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË 1�r�x; t�=r0
Ä ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ (73) (ÇÆËÐËÙÂ ÆÑÃÂÄÎÇÐÂ,
ÚÕÑÃÞ ÐÇ ËÏÇÕß ÒÓÑÃÎÇÏ Ô ÃÎËÊÍËÏË Í ÐÖÎá ÊÐÂÚÇÐËâÏË
ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ
ÐÂ ÓËÔ. 19. ªÊ ÓËÔÖÐÍÂ âÔÐÑ ÄËÆÐÑ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÇ
ÒÇÓÇÕÇÍÂÐËÇ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Í ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕâÏ ÕÑÚÇÍ x � 0
Ë x � p=2, Õ.Ç. ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ ÕÂÏ, ÅÆÇ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ, Â ÄÑ ÄÔÈÏ ÑÔÕÂÎßÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÓÂÍ-
ÕËÚÇÔÍË ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÓÇÏÇÐË t,
Ä ÍÑÕÑÓÞÇT�t� � 0, ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓÑØÑÆËÕ
ÚÇÓÇÊ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ.

5.2. ®ÑÆÇÎß ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÅÑ ÆËÐÂÏÑ
¥Îâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÐÆÖÍÙËË (20) ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ
ÏÑÆÇÎË (71) x-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÑØÓÂ-
ÐâÇÕÔâ, Õ.Ç. Hx�r; t� � Hx0, Â ÒÑÒÇÓÇÚÐÂâ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâH?�x; t� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá�

q
qt
� vx�t� qqx f �x�

�
H?�x; t� � v?�t� qf �x�qx

Hx0 �75�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏH?�x; 0� � H?0, ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÏ ÄËÆÇ
(ÒÓËH?0 � 0):

H?�x; t� � 2kHx0�

�
� t

0

dt
exp

ÿ
T�t�� cos2 �kx� ÿ exp

ÿÿT�t�� sin2 �kx��
exp

ÿ
T�t�� cos2 �kx�� exp

ÿÿT�t�� sin2 �kx��2 vx�t�v?�t� :
�76�

£ÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (76) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÅÇÐÇÓÂÙËá
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ H?�x; t� Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ �y; z� ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ËÊ-ÊÂ ÐÂÎËÚËâ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ Hx0. ª ÒÓË H?0 � 0 ÒÑÎÇ
H?�x; t�, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÍÄÂÆÓÂÕÖ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÔÍÑÓÑÔÕË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔËÕÖÂÙËá. ³ÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÑÎâ H?�x; t�,
ÒÑÆÑÃÐÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÕÂÍÉÇ ÍÎÂÔÕÇÓË-
ÊÖÇÕÔâ, ÚÕÑ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕÔâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ
ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ (ÔÏ. ÓÂÃÑÕÞ [39, 57] Ë ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [17 ë
20]), ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÏË Ä ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ (73)
ÐÂ ÓËÔ. 20Â, ÅÆÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÆÑÎâ àÐÇÓÅËË ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÑÅÑ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÂâÔâ Ä ÍÎÂÔÕÇÓÇ, ÒÑ ÑÕÐÑÛÇ-
ÐËá ÍÑ ÄÔÇÌ àÐÇÓÅËË Ä ÔÎÑÇ, ÐÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÄÓÇÏÇÐË, Ë ÐÂ ÓËÔ. 20Ã, ÅÆÇ ÄËÆÐÂ ÆËÐÂÏËÍÂ ÒÇÓÇÕÇÍÂÐËâ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÅÓÂÐËÙÞ ÑÃÎÂ-
ÔÕË Í ÆÓÖÅÑÌ.

°ÕÏÇÕËÏ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ (75). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÑÒÓÑ-
ÄÑÉÆÂÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÅÇÐÇÓÂÙËÇÌ ÔÂÏÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ ÆÂÐÐÑÌ ÒÓÑ-
ÔÕÇÌÛÇÌ ÊÂÆÂÚË.

6. ±ÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÏÞÇ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÐÂÍÂÚÍÑÌ

6.1. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÊÂÆÂÚË
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÅÑ ÆËÐÂÏÑ Ô ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÐÂÍÂÚÍÑÌ
ËÐÇÌÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (75) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ
ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÌ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑ-
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ÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÃÇÊÓÂÊÏÇÓ-
ÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË (ÔÏ. ÓÂÃÑÕÞ [39, 57] Ë ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [17 ë 20])

q
qt

P�t;E� �
�

q
qE

E� 2
q
qE

E
q
qE

E� 2
q
qE

E
q
qE

�
P�t;E�
�77�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ P�0;E� � d�Eÿ b�:
¥Îâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (77) ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÒÓË

ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ

ÒÑÎâ ÄËÆÂ

En�t�� � An exp

�
n�2nÿ 1�t� ;

ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Ô ÒÑÒÓÂÄÍÑÌ, ÖÚËÕÞÄÂáÜÇÌ ÅÂÖÔÔÑÄÖ
ÅÇÐÇÓÂÙËá. ´ÂÍÉÇ ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÎâÒÖ-
ÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ:

exp
ÿ

lnE�t��� � b exp �ÿt� ;
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t � 16
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t � 18

t � 19

t � 20

t � 21

t � 22

t � 23

t � 24

t � 25

Ä Å

²ËÔ. 19.±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐaÂ â àÄÑÎáÙËâ àÌÎÇÓÑÄÂ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÂâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (74).
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²ËÔ. 20. ¥ËÐÂÏËÍÂ ËÔÚÇÊÐÑÄÇÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÂ Ä ÕÑÚÍÇ 0 Ë ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÂ Ä ÕÑÚÍÇ p=2. ¬ÓÖÉÍÑÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t � 10;4,
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÏì t � 10;8, ÍÄÂÆÓÂÕÑÏ ì t � 11;8.

7 µ¶¯, Õ. 186, å 1
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ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖáÜÇÇ ÑÃ ÖÃÞÄÂÐËË àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÒÑÚÕË Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, Õ.Ç. Ñ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÑÄÂÐËË ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË.

±ÑÔÎÇÆÐËÌ ÚÎÇÐ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (77) ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÊÂ ÅÇÐÇÓÂ-
ÙËá ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÑÎâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÂ ÏÂÎÞØ ÄÓÇÏÇÐÂØ Ë ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕ ÅÇÐÇÓÂÙËá àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ±ÓËÄÇÆÈÏ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ë ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ àÕËØ ÄÓÇÏÈÐ,
ÑÅÓÂÐËÚËÄÂâÔß ÆÄÖÏÇÓÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÐÂÔ ËÐÕÇÓÇ-
ÔÖÇÕ [58].

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ H?�R; t� ÆÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ËÏÇÇÕ ÄËÆ

q
qt

P�t;H?� � 1

2

q2

qH 2
?
P�t;H?� ;

ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËÇ
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2pt
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�
:

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÐÂ àÕÑÏ ÏÂÎÑÏ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ï ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ àÐÇÓÅËË E�H 2

?�R; t�

P�t;E� � 1

2t
exp

�
ÿ E

2t

�
�78�

ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

q
qt

P�t;E� � 2
q
qE

E
q
qE

P�t;E� :

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

q
qt

F�t;E� � 2E
q2

qE 2
F�t;E� ;

ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ

F�t;E� � 1ÿ exp

�
ÿ E

2t

�
: �79�

ªÊ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÔÓÂÊÖ ÉÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÆÎâ ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË:

E ��t� � �2 ln 2�t :

±ÑÐâÕÐÑ, ÚÕÑ, ÆÎâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ËÏÇÎÂ ÏÇÔÕÑ ÍÎÂÔÕÇÓË-
ÊÂÙËâ, ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÆÑÎÉÐÂ ÖÃÞÄÂÕß, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÄÑÊ-
ÓÂÔÕÂÐËâ ÆÎâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÓÑÙÇÔÔÂ. ªÊ ÓËÔÖÐÍÂ 21, ÐÂ ÍÑ-
ÕÑÓÑÏ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (77), ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÐÂ ÐÂÚÂÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÖÃÞÄÂÇÕ ÒÓË-
ÏÇÓÐÑ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ, Ë ÔÍÑÓÑÔÕß
ÖÃÞÄÂÐËâ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ, Õ.Ç. ÒÓÑÙÇÔÔ ÅÇÐÇÓÂ-
ÙËË ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÑÎâ ÒÓÇÄÂÎËÓÖÇÕ. ¯Â ÄÓÇÏÇÐÂØ ÒÑÓâÆÍÂ
t � 1;7 ÔËÕÖÂÙËâ ÏÇÐâÇÕÔâ: ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÐÂÚË-
ÐÂÇÕ ËÅÓÂÕß ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ, Õ.Ç. ÔÍÑÓÑÔÕß
ÖÃÞÄÂÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË Ô ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ àÐÇÓ-
ÅËË ÐÂÚËÐÂÇÕ ÖÄÇÎËÚËÄÂÕßÔâ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë ÇÈ
ÊÐÂÚÇÐËÇ Ä ÐÖÎÇ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕË ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (77)
ÑÃÞÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

q
qt

F�t;E� �
�
E� 2E

q
qE
�E� 1�

�
q
qE

F�t;E� : �80�

¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (80) ÒÓËÄÇÆÇÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 22Â,
ËÊ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÏÂÎÞØ ÄÓÇÏÇ-
ÐÂØ, ÒÓËÏÇÓÐÑ ÆÑ t � 1;7, ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÖÃÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑ
ÆÎâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. ±ÓË ÃoÂ ÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ
ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÐÂÚËÐÂÇÕ ÖÄÇÎËÚËÄÂÕßÔâ, ÚÕÑ
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑ ÆÎâ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ.

¢ÑÎÇÇ ÐÂÅÎâÆÐÑ àÕÑÕ ÄÞÄÑÆ ËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÕ ÍÓËÄÂâ
ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 22Ã ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÒÓË
t5 3;0 ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ, ÑÒË-
ÔÞÄÂÇÏÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (77), ÖÃÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÔÄËÆÇÕÇÎß-
ÔÕÄÖÇÕ Ñ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË. ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÓÑÙÇÔÔ ÍÎÂÔÕÇÓË-
ÊÂÙËË ÐÂÚÂÎ ÒÓÑâÄÎâÕßÔâ ÓÂÐßÛÇ, ÐÑ ÇÅÑ ÒÓÇÑÃÎÂÆÂÐËÇ
ÐÂÆ ÅÇÐÇÓÂÙËÇÌ ÐÂÔÕÖÒÂÇÕ ÒÓËÏÇÓÐÑ Ô àÕÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ
ÄÓÇÏÇÐË.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 23Â ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË
ÖÆÇÎßÐÑÌ ÒÎÑÜÂÆË ÕÇØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ àÐÇÓÅËâ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÖÓÑÄÇÐß ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÍÓËÄÑÌ
ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË, Õ.Ç. E > 2. £ ÔÎÖÚÂÇ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÕÂ ÒÎÑÜÂÆß ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÇÆËÐËÙÇ, ÚÕÑ ÔÄË-
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²ËÔ. 21.±ÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË (77) ÆÎâ ÄÓÇÏÈÐ: (Â) t � 0;3 (ÍÓËÄÂâ 1), t � 1;7 (ÍÓËÄÂâ 2). ´ÑÐÍËÇ ÎËÐËË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÅÂÖÔÔÑÄÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá
(78) ÆÎâ t � 0;3 (ÍÓËÄÂâ 1 0), t � 1;7 (ÍÓËÄÂâ 2 0). (Ã) ´Ñ ÉÇ, ÚÕÑ Ë ÐÂ ÓËÔ. Â, ÐÑ ÆÎâ ÄÓÇÏÈÐ t � 1;7 (ÍÓËÄÂâ 2), t � 5;0 (ÍÓËÄÂâ 3), t � 8;3 (ÍÓËÄÂâ 4).
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ÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ ÑÃ ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË, ÑÆÐÂÍÑ Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÐÂÎËÚËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÎÑÜÂÆß ÐÂÚËÐÂÇÕ
ÖÃÞÄÂÕß, ÚÕÑ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÐÂÚÂÎÇ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÐÂ
ÄÓÇÏÇÐÂØ t � 1;7. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 23Ã ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÆËÐÂÏËÍÂ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÖÆÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË (ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÐÂ ÒÑÎÐÖá
àÐÇÓÅËá Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË), ÔÑÔÓÇÆÑ-
ÕÑÚÇÐÐÑÌ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ, ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂáÜÂâ âÄÎÇÐËÇ
ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË.

6.2. ¡ÐÑÏÂÎßÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÐÂ ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
©Â ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÆÇÔâÕËÎÇÕËâ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÖÔËÎËÎÔâ ËÐÕÇÓÇÔ
Í ÕÂÍÑÏÖ âÄÎÇÐËá, ÍÂÍ ÂÐÑÏÂÎßÐÑ ÃÑÎßÛËÇ ÄÑÎÐÞ,
ËÏÇÐÖÇÏÞÇ ÄÑÎÐÂÏË-ÖÃËÌÙÂÏË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [59, 60]).
³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÏÐÑÅÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÌ Ñ ÏÇØÂÐËÊÏÂØ Ë
ÏÇÕÑÆÂØ ÑÒËÔÂÐËâ àÕÑÅÑ âÄÎÇÐËâ [59 ë 62]. ®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂ-
ÅÂÇÏ, ÚÕÑ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÇÔÕß ÓÂÊÐÞÇ ÏÇØÂÐËÊÏÞ Ë ÐÇ ÄÔÈ
ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÂÊÞÄÂÕß ÂÐÑÏÂÎßÐÑ ÄÞÔÑÍËÏË ÄÑÎÐÂÏË. ¯ÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÕÂÍËØ ÄÑÎÐ ÐÂ ×ÑÐÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÃÑÎßÛÑÅÑ ÄÑÎÐÇÐËâ, ÄÇÓÑâÕÐÑ, ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË

à××ÇÍÕÂÏË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÂÃÑÕÞ [63 ë 66] Ë ÒÓËÄÇÆÈÐ-
ÐÞÇ ÕÂÏ ÔÔÞÎÍË). ªÊÖÚÂáÕÔâ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ
ÏÑÆÇÎË ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÍÂÍ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ, ÕÂÍ Ë
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑ ÕÂÍÉÇ ÑÃÔÖÉ-
ÆÂáÕÔâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ ÂÐÑÏÂÎß-
ÐÞØ ÄÑÎÐ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÃÊÑÓ [61]).

®Þ ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÏ ÑÆËÐ ËÊ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÏÇØÂÐËÊÏÑÄ
ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÂÐÑÏÂÎßÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÉËÆÍÑÔÕË, ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËá
ÕÂÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÐÂ ×ÑÐÇ ÑÚÇÐß ÔÎÂÃÑÅÑ ÄÑÎÐÇÐËâ. ´ÂÍ, ÐÂ
ÓËÔ. 24 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÕÓË ×ÑÕÑÅÓÂ×ËË ÐÇÑÃÞÚÐÑÌ ÖÊÍÑÌ Ë
ÒÓÑÕâÉÈÐÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÞÔÑÕÑÌ 4 ë 5 Ï, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÂÃÎá-
ÆÂÎÂÔß 11 ËáÐâ 2006 Å. Ö ´ËØÑÑÍÇÂÐÔÍÑÅÑ ÒÑÃÇÓÇÉßâ ¬ÂÏ-
ÚÂÕÍË Ä 1 ë 1,5 ÍÏ ÑÕ ÃÇÓÇÅÂ [20, 67]. ¡ÄÕÑÓ ×ÑÕÑÅÓÂ×ËÌ
®.®. ³ÑÍÑÎÑÄÔÍËÌ ÕÂÍ ÑÒËÔÂÎ ÊÂÒÇÚÂÕÎÈÐÐÑÇ ËÏ âÄÎÇ-
ÐËÇ: "¿ÕÑ ÃÞÎÂ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÔÕÓÂÐÐÂâ ÄÑÎÐÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÐÂ
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÓÂÊ ÒÑÄÕÑÓâÎÂÔß, Â ÒÑÕÑÏ ËÔÚÇÊÂÎÂ. £ÑÍÓÖÅ
ÐËÍÂÍËØ ÄÑÎÐ ÐÇ ÐÂÃÎáÆÂÎÑÔß ì ÕËÛß ÆÂ ÅÎÂÆß".
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²ËÔ. 22. (Â) ªÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË (80) ÆÎâ ÕÓÈØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË: t � 0;3 (ÍÓËÄÂâ 1), t � 1;7 (ÍÓËÄÂâ 2), t � 5;0
(ÍÓËÄÂâ 3). ´ÑÐÍËÇ ÍÓËÄÞÇ 1 0 ë 3 0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÅÂÖÔÔÑÄÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÆÎâ ÕÇØ ÉÇ ÄÓÇÏÈÐ. (Ã) ¬ÓËÄÞÇ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ àÐÇÓÅËË
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (1) Ë ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÓÑÙÇÔÔÂ (1 0).
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²ËÔ. 23. (a) µÆÇÎßÐÂâ ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÆÎâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (77), Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÖÓÑÄÇÐß àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ E > 2. (Ã) µÆÇÎßÐÂâ àÐÇÓÅËâ,
ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÂâ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ, àÄÑÎáÙËâ ÑÃÜÇÌ ÒÎÑÜÂÆË ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. Â.
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¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 25 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÕÂÍÉÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÏÑÓÔÍÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÐÂÃÎáÆÂÄÛÂâÔâ Ö ÒÑÃÇÓÇÉßâ ÑÔÕÓÑÄÂ ªÎß-
ÆÇ-²Ç (¶ÓÂÐÙËâ) [68] 2.

ªÊ àÕËØ ÒÓËÏÇÓÑÄ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÒÑÔÕÓÑËÕß ÆÎâ ÐËØ
ÕÑÒÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍÖá ÍÂÓÕÖ ÏÑÆÖÎâ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕË, ÕÑ ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÕËÒËÚÐÖá ÍÎÂÔÕÇÓÐÖá ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÖ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÑ-
ÄÂÐÑ ÐÂ ÐÇÃÑÎßÛÑÌ ÒÎÑÜÂÆË, Â ÄÐÇ ÇÈ ÑÐÑ ÒÓÑÔÕÑ ÑÕ-
ÔÖÕÔÕÄÖÇÕ.

¦ÜÈ ÓÂÊ ÒÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÒÓËÄÇÆ�ÇÐÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ
ÊÂÏÇÕÐÑ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÑÃÞÚÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÂÐÑ-
ÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÕÂÍËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÍÂÍ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÞÏË, ÕÂÍ Ë ÒÑÆÄËÉÐÞÏË, Â ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ, ÑÐË
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÇÄÞÛÂáÕ ×ÑÐ, ÓÇÚß ÊÆÇÔß ÐÇ ËÆÈÕ Ñ ÄÞ-
ÃÓÑÔÂØ, ÍÂÍ ÏËÐËÏÖÏ Ä ÆÄÂ ÓÂÊÂ ÒÓÇÄÞÛÂáÜËØ ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÞÌ ×ÑÐÑÄÞÌ ÖÓÑÄÇÐß [61]. £ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ
ÒÓËÏÇÓÑÄ ÔÍÑÓÇÇ ÏÑÉÐÑ ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞØ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÂØ ÐÂ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÖÎÇÄÑÏ ×ÑÐÇ. ªÊ àÕËØ ÒÓËÏÇÓÑÄ
ÕÂÍÉÇ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ ÕÂÍÑÏÖ ×ËÊËÚÇÔÍÑÏÖ âÄÎÇ-
ÐËá, ÍÂÍ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÂ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓË ÒÓÑØÑÉÆÇÐËË
ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ [61, 69] ËÎË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 3.2.1).

6.2.1 ±ÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË. ±ÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÊÂÆÂÚË Ñ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËË ÂÐÑÏÂÎßÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÐÂ ÏÑÓ-
ÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ä ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÓË-
ÄÇÆÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ [69] Ë ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [20].

°ÃÑÊÐÂÚËÏ ÕÓÈØÏÇÓÐÖá ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÖ ÍÂÍ r � frig, ÅÆÇ i � 1; 2; 3, ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÖá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ
ì ÍÂÍ z � r3, Â ÚÇÓÇÊ Ra �a � 1; 2� ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ä
ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÑÔË z.
´ÑÅÆÂ r � fR; zg. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÓÈØÏÇÓÐÑÇ ÅËÆÓÑÆË-
ÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r; t� ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ Ä ÄËÆÇ
ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ Ë ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËØ ÒÑÎâ
ÔÍÑÓÑÔÕË, Õ.Ç. Ä ÄËÆÇ ui�r; t� � fua�R; z; t�;w�R; z; t�g, ÅÆÇ
i � 1; 2; 3, Â ËÐÆÇÍÔ a � 1; 2.

³ÏÇÜÇÐËÇ ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË z � x�R; t� ÑÒËÔÞÄÂ-
ÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÍÓÂÇÄÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ (ÓËÔ. 26),
ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÍÂÍ

d

dt
x�R; t� � wz�R; z; t�

����
z�x�R;t�

: �81�

©ÆÇÔß dx�R; t�=dt ì ÒÑÎÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÔÏÇÜÇÐËâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË.

¬ÓÂÇÄÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ (81) ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÊÂÏ-
ÍÐÖÕÑÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÍÄÂÊËÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÓÂÏ-
ÍÂØ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ, Õ.Ç. ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÞØ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂØ ÒÑÎÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�R; z; t�
Ë w�R; z; t�:
qx�R; t�

qt
� ua

ÿ
R; x�R; t�; t� qx�R; t�

qRa
� wz

ÿ
R; x�R; t�; t� �82�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ x�R; 0� � x0�R�. µÓÂÄÐÇÐËÇ (82)
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÅÇÐÇÓÂÙËá ÄÑÎÐ ÐÂ ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË,
ÄÞÊÄÂÐÐÞØ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (82) ÒÑ R, ÆÎâ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ
ÔÏÇÜÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË pb�R; t� � qx�R; t�=qRb, ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÊÖáÜÇÅÑ ÐÂÍÎÑÐ ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Â Ã Ä

²ËÔ. 24. £ËÆ ÄÑÆÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÔÃÑÍÖ (Â). £ËÆ ÄÑÆÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ô ×ÓÑÐÕÂ: ÐÂÚÂÎÑ (Ã) Ë ÔÇÓÇÆËÐÂ (Ä) ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ.

²ËÔ. 25.±ÓËÏÇÓ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÑÆÐÑÌ ÏÂÔÔÞ ÐÂ ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË.
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²ËÔ. 26. £ÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË.

2 £ÒÇÚÂÕÎâáÜËÇ ×ÑÕÑÅÓÂ×ËË ÆÓÖÅËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÐÂ ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÔÂÌÕÇ http://imgur.com/a/4Y2Oo.

100 £.ª. ¬Á¸¬ª¯ [µ¶¯ 2016



ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

qpb�R; t�
qt

�
�
qua�R; z; t�

qRb
� qua�R; z; t�

qz
pb�R; t�

�
z�x�R;t�

pa�R; t��

� ua
ÿ
R; x�R; t�; t� qpa�R; t�

qRb
�

�
�
qw�R; z; t�

qRb
� qw�R; z; t�

qz
pb�R; t�

�
z�x�R;t�

pa�R; t� �83�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ p�R; 0� � p0�R� � qx0�R�=qR.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚË ËÏÇÇÕÔâ Ë

ÄÕÑÓÑÇ ÍÓÂÇÄÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ, ÔÄâÊÂÐÐÑÇ Ô ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕâÏË
ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÏÑÓÔÍÑÅÑ ÆÐÂ (ÔÏ. ÓËÔ. 26). £ ÓÂÏÍÂØ ÍË-
ÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ àÕÑ ÍÓÂÇÄÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓÑ-
âÄÎâÇÕÔâ Ä ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÏ ÄËÆÇ, Â ËÏÇÐÐÑ ÆÎâ ÄÂÓËÂ-
ÙËÑÐÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË x�R; t� Ë p�R; t�
ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ

dx�R; t�
du�R 0; z 0; t 0� � y

ÿ
z 0 �H0 ÿH�R��y�tÿ t 0� ;

�84�
dp�R; t�

du�R 0; z 0; t 0� � y
ÿ
z 0 �H0 ÿH�R��y�tÿ t 0� ;

ÅÆÇ y z� �ì ÕÇÕÂ-×ÖÐÍÙËâ ·ÇÄËÔÂÌÆÂ. µÔÎÑÄËÇ (84) ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÑÕÔÖÕÔÕÄËá ÒÓÑÕÇÍÂÐËâ ÄÑÆÞ ÚÇÓÇÊ ÕÄÈÓÆÑÇ ÆÐÑ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÓÂÄÐÇÐËâ (82), (83) Ä ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕË Ô
ÍÓÂÇÄÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ (84) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÊÂÏÍÐÖÕÖá
ÊÂÆÂÚÖ Ä ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ
ÊÂÆÂÚË ÆÑÎÉÐÑ ÆÂÕß ÑÕÄÇÕ ÐÂ ÄÑÒÓÑÔ: ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ ÎË Ä ÇÈ
ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ Ñ ÐÂÎËÚËË ÂÐÑÏÂÎßÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ
ÐÂ ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ, Õ.Ç.
ÒÑÚÕË Ä ÍÂÉÆÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.
±ÓË àÕÑÏ ÏÞ ÐÇ ÊÂÕÓÂÅËÄÂÇÏ ÄÑÒÓÑÔÂ Ñ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÏÇ-
ØÂÐËÊÏÂØ ÕÂÍÑÅÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ.

6.2.2. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ ÊÂÆÂÚË. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ
ÂÐÂÎËÊ ÊÂÆÂÚË (82) ë (84) ÒÓÑÄÇÆÈÐ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [58, 70].
¢ÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÔÏÇÜÇÐËâ ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË x�R; t� Ë
ÇÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ p�R; t�. ²ÇÊÖÎßÕÂÕ ÑÍÂ-
ÊÂÎÔâ ÍÓÂÌÐÇ ÐÇÑÉËÆÂÐÐÞÏ: ÆÎâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÅÎÖÃÑÍÑÅÑ
ÏÑÓâ Ë ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
ÊÂÆÂÚË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ x0�R�,
p�R; 0� � 0, ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ.

1. ³ÏÇÜÇÐËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË x�R; t� ÐÇ ÍÑÓÓÇ-
ÎËÓÖÇÕ Ô ÇÈ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÏ Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇÏ,

P�t; x� � 1��������������������������
4pBww�0; 0�t

p exp

�
ÿ x 2

4Bww�0; 0�t
�
; �85�

ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (82).
±ÓË àÕÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÔÏÇÜÇÐËâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË

s 2
x �t� �



x 2�R; t��x � �1ÿ1 x 2P�t; x� dx � 2Bww�0; 0�t :

©ÆÇÔß ËÐÆÇÍÔÑÏ x ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ x�R; t�. ¬Ñà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË
Bww�0; 0� Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (85) ÔÄâÊÂÐ Ô ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË
w�R; z; t� ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

Bww�0; 0� �
�1
0

dtBww�0; 0; t� ;

ÅÆÇBww�R; z; t�ìÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ×ÖÐÍÙËâ ÒÑÎâw�R; z; t�.
¬Ñà××ËÙËÇÐÕ Bww�0; 0� Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÔÄâÊÂÐ Ô ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r; t� (23):

Bww�0; 0� � 1

3

�
dk
�
2E s�k� � Ep�k�� � 1

3
s 2
u t0 ; �86�

ÅÆÇ t0 ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ u�r; t� (ÔÏ. ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (25)).

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÎÑÉÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ä
ÐËÉÐÇÏ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓâÏÑÌ ÒÓËÚË-
ÐÑÌ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔÏÇÜÇÐËâ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÊ (85) ÔÎÇÆÖáÕ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÖÔÎÑÄ-
ÐÞØ ÔÓÇÆÐËØ:



x�R; t�jx > 0

�
x �

�1
0

dx xP�t; x� �
��������������������������
1

p
Bww�0; 0�t

r
; �87�



x�R; t�jx < 0

�
x �

� 0

ÿ1
dx xP�t; x� � ÿ

��������������������������
1

p
Bww�0; 0�t

r
: �88�

±ÓË àÕÑÏ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, hx�R; t�ix � 0.
2. ±ÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÏÑÆÖÎâ ÅÓÂÆËÇÐ-

ÕÂ ÔÏÇÜÇÐËâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË I�R; t��p 2�R; t�,
P�t; I �, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÅÑ ÄËÆÂ:

q
qt

P�t; I � � q
qI

I�1� I �P�t; I � � 2
q
qI

I
q
qI
�1� I �2P�t; I � ;

�89�
ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÑ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ

t � 2

15
�4D s �D p�t ; �90�

Â ÄÇÎËÚËÐÞ D s Ë D p ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË (27) ÒÓË
d � 3.

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÎáÃÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÌ ÕÑÚÍË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ~R ×ÖÐÍÙËâ I �t; ~R� âÄÎâÇÕÔâ
ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÍÑÕÑÓÑÅÑ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ~R; ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ.

¯ÂÓâÆÖ Ô àÕËÏ Ä ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ fRg ÏÑÉÇÕ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕß ÒÓÑÙÇÔÔ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔÂÏÑÅÑ ÒÑÎâ
I�t;R�� jp�t;R�j2 ÍÂÍ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÃÝÇÍÕÂ Ä ÄËÆÇ ÊÂÏÍÐÖ-
ÕÞØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÒÑÄÞÛÇÐÐÑÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ì
ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË, ÍÑÕÑÓÂâ ÕÂÍÉÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐË-
ÇÏ (89).

¬ÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ Ë ÑÙÇÐÍË, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ Ä ÓÂÃÑ-
ÕÂØ [58, 70], ÒÑÍÂÊÂÎË ÔÎÇÆÖáÜÇÇ. µÓÂÄÐÇÐËÇ (89) âÄÎâÇÕÔâ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÎÑÉÐÞÏ Ë ÔÑÆÇÓÉËÕ ÆÄÂ à××ÇÍÕÂ. ³ ÑÆÐÑÌ
ÔÕÑÓÑÐÞ, ÒÑÎÇ I�t;R� ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ
ÒÑÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, Â Ô ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, Ä ÔËÎÖ ÆËÐÂÏËÍË
ËÔØÑÆÐÞØ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÒÑÎâ. ±ÓË àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÇ ÒÑÎÇ I�t;R� Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ (Õ.Ç. ÒÑÚÕË ÄÑ
ÄÔÇØ ÇÅÑ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ) ÖÃÞÄÂÇÕ ÐÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ
ÄÓÇÏÇÐÂØ Ä ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÑÐÑ ÆÑÎÉÐÑ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÑÄÂÕßÔâ Ä ÏÂÎÞØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÂ.

ªÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌP�t; I �, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÂâ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑÏ

F�t; I � �
� I

0

dI 0 P�t; I 0� � 
yÿIÿ I�t;R���
u
;
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âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÔÑÃÞÕËâ P �I�t;R� < I �. ¶ÖÐÍÙËâ
F�t; I � ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá
q
qt

F�t; I � � I�1� I� q
qI

F�t; I � � 2I
q
qI
�1� I �2 q

qI
F�t; I � ;
�91�

ÄÞÕÇÍÂáÜÇÏÖ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (89). ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ×ÖÐÍ-
ÙËâ

~F�t; I � �
�1
I

dI 0 P�t; I 0� � 
yÿI�t;R� ÿ I
��

u
� 1ÿ F�t; I �

âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÔÑÃÞÕËâ P �I�t;R� > I �. £ ÔËÎÖ
ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ×ÖÐÍÙËâ F�t; I � Ô ÄÑÊÓÂÔ-
ÕÂÐËÇÏ ÄÓÇÏÇÐË ÃÞÔÕÓÑ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÇÆËÐËÙÇ, Â ×ÖÐÍÙËâ
~F�t; I � ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá [58, 70].

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÜÂÆß, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ
I�t;R� ÃÑÎßÛÇ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ �I, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ

S�t; �I � �
�
dR y

ÿ
I�t;R� ÿ �I

�
; �92�

a ÑÃÜÂâ "ÏÂÔÔÂ" ÒÑÎâ I�t;R� > �I, ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÂâ ÐÂ
àÕÑÌ ÒÎÑÜÂÆË,

I�t; I > �I � �
�
dR I�t;R� yÿI�t;R� ÿ �I

�
: �93�

µÔÓÇÆÐââ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (92) Ë (93) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ I�t;R�, ÆÎâ ÔÓÇÆÐËØ ÄÇÎËÚËÐ ÒÑÎÖÚÂÇÏ:


S�t; �I ��
I
�
�
dR


y
ÿ
I�t;R� ÿ �I

��
I
;

�94�

I�t; I > �I ��

I
�
�
dR


I�t;R� yÿI�t;R� ÿ �I

��
I
:

¥Îâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÊÂ-
ÆÂÚË ÄÔÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ
ÑÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ R, Ë ÕÑÅÆÂ ÒÇÓÄÑÇ ÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÑ Ä (94) ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ ÆÎâ ÖÆÇÎßÐÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÞ

shom�t; �I � �


y
ÿ
I�t;R� ÿ �I

��
I
; �95�

ÍÑÕÑÓÂâ âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÔÑÃÞÕËâ P �I�t;R� > �I �.
³ÑÅÎÂÔÐÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ ×ÖÐÍÙËâ shom�t; �I � ÆÎâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÇÇÕ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÖÆÇÎßÐÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÞ (Õ.Ç. ÒÓËØÑÆâÜÇÌÔâ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÒÎÑÜÂÆË), ÐÂ
ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÎÇ I�t;R� ÃÑÎßÛÇ ÎáÃÑÌ ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ �I
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [17 ë 20]). °ÆÐÂÍÑ ÒÓË ÖÃÞÄÂ-
ÐËË ÒÑÎâ ÒÑÚÕË ÄÑ ÄÔÇØ ÕÑÚÍÂØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ àÕÂ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕß ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË
ÐÂ àÕÑÌ ÏÂÎÑÌ ÒÎÑÜÂÆË ÑÔÐÑÄÐÞØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÔÕËÍ ÕËÒÂ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ±ÓË àÕÑÏ ÖÆÇÎßÐÞÌ
ÍÄÂÆÓÂÕ ÏÑÆÖÎâ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ i, ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÞÌ Ä àÕÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ


i �t; I > �I ��
I
�
�1

�I

dI IP�t; I � �

� 
I�t��
I

�
1ÿ 1


I�t��
I

��I

0

dI IP�t; I �
�
: �96�

°ÕÍÖÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ô ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÄÓÇÏÇÐË ÄÞÓÂÉÇÐËÇ,
ÔÕÑâÜÇÇ Ä (96) ÒÑÔÎÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÊÐÂÍÂ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ, ÔÕÓÇÏËÕÔâ
Í hI�t�iI. ©ÐÂÚËÕ, Ä àÕÑÌ ÏÂÎÑÌ ÚÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
ÏÑÜÐÞÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË ÒÎÑÜÂÆË, ÐÂ ÍÑÕÑ-

ÓÑÌ ÑÐ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐ, ÆÑÎÉÇÐ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÒÓÑÔÕÑ
"ÄÞÆÂÄÎËÄÂÕß" ÔÄÑÃÑÆÐÖá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÍÂÍ ÄÄÇÓØ (Õ.Ç.
coÊÆÂÄÂÕß ÄÞÔÑÍËÇ ÖÊÍËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ), ÕÂÍ Ë ÄÐËÊ (Õ.Ç.
coÊÆÂÄÂÕß ÅÎÖÃÑÍËÇ ÖÊÍËÇ ÒÓÑÄÂÎÞìÏÂÎßÔÕÓÇÏÞ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË). ª àÕÑ ÆÑÎÉÐÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÕß ÓÇÆÍËÏ
ÃÑÎßÛËÏ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËâ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË x�R; t�.

6.2.3. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÒÑÅÓÂ×Ëâ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËâ ÏÑÓÔÍÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß, ÍÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐ ÒÓÑÙÇÔÔ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐËâ ÔÂÏÑÌ ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË x�R; t�. ªÕÂÍ, ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÇ ÒÑÎÇ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÏÑÆÖÎâ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ I�t;R�, ÒÓÇÄÞÛÂá-
ÜÇÅÑ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ �I , I�t;R� > �I,
Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÑ ÄÏÂÎÑÌ ÑÃÎÂÔÕË
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ (92). ªÏÇÐÐÑ Ä àÕÑÌ ÏÂÎÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÒÓÑËÔØÑÆËÕß ÂÐÑÏÂÎßÐÑÇ ÔÕÓÖÍÕÖ-
ÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÔÏÇÜÇÐËâ ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË x�R; t�.
³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ËÊÖÚÂÕß ÆÎâ ÒÑÎâ x�R; t�
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ (92),
Õ.Ç. ÖÔÎÑÄÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÓË x > 0,
I�t;R� > �I. ±ÓË àÕÑÏ ÒÑÎâ x�R; t� Ë I�R; t� ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË
ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÐÕÇÓÇÔÖáÜÂâ ÐÂÔ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ
ÄÇÎËÚËÐÂ�

dR x�R; t� yÿx�R; t�� yÿI �t;R� ÿ �I
�

ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎâÏ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎÇÌ x�R; t�
Ë I�t;R� ÃÖÆÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÕß ÖÔÎÑÄÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÆÎâ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÊÂÆÂÚË, ÔÑ-
ÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (87) Ë (95), ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ


x�t�jx > 0
�
shom�t; �I � �

��������������������������
1

p
Bww�0; 0�t

r
shom�t; �I � : �97�

µÚËÕÞÄÂâ ×ÑÓÏÖÎÖ (90), ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÄÞÓÂÊËÕß ÄÓÇÏâ t
ÚÇÓÇÊ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ t Ë, ÒÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (25), ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÖÔÎÑÄÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ (97) Ä ÄËÆÇ


x�R; t� yÿx�R; t�� yÿI�t;R� ÿ �I
��

x; I �

�
������������������������������

5s 2
u t0

2p�4D s �D p�

s
F �t; �I � ; �98�

ÅÆÇ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ

F �t; �I � � ���
t
p

shom�t; �I � ; �99�
Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ D s Ë D p Ä ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâØ (27) ÄÞÓÂ-
ÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (28).

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË �D p � 0� ×ÑÓÏÖÎÂ (98) ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÒÓÑ-
ÜÂÇÕÔâ Ë Ô ÖÚÈÕÑÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄ (28) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÖÐËÄÇÓÔÂÎß-
ÐÞÌ ÄËÆ:


x�R; t� yÿx�R; t�� yÿI�t;R� ÿ �I
��

x; I �
������
5

4p

r
lxF �t; �I � ;

�100�

ÅÆÇ lx � su=sx ì ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÌ
ÓÂÆËÖÔ ÒÑÎâ ÄËØÓâ ÔÍÑÓÑÔÕË.

¥ÎâÏÂÎÞØ ÄÓÇÏÈÐ àÕÑ ÖÔÎÑÄÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË, Â ÊÂÕÇÏ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÃÞÔÕÓÑÅÑ ÖÃÞÄÂÐËâ ×ÖÐÍÙËË
shom�t; �I � ÃÖÆÇÕ ÖÏÇÐßÛÂÕßÔâ, ÒÓÑØÑÆâ ÚÇÓÇÊ ÏÂÍÔËÏÂÎß-
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ÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÔÓÇÆÐáá ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÖá ÂÏÒÎËÕÖÆÖ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâ ÐÂ ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß Ë ÆÓÖÅËÇ
ÖÔÎÑÄÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÕËÒÂ

hx n�R; t�jx > 0; I�t;R� > �I i :
®ÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ�

dR x�R; t�y�ÿx�R; t��y�I�t;R� ÿ �I � ;

ÍÑÕÑÓÂâ ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎâÏ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ
ÒÑÎÇÌ x�R; t� Ë I�t;R� ÆÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÖÔÎÑÄÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ:

x�t�jx < 0

�
shom�t; �I � � ÿ

��������������������������
1

p
Bww�0; 0�t

r
shom�t; �I � : �101�

¥Îâ ÏÂÎÞØ ÄÓÇÏÈÐ ÖÔÎÑÄÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ (101) ÖÃÞÄÂÇÕ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË, Â ÆÂÎÇÇ, ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÃÞÔÕÓÑÅÑ ÖÃÞÄÂÐËâ ÒÑÎÑ-
ÉËÕÇÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË shom�t; �I � ÃÖÆÇÕ ÄÑÊÓÂÔÕÂÕß, ÒÓÑØÑÆâ
ÚÇÓÇÊ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ
ÔÓÇÆÐáá ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÖá ÂÏÒÎËÕÖÆÖ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÅÑ ÑÕÓË-
ÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÐÂ ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË (Õ.Ç. ÅÎÖÃÑÍÑÅÑ ÒÓÑÄÂÎÂ).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ Ä
[58, 70], ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
ÏÑÆÖÎâ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ Ä ÏÂÎÞØ ÑÃÎÂÔÕâØ, ÅÆÇ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐ
ÄÇÔß ÅÓÂÆËÇÐÕ, ÒÑÎÇ ÄÑÊÄÞÛÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ,
ÆÑÔÕËÅÂâ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ, Â ÊÂÕÇÏ ÐÂÚËÐÂÇÕ ÖÃÞÄÂÕß. ´Ñ ÇÔÕß
ËÊÖÚÂÇÏÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÉËÆÍÑÔÕË ËÏÇáÕ
ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ, ÐÑ âÄÎâáÕÔâ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÏË
ÍÂÍ ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ, ÕÂÍ Ë ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ.

³ÆÇÎÂÇÏ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ ÒÑ ÒÑÄÑÆÖ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÓÇÆÐËØ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑ-
ÅÓÂ×ËË. ¶ÑÓÏÖÎÞ (97) Ë (101) ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÑÕÎËÚÐÞÇ
ÑÕ ÐÖÎâ ÄÑÊÄÞÛÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÞ Ä ÑÃÎÂ-
ÔÕâØ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÏÑÆÖÎâ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ, Õ.Ç. Ä ÕÂÍËØ ÑÃ-
ÎÂÔÕâØ, ÅÆÇ ÏÑÆÖÎß ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÃÑÎßÛÇ ÎáÃÑÌ ÔÍÑÎß ÖÅÑÆ-
ÐÑ ÏÂÎÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ �I. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË �I � 0 ×ÑÓÏÖÎÞ
(97), (101) ÐÇ ËÏÇáÕ ÔÏÞÔÎÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÇÓÇÔÕÂáÕ ÑÒË-
ÔÞÄÂÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÑÊÄÞÛÇÐËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë,
ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË ÆÎâ ÑÃÞÚÐÞØ
ÔÓÇÆÐËØ, ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ ÍÑÕÑÓÞØ, Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÒÑÄÇÆÇ-
ÐËâ Ä ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ, ÐÇ ÆÂÈÕ ÒÑÎÇÊÐÑÌ ËÐ×ÑÓ-
ÏÂÙËË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [17 ë 20]).

°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [58, 70]
ÑÙÇÐÍË Ë ÑÃÜËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÑÊÄÞÛÇÐËâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÖÍÂÊÞÄÂáÕ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÐÂÎËÚËÇ ÔÂÏÑÅÑ à×-
×ÇÍÕÂ. ¢ÑÎÇÇ ÆÇÕÂÎßÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË Ë ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎß-
ÐÖá ÄÇÓË×ËÍÂÙËá ÏÑÉÇÕ ÆÂÕß ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ (89) Ë (91), Â ÕÂÍÉÇ ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ ËÔ-
ØÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (82).

7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

®Þ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÍÂÍ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÕÓÖÍÕÖ-
ÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÅÇÑ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍÇ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÅÂÖÔÔÑÄÞØ
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ, ÕÂÍ Ë ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâ Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇÏ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ f �r; t�,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞØ. ²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÕÂÍÉÇ ÆÄÂ ÒÓËÏÇÓÂ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ Ô ÒÂÓÂ-

ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇÏ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ
ÐÂÍÂÚÍË. ´ÂÍËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ
ÔËÔÕÇÏÂØ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇÏ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ Ë ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÎËÃÑ ÄÑÊÐËÍÂáÕ, ÎËÃÑ ÐÇ ÄÑÊÐËÍÂáÕ!
¯Ñ ÇÔÎË ÑÐË ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâáÕÔâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÕÑ àÕÑ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ ÒÑÚÕË ÄÔÇÅÆÂ, Õ.Ç.
Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ (àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÃÞÔÕÓÑ), Ë
ÆÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂ-
ÆÂÚË ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ:

1) Ô ÕÇÚÇÐËÇÏ ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÎÇ ÒÑÚÕË ÄÑ ÄÔÇØ ÕÑÚÍÂØ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÖÃÞÄÂÇÕ (ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, Ô ÍÂÍËÏË-ÕÑ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËâÏË);

2) Ä ÔÂÏoÂ ÏÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÓË àÕÑÏ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÑÃÎÂÔÕË
ÏÂÎÑÅÑ ÑÃÝÈÏÂ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ àÕÑ ÒÑÎÇ ÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÖÇÕÔâ
(ÍÎÂÔÕÇÓËÊÖÇÕÔâ), Ë ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÇ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÆË××ÖÊËÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ f �r; t� Ä
ÔÄÑÈÏ ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ f f g.

£ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÒÑÎâ Îá-
ÃÑÌ ÒÓËÓÑÆÞ f �r; t� âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÜËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍËØ ÒÑÎÇÌ, Ë ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÇ ÆÎâ ÎáÃÞØ ÕÂÍËØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ ì ÊÂÍÑÐ ÒÓËÓÑÆÞ.

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÄÞâÔÐÇÐÞ ÖÔÎÑÄËâ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ
ÕÂÍÑÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ. ±ÓËÏÇÚÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÚÕÑ àÕË ÖÔÎÑÄËâ ËÏÇáÕ ÒÓÑÊÓÂÚÐÞÌ ×ËÊËÍÑ-
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ Ë ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÐÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑÏ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ËÆÇÌ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË.

¡ÄÕÑÓ ÃÎÂÅÑÆÂÓÇÐ ¬.£. ¬ÑÛÇÎá ÊÂ ÏÐÑÅÑÎÇÕÐáá
ÒÑÏÑÜß Ä ÑÃÎÂÔÕË ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ Ë ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ,
Â ÕÂÍÉÇ ÊÂ ÔÑÄÏÇÔÕÐÖá ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÖá ÓÂÃÑÕÖ ÒÑ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÂÐÂÎËÊÖ ÊÂÆÂÚË Ñ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ
ÐÂ ÏÑÓÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ¡ÄÕÑÓ ÕÂÍÉÇ ÒÓËÊÐÂÕÇÎÇÐ
ÓÇÙÇÐÊÇÐÕÖ ÊÂ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÊÂÏÇÚÂÐËâ, ÔÒÑÔÑÃÔÕÄÖáÜËÇ
ÖÎÖÚÛÇÐËá ËÊÎÑÉÇÐËâ ÏÂÕÇÓËÂÎÂ.

²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ ÒÓË ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ ²ÑÔÔËÌÔÍËÏ ÐÂÖÚ-
ÐÞÏ ×ÑÐÆÑÏ (ÅÓÂÐÕ 14-27-00134).

³ÒËÔÑÍ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÞ
1. »ÇÓÃÂÍÑÄ ² ¯ µ¶¯ 184 153 (2014); Shcherbakov R N Phys. Usp.

57 143 (2014)
2. Nicolis G, Prigogin I Exploring Complexity, an Introduction (New

York: W.H. Freeman and Co., 1989); ¯ËÍÑÎËÔ ¤, ±ÓËÅÑÉËÐ ª
±ÑÊÐÂÐËÇ ÔÎÑÉÐÑÅÑ. £ÄÇÆÇÐËÇ (®.: URSS, 2008)

3. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª ±ÓËÍÎ. ÏÂÕÇÏ. ÏÇØ. 33 889 (1969); Klyatskin V I J.
Appl. Math. Mech. 33 864 (1969)

4. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª ªÊÄ. ²¡¯. ¶ËÊ. ÂÕÏ. Ë ÑÍÇÂÐÂ 31 749 (1995);
Klyatskin V I Izv. Atmos. Ocean. Phys. 31 717 (1995); Klyatskin V,
Gurarie D Physica D 98 466 (1996)

5. ÂÐÆÂÖ  ¥, Ë×ÛËÙ ¦ ® ¤ËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÂ (®.: ¯ÂÖÍÂ, 1986);
Landau L D, Lifshitz E M Fluid Mechanics 2nd ed. (Oxford:
Pergamon Press, 1987)

6. Hopf E, Titt E W J. Rational Mech. Anal. 2 587 (1953)
7. Kraichnan R H, Montgomery D Rep. Prog. Phys. 43 547 (1980)
8. Hopénger E J, Browand F K Nature 295 393 (1982)
9. Griféths R W, Hopénger E J Deep Sea Res. A 31 245 (1984)
10. Boubnov B M, Golitsyn G S J. Fluid Mech. 167 503 (1986)
11. Hopénger E J, in Theoretical and Applied Mechanics (Eds P Ger-

main, M Piau, D Caillerie) (Amsterdam: Elsevier, 1989) p. 117
12. Boubnov B M, Golitsyn G S Convection in Rotating Fluids

(Dordrecht: Kluver Acad. Publ., 1995)
13. ¤ÑÎËÙÞÐ ¤ ³ ³ÕÂÕËÔÕËÍÂ Ë ÆËÐÂÏËÍÂ ÒÓËÓÑÆÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ë

âÄÎÇÐËÌ: ®ÇÕÑÆÞ, ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕÂÓËÌ, ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ (®.:
¬²¡³¡¯¥, 2013)

14. PavlovV, BuisineD,GoncharovVNonlin. Proc. Geophys. 8 9 (2001)
15. ¬ÂÓËÏÑÄÂ ³ ³, ÂÄÓÑÄÂ ° À, ³ÑÎÑÄßÇÄ ¥ ® ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ

©ÇÏÎË ËÊ ÍÑÔÏÑÔÂ (5) 15 (2011); Karimova S S, Lavrova O Yu,
Solov'ev D M Atmos. Ocean. Phys. 49 1006 (2012)

16. Karimova S Adv. Space Res. 50 1107 (2012)
17. Klyatskin V I Lectures on Dynamics of Stochastic Systems (Boston,

MA: Elsevier, 2010)
18. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª °ÚÇÓÍË ÒÑ ÆËÐÂÏËÍÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ (®.:

¬²¡³¡¯¥, 2012)

´. 186, å 1] ³´°·¡³´ª¹¦³¬°¦ ³´²µ¬´µ²°°¢²¡©°£¡¯ª¦ £ ³µ¹¡«¯½· ³²¦¥¡· 103



19. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ âÄÎÇÐËÌ Ä
ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ (®: ¬²¡³¡¯¥, 2015)

20. Klyatskin V I Stochastic Equations: Theory and Applications in
Acoustics, Hydrodynamics, Magnetohydrodynamics, and Radiophy-
sics Vols 1, 2 (Helderberg: Springer, 2015)

21. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª µ¶¯ 182 1235 (2012); Klyatskin V I Phys. Usp. 55
1152 (2012)

22. Klyatskin V I , in Chaos and Complex Systems. Proc. of the 4th
Intern. Interdisciplinary Chaos Symp. (Eds S G Stavrinides et al.)
(Heidelberg: Springer-Verlag, 2013) p. 69

23. ¬ÎâÙÍËÐ£ª´®¶ 176 495 (2013); Klyatskin V ITeor.Math. Phys.
176 1252 (2013)

24. Klyatskin V I Russ. J. Math. Phys. 20 295 (2013)
25. ¬ÎâÙÍËÐ £ªµ¶¯ 181 457 (2011); Klyatskin V IPhys. Usp. 54 441

(2011)
26. ©ÇÎßÆÑÄËÚ Á ¢ Ë ÆÓ.¨¿´¶ 89 2061 (1985); Zel'dovich Ya B et al.

Sov. Phys. JETP 62 1188 (1985)
27. ©ÇÎßÆÑÄËÚ Á ¢ Ë ÆÓ.µ¶¯ 152 3 (1987); Zel'dovich Ya B et al. Sov.

Phys. Usp. 30 353 (1987)
28. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª ¥ËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ 4 193 (2014)
29. Batchelor GK, TownsendAAProc. R. Soc. Lond. A 199 238 (1949)
30. Batchelor G K, Howells I D, Townsend A A J. Fluid Mech. 5 113

(1959)
31. ®ÑÐËÐ ¡ C, ÁÅÎÑÏ ¡ ® ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÂ ´. 2

(®.: ¯ÂÖÍÂ, 1967); Monin A S, Yaglom A M Statistical Fluid
Mechanics Vol. 2 (Cambridge, Mass.: MIT Press, 1975)

32. ©ÂØÂÓÑÄ £ "¢ÇÊÖÏÐÞÇ ÄÑÎÐÞ", http://www.youtube.com/
wa t ch ?v=Bt3ZOswGd-4 ; "£ÑÎÐÞ-ÖÃËÌÙÞ" , h t tp : / /
www.zoomby.ru/watch/114832-academia

33. ²ÖÊÏÂÌÍËÐ¡¡µ¶¯ 184 297 (2014); RuzmaikinAAPhys. Usp. 57
289 (2014)

34. Anderson P W Phys. Rev. 109 1492 (1958)
35. Ë×ÛËÙ ª ®, ¤ÓÇÆÇÔÍÖÎ ³ ¡, ±ÂÔÕÖÓ  ¡ £ÄÇÆÇÐËÇ Ä ÕÇÑÓËá

ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏ (®.: ¯ÂÖÍÂ, 1982); Lifshits I M, Gre-
deskul S A, Pastur L A Introduction to the Theory of Disordered
Solids (New York: John Wiley, 1988)

36. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª, ³ÂËÚÇÄ ¡ªµ¶¯ 162 (3) 161 (1992); Klyatskin V I,
Saichev A I Phys. Usp. 35 231 (1992)

37. ®ËØÂÌÎÑÄ ¡ ³, µÒÑÓÑÄ ª £ µ¶¯ 144 79 (1984); Mikhailov A S,
Uporov I V Sov. Phys. Usp. 27 695 (1984)

38. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª, ³ÂËÚÇÄ ¡ ª¨¿´¶ 111 1297 (1997); Klyatskin V I,
Saichev A I JETP 84 716 (1997)

39. ¬ÎâÙÍËÐ £ª,¹ØÇÕËÂÐË°¤¨¿´¶ 136 400 (2009); Klyatskin V I,
Chkhetiani O G JETP 109 345 (2009)

40. ÂÐÆÂÖ  ¥, Ë×ÛËÙ ¦ ® ¿ÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÂ ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆ
(®.: ¯ÂÖÍÂ, 1982); Landau L D, Lifshitz E M Electrodynamics of
Continuous Media (Oxford: Pergamon Press, 1984)

41. ¬ÎâÙÍËÐ £ªµ¶¯ 174 177 (2004); Klyatskin V IPhys. Usp. 47 169
(2004)

42. ®ÂÎâÐÑÄ ¥, ÅÂÊÇÕÂ.ru, 17.06.2011, http://www.gazeta.ru/science/
2011/06/17_a_3664677.shtml; Atkinson N, Universe Today, Space
and Astronomy News, 10 June, 2011, http://www.universetoday.
com/86446/voyagers-énd-giant-jacuzzi-like-bubbles-at-edge-of-
solar-system/

43. ¬ÎâÙÍËÐ £ªµ¶¯ 178 419 (2008); Klyatskin V IPhys. Usp. 51 395
(2008)

44. ¬ÎâÙÍËÐ £ªµ¶¯ 179 547 (2009); Klyatskin V IPhys. Usp. 52 514
(2009)

45. ©ÂÄÑÓÑÕÐÞÌ £ µ, ¬ÎâÙÍËÐ £ ª, ´ÂÕÂÓÔÍËÌ £ ª ¨¿´¶ 73 481
(1977); Zavorotnyi V U, Klyatskin V I, Tatarskii V I Sov. Phys.
JETP 46 252 (1977)

46. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª CÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë ÄÑÎÐÞ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ (®.: ¶ËÊÏÂÕÎËÕ, 1980); Klyatskin V IOndes
et �Equations Stochastiques dans les milieus Al�eatoirement non
Homog�enes (BesancË on-Cedex: Les �editions de Physique, 1985)

47. ¬ÎâÙÍËÐ £ª, ÁÍÖÛÍËÐª ¤¨¿´¶ 111 2044 (1997); Klyatskin V I,
Yakushkin I G JETP 84 1114 (1997)

48. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª, ¿ÎßÒÇÓËÐ T ¨¿´¶ 122 327 (2002); Klyatskin V I,
Elperin T JETP 95 328 (2002)

49. Maxey M R J. Fluid Mech. 174 441 (1987)
50. ¬ÎâÙÍËÐ £ª¨¿´¶ 126 1153 (2004); Klyatskin V I JETP 99 1005

(2004)
51. ªÊÓÂàÎß À ¡ ²ÂÆËÑÂÍÕËÄÐÑÇ ÊÂÅÓâÊÐÇÐËÇ ÒÓËÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆ Ä

ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÂÄÂÓËË ÐÂ ¹ÇÓÐÑÃÞÎßÔÍÑÌ ÂÕÑÏÐÑÌ ÔÕÂÐÙËË (Í 20-
ÎÇÕËá ÂÄÂÓËË) (®.: ¬ÑÏÕÇØÒÓËÐÕ, 2006); http://www.ibrae.ac.ru/
images/stories/ibrae/chernobyl/israel.pdf

52. ¤ÖÓÃÂÕÑÄ ³¯, ³ÂËÚÇÄ ¡ª,ºÂÐÆÂÓËÐ ³¶µ¶¯ 182 233 (2012);
Gurbatov S N, Saichev A I, Shandarin S F Phys. Usp. 55 223 (2012)

53. ²ÞÕÑÄ³®,¬ÓÂÄÙÑÄÀ¡,´ÂÕÂÓÔÍËÌ£ª£ÄÇÆÇÐËÇ Ä ÔÕÂÕËÔÕË-
ÚÇÔÍÖá ÓÂÆËÑ×ËÊËÍÖ ´. 1, 2 (®.: ¯ÂÖÍÂ, 1977, 1978); Rytov S M,
Kravtsov Yu A, Tatarskii V I Principles of Statistical Radiophysics
Vols 1 ± 4 (Berlin: Springer-Verlag, 1987 ± 1989)

54. ¬ÎâÙÍËÐ£ª´®¶ 172 415 (2012); KlyatskinV ITeor.Math. Phys.
172 1243 (2012)

55. ¬ÎâÙÍËÐ £ª, ÁÍÖÛÍËÐª¤¨¿´¶ 118 849 (2000); Klyatskin V I,
Yakushkin I G JETP 91 736 (2000)

56. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª, ¬ÑÛÇÎß ¬ £ µ¶¯ 170 771 (2000); Klyatskin V I,
Koshel' K V Phys. Usp. 43 717 (2000)

57. ¬ÎâÙÍËÐ £ªµ¶¯ 181 457 (2011); Klyatskin V IPhys. Usp. 54 441
(2011)

58. Klyatskin V I, Koshel K V Phys. Rev. E 91 063003 (2015)
59. ¬ÖÓÍËÐ ¡¡, ±ÇÎËÐÑÄÔÍËÌ ¦¯ £ÑÎÐÞ-ÖÃËÌÙÞ:×ÂÍÕÞ, ÕÇÑÓËâ Ë

ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ (¯.¯ÑÄÅÑÓÑÆ: ¯¤´µ, 2004)
60. Kharif C, Pelinovsky E, Slunyaev A Rogue Waves in the Ocean

(Berlin: Springer, 2009)
61. Dysthe K, Krogstad H E, Muller P Annu. Rev. Fluid Mech. 40 287

(2008)
62. Christou M, Ewans K J. Phys. Oceanogr. 44 2317 (2014)
63. Ruban V P ±ËÔßÏÂ Ä ¨¿´¶ 94 194 (2011); JETP Lett. 94 177

(2011)
64. ²ÖÃÂÐ £ ±±ËÔßÏÂ Ä ¨¿´¶ 95 550 (2012); Ruban V P JETP Lett.

95 486 (2012)
65. ²ÖÃÂÐ £ ±±ËÔßÏÂ Ä ¨¿´¶ 97 215 (2013); Ruban V P JETP Lett.

97 188 (2013)
66. ²ÖÃÂÐ £ ±±ËÔßÏÂ Ä ¨¿´¶ 97 788 (2013); Ruban V P JETP Lett.

97 686 (2013)
67. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª ´®¶ 180 127 (2014); Klyatskin V I Theor. Math.

Phys. 180 850 (2014)
68. http://en.wikipedia.org/wiki/File:Ile de r�e.JPG
69. Metzger J J, Fleischmann R, Geisel T Phys. Rev. Lett. 112 203903

(2014)
70. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª, ¬ÑÛÇÎß ¬ £ ´®¶ 186 (3) (2016) Ä ÒÇÚÂÕË;

Klyatskin V I, Koshtl' K V Theor. Math. Phys. 186 (3) (2016) in
press

Stochastic structure formation in random media

V.I. Klyatskin. A.M. Obukhov Institute of Atmospheric Physics, Russian Academy of Sciences,
Pyzhevskii per. 3, 109017 Moscow, Russian Federation. Tel. +7 (499) 269 12 83. E-mail: klyatskin@yandex.ru

Stochastic structure formation in random media is considered using examples of elementary dynamical systems related to the two-dimensional
geophysical êuid dynamics (Gaussian random éelds) and to stochastically excited dynamical systems described by partial differential equations
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rare events happening with vanishing probability. The problems involving stochastic parametric excitation occur in êuid dynamics, magnetohy-
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