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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

©ÂÆÑÎÅÑ ÆÑ ÄÞÄÑÆÂ ¥ËÓÂÍÑÏ ÊÐÂÏÇÐËÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ àÐÇÓÅËÌ ed ÆËÔÍÓÇÕÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ Ä
ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ ©ÑÏ-
ÏÇÓ×ÇÎßÆÑÏ [1] Ä ÓÂÏÍÂØ ÃÑÓÑÄÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÂÕÑÏÂ, Â ÐÂ
ÑÔÐÑÄÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ Ä ÒÑÎÇ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ Z (Ä
ÇÆËÐËÙÂØ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ) ÑÐÂ ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ Ä

ÓÂÃÑÕÂØ [2 ë 5] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [6, 7]):
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©ÆÇÔß ÆËÓÂÍÑÄÔÍÑÇ ÍÄÂÐÕÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ k � �� j� 1=2� ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ K �
� b�1� RL� (ÔÏ. [8, 9]), j ì ÔÑØÓÂÐâáÜËÌÔâ ÒÑÎÐÞÌ
ÖÅÎÑÄÑÌ ÏÑÏÇÐÕ àÎÇÍÕÓÑÐÂ, nr ì ÂÐÂÎÑÅ ÓÂÆËÂÎßÐÑÅÑ
ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ Ä ÕÇÑÓËË ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ. ¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ,
ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÂ ÇÆËÐËÙ �h � c � m � 1, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ a � e 2=��hc� ' 1=137;04
(m Ë ÿeìÏÂÔÔÂ Ë ÊÂÓâÆ àÎÇÍÕÓÑÐÂ).

¿ÐÇÓÅËâ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ (1s1=2: k � ÿ1, nr � 0)
(1) ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓË Z � 137, Â ÒÓË Z > 137
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ, ÕÂÍ ÚÕÑ ×ÑÓÏÖÎÂ ©ÑÏÏÇÓ×ÇÎß-
ÆÂ ÕÇÓâÇÕ ÔÏÞÔÎ. °ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ ÊÂÏÇÕËÎË ±ÑÏÇÓÂÐÚÖÍ Ë
³ÏÑÓÑÆËÐÔÍËÌ [10], àÕÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÕÑÚÇÚ-
ÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ. ¥Îâ âÆÓÂ Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÓÂÆËÖÔÑÏ àÐÇÓÅËâ
ÐËÉÐÇÅÑ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ Ô ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ Z ÒÓÑÆÑÎ-
ÉÂÇÕ ÖÏÇÐßÛÂÕßÔâ ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ, ÒÑÍÂ ÑÐ ÐÇ ÆÑÔÕËÅÐÇÕ ÅÓÂ-
ÐËÙÞ ÐËÉÐÇÅÑ ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ
ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ "ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÏ" ÊÐÂÚÇÐËË ÊÂÓâÆÂ Z � Zcr.
±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËËZcr ÄÏÑÆÇÎË ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÅÑ ÑÃÓÇÊÂÐËâ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÊÂÓâÆÂ) ÒÓË ÓÂÆËÖÔÇ âÆÓÂ r0 � 12 ¶ (ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
R � 0;031 Ä ÇÆËÐËÙÂØ �h=�mc� � 3;86� 10ÿ11 ÔÏ) ÂÄÕÑÓÞ
ÓÂÃÑÕÞ [10] ÒÑÎÖÚËÎË ÊÂÄÞÛÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ: Zcr � 200.
´ÑÚÐÞÌ ÓÂÔÚÈÕ ÆÎâ ÅÑÎÑÅÑ âÆÓÂ Ä àÕÑÌ ÉÇ ÏÑÆÇÎË ÆÂÈÕ
Zcr � 177 [11, 12].
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¬ÖÎÑÐÑÄÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ô ÊÂÓâÆÑÏ âÆÓÂ Z > Zcr
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±ÑÎÖÚÇÐÑ ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ âÆÓÂ, Õ.Ç. ÕÂÍÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâZ � Zcr, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ
ÆËÔÍÓÇÕÐÞÌ ÖÓÑÄÇÐß Ô ÆËÓÂÍÑÄÔÍËÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ k ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÅÓÂÐËÙÞ ÐËÉÐÇÅÑ ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ ÓÇÛÇÐËÌ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ. £ ÏÑÆÇÎË Ô ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÞÏ ÑÃÓÇÊÂÐËÇÏ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÐÂ ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËâØ r0 � R�h=�mc�, R5 1, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÊÂÓâÆÂ âÆÓÂ ÆÎâ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ k ÒÓË
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÓÂÆËÖÔÂØ ÑÃÓÇÊÂÐËâ. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÒÂÓÙËÂÎßÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ ÖÒÓÖÅÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÒÑÊËÕÓÑÐÑÄ ÐÂ
âÆÓÇ Sk � exp �2idk�ep�� ÖÐËÕÂÓÐÂ Ë ÒÓËZ > Zcr. ¥ÎâZ > Zcr ÄÞÚËÔÎÇÐÞ ×ÂÊÂ ÓÂÔÔÇâÐËâ dk�ep� ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ
àÐÇÓÅËË ÒÑÊËÕÓÑÐÑÄ Ep � epmc 2, Â ÕÂÍÉÇ ÒÑÎÑÉÇÐËâ Ë ÛËÓËÐÞ ÍÄÂÊËÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ
ÒÑÎáÔÂÏ ÏÂÕÓËÙÞ ÓÂÔÔÇâÐËâ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË Z < Zcr, ÐÑ Ë ÒÓË Z > Zcr ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ
ÑÆÐÑÚÂÔÕËÚÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ¥ËÓÂÍÂ Ë ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÇ ÓÑÉÆÇÐËÇ e�eÿ-ÒÂÓ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ ÑÕÔÖÕÔÕ-
ÄÖÇÕ.
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¦ÔÎËZ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÃÑÎßÛÇZcr, ÕÑ ÒÇÓÄÞÌ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÌ
ÖÓÑÄÇÐß ËÔÚÇÊÂÇÕ ËÊ ÔÒÇÍÕÓÂ. ´ÂÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ
ÖÓÑÄÐâ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÆÄËÉÇÐËá
ÖÓÑÄÐÇÌ Ä ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÇ Ô ÖÄÇÎËÚÇ-
ÐËÇÏ ÇÈ ÅÎÖÃËÐÞ. ºË××, ³ÐÂÌÆÇÓ Ë £ÂÌÐÃÇÓÅ [13] ÒÑ-
ÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÅÎÖÃËÐÇ V0 âÏÞ ÐËÉÐËÌ
ÖÓÑÄÇÐß àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ ÿmc 2.
±ÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÖÅÎÖÃÎÇÐËË âÏÞ àÕÑÕ ÖÓÑÄÇÐß ËÔÚÇ-
ÊÂÇÕ, ÒÇÓÇØÑÆâ Ä ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ (ÐËÉÐËÌ ÍÑÐÕË-
ÐÖÖÏ). ¥Îâ ÑÃÝâÔÐÇÐËâ àÕÑÅÑ âÄÎÇÐËâ ÂÄÕÑÓÞ ÓÂÃÑÕÞ
[10], ËÔÒÑÎßÊÖâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËá ºË××Â, ³ÐÂÌÆÇÓÂ Ë
£ÂÌÐÃÇÓÅÂ, ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÎË, ÚÕÑ ÇÔÎË ÒÑÏÇÔÕËÕß àÎÇÍÕÓÑÐ
Ä ÒÑÎÇ ÔÄÇÓØÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ âÆÓÂ, ÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÃÖÆÇÕ ÔÑ-
ÔÕÑâÕß Ä ËÔÚÇÊÐÑÄÇÐËË àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë ÖÏÇÐßÛÇÐËË ÊÂÓâÆÂ
ÄÂÍÖÖÏÂ ÐÂ ÊÂÓâÆ ÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ, Õ.Ç. ÒÓÑËÊÑÌÆÈÕ
"ÒÂÆÇÐËÇ" àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÐÂ âÆÓÑ.

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ àÕË ÄÑÒÓÑÔÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎËÔß Ä
ÔÕÂÕßâØ [11, 12, 14 ë 23] Ë ÏÑÐÑÅÓÂ×ËâØ [8, 24, 25]. ³Ñ-
ÅÎÂÔÐÑ ÖÍÂÊÂÐÐÞÏ ÓÂÃÑÕÂÏ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÅÑÎÑÅÑ âÆÓÂ ÒÓË
Z > Zcr ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÓÑÉÆÇÐËÇ e�eÿ-ÒÂÓ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ, ÒÓËÚÈÏ
ÒÑÊËÕÓÑÐÞ ÖØÑÆâÕ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß, Â ÑÔÕÂáÜËÇÔâ àÎÇÍ-
ÕÓÑÐÞ àÍÓÂÐËÓÖáÕ ÊÂÓâÆ âÆÓÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÐÂ
ÆÄÇ ÇÆËÐËÙÞ, ÑÃÓÂÊÖâ ÔÄÇÓØÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ ÂÕÑÏ [23]. ®Þ
ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÕÂÍÂâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ âÄÎÇÐËÌ ÒÓË ÊÂÓâÆÇ
âÆÓÂ Z > Zcr ÐÇÒÓÂÄÑÏÇÓÐÂ, Â ËÏÇÐÐÑ: ÆËÔÍÓÇÕÐÞÌ ÖÓÑ-
ÄÇÐß ÒÑÔÎÇ ÆÑÔÕËÉÇÐËâ ËÏ ÅÓÂÐËÙÞ ÐËÉÐÇÅÑ ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ
ËÔÚÇÊÂÇÕ ËÊ ÔÒÇÍÕÓÂ, ÔÕÂÎÍËÄÂâÔß Ô ÄËÓÕÖÂÎßÐÞÏ ÖÓÑÄÐÇÏ
Ë ÒÓÇÄÓÂÜÂâcß ÄÏÇÔÕÇ Ô ÐËÏ Ä ÒÂÓÖ ÃÓÇÌÕ-ÄËÅÐÇÓÑÄÔÍËØ
ÖÓÑÄÐÇÌ Ô ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ ÐÂ ÄÕÑÓÑÏ, ÐÇ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÏ, ÎËÔÕÇ. ±ÓË àÕÑÏ ÃÎËÉÂÌÛËÌ Í ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË
ÃÓÇÌÕ-ÄËÅÐÇÓÑÄÔÍËÌ ÖÓÑÄÇÐß Ô àÐÇÓÅËÇÌ e ���BW � ÿe0 � ig=2,
e0 > 1, g > 0, ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÓÇÊÑÐÂÐÔÖ Ä ÓÂÔÔÇâÐËË ÒÑÊËÕÓÑÐÑÄ
Ô àÐÇÓÅËÇÌ ep � ÿe5 1 ÐÂ âÆÓÇ, ÒÓËÚÈÏ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ
àÐÇÓÅËË ÍÄÂÊËÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ eqs � ÿe ���BW �
� e0 ÿ ig=2, ÅÆÇ e0 ì ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÍÄÂÊËÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ ÖÓÑÄ-
Ðâ, Â g ÿ ÇÅÑ ÛËÓËÐÂ 1.

£ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÞÇ ÄÑÒÓÑÔÞ ÑÍÂÊÂÎËÔß
ÂÍÕÖÂÎßÐÞÏË Ä ÆÂÎÈÍÑÌ, ÍÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ÑÕ âÆÇÓÐÑÌ ×ËÊËÍË
ÑÃÎÂÔÕË ì ×ËÊËÍÇ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÅÇÕÇÓÑ-
ÔÕÓÖÍÕÖÓ. ¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÒÑÆÎÑÉÍË
àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÅÓÂ×ÇÐÂ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ à××ÇÍÕËÄ-
ÐÞÏ ÃÇÔÜÇÎÇÄÞÏ ËÎË, ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÔÑ ÜÇÎßá (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [26 ë 28]) ÆÄÖÏÇÓÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¥ËÓÂÍÂ. ±ÓË ÐÂ-
ÎËÚËË ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÒÓËÏÇÔË àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÑÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË Ä ÔËÎÖ ÂÍÔËÂÎßÐÑÌ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÂâ Ô ÕÑÚ-
ÐÑÔÕßá ÆÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÌ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ Ä
ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ ÓÂÆËÂÎßÐÑÌ ÆËÓÂÍÑÄÔÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÑÌ. ±ÓË àÕÑÏ à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÕÑÐÍÑÌ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÃÑÎßÛÑÌ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô 1=137,
Â Zcr ì ÃÎËÊÍËÏ Í ÇÆËÐËÙÇ [29]. ¿ÕÑ ÑÕÍÓÞÄÂÇÕ ÖÐËÍÂÎß-
ÐÖá ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß ÕÇÑÓËá
ÂÕÑÏÑÄ ÔÑ ÔÄÇÓØÍÓËÕËÚÇÔÍËÏ ÊÂÓâÆÑÏ.

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 2 ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ, ÑÃÇÔ-
ÒÇÚËÄÂáÜËÇ ÔÂÏÑÔÑÒÓâÉÈÐÐÑÔÕß ÓÂÆËÂÎßÐÑÅÑ ÆËÓÂÍÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÍÓÂÕÍÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÕÔâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ô ÍÑÓÑÕÍÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ, Ä ÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÔÂÏÑÔÑÒÓâÉÈÐÐÑÔÕß ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕÔâ
ÏÑÆË×ËÍÂÙËÇÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÐÂ ÏÂÎÞØ ÓÂÔ-

ÔÕÑâÐËâØ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 4 ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÆËÔ-
ÍÓÇÕÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ Ë ÄÞÚËÔÎÇÐÞ ÍÂÍ ËØ àÐÇÓÅËË, ÕÂÍ Ë
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ. £ÑÎÐÑ-
ÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÐËÉÐÇÅÑ ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ, ÏÂÕÓËÙÂ ÓÂÔÔÇâÐËâ Ë
ÇÈ ÒÑÎáÔÞ ÒÓË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ àÐÇÓÅËâØ, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÒÑ-
ÎÑÉÇÐËâÏ Ë ÛËÓËÐÂÏ ÍÄÂÊËÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÒÓË
Z > Zcr, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5. ²ÂÊÆÇÎ 6 ÒÑÔÄâÜÈÐ
ÊÂÍÎáÚËÕÇÎßÐÞÏ ÊÂÏÇÚÂÐËâÏ. £ ÒÓËÎÑÉÇÐËË ÍÓÂÕÍÑ ÑÃ-
ÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ Zcr.

2. ¤ÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ

²ÂÆËÂÎßÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ Ô ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ VC�r� � ÿZa=r ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÔËÔÕÇÏÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ [8]:

HDCe; k�r� � eCe; k�r� ;
�2�

HD �
1ÿ Za

r

d

dr
ÿ k

r

ÿ d

dr
ÿ k

r
ÿ1ÿ Za

r

0B@
1CA ; Ce; k � F�r�

G�r�
� �

;

ÅÆÇ e ì ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ àÐÇÓÅËâ, k ì ÆËÓÂÍÑÄÔÍÑÇ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÑÇ ÚËÔÎÑ, ÒÓËÐËÏÂáÜÇÇ ÊÐÂÚÇÐËâ k � �1;�2; . . . ±Ñ-
ÔÍÑÎßÍÖ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ VC�r� "ÄÞÏËÓÂÇÕ" ÐÂ
ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ, ÕÑ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÊÐÂÚÇÐËâÏ e5 1
ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÄÇÓØÐËÌ ÍÑÐÕËÐÖÖÏ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ,
ÑÃÎÂÔÕË ÿ1 < ed < 1ì ÆËÔÍÓÇÕÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ 2, Â ÊÐÂÚÇÐËâÏ
e4 ÿ 1ì ÐËÉÐËÌ ÍÑÐÕËÐÖÖÏ [8].

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ HD

ÔÕÂÎ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ H, ÆÇÌÔÕÄÖáÜËÏ Ä ÅËÎßÃÇÓÕÑÄÑÏ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ H � L2�R�� ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÐÂ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÑÎÖÑÔË R� � �0;1� ×ÖÐÍÙËÌ Ô àÓÏËÕÑ-
ÄÞÏ ÔÍÂÎâÓÐÞÏ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇÏ

�C2;C1� �
�1
0

C�2 �r�C1�r� dr �3�

Ë ÐÑÓÏÑÌ

�C;C� � jCj2 �
�1
0

���F�r���2 � ��G�r���2� dr ; �4�

ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÚÕÑÃÞ HD ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÎ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÏ
ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ H âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐÐÞÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ, ÏËÐËÏÂÎßÐÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ ÕÓÇÃÑ-
ÄÂÐËÇÏ ÆÎâ ÐÇÅÑ âÄÎâáÕÔâ ÖÔÎÑÄËâ [30]

HC � HDC ; D�H� � �C 2 L2�R��;HDC 2 L2�R��
	
;

�5�

ÅÆÇ D�H� ì ÑÃÎÂÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ H. ¿ÕË
ÖÔÎÑÄËâ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇ-
ÏÞÏË, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (4), âÄÎâáÕÔâ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ×ÖÐÍÙËË F�r� Ë
G�r�, ÐÑ Ë ËØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÄÕÑÓÑÇ ËÊ
ÖÔÎÑÄËÌ (5) ÆÂÈÕ

�HDC;HDC� �
�1
0

�
jF� G j2 �

���� ddr F
����2 � ���� ddr G

����2� dr <1 ;

1 £ ÓÂÃÑÕÂØ [11, 12, 14 ë 25] ÛËÓËÐÂ g ÃÓÇÌÕ-ÄËÅÐÇÓÑÄÔÍÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ
ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÎÂÔß ÍÂÍ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÅÑ ÓÑÉÆÇÐËâ e�eÿ-
ÒÂÓ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ.

2 ±ÓË Z � Zcr ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô ed � ÿ1 ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏÖ ÔÒÇÍÕ-
ÓÖ, Â ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô e < ÿ1 ÑÃÓÂÊÖáÕ ÐËÉÐËÌ ÍÑÐÕËÐÖÖÏ.

846 £.®. ¬µ¦º°£, £.¥. ®µ², ¯.¢. ¯¡²°¨¯½«, ¡.®. ¶¦¥°´°£,À.¦. °©°£ª¬, £.³. ±°±°£ [µ¶¯ 2015



ÅÆÇ ÒÇÓÄÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË Ä ÔËÎÖ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ jF� G j2 4 jF j2 � jG j2 Ë ÒÇÓÄÑÅÑ ËÊ ÖÔÎÑÄËÌ
(5) ÊÂÄÇÆÑÏÑ ÔØÑÆËÕÔâ. ´ÂÍ ÚÕÑ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ËÏÇÇÏ�1

0

jF j2 dr <1 ;

�1
0

���� dFdr
����2 dr <1 ;�1

0

jG j2 dr <1 ;

�1
0

���� dGdr
����2 dr <1 ;

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [30]),

F�1� � G�1� � 0 : �6�

±ÓË àÕÑÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÚÂÔÕâÏ ÆÂÈÕ�1
0

C�2 �HDC1� drÿ
�1
0

�HDC2��C1 dr �

� lim
r!0

ÿ
F1�r�G �1 �r� ÿ F �2 �r�G2�r�

�
: �7�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÑÃÇÔÒÇÚËÕß ÔÂÏÑÔÑÒÓâÉÈÐ-
ÐÑÔÕß ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ, Õ.Ç. ÑÃÓÂÕËÕß Ä ÐÖÎß ÄÐÇËÐÕÇÅ-
ÓÂÎßÐÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ, ÐÂÆÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÓÇÛÇ-
ÐËÌ ÔËÔÕÇÏÞ (2) ÐÂ ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ. ¿ÕÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËâÏË 3 ÑÆÐÑÅÑ ÎËÛß ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ: s �
� �k 2 ÿ �Za�2�1=2,

Ce;k�r! 0� � Cs Zsr
s

1

Za
sÿ k

0@ 1A� Zÿsr
ÿs

1

Za
ÿsÿ k

0@ 1A8<:
9=; ;

s 6� 1

2
; 0 :

�8�

¦ÔÎË s5 1=2, ÕÑ ÆÎâ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕË
ÓÇÛÇÐËÌ Ä (8) ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÎÑÉËÕß Zÿs � 0. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓË
Za <

�������������������
k 2 ÿ 1=4

p
ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ ÄÔÕÓÑÇÐÐÑÇ

ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ [30] Ë ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÖÓÑÄÐÇÌ ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ©ÑÏÏÇÓ×ÇÎßÆÂ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÑÔÐÑÄ-
ÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ, k � ÿ1, àÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ
Z <

���
3
p

=2a � 119.
±ÓË 0 < s < 1=2 Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÕÇÑÓËÇÌ ÐÇÑÅÓÂÐË-

ÚÇÐÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ×ÑÐ ¯ÇÌÏÂÐÂ [31] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÓÂÃÑÕÖ
¬ÇÌÊÂ [32]), Õ.Ç. ËÊ ÕÓÇÃÑÄÂÐËâ, ÚÕÑ ÑÃÓÂÜÇÐËÇ Ä ÐÖÎß
ÄÐÇËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ (7) ÑÔÖÜÇÔÕ-
ÄÎâÇÕÔâ ÊÂ ÔÚÈÕ ÄØÑÆâÜËØ ÕÖÆÂ ×ÖÐÍÙËÌ C1 Ë C2 ÐÂ
ÓÂÄÐÞØ ÑÔÐÑÄÂÐËâØ, ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÔÎÑÄËá

Zs
Zÿs
�
�

Zs
Zÿs

��
� tan ys�k� ;

�9�
ÿ p

2
4ys�k�4 p

2
; s �

�����������������������
k 2 ÿ �Za�2

q
> 0 :

µÔÎÑÄËÇ (9) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÆÐÑÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÔÇÏÇÌ-
ÔÕÄÑ ÔÂÏÑÔÑÒÓâÉÈÐÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ H�ys � Hys . °ÕÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ys � �p=2 ×ÑÓÏÖÎÂ ©ÑÏ-
ÏÇÓ×ÇÎßÆÂ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÌ ÒÓË Z ÄÒÎÑÕß ÆÑ
ÊÐÂÚÇÐËÌ Z � jkj=a, Õ.Ç. ÄÒÎÑÕß ÆÑ Z < 137 ÆÎâ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ.

¦ÔÎË Za > jkj, ÕÑ ÄÏÇÔÕÑ (9) ÒÑÎÖÚËÏ

Zt
Zÿt
�
�
Zÿt
Zt

��
� exp

ÿ
2iyt�k�

�
;

�10�
Im yt�k� � 0 ; t �

�����������������������
�Za�2 ÿ k 2

q
> 0 ;

¤ÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ (9) Ë (10) ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÑÆÐÑÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓËÚÇÔÍËÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÔÂÏÑÔÑÒÓâÉÈÐÐÞØ ÓÂÆËÂÎßÐÞØ ÆËÓÂ-
ÍÑÄÔÍËØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄHys ËHyt . ¿ÕË ÑÆÐÑÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ
ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÓÂÐÇÇ ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ [9] ÆÓÖÅËÏ
ÔÒÑÔÑÃÑÏ.

3. ¬ÖÎÑÐÑÄÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ô ÍÑÓÑÕÍÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ×ËÍÔËÓÑÄÂÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ys�k� Ë yt�k�,
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ
ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ±ÑÏÇÓÂÐÚÖÍÖ Ë ³ÏÑÓÑÆËÐÔÍÑÏÖ,
ÐÂÆÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÏÑÆË×ËÙËÓÑ-
ÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÅÑ
ÑÃÓÇÊÂÐËâ [10],

VR�r� � ÿZa
R

; r < R ;
�11�

VR�r� � ÿZa
r
; r > R ; R5 1 ;

ÔËÔÕÇÏÂ (2) Ô ÊÂÏÇÐÑÌ VC�r� ! VR�r� ÒÓË r < R ÓÇÛÂÇÕÔâ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË Ä ×ÖÐÍÙËâØ ¢ÇÔÔÇÎâ. ±ÓË r < R, Õ.Ç. ÐÂ
ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ,

Ck�r� � Ck

�����������
Za

r

R

r �J��1=2�k�
�
Za

r

R

�
J��1=2ÿk�

�
Za

r

R

�
0BB@

1CCA ; r4R5 1 ;

�12�
ÅÆÇ ÄÇÓØÐËÇ (ÐËÉÐËÇ) ÊÐÂÍË ÒÎáÔ Ë ÏËÐÖÔ ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í
k < 0 �k > 0�.

´ÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ (12) Ë
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ (8) ÒÓË r � R ÆÎâ Za < jkj Ô ÖÚÈÕÑÏ (9) ÆÂáÕ

tan ys�k;R� �

� �sÿ k��ZaJ��1=2�k��Za� � �s� k�J��1=2ÿk��Za�
�
Rÿs

�s� k��ZaJ��1=2�k��Za� � �sÿ k�J��1=2ÿk��Za�
�
R s

;

s �
�����������������������
k 2 ÿ �Za�2

q
> 0 ;

�13�

ÅÆÇ, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë Ä (12), ÄÇÓØÐËÇ ÊÐÂÍË ÑÕÄÇÚÂáÕ ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ k, Â ÐËÉÐËÇ ì ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ.

¦ÔÎËZa > jkj, ÕÑ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (10), ÒÓËØÑÆËÏ Í ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

exp
ÿ
2iyt�k;R�

� �
� �itÿ k��ZaJ��1=2�k��Za� � �it� k�J��1=2ÿk��Za�

�
Rÿit

�it� k��ZaJ��1=2�k��Za� � �itÿ k�J��1=2ÿk��Za�
�
R it

;

t �
�����������������������
�Za�2 ÿ k 2

q
> 0 :

�14�

¤ÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ (9) Ë (13), Â ÕÂÍÉÇ (10) Ë (14)
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÍÂÍ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ, ÕÂÍ Ë
ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÔËÔÕÇÏÞ (2) Ä ÏÑÆÇÎË (11) ÒÓË ÄÔÇØ
ÊÐÂÚÇÐËâØ ÆËÓÂÍÑÄÔÍÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ k Ë ÊÂÓâÆÂ
âÆÓÂ Z, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÒÓË Z > Zcr.3 ±ÓË s � 1=2; 0 Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÇ (8) ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÎÑÅÂÓË×ÏÞ �ln r�.

´. 185, å 8] ¬µ°¯°£³¬¡Á ©¡¥¡¹¡ ³ ©¡²Á¥°® Á¥²¡ Z > Zcr 847



4. ¥ËÔÍÓÇÕÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ

£ÄÑÆâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ r � 2lr, l �
�������������
1ÿ e 2
p

5 0 Ë ÔÎÇÆÖâ [6],
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÒÓË s � �k 2 ÿ �Za�2�1=2 > 0 ÖÃÞÄÂáÜËÇ ÐÂ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ (2):

F
G

� �
� C

�����������
1� e
p

exp

�
ÿ r
2

�
rs�

�
�
C�a; c; r� �

�
k� Za

l

�
C�a� 1; c; r�

�
; �15�

ÅÆÇ C ì ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß, C�a; c; r� ì ×ÖÐÍ-
ÙËâ ´ÓËÍÑÏË [33] Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË a � sÿ Zae=l Ë c �
� 1� 2s, Â ÄÇÓØÐËÇ (ÐËÉÐËÇ) ÊÐÂÍË ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ×ÖÐÍ-
ÙËâÏ F �G� ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

´ÑÅÆÂ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (9), ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËá

�2l�s�Za �����������
1ÿ e
p � �kÿ s� �����������1� e

p �
G�1� sÿ Zae=l�G�ÿ2s�

�2l�ÿs�Za �����������
1ÿ e
p � �k� s� �����������1� e

p �
G�1ÿ sÿ Zae=l�G�2s� �

� tan ys�k�; ÿ p
2
4ys�k�4 p

2
; �16�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (13) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÌ
ÔÒÇÍÕÓ ÒÓË Za < jkj Ä ÏÑÆÇÎË (11).

¦ÔÎË Za > jkj, ÕÑ ÆÎâ t � ��Za�2 ÿ k 2�1=2 > 0 ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

�2l�it�Za ����������
1ÿ e
p � �kÿ it� ����������1� e

p �
G�1� itÿZae=l�G�ÿ2it�

�2l�ÿit�Za ����������
1ÿ e
p � �k� it� ����������1� e

p �
G�1ÿ itÿZae=l�G�2it� �

� exp
ÿ
2iyt�k�

�
; Im yt�k� � 0 ; �17�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (14) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ Ä àÕÑÌ ÉÇ
ÏÑÆÇÎË àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ ÒÓË Za > jkj.

±ÑÎÂÅÂâ Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ (17) e � ÿ1 Ë ÖÚËÕÞÄÂâ ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÍÖ ÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËÌ G�1� itÿ Zae=l� ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂ-
ÚÇÐËâØ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ Z

�n�
cr �k�, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ n-Ì ÖÓÑÄÇÐß Ô

ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ k ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÅÓÂÐËÙÞ ÐËÉ-
ÐÇÅÑ ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ:

argG
�
2i

�����������������������������ÿ
Z
�n�
cr a
�2 ÿ k 2

q �
�

�
�����������������������������ÿ
Z
�n�
cr a
�2 ÿ k 2

q
ln
ÿ
2Z �n�cr a

�ÿ yt�k� � pn ; �18�

ÅÆÇ n � 0; 1; 2; . . . µÓÂÄÐÇÐËÇ (18) Ô ÖÚÈÕÑÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (14)
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÊÂÓâÆÂ Z

�n�
cr �k;R� Ä

ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÚËÔÇÎ k Ë n Ë ÓÂÆËÖÔÂ
ÑÃÓÇÊÂÐËâ R. ¿ÐÇÓÅËË ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ Ë ÒÇÓÄÑÅÑ ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÈÐÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐÇÌ ÆÎâ k � ÿ1 Ë k � 1 ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË
ÊÂÓâÆÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË 0 < Z4Zcr ÒÓË R � 0;031 ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 1. ´ÑÚÐÑÔÕß ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(18) Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÓÂÆËÖÔÂ ÑÃÓÇÊÂÐËâ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ Ä
ÕÂÃÎËÙÇ.

5. £ÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÐËÉÐÇÅÑ ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ

µÚËÕÞÄÂâ ÄÕÑÓÑÇ ÎËÐÇÌÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÄÞÓÑÉ-
ÆÇÐÐÑÅÑ ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë ÒÑÎÂÅÂâ
k �

�������������
e 2 ÿ 1
p

, ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÐËÉÐÇÅÑ ÍÑÐÕË-

ÐÖÖÏÂ ÓÇÛÇÐËÌ ÔËÔÕÇÏÞ (2) ÒÑÎÖÚÂÇÏ

F
iG

� �
� exp

�
�i p

2

� ��������������
ÿe� 1

p
�ÿ2ikr�it

�
A exp �ikr��

�
�
C�gÿ; h;ÿ2ikr� �

�
k� i

Za
k

�
C�gÿ � 1; h;ÿ2ikr�

�
�

� B exp �ÿikr��

�
�
C�g�; h; 2ikr� �

�
kÿ i

Za
k

�
C�g�� 1; h; 2ikr�

��
: �19�

©ÆÇÔß g� � it� iZae=k, h � 1� 2it, t � ��Za�2 ÿ k 2�1=2,
Z > Zcr, Â ÄÇÓØÐËÇ (ÐËÉÐËÇ) ÊÐÂÍË ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ×ÖÐÍÙËâÏ
F �iG� ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

³ÓÂÄÐÇÐËÇ àÕËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ Ô ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÑÌ (8), Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÎÑÉËÕß s � it, ÆÂÈÕ

ut � G�ÿ2it��2k�it�Aaÿ Bb� ; �20�
uÿt � G�2it��2k�ÿit�A exp �ÿpt�b � ÿ B exp �pt�a �� ;

ÅÆÇ

a � Za
��������������ÿe� 1
p ÿ �ik� t� ��������������ÿeÿ 1

p

G
ÿ
1ÿ itÿ i�e=k�Za� ;

�21�
b � Za

��������������ÿe� 1
p � �ik� t� ��������������ÿeÿ 1

p

G
ÿ
1ÿ it� i�e=k�Za� :

´ÂÃÎËÙÂ. ©ÐÂÚÇÐËâ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ Z
�n�
cr �k;R� Ä ÏÑÆÇÎË ÒÓâÏÑ-

ÖÅÑÎßÐÑÅÑ ÑÃÓÇÊÂÐËâ Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ âÆÓÂ r0 � R�h=�mc�, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ
ÆÄÖÏâ ÏÇÕÑÆÂÏË: 1 ì ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ Ä ÓÂÃÑÕÇ [11] (ÔÏ. ÒÓË-
ÎÑÉÇÐËÇ); 2 ì ÄÞÚËÔÎÇÐËÇÏ ÒÑ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (18) Ô
ÖÚÈÕÑÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (14)

r0, ¶ 1s1=2 2p1=2 2s1=2 ®ÇÕÑÆ

8
171 185 236 1

172 187 236 2

10
174 189 244 1

175 192 243 2

12
177 193 251 1

178 196 249 2

1

1

0

0 2
ÿ1

Za

e

²ËÔ. 1. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÊÐÂÚÇÐËÌ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ Ë ÒÇÓÄÑÅÑ ÄÑÊÃÖÉÆÈÐÐÑÅÑ
ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË e�Za; k;R� ÑÕ ÊÂÓâÆÂ Za ÒÓË ÓÂÆËÖÔÇ ÑÃÓÇÊÂÐËâ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ R � 0;031 (ÓÂÆËÖÔ âÆÓÂ r0 � 12 ¶) ÆÎâ
k � ÿ1 (ÔÒÎÑÛÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ) Ë k � 1 (ÛÕÓËØÑÄÞÇ ÍÓËÄÞÇ).
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°ÕÔáÆÂ, ÖÚËÕÞÄÂâ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ (10), ÐÂØÑÆËÏ

exp �ÿpt� B
A
� exp

ÿ
2idk�k;Z�� � f �k �k;Z�

fk�k;Z� ; �22�
A � exp �idk����������������

2p�ÿe�p exp

�
pZa�ÿe�

2k

�
:

©ÆÇÔß dk�k;Z� ì ×ÂÊÂ ÓÂÔÔÇâÐËâ, fk�k;Z� ì ×ÖÐÍÙËâ
«ÑÔÕÂ,

fk�k;Z� � ÿi
�
exp

�
pt
2
ÿ ijt

�
aÿ exp

�ÿpt
2
� ijt

�
b �
�
; �23�

Ë ÄÄÇÆÇÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ

exp �ijt� �
�2k�ÿitG�2it�
�2k�itG�ÿ2it� exp

ÿ
2iyt�k�

�
; �24�

Â ÒÑÔÕÑâÐÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß A ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ
ÐÑÓÏËÓÑÄÍË ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÐÂ d�kÿ k 0�. ¶ÂÊÂ ÓÂÔ-
ÔÇâÐËâ dk�k;Z� ÒÓË k � ÿ1 ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ àÐÇÓÅËË ÆÎâ
Z � 232 > Zcr ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 2, ÍÑÕÑÓÞÌ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÔÓÂÄÐËÕß Ô ×ËÅ. 13.3(Â) ËÊ [34] ÆÎâ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ, ÍÑÅÆÂ ×ÑÐÑÄÞÌ ×ÂÊÑÄÞÌ ÔÆÄËÅ
ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, Â ÄÇÎËÚËÐÂ ×ÂÊÞ d ÄÐÇÊÂÒÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÑÕ 0
ÆÑ p Ë ÒÓË d � p=2 ÔÇÚÇÐËÇ ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÖÐËÕÂÓÐÑÅÑ ÒÓÇÆÇÎÂ.
ºÕÓËØÒÖÐÍÕËÓÐÑÌ ÎËÐËÇÌ ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ×ÂÊÞ
ÒÓË ÏÂÎÞØ ËÏÒÖÎßÔÂØ ÒÑÊËÕÓÑÐÂ,

dk�k;Z� � Za
k

ln

�
Za
ek

�
� p

4
: �25�

¤ÂÏÑÄÔÍËÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÍÄÂÊËÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ËÊ ×ÖÐÍÙËÌ (19), ÇÔÎË Ä ÒÑÔÎÇÆÐËØ
ÒÑÎÑÉËÕß B � 0. ¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ
ÔÒÇÍÕÓÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ àÐÇÓÅËÌ ÍÄÂÊËÆËÔÍÓÇÕÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ,
ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÒÑÎáÔÂÏ ÒÂÓÙËÂÎßÐÑÌ ÏÂÕÓËÙÞ ÓÂÔÔÇâÐËâ
Sk�k;Z� � exp �2idk�k;Z��:
�ÿ2ik�it�Za ��������������ÿe� 1

p ÿ �t� ik� �������������ÿeÿ1p �
G�1� itÿ iZae=k�G�ÿ2it�

�ÿ2ik�ÿit�Za ��������������ÿe� 1
p � �tÿ ik� ��������������ÿeÿ 1

p �
G�1ÿ itÿ iZae=k�G�2it�

�

� exp
ÿ
2iyt�k�

�
: �26�

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (26) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÍÂÍ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ
ÍÄÂÊËÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ e0, ÕÂÍ Ë ÇÅÑ ÛËÓËÐÖ g:

e � ÿe0 � i

2
g ; e0 > 0 ; g > 0 ; �27�

ÒÓËÚÈÏ ÒÓË g5 e0

k0 � k 00 ÿ ik 000 ; k 00 �
�������������
e 20 ÿ 1

q
; k 000 � g

e0
2k 00

> 0 : �28�

¯ÇÑÃÞÚÐÞÌ ÊÐÂÍ 4 ÒÇÓÇÆ ÛËÓËÐÑÌ g ÍÄÂÊËÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÖØÑÆ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ
ÒÓË Z > Zcr ÐÂ ÐÇ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÎËÔÕ Ë ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÐÇÒÓÑÕË-
ÄÑÓÇÚËÄÑÔÕß ÑÆÐÑÚÂÔÕËÚÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ [35, 36] ÆÎâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚÇ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ÎÇÌÐÂ ë¶ÑÍÂ ë¤ÑÓÆÑÐÂ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË-
ÄÑÆËÕ Í ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËâÏ.

¥ÄËÉÇÐËÇ ÒÑÎáÔÑÄ S-ÏÂÕÓËÙÞ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÑÅÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÅÑ k �

�������������
e 2 ÿ 1
p

� k 00 ÿ ik 000 ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ
ÐËÉÐÇÅÑ ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ 5 ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÊÂÓâÆÂZ ÒÑÍÂÊÂÐÑ
ÐÂ ÓËÔ. 3, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÉÐÑ ÔÓÂÄÐËÕß Ô ×ËÅ. 13.6(Â) ËÊ [34]
ÆÎâ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÑÎáÔÑÄ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ
ÖÒÓÖÅÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÏÇÆÎÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ Ô ÑÕÎËÚÐÞÏ ÑÕ
ÐÖÎâ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ, ÍÑÅÆÂ ÐÂÎËÚËÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÙÇÐÕÓÑÃÇÉÐÞÏ, Â ÐÇ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏ ÃÂÓßÇ-
ÓÑÏ, ÍÂÍ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚÇ.

±ÓË Z < Zcr�k� ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ
ËÏÇÇÏ ÿ1 < ed < 1, ÕÂÍ ÚÕÑ kd � ild, ld > 0, Ë ÑÕÄÇÚÂá-
ÜËÌ ÇÏÖ ÒÑÎáÔ ÏÂÕÓËÙÞ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐ ÐÂ ÏÐË-
ÏÑÌ ÑÔË ÄÇÓØÐÇÌ k-ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË, Õ.Ç. ÐÂ ÒÇÓÄÑÏ, ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÏ, ÎËÔÕÇ. ±ÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÊÂÓâÆÂ àÕÑÕ ÖÓÑÄÇÐß ÒÓË-
ÃÎËÉÂÇÕÔâ Í ÅÓÂÐËÙÇ ÐËÉÐÇÅÑ ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ e � ÿ1, ÒÓËÚÈÏ
ÐÂÄÔÕÓÇÚÖ ÇÏÖ ÕÂÍÉÇ ÒÑ ÏÐËÏÑÌ ÑÔË, ÐÑ Ä ÐËÉÐÇÌ
ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÅÑ k ÆÄËÉÇÕÔâ
ÄËÓÕÖÂÎßÐÞÌ ÖÓÑÄÇÐß kv, ÐÂØÑÆâÜËÌÔâ ÐÂ ÄÕÑÓÑÏ, ÐÇ×Ë-
ÊËÚÇÔÍÑÏ, ÎËÔÕÇ. ±ÓË Z � Zcr�k� àÕË ÖÓÑÄÐË ÔÕÂÎÍË-

4 ´ÂÍÑÌ ÉÇ "ÐÇÒÓÂÄËÎßÐÞÌ" ÊÐÂÍ ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕË àÐÇÓÅËË ÒÓË Z > Zcr

ÃÞÎ ÒÑÎÖÚÇÐ ÓÂÐÇÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [11, 12].
5 ³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÑÎáÔÑÄ ÏÂÕÓËÙÞ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ
ÐËÉÐÇÅÑ ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¬ÎÇÌÐÂ ë¶ÑÍÂ ë¤ÑÓÆÑÐÂ Ë
¥ËÓÂÍÂ Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÒÓÑÄÇÆÇÐÑ Ä
ÓÂÃÑÕÂØ [35, 36]. ¬ÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ àÕËØ ÊÂÆÂÚ ÑÕÏÇÚÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ
[10].

6

3

0
1 2 3 4 5 6ep

d k
�e p

;Z
a�

d � � 1,67

p
Z � 232, k � ÿ1

²ËÔ. 2. ¶ÂÊÂ ÓÂÔÔÇâÐËâ dk�ep;Za� ÆÎâ k � ÿ1 ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ àÐÇÓÅËË
ÒÑÊËÕÓÑÐÂ ÆÎâ ÊÐÂÚÇÐËâ Z � 232 ËÊ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ Z

�0�
cr �ÿ1;R� �

� 177 < 251 � Z
�1�
cr �ÿ1;R� ÒÓË R � 0;031 (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ). ºÕÓËØ-

ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ ì ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ×ÂÊÞ ÒÓË ÏÂÎÞØ ËÏÒÖÎßÔÂØ
ÒÑÊËÕÓÑÐÂ (25), d � ì×ÂÊÂ, ÑÕÄÇÚÂáÜÂâ àÐÇÓÅËË ÒÑÊËÕÓÑÐÂ e �.

Im k

Re k

Z5Zcr

Z5Zcr

Z4Zcr
Z4Zcr

kd

kv

k
�ÿ�
BW k

���
BW

²ËÔ. 3. ¥ÄËÉÇÐËÇ ÒÑÎáÔÑÄ S-ÏÂÕÓËÙÞ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
k �

�������������
e 2 ÿ 1
p

ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ ÐËÉÐÇÅÑ ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ e � ÿ1. ³ÕÓÇÎÍÂ-
ÏË ÖÍÂÊÂÐÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÊÂÓâÆÂ Z.

5 µ¶¯, Õ. 185, å 8

´. 185, å 8] ¬µ°¯°£³¬¡Á ©¡¥¡¹¡ ³ ©¡²Á¥°® Á¥²¡ Z > Zcr 849



ÄÂáÕÔâ Ë ÒÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÖÄÇÎËÚÇÐËË Z ÒÓÇÄÓÂÜÂáÕÔâ Ä
ÒÂÓÖ ÃÓÇÌÕ-ÄËÅÐÇÓÑÄÔÍËØ ÒÑÎáÔÑÄ, ÐÂØÑÆâÜËØÔâ ÐÂ ÐÇ-
×ËÊËÚÇÔÍÑÏ ÎËÔÕÇ. ±ÓË àÕÑÏ Ä ÊÂÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË
ÃÎËÉÂÌÛËÌ Í ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÑÎÖÑÔË
ÒÑÎáÔ k

���
BW , ÑÕÄÇÚÂáÜËÌ ÍÄÂÊËÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâ-

ÐËá (27), ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÓÇÊÑÐÂÐÔ Ô ÛËÓËÐÑÌ g ÒÓË
ÓÂÔÔÇâÐËË ÒÑÊËÕÓÑÐÑÄ ÐÂ ÔÄÇÓØÍÓËÕËÚÇÔÍÑÏ âÆÓÇ.

©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÑÎÑÉÇÐËâ "ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ", ÒÓË k � ÿ1,
ÍÄÂÊËÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ e0�Z;R� Ë ÇÅÑ ÛËÓËÐÞ g�Z;R�
ÒÓË ÓÂÆËÖÔÇ ÑÃÓÇÊÂÐËâ R � 0;031 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 4.
±ÑÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÎáÔÂ S-ÏÂÕÓËÙÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓË Z�232
àÐÇÓÅËË ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ e � � 4;85, Â g � � 0;09 ì ÛËÓËÐÇ ÓÇ-
ÊÑÐÂÐÔÂ. ¿ÕÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÓËÔ. 2, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÊÐÂÚÇÐËÇ
×ÂÊÞ d � � 1;67 ÑÕÄÇÚÂÇÕ àÐÇÓÅËË ÒÑÊËÕÓÑÐÂ e �, Â ÛËÓËÐÂ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ ÒÑÒÂÆÂÇÕ Ä ÑÃÎÂÔÕß ÓÇÊÍÑÅÑ ËÊÏÇÐÇÐËâ ×ÂÊÞ.

³ ÖÚÈÕÑÏ ÏÑÆË×ËÍÂÙËË (11) ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ HD�r; k;R� ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔÂÏÑÔÑÒÓâ-
ÉÈÐÐÞÏ Ë ÇÅÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÃÓÂÊÖáÕ ÒÑÎÐÖá
ÔËÔÕÇÏÖ, Õ.Ç. ÃÂÊËÔ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ
àÐÇÓÅËÌ, ÿ1 < e <1, ÐÇ ÒÇÓÇÍÓÞÄÂÇÕÔâ Ô ÒÑÊËÕÓÑÐÐÞÏ 6,
04ep <1, ep � ÿe ÒÓË e4 ÿ 1, ÊÂÍÑÐÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ
ÄÕÑÓËÚÐÑÇ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËÇ ÒÑ ¶ÂÓÓË [37] ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ àÕËØ
ÃÂÊËÔÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ±ÓËÚÈÏ ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ àÐÇÓÅËË
ÍÄÂÊËÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÑÊËÕÓÑÐÂ ËÏÇÇÏ (Ä ÓÂ-
ÃÑÕÇ [20] ÍÓÂÕÍÑ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÇ ÓÂÔÔÇâÐËÇ
ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÊËÕÓÑÐÂ ÒÓË Z > Zcr, ÍÑÕÑÓÞÌ, ÑÆÐÂÍÑ, ÓÂÔ-
ÔÇËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÔÄÇÓØÍÓËÕËÚÇÔÍÑÏ ÂÕÑÏÇ)

eps � e0 ÿ i

2
g ; e0 > 0 ; g > 0 ; �29�

Õ.Ç. ÑÃÞÚÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÍÄÂÊËÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ
ÖÓÑÄÐâ. µÍÂÊÂÐÐÑÇ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËÇ ÐÇÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÄÑ ÒÓË
ÎáÃÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÊÂÓâÆÂ. ±ÑàÕÑÏÖ ÐÇÕ ÑÔÐÑÄÂÐËÌ ÑÉË-
ÆÂÕß, ÚÕÑ ÒÓË Z > Zcr ÒÓÑËÊÑÌÆÈÕ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËÇ ÊÂÓâÆÂ
âÆÓÂ ÓÑÉÆÈÐÐÞÏË ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ ÒÂÓÂÏË, ÑÃÔÖÉÆÂÄÛÇÇÔâ Ä
ÓÂÃÑÕÂØ [11, 12, 14 ë 25].

³ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÑÃ
ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÅÑ ÓÑÉÆÇÐËâ e�eÿ-ÒÂÓ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
ÕÑÅÑ, ÚÕÑ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚÇ in- Ë out-ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô
ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ k ÖÐËÕÂÓÐÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ:
ÏÂÕÓËÙÂ ÓÂÔÔÇâÐËâ (22), Sk�k;Z� � exp �2id�k;Z��, ÖÐË-
ÕÂÓÐÂ ÄÄËÆÖ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÔÕË ×ÂÊÞ ÓÂÔÔÇâÐËâ (ÔÏ. ÓËÔ. 2).
£ àÕÑÏ ÔÑÔÕÑËÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ ÊÂÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÍÖ-
ÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË ÑÕ ÔËÕÖÂÙËË Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÂÓÂÆÑÍÔÂ ¬ÎÇÌÐÂ
[38], ÍÑÅÆÂ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ- Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑ-ÚÂÔÕÑÕÐÞÇ ÔÑ-
ÔÕÑâÐËâ ÒÇÓÇÍÓÞÄÂáÕÔâ Ë ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÄÂ
ÒÑÎÐÞØ ÐÂÃÑÓÂ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ: in- Ë out-
ÐÂÃÑÓÞ [39 ë 42].

6. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

ªÕÂÍ, "ÑÃÓÇÊÂÐËÇ" [10], Õ.Ç. ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËâ, ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÐÂ ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÔÂÏÑ-
ÔÑÒÓâÉÈÐÐÑÔÕß ÆËÓÂÍÑÄÔÍÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÎÐÞÌ ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂÃÑÓ
ÓÇÛÇÐËÌ ÓÂÆËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ ÒÓË ÎáÃÞØ
ÊÂÓâÆÂØ âÆÓÂ Z. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÐÇÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÄÑÔÕß ÑÆÐÑ-
ÚÂÔÕËÚÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ÒÓË Z < Zcr, ÐÑ Ë Ä ÊÂÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË,
Z > Zcr, Õ.Ç. ÔÕÂÃËÎßÐÑÔÕß Ä ÄÂÍÖÖÏÇ ÅÑÎÑÅÑ ÔÄÇÓØÍÓËÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ âÆÓÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÄÂÍÖÖÏÖ, Õ.Ç. ÔÑÔÕÑâÐËá Ô
ÐÂËÏÇÐßÛÇÌ àÐÇÓÅËÇÌ, ÑÕÄÇÚÂáÕ ÐÇÊÂÒÑÎÐÇÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâ ÄÇÓØÐÇÅÑ ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ, ÐÇÊÂÒÑÎÐÇÐÐÞÇ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÇ
ÖÓÑÄÐË Ë ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÐâÕÞÇ àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÐËÉÐÇÅÑ ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ (ÏÑÓÇ ¥ËÓÂÍÂ, ËÔÍÂÉÈÐÐÑÇ ÐÂÎË-
ÚËÇÏ ÕâÉÈÎÑÅÑ âÆÓÂ Ô ÊÂÓâÆÑÏ Z > Zcr). £ ÔËÎÖ ÒÓËÐÙËÒÂ
±ÂÖÎË ÓÑÉÆÇÐËÇ e�eÿ-ÒÂÓ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ ÔÄÇÓØÍÓËÕËÚÇÔÍËÏ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ: àÎÇÍÕÓÑÐ ÕÂÍÑÌ ÒÂÓÞ ÐÇ
ÏÑÉÇÕ ÑÍÍÖÒËÓÑÄÂÕß ÖÉÇ ÊÂÐâÕÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ä ÏÑÓÇ
¥ËÓÂÍÂ Ë ÔÄÇÓØÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ ÂÕÑÏ, ÑÃÔÖÉÆÂáÜËÌÔâ Ä
ÓÂÃÑÕÂØ [20, 23], ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÑÃÓÂÊÑÄÂÕßÔâ. £ ÓÂÏÍÂØ
ÄÕÑÓËÚÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ ÒÑ ¶ÂÓÓË ÏÑÓá ¥ËÓÂÍÂ ÃÖÆÖÕ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÕß ÐÇÊÂÒÑÎÐÇÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÑÊËÕÓÑÐÑÄ, Â
ÄÂÍÖÖÏÖ ì ÔÑÔÕÑâÐËâ ÃÇÊ ÚÂÔÕËÙ.

°ÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÐÂ ÒÑÆÐâÕÑÏ Ä ÓÂÃÑÕÇ [10] ÄÑÒÓÑÔÇ Ñ
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓÑËÊÑÌÆÈÕ Ô àÎÇÍÕÓÑÐÑÏ ÆÑÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑ-
ÆÑÓÑÆÑÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÂÕÑÏÂ, ÍÑÅÆÂ ÊÂÓâÆ âÆÓÂ ÒÓÇÄÞÔËÕ ÍÓË-
ÕËÚÇÔÍÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ. ¦ÔÎË ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÊÂÓâÆÂ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÊÂ ÔÚÈÕ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ âÆÓÑÏ ÒÓÑÕÑÐÂ ËÎË a-ÚÂÔÕËÙÞ, ÕÑ
ÄÑÒÓÑÔ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÊÂÆÂÚÇ Ñ ËÑÐËÊÂÙËË ÂÕÑÏÂ "ÄÔÕÓâØË-
ÄÂÐËÇÏ" [43], ÍÑÕÑÓÂâ ÓÇÛÂÇÕÔâ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ.
£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ "ÆÑÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ" ÔÄâÊÂÐÐÞÌ àÎÇÍÕÓÑÐ ÑÍÂ-
ÉÇÕÔâ Ô ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕâÏË Ä àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÔÑ-
ÔÕÑâÐËâØ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ Ë ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÑÄ ÔÄÇÓØ-
ÍÓËÕËÚÇÔÍÅÑ âÆÓÂ, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ËÑÐ Ô ÊÂÓâÆÑÏ âÆÓÂ Z > Zcr

ÐÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË "ÔÄÇÓØÍÓËÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ" ËÑÐÂ, ÑÒËÔÂÐÐÞÏË Ä ÑÃÊÑÓÇ [20].

±ÓË ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏËÊÏÇÐÇÐËË ÊÂÓâÆÂ ÄÃÎËÊËZ�Zcr

ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÚËÕÞÄÂÕß àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËÇ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËË ÄÂÍÖÖÏÂ, Õ.Ç. ËÊÏÇÐÇÐËÇ ×ÑÓÏÞ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÆÂÚÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÏÐÑÅÑÚÂ-
ÔÕËÚÐÑÌ. ¡ÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÊÂÓâ-
ÆÂ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÆÄÖØ âÆÇÓ, ÐÑ àÕÑ
ÖÉÇ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ËÐÂâ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ, ÍÑÕÑÓÑÌ
ÒÑÔÄâÜÇÐÑ ÃÑÎßÛÑÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ÍÂÍ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËØ, ÕÂÍ Ë
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÓÂÃÑÕ (ÔÏ. ÒÑ àÕÑÏÖ ÒÑÄÑÆÖ [44]).
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓÑÙÇÔÔ ÓÑÉÆÇÐËâ e�eÿ-ÒÂÓ ÒÓË ÂÆËÂÃÂÕË-
ÚÇÔÍÑÏ ÔÃÎËÉÇÐËË ÆÄÖØ ÕâÉÈÎÞØ âÆÇÓ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ Ä
ÓÂÏÍÂØ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË Ä ÐÇ-
ÆÂÄÐÇÌ ÓÂÃÑÕÇ [45].

6 ¿ÕÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏ Ë ÒÓË Z � Zcr, ÍÑÅÆÂ
àÐÇÓÅËâ ed � ÿ1 ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÔÄâÊÂÐÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá àÎÇÍÕÓÑÐÂ, Â ep > 0.
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²ËÔ. 4. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ e0�Za; k � ÿ1;R� (ÔÒÎÑÛ-
ÐÂâ ÍÓËÄÂâ) Ë ÇÅÑ ÛËÓËÐÞ g�Za; k � ÿ1;R� (ÛÕÓËØÑÄÂâ ÎËÐËâ) ÑÕ
ÓÂÊÐÑÔÕË �Zÿ Zcr�a ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËË ÓÂÆËÖÔÂ ÑÃÓÇÊÂÐËâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ R � 0;031. e � Ë g � ì ÒÑÎÑÉÇÐËÇ Ë ÛËÓËÐÂ ÒÑÎáÔÂ
S-ÏÂÕÓËÙÞ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÖ ÒÓË Z � 232.
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°ÕÏÇÕËÏ, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÚÕÑ ÄÔÇ ÖÒÑÏâÐÖÕÞÇ ÄÞÛÇ ÄÑÒ-
ÓÑÔÞ ÔÄÇÓØÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË ÄÑÊÐËÍÂáÕ
Ä ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÒÓËÏÇÔÐÞØ ÅÇÕÇ-
ÓÑÔÕÓÖÍÕÖÓ. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÆÑÒË-
ÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÎÈÅÍËÏË âÆÓÂÏË ËÎË ËÑÐÂÏË ÅÓÂ×ÇÐÂ ÐÂ
ÒÑÆÎÑÉÍÇ SiC ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä ÓÂÏÍÂØ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ ÔÑ ÜÇÎßá [27, 46]. ¿ÐÇÓ-
ÅÇÕËÚÇÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ Ä ÕÂÍÑÌ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÊÂ-
ÆÂÚÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÆËÓÂÍÑÄÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ (1), Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÆÇÎÂÕß ÊÂÏÇÐÖ k! ÿJ. ©ÆÇÔß J ì ÒÑÎÐÞÌ
ÔÑØÓÂÐâáÜËÌÔâ ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÖÅÎÑÄÑÌ ÏÑÏÇÐÕ, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÏÑÉÇÕ ÒÓËÐËÏÂÕß ÄÔÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÇ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ, ÄÍÎáÚÂâ ÐÖÎß, Â ÕÂÍÉÇ ÒÑÎÖÙÇÎÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ,
J � 0;�1=2;�1;�3=2; . . . [27]. °ÕÄÇÕ ÐÂ ÄÔÇ ÊÂÕÓÑÐÖÕÞÇ
ÄÞÛÇ ÄÑÒÓÑÔÞ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ËÊÏÇÓââ ÖÓÑÄÐË àÐÇÓ-
ÅËË Ä ÅÓÂ×ÇÐÇ, ÆÑÒËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÊÂÓâÉÇÐÐÞÏË ÒÓËÏÇÔâÏË.

¡ÄÕÑÓÞ ÄÞÓÂÉÂáÕ ËÔÍÓÇÐÐáá ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕß
¥.¯. £ÑÔÍÓÇÔÇÐÔÍÑÏÖ ÊÂ ÔÕËÏÖÎËÓÖáÜËÇ ÆËÔÍÖÔÔËË, Â
¢.®. ¬ÂÓÐÂÍÑÄÖ ÕÂÍÉÇ Ë ÊÂ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÓÂ-
ÃÑÕÞ.

7. ±ÓËÎÑÉÇÐËÇ

¬ÓËÕËÚÇÔÍËÏ ÊÂÓâÆÑÏ âÆÓÂZcre ÒÓËÐâÕÑ ÐÂÊÞÄÂÕß [10] ÕÑ
ÊÐÂÚÇÐËÇ Ze, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÖÓÑÄÇÐß Ed � edmc 2 ÆËÔÍÓÇÕ-
ÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÑÒÖÔÍÂÇÕÔâ ÆÑ ÅÓÂÐËÙÞ ÐËÉÐÇÅÑ ÍÑÐÕË-
ÐÖÖÏÂ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ:

ed�k;Zcra� � ÿmc 2 �P:1�

(ÆÂÎÇÇ �h � c � m � 1). ¬ÓÂÕÍÑ ÑÃÔÖÆËÏ ÔÒÑÔÑÃÞ ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËâ Zcr.

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ (15) Ô ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÑÏ V�r� � ÿZa=r ÒÓË àÐÇÓÅËË ed � ÿ1 ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ r �
� 2lr! 0, ÒÂÓÂÏÇÕÓ a!1 Ë ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ
(ÔÏ. ÔÒÓÂÄÑÚÐËÍ [33]):

lim
a!1

�
G�aÿ c� 1�C

�
a; c;

x

a

��
� 2

����������
x 1ÿc
p

Kcÿ1�2
���
x
p � ;

C 0�a; c; x� � 1

x

��aÿ c� x�C�a; c; x� ÿC�aÿ 1; c; x�� :
±ÓË àÕÑÏ

F�r� � Kin
ÿ �����������

8Zar
p �

; G�r� � 1

Za

�
r
d

dr
� k
�
F ; �P:2�

F;G � r�1=4 exp
ÿÿ �����������

8Zar
p �

; r!1 ; �P:3�

ÊÆÇÔß n � 2��Za�2 ÿ k 2�1=2 > 0, k � �� j� 1=2�, j � 1=2;
3=2; . . . ; k ì ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÄËÉÇÐËâ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ Ä
ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÏ ÒÑÎÇ, Kin�z�ì ×ÖÐÍÙËâ ®ÂÍÆÑÐÂÎßÆÂ 7, F Ë
G ì ÓÂÆËÂÎßÐÞÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÆÎâ ÄÇÓØÐÇÌ Ë
ÐËÉÐÇÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÆËÓÂÍÑÄÔÍÑÅÑ ÃËÔÒËÐÑÓÂ.

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (P.2) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË ed � ÿ1 Ë r > R; Ä
ÑÃÎÂÔÕË 0 < r < R5 1 ÒÑÕÇÐÙËÂÎ V�r� Ô ÖÚÈÕÑÏ ÍÑÐÇÚÐÞØ
ÓÂÊÏÇÓÑÄ âÆÓÂ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ. ±ÓÇÐÇÃÓÇÅÂâ
ÔÎÂÅÂÇÏÞÏË ÒÑÓâÆÍÂ R5 1 Ë ÔÛËÄÂâ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË

ÐÂ ÍÓÂá âÆÓÂ, ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÂ-
ÓâÆÂ Zcr [11, 12]:

zK 0in�z�
2Kin�z� � x ; �P:4�

ÅÆÇ z � 2
���������������
2ZcraR
p

, x ì ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÂâ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ,

x � r

F

�
dF

dr

�
r�R
�

Za
tan �Za� ; k � ÿ1 ;

�Za�2 tan �Za�
tan �Za� ÿ Za

; k � 1

8>>><>>>: �P:5�

(ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÏÑÆÇÎË ÒÓâÏÑÖÅÑÎß-
ÐÑÅÑ ÑÃÓÇÊÂÐËâ (11)). ¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (P.4)
Ë (P.5) ÆÂÈÕ ÊÐÂÚÇÐËâ Zcr, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ Ä ÕÂÃÎËÙÇ. ¥Îâ
ÃÑÎÇÇ ÓÇÂÎËÔÕËÚÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÑÃÓÇÊÂÐËâ

V�r� �
ÿZa
2R

�
3ÿ

�
r

R

�2�
; 0 < r < R ;

ÿZa
r
; r > R ;

8>><>>: �P:6�

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÃÝÈÏÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÊÂÓâÆÂ ÒÓÑÕÑÐÑÄ Ä âÆÓÇ, ÒÑÎÖÚÇÐÞ [11, 12] ÊÐÂÚÇÐËâ
Zcr�1s1=2� � 168, 170, 173 ÆÎâ r0 � 8, 10, 12 ¶ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ. ©ÂÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÇÔÎË àÍÔÕÓÂÒÑÎËÓÑÄÂÕß ÐÂ
ÑÃÎÂÔÕß Z > 137 ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß r0 � 1;2A1=3 [¶], A � 2;5Z,
ÑÃÞÚÐÖá ÆÎâ ÕâÉÈÎÞØ âÆÇÓ, ÕÑ ÆÎâ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ
Zcr�1s1=2� � 169.

±ÑÎÑÉËÄ e � ÿ1 Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (17), ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ Ä ÑÃÎÂÔÕË Za > jkj, ÒÑÎÖÚËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÇ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ ÊÂÓâÆ, ÒÓË
ÍÑÕÑÓÑÏ ÖÓÑÄÇÐß Ô ÆÂÐÐÞÏ k ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÅÓÂÐËÙÞ ÐËÉÐÇÅÑ
ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ. ²ÇÛÇÐËâ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÂ (14), ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ Ä ÏÑÆÇÎË ÑÃÓÇÊÂÐËâ (11), ÆÎâ
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÓÂÆËÖÔÂ ÑÃÓÇÊÂÐËâ R ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä
ÕÂÃÎËÙÇ.

µÓÂÄÐÇÐËâ (P.4) Ë (18), (14), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÍÓËÕËÚÇ-
ÔÍËÌ ÊÂÓâÆ âÆÓÂ, ÒÑ ×ÑÓÏÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÆÓÖÅ
ÑÕ ÆÓÖÅÂ. °ÆÐÂÍÑ ÑÐË ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÃÎËÊÍËÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ Zcr

(ÔÏ. ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÕÂÃÎËÙÇ ÆÎâ ÐËÉÐËØ ÖÓÑÄÐÇÌ ns1=2 Ë np1=2),
ÚÕÑ ÔÎÖÉËÕ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐËÇÏ ÓÂÊÄËÕÑÅÑ
ÄÞÛÇ ÒÑÆØÑÆÂ.
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Coulomb problem for a Z > Zcr nucleus
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A closed form equation is derived for the critical nucleus charge, i.e. for the value Z � Zcr at which the discrete level with the Dirac
quantum number touches the lower continuum of Dirac equation solutions. For a Coulomb potential cut off rectangularly at a small
distance r0 � R�h=mc, R5 1, the critical nucleus charge values are obtained for several values of k and R. It is shown that the partial
scattering matrix of the elastic positron-nucleus scattering, Sk � exp �2idk�ep�, is also unitary forZ > Zcr. For this range, the scattering
phase dk�ep� is calculated as a function of the positron energy Ep � epmc 2, as are the positions and widths of quasidiscrete levels
corresponding to the scatteringmatrix poles. The implication is that the single-particle approximation for theDirac equation is valid not
only for Z < Zcr but also for Z > Zcr and that there is no spontaneous creation of e�eÿ pairs from vacuum.
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