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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

¬ÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ (¬³) ËÅÓÂáÕ ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß Ä
ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË, ÍÂÍ ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÑÃÇÔÒÇÚË-
ÄÂáÜËÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-
ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËÏ Ë ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÑÒËÔÂÐËâÏË. ¬ÑÅÇÓÇÐÕ-
ÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÓâÆÑÏ ÒÑÎÇÊÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ Ë, ÍÂÍ
ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ËÏÇáÕ ÃÑÎßÛÑÌ ÓâÆ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä
ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÑÒËÔÂÐËË ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÔËÔÕÇÏ, Ä ÕÇÑÓËË
ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ, Ä ×ËÊËÍÇ ÍÑÐÆÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÔÓÇÆ, Ä ÕÇÑÓËË
ËÊÎÖÚÇÐËâ, Ä ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËâØ Ë Õ.Æ. (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [1 ë 7]). ¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÊÐÂÚËÕÇÎß-
ÐÞÌ ÓâÆ ÒÖÃÎËÍÂÙËÌ, ÒÑÔÄâÜÈÐÐÞØ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá ¬³ ÆÎâ
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔËÔÕÇÏ, ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ¬³ Ë ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÂâ ÔØÇÏÂ ËØ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÆÎâ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ. £ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ, ÏÞ
ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ¬³ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏ Ô
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ ÃÞÎÂ ÒÑÎ-
ÐÑÔÕßá ÓÇÛÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÂØ ¥ÑÆÑÐÑÄÂ Ë ®ÂÐßÍÑ, Ä ÓÂÏÍÂØ
ÏÇÕÑÆÂ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ®ÂÎÍËÐÂ Ë®ÂÐßÍÑ (ÔÏ. [6 ë
8]). ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ Ä ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ
ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÐÂÃÑÓÑÄ ¬³ Ë ËØ ÔÄÑÌÔÕÄ (ÆÎâ ÊÂÆÂÐÐÑÌ
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ), ËÔØÑÆâ ËÊ ÑÃÜËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ,
ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓËÃÇÅÐÖÕß Í ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏ ÕÇØÐËÚÇÔÍËÏ
ÖÔËÎËâÏ. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ ÏÞ ÑÃÓÂÜÂÇÏÔâ Í ¬³
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ. ¬ÓÑÏÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÄÂÉÐÑÔÕË ÆÂÐ-
ÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ, ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÆËÆÂÍÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇËÏÖÜÇ-
ÔÕÄÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ¬³ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÄÑÒÓÑÔÇ
ÒÓÇÒÑÆÂÄÂÐËâ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË, Â ÕÂÍÉÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇ-
ÐËâ ËØ ÍÂÍ ÒÓËÏÇÓÂ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÒÂÍÇÕÑÄ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËØ
ÔÑÃÑÌ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÚÂÔÕËÙÞ. £ ÔÄâÊË Ô
àÕËÏ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ¬³ ÃÞÎË ËÔØÑÆÐÑ ÄÄÇÆÇÐÞ Ë
ÒÑÆÓÑÃÐÑ ËÊÖÚÇÐÞ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏ Ô ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÏ ÆÄËÉÇ-
ÐËÇÏ Ë ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏ ÔÒÇÍÕÓÑÏ, ÒÑÆÑÃÐÞØ ÅÂÓÏÑÐËÚÇ-
ÔÍÑÏÖ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÖ, ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÇ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ
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¬ÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ (¬³) ÃÞÎË ÄÒÇÓÄÞÇ ÄÄÇÆÇÐÞ Ë ÆÇÕÂÎßÐÑ ËÊÖÚÇÐÞ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏ Ô ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÏ
ÆÄËÉÇÐËÇÏ Ë ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏ ÔÒÇÍÕÓÑÏ, ÕÂÍËØ ÍÂÍ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ Ë ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ.
°ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÕÂÍÑÌ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ Ë ÄÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ ×ËÊËÚÇÔÍË ÄÂÉÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÍÂÍ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ ÚÂÔÕËÙÂ,
ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ¬³ ÐÇ ÃÞÎÂ ÆÇÕÂÎßÐÑ ËÊÖÚÇÐÂ. ¬ÓÑÏÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÄÂÉÐÑÔÕË, ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÆËÆÂÍÕË-
ÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÑ ¬³ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÓÇÒÑÆÂÄÂÐËË ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË, ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ËØ Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÑÄ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÂÍÇÕÑÄ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËØ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÚÂÔÕËÙÞ. £ ÐÂÔÕÑâ-
ÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ, ÔÎÇÆÖâ, ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, ÏÇÕÑÆÖ®ÂÎÍËÐÂ ë¥ÑÆÑÐÑÄÂ ë®ÂÐßÍÑ, ÏÞ ÔÕÓÑËÏ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ
ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ¬³ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÏÂÔÔËÄÐÑÌ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ.¯ÂÏË ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞØ ¬³, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÒÑÎÐÑÕÞ, ÏËÐËÏËÊÂÙËâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË Ë
àÄÑÎáÙËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË. ®Þ ÑÒËÔÞÄÂÇÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÖÔÎÑÄËâ, ÒÓË
ÍÑÕÑÓÞØ ¬³ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÏÑÅÖÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ.
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ÒÑÎÇ Ë Õ.Æ. °ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÕÂÍÑÌ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ Ë ×ËÊËÚÇÔÍË
ÄÂÉÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÍÂÍ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ ÚÂÔÕËÙÂ, ÒÓÑÃÎÇÏÂ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ¬³ ÐÂ ÕÑÕ ÏÑÏÇÐÕ ÐÇ ÃÞÎÂ ÓÇÛÇÐÂ. ¯Â ÐÂÛ
ÄÊÅÎâÆ, àÕÑ ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ ÚÂÔÕËÙÂ
ÔÑÄÇÓÛÂÇÕ ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ Ô ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ
àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏ ÔÒÇÍÕÓÑÏ, Ë ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ËÔØÑÆÐÑÌ ÔØÇÏÞ
(¤ÎÂÖÃÇÓÂ) ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ¬³ ÆÎâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÂ ÃÞÎÑ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÑÚÇÄËÆÐÞÏ.¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ
ÚÕÑ ¬³ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÒÑÎÖÚÇÐÞ ËÊ ÖÒÑÏâÐÖÕÞØ ÑÃÜËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ¥ÑÆÑÐÑÄÂ Ë
®ÂÐßÍÑ, ÏÐÑÅËÇ ÂÄÕÑÓÞ ÎËÃÑ ËÅÐÑÓËÓÖáÕ àÕË ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞ, ÎËÃÑ ÐÇ ÊÐÂáÕ Ñ ËØ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË, ÒÞÕÂâÔß
ÒÑÎÖÚËÕß ¬³ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË
ÏÇÕÑÆÂÏË. £ ÑÒËÔÂÐËË ÒÑÆÑÃÐÞØ ÒÑÒÞÕÑÍ ÔÑÛÎÈÏÔâ ÐÂ
ÓÂÃÑÕÞ [9 ë 12], ÒÑÔÄâÜÈÐÐÞÇ ÆÂÐÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÇ. ¯Â ÐÂÛ
ÄÊÅÎâÆ, ÐË ÑÆÐÂ ËÊ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÓÂÃÑÕ ÐÇ ÓÇÛÂÇÕ ÒÑÎÐÑÔÕßá
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÖá ÒÓÑÃÎÇÏÖ. ¡ÄÕÑÓÞ ÓÂÃÑÕÞ [10] ÊÐÂÚË-
ÕÇÎßÐÑ ÒÓËÃÎËÊËÎËÔß Í ÓÇÛÇÐËá ÆÂÐÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ,
ÄÞÃÓÂÄ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ¬³ ÚÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ. °ÆÐÂÍÑ ÆÂÉÇ ÆÎâ àÕËØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÑÐË ÐÇ
ÔÏÑÅÎË ÒÑÎÖÚËÕß âÄÐÑÅÑ ÄËÆÂ ÊÂÄËÔâÜËØ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ¬³
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ë ËÊÖÚËÕß ËØ ÔÄÑÌÔÕÄÂ. ±Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÖ,
ÒÓÑÅÓÂÏÏÂ ÂÄÕÑÓÑÄ ÃÞÎÂ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ [9],
ÑÆÐÂÍÑ ÂÄÕÑÓ ÐÇ ÑÕÑÉÆÇÔÕÄËÎ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÍÂÍËÏË-ÎËÃÑ
¬³. £ ÔÄÑÇÌ ÓÂÃÑÕÇ [11] ÂÄÕÑÓÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕ ÒÓÇÆÇÎ
ÐÖÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ Ä ¬³ ÆÎâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ,
ÒÑÎÖÚËÄ ÐÇÚÕÑ ÒÑÆÑÃÐÑÇ ¬³ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ. ¬³,
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÇ ÂÄÕÑÓÂÏË, ÄÞÓÂÉÇÐÞ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÒÑÎË-
ÐÑÏÑÄ ¿ÓÏËÕÂ, Â ÔÎÑÉÐÞÌ ÄËÆ ¬³ ÊÂÕÓÖÆÐâÇÕ ËØ ËÐÕÇÓ-
ÒÓÇÕÂÙËá, ËÊÖÚÇÐËÇ Ë ÒÓËÎÑÉÇÐËâ. £ ÆÓÖÅÑÌ ÔÄÑÇÌ ÓÂÃÑÕÇ
[12] ÂÄÕÑÓÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕ ¬³ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä
ÓÂÏÍÂØ ÔÄÑÇÅÑ ÑÃÜÇÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ Í ÒÑÔÕÓÑÇÐËá ¬³ ÆÎâ
ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ ÔÒÇÍÕÓÑÏ. ¿ÕÑÕ ÒÑÆØÑÆ ÑÔÐÑÄÂÐ
ÐÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÐÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ë ËÔÒÑÎß-
ÊÖÇÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÎÑÉÐÖá ÕÇØÐËÍÖ. ¡ÄÕÑÓÞ ÐÇ ÒÓÇÆÝâÄ-
ÎâáÕ ¬³ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, ØÑÓÑÛÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÆÎâ
ÎáÃÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÄÓÇÏÇÐË.

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ, ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ ÔÎÇÆÖâ ÏÇÕÑÆÖ ¥Ñ-
ÆÑÐÑÄÂ Ë®ÂÐßÍÑ, ÏÞ ÔÕÓÑËÏ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÑÃÑÃ-
ÜÈÐÐÞØ ¬³ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÏÂÔÔËÄÐÑÌ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÚÂÔ-
ÕËÙÞ. ¯ÂÏË ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐ-
ÐÞØ ¬³, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÒÑÎÐÑÕÞ, ÏËÐË-
ÏËÊÂÙËâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË Ë àÄÑÎáÙËâ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË.
°ÒËÔÞÄÂáÕÔâ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÖÔÎÑÄËâ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ¬³
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÏÑÅÖÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÒÑÎÖ-
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ.

2. ±ÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÊÂÄËÔâÜËØ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ

2.1. °ÔÐÑÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÇ ÍÄÂÐÕÑÄÑÇ ÆÄËÉÇ-
ÐËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÏÂÔÔÞ m ÐÂ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË R� �ÿ1;1�. °ÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇÏ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ

i�hqtC�x; t� � ĤxC�x; t�, x 2R , (1)

ÅÆÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ Ĥx Ë ÑÒÇÓÂÕÑÓ ËÏÒÖÎßÔÂ p̂x,

Ĥx � ÿ �h 2

2m
q 2
x �

p̂ 2
x

2m
; p̂x � ÿi�hqx ; �2�

âÄÎâáÕÔâ ÔÂÏÑÔÑÒÓâÉÈÐÐÞÏË Ä ÔÄÑËØ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞØ
ÑÃÎÂÔÕâØ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ [13].

±ÑÎÇÊÐÑ ÄÄÇÔÕË ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ

q � xlÿ1; t � �h

ml 2
t : �3�

´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

Ŝc�q; t� � 0 ; Ŝ � iqt ÿ Ĥ ; Ĥx � �h 2

ml 2
Ĥ ;

Ĥ � p̂ 2

2
; p̂ � ÿiqq ; c�q; t� �

��
l
p

C
�
lq;

ml 2

�h
t
�
; �4�

ÕÂÍ ÚÕÑ jC�x; t� j2 dx � jc�q; t� j2 dq. ¯ÂÊÑÄÈÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Ŝ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ.

£ ÕÇÓÏËÐÂØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÓÑÉÆÇÐËâ Ë ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ â Ë
â y,

â � q̂� ip̂���
2
p ; â y � q̂ÿ ip̂���

2
p ; �â; â y� � 1 ;

ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ Ĥ âÄÎâÇÕÔâ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ×ÑÓÏÑÌ ÆÂÐÐÞØ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ

Ĥ � 1

4

�
â yâ� ââ y ÿ �â y�2 ÿ â 2

�
: �5�

¿ÕÑÕ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÐÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÒÇÓÄÑÌ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÌ
×ÑÓÏÇ ÆÎâ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÍÑÏÃËÐÂÙËË ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÓÑÉ-
ÆÇÐËâ Ë ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ, âÄÎâáÜÇÌÔâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÐÑÌ,
ÒÖÕÈÏ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâ; àÕÑ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÔÒÇÍÕÓ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ĥ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÇÐ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [14]).

2.2. ªÐÕÇÅÓÂÎÞ ÆÄËÉÇÐËâ,
ÎËÐÇÌÐÞÇ ÒÑ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏ q̂ Ë p̂
±ÑÔÕÓÑËÏ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÄËÉÇÐËâ Â t� �, ÎËÐÇÌÐÞÌ ÒÑ q̂ Ë p̂.
¥ÂÐÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ËÏÇÇÕ ÑÃÜËÌ ÄËÆ

Â�t� � f �t� q̂� ig�t� p̂� j�t� ; �6�

ÅÆÇ f �t�, g�t� Ë j�t� ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË
ÄÓÇÏÇÐË t. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Â t� � ÃÞÎ ËÐÕÇÅÓÂ-
ÎÑÏ ÆÄËÉÇÐËâ, ÑÐ ÆÑÎÉÇÐ ÍÑÏÏÖÕËÓÑÄÂÕß Ô ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4),�

Ŝ; Â�t�� � 0 : �7�

¦ÔÎË ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÔÂÏÑÔÑÒÓâÉÈÐ, ÕÑ ÔÑÒÓâÉÈÐÐÞÌ
ÑÒÇÓÂÕÑÓ Â y t� � ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÆÄËÉÇÐËâ,
�Ŝ; Â y�t�� � 0.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (7) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (6), ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ f �t�, g�t� Ë j�t�:

_f �t� � 0; _g�t� ÿ if �t� � 0 ; _j�t� � 0 ; �8�

ÅÆÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ t ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÞ ÕÑÚÍÂÏË ÐÂÆ ÔËÏÄÑ-
ÎÂÏË. °ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (8) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

f �t� � c1 ; g�t� � c2 � ic1t ; j�t� � const ; �9�

ÅÆÇ c1 Ë c2 ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ. ¢ÇÊ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ
ÑÃÜÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÑÉËÕß j�t� � 0. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,

Â�t� � c1q̂� ig�t� p̂ ; g�t� � c2 � ic1t : �10�
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¬ÑÏÏÖÕÂÕÑÓ
�
Â�t�; Â y�t�� ËÏÇÇÕ ÄËÆ�

Â�t�; Â y�t�� � 2Re
ÿ
g ��t� f �t�� � 2Re �c �1 c2� � d : �11�

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (9) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ d âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÆÄËÉÇÐËâ, d � const: £ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ
ÒÑÎÂÅÂÇÏ d � 1;

d � 2Re �c �1 c2� � 1 : �12�

±ÖÔÕß c1 � jc1j exp �im1� Ë c2 � jc2j exp �im2�. ´ÑÅÆÂ ËÊ ÖÔÎÑ-
ÄËâ (12) ÔÎÇÆÖÇÕ

jc2jjc1j cos �m2 ÿ m1� �
1

2
: �13�

£ÞÃËÓÂâ d � 1; ÒÑÎÂÅÂÇÏ Â�t� Ë Â y�t� ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏË
ÓÑÉÆÇÐËâ Ë ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ,�

Â�t�; Â y�t�� � 1 : �14�

ªÊ (10) Ë (12) ÄÞÕÇÍÂÇÕ

q̂ � g ��t� Â�t� � g�t� Â y�t� ; g�t� � c2 � ic1t ;

ip̂ � c �1 Â�t� ÿ c1Â
y�t� : �15�

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ q̂ Ë p̂ ÐÇ ÏÑÅÖÕ
ËÏÇÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ c1, c2 Ë ÄÓÇÏÇÐË t.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (6) Ë (12) ÏÑÉÐÑ
ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ qtq̂ � qtp̂ �
� qc1 p̂ � qc1 q̂ � qc2 p̂ � qc2 q̂ � 0.

2.3. ©ÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË
ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ jz; ti ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÖÐËÚ-
ÕÑÉÇÐËâ Â�t�, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá z

Â�t�jz; ti � zjz; ti : �16�

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ z âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ.
ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (15) Ë (16) ÔÎÇÆÖÇÕ

q�t� � 
z; tjq̂j z; t� � q0 � pt ; q0 � c �2 z� c2z
� ;

p�t� � 
z; tjp̂j z; t� � i�c1z � ÿ c �1 z� � p ;

z � c1q�t� � ig�t� p � c1q0 � ic2p : �17�
£ ÕÇÓÏËÐÂØ q-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (16) ËÏÇÇÕ ÄËÆ�
c1q� g�t� qq

�
F c1;2

z �q; t� � zF c1;2
z �q; t� ;

F c1;2
z �q; t� �



qjz; t� : �18�

°ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÅÎÂÔËÕ

qjz; t� � F c1;2

z �q; t� � exp

�
ÿ c1
g�t�

q 2

2
� zq

g�t� � w�t; z�
�
;

�19�

ÅÆÇ w t; z� � âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ t Ë z:
®ÑÉÐÑ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËËF c1;2

z �q; t� ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÞ
Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÔÓÇÆÐËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ q�t� Ë p�t�,

F c1;2
z �q; t��exp

�
ipqÿ c1

2g�t�
�
qÿ q�t��2 � f�t; z�

�
: �20�

ÅÆÇ f t; z� � ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ t Ë z.

¶ÖÐÍÙËË Fz ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

ŜF c1;2
z �q; t� � l�t; z�F c1;2

z �q; t� ; �21�

ÅÆÇ

l�t; z� � i _f�t; z� ÿ 1

2

�
p 2 � c1

g�t�
�
: �22�

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ×ÖÐÍÙËË (20) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÎË ÖÓÂÄÐÇÐËá
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (4), ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÊÂ×ËÍÔËÓÑÄÂÕß f�t; z�
ËÔØÑÆâ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ l�t; z� � 0. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ×ÖÐÍÙËâ
f�t; z� ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

f�t; z� � ÿ i

2
p 2tÿ 1

2
ln g�t� � lnN ; �23�

Â N âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÑÌ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË, ÍÑÕÑÓÖá ÏÞ
ÒÑÎÂÅÂÇÏ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ.

±ÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË, ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÂâ ×ÖÐÍÙËÇÌ (20),
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

r�q; t� � ��F c1;2
z �q; t�

��2 � N 2��g�t��� exp
�
ÿ
�
qÿ q�t��2
2
��g�t���2

�
:

�24�

²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË, ÐÂØÑÆËÏ ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ
N, �1

ÿ1
r�q; t� dq � 1) N � �2p�ÿ1=4 : �25�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ, âÄÎâáÜËÇÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË×ÖÐÍÙËâÏË ÑÒÇ-
ÓÂÕÑÓÂ ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ Â�t�, ËÏÇáÕ ÄËÆ

F c1;2
z �q; t� �

1������������������������
2p
p

g�t�
q �

� exp

�
i

�
pqÿ 1

2
p 2t
�
ÿ c1
g�t�

�
qÿ q�t��2

2

�
; �26�

Â ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÂ
ÍÂÍ

r c1;2
z �q; t� �

��F c1;2
z �q; t�

��2 �
� 1������

2p
p ��g�t��� exp

�
ÿ
�
qÿ q�t��2
2
��g�t���2

�
: �27�

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÏÇÐÑÄÂÕß ÓÇÛÇÐËâ (26) ÍÂÍ
¬³, ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË. ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ, ÒÑ
ÔÖÜÇÔÕÄÖ, ÏÞ ÓÂÔÒÑÎÂÅÂÇÏ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓËÊÑÄÂÐÐÞØ ÆÄÖÏâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË c1 Ë
c2, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÏË ÑÅÓÂÐËÚÇÐËá (12). ªÊ ÆÂÎßÐÇÌ-
ÛÇÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÃÖÆÇÕ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÍÂÉÆÑÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ
ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ¬³ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ
ÔÉÂÕÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ. ¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ
ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ c1 Ë c2 ÒÓÇÑÃÓÂÊÖáÕ àÕË ÔÑÔÕÑâÐËâ Ä ¬³ ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ (ÔÏ. ÐËÉÇ).

®ÑÉÐÑ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ¬³ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÒÑÔÕÓÑÇÐÞ ÒÑ ÏÇÕÑÆÖ ¤ÎÂÖÃÇÓÂ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
ÔÏÇÜÇÐËâ D�z; t� � exp

�
zÂ y�t� ÿ z �Â�t�� ÐÂ ÄÂÍÖÖÏÐÞÌ

ÄÇÍÕÑÓ j0; ti, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÌ Ä ÄËÆÇ Â�t�j0; ti � 0,
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qjz; t��D�z; t� 
qj0; t��exp

�
ÿ jzj

2

2

� X1
n�0

z n����
n!
p 


qjn; t� ;
jn; ti �

�
Â y�t��n����

n!
p j0; ti;

j0; ti � 1������������������������
2p
p

g�t�
q exp

�
ÿ c1
g�t�

q 2

2

�
: �28�

¶ÖÐÍÙËË (28) ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÐÂÃÑÓÂ (26) ÎËÛß ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÞÏ ×ÂÊÑÄÞÏ ×ÂÍÕÑÓÑÏ.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÒÑÎÐÑÕÞ ÆÎâ ÔÑÔÕÑâÐËÌ jn; ti;X1
n�0
jn; tihn; tj � 1 ; 8 t ; �29�

ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÒÇÓÇÍÓÞÕËÇ Ë ÆÑÍÂÊÂÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÒÑÎ-
ÐÑÕÞ ÆÎâ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ¬³ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ:

hz 0; tjz; ti � exp

�
z 0�zÿ jz

0j2 � jzj2
2

�
; 8 t;��

hqjz; tihz; tjq 0i d2z � pd�qÿ q 0� ;

d2z � dRe z dIm z ; 8 t : �30�

3. ³ÕÂÐÆÂÓÐÞÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ,
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË
Ë ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ

£ÞÚËÔÎââ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ sq�t�, sp Ë ÄÇÎËÚËÐÖ
sqp�t� ÐÂ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ¬³, ÐÂØÑÆËÏ

sq�t� �
�������������������������
�q̂ÿ hqi�2�q

�
�����������������������
hq̂ 2i ÿ hqi2

q
� ��g�t��� ;

sp�t� �
��������������������������
� p̂ÿ hpi�2�q

�
�������������������������
h p̂ 2i ÿ h pi2

q
� �� f �t��� � jc1j ;

sqp�t� � 1

2


�q̂ÿ hqi�� p̂ÿ h pi� � � p̂ÿ h pi��q̂ÿ hqi�� �
� i

�
1

2
ÿ g�t� f ��t�

�
: �31�

¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ¬³ ÏËÐËÏËÊËÓÖáÕ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ²ÑÃÇÓÕÔÑÐÂ ëºÓÈÆËÐ-
ÅÇÓÂ [15, 16],

s 2
q �t� s 2

p ÿ s 2
qp�t� �

1

4
: �32�

¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÂÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ âÄÎâáÕÔâ ÔÉÂÕÞÏË
ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÄÓÇÏÇÐË.

£ÞÒÑÎÐËÏ ÑÙÇÐÍÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË
¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ ÐÂ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ¬³ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ
(12):

sq�t� sp�t�
��
2Re �c �

1
c2��1 �

�
����������������������������������������������������������������������
1

4
� �jc2jjc1j sin �m2 ÿ m1� � jc1j2t

�2r
5

1

2
: �33�

©ÂÕÇÏ, ÒÑÎßÊÖâÔß (31), ÐÂÌÆÈÏ sq�0� � sq � jc2j Ë sp�0� �
�sp�jc1j; ÕÂÍ ÚÕÑ ÒÓË t�0 ÆÂÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ
ÄËÆ

sqsp
��
2Re �c �

1
c2��1�jc2jjc1j�

����������������������������������������������������
1

4
� �jc2jjc1j sin �m2ÿm1��2r

:

�34�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ jcij 6� 0, i � 1; 2, Ë ÎÇÄÂâ
ÚÂÔÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (34) ÏËÐËÏÂÎßÐÂ ÒÓË m1 � m2 � m; ÚÕÑ
ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÏËÐËÏËÊÂÙËá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐ-
ÐÑÔÕË ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ ÐÂ ¬³ Ä ÎáÃÑÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË,

sqsp � 1

2
: �35�

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ¬³ ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇÏ m1 � m2. ¡ ËÏÇÐÐÑ, ÏÞ
ÃÖÆÇÏ ËÏÇÐÑÄÂÕß ÕÂÍËÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÓÑÔÕÑ ÍÂÍ ¬³ ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ.

´ÇÒÇÓß ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ (12), 2Re �c �1 c2� � 1 ÒÓËÐËÏÂÇÕ
ÄËÆ

jc2jjc1j � 1

2
�) c �2 �

cÿ11

2
: �36�

®ÑÉÐÑ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ m ÐÇ ÄØÑÆËÕ Ä ¬³
(26). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÒÑÎÂÅÂÇÏ m � 0.
´ÑÅÆÂ

c2 � jc2j � sq ; c1 � jc1j � sp � 1

2sq
;

g�t��
�
sq � it

2sq

�
; sq�t� �

��g�t���� �������������������
s 2
q �

t 2

4s 2
q

s
: �37�

³ÖÚÈÕÑÏ (37) ÒÑÎÖÚËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ t ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ ÐÂ ¬³ ÅÎÂÔËÕ

sq�t� sp � 1

2

����������������
1� t 2

4s 4
q

s
5

1

2
�38�

Ë ¬³ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Fsq
z �q; t� �

� exp
�
i�pqÿ �p 2=2� t� ÿ �qÿ q�t��2=�4�s 2

q � it=2��	����������������������������������������
�sq � it=�2sq��

������
2p
pq :

�39�
±Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, ÏÞ ÓÂÔÒÑÎÂÅÂÇÏ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑÏ ¬³, ÒÂÓÂ-

ÏÇÕÓËÊÑÄÂÐÐÞÏ ÑÆÐËÏ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ sq.
¬ÂÉÆÞÌ ÐÂÃÑÓ ¬³ Ä ÔÇÏÇÌÔÕÄÇ ËÏÇÇÕ ÔÄÑË ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÇ
ËÔØÑÆÐÞÇ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ sq > 0. ¬³ ËÊ ÔÇÏÇÌ-
ÔÕÄÂ Ô ÆÂÐÐÞÏ sq ÒÑÏÇÚÂáÕÔâ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË z;

z � q0
2sq
� isqp ; �40�

ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÐÂ-
ÚÂÎßÐÞÏË ÆÂÐÐÞÏË q0 Ë p0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË

q0 � 2sq Re z ; p � Im z

sq
: �41�

±ÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ¬³, ËÏÇ-
áÕ ÄËÆ

rsq
z �q; t� �

1����������������������������������������
s 2
q � t 2=�4s 2

q �
�
2p

q �

� exp

�
ÿ 1

2

�
qÿ q�t��2

s 2
q � t 2=�4s 2

q �
�
: �42�
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®ÑÉÐÑ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ Ä ÎáÃÑÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË (42) ÊÂÆÂáÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏË ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏË ÔÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏË ÑÕÍÎÑÐÇÐËâÏË sq�t�.
³ÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ hqi � q�t� � q0 � pt ÆÄËÉÖÕÔâ ÒÑ ÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÚÂÔÕËÙÞ p. ³ ÕÑÌ ÉÇ
ÔÍÑÓÑÔÕßá ÆÄËÉÖÕÔâ ÏÂÍÔËÏÖÏÞ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑ-
ÔÕË (42).

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ ÖÍÂÊÂÐÞ ÅÓÂ×ËÍË ×ÖÐÍÙËË (42) Ô s � 2ÿ1=2,
p � 2; q0 � 0 ÆÎâ ÆÄÖØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÄÓÇÏÇÐË, t � 0 Ë t � 1.

±ÑÎÇÊÐÑ ÔÓÂÄÐËÕß ¬³ (39) Ô ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÌ, ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÜÇÌ ÆÄËÉÇÐËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ,

Fp�q; t� � 1������
2p
p exp

�
i

�
pqÿ p 2

2
t
��

: �43�

°ÃÂ ÐÂÃÑÓÂ ×ÖÐÍÙËÌ âÄÎâáÕÔâ ÓÇÛÇÐËâÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ. ¬³ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ
ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ L 2(R), ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÒÎÑÔÍËÇ
ÄÑÎÐÞ ÐÇ ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ. ±ÎÑÔÍÂâ ÄÑÎÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐâÇÕÔâ Ô ×ÂÊÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá p=2: ¯ÂÃÑÓ ¬³ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÂâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ Ä
ÕÑÚÐÑÔÕË ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÚÂÔÕËÙÞ p: ®ÑÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß,
ÚÕÑ ¬³ (39) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÒÂÍÇÕÞ,
ÒÑÊÄÑÎâáÜËÇ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÖá ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ Ë ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÑÒËÔÂÐËâÏË ÔÄÑÃÑÆÐÞØ
ÚÂÔÕËÙ. £ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ¬³, ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ
ËÊ ÐËØ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÚÂÔÕËÙ, Â ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇÎßÊâ,
ÄÄËÆÖ ÕÑÅÑ ÚÕÑ ÑÐË ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÚËÔÕÑ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâ (ÔÏ. ÐËÉÇ).

4. ±ÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ

¥Îâ ÓÇÛÇÐËâ ÄÑÒÓÑÔÂ Ñ ÕÑÏ, ÍÂÍËÇ ¬³ ÏÑÅÖÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ
ÚÂÔÕËÙÞ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÇÓÐÖÕßÔâ Í ËÔØÑÆÐÞÏ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÏ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ x Ë t (3), Â ÕÂÍÉÇ Í ËÔØÑÆÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ
×ÖÐÍÙËË C�x; t�, ÊÂÒËÔÂÐÐÑÌ ÚÇÓÇÊ àÕË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ (4).
±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ

x�t� � lq�t� � x0 � px
m

t ; p � l

�h
px ;

sx�0�� lsq�0�� ls � sx ; s 2
x �t� � s 2

x �
�h 2

4m 2s 2
x

t 2 ; �44�

ÒÑÎÖÚËÏ

C�x; t� � 1������������������������������������������������
sx � i�ht=�2msx�

� ������
2p
pq �

� exp

�
i

�h

�
pxxÿ p 2

x

2m
t

�
ÿ

�
xÿ x�t��2

4
�
s 2
x � i�ht=�2m��

�
;

r�x; t� � ��C�x; t���2 � 1���������������������������������������������������
s 2
x � �h 2t 2=�4m 2s 2

x �
�
2p

q �

� exp

�
ÿ 1

2

�
xÿ x�t��2

s 2
x � �h 2t 2=�4m 2s 2

x �

�
: �45�

±ÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä
ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ×ÑÓÏÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (45) ÏÇÐâÇÕÔâ
ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ t ÏÇÆÎÇÐÐÑ. ¿ÕÂ ×ÑÓÏÂ ÏÇÐâÇÕÔâ Ä ÔËÎÖ
ËÊÏÇÐÇÐËâ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÄÇÎËÚËÐÞ �h 2t 2=�4m 2s 2

x �, ÑÕÄÇ-
ÚÂáÜÇÌ ÊÂ ËÊÏÇÐÇÐËÇ s 2

x �t� (ÔÏ. (44)). ®Þ ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ
Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ àÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ ÊÐÂ-
ÚËÕÇÎßÐÑ ÏÇÐßÛÇ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ, ÒÓÑÌÆÇÐÐÑÅÑ
ÚÂÔÕËÙÇÌ ÊÂ ÕÑÕ ÉÇ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÍ ÄÓÇÏÇÐË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ÏÞ ËÏÇÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ:

�h 2

4m 2s 2
x

t 2 5

�
px
m

t

�2

�) px 4
�h

2sx
� v4 �h

2msx
; �46�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÑ Ä ÄËÆÇ

l5 4psx; l � 2p�h

px
; �47�

ÅÆÇ l âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÏÒÕÑÐÑÄÔÍÑÌ ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÚÂÔÕËÙÞ.
´ÇÏ ÔÂÏÞÏ, ¬³ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß ÍÂÍ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÇÔÎË ÍÑÏÒÕÑÐÑÄ-
ÔÍÂâ ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ ÚÂÔÕËÙÞ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ sx Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË. ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÇ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÞÄÙËÍÎÑÕÓÑÐÇÆÄËÉÖÕÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕâÏË v ' 103 ÏÔÿ1.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (46), ¬³ ÕÂÍËØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ô
2sx ' 10ÿ7 ÏÑÅÖÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ
ÔÑÔÕÑâÐËâ.

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÍÓËÕÇÓËË ÒÑÎÖ-
ÍÎÂÔÔËÚÐÑÔÕË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎËÔß Ä ÕÇÑÓËË ÓÂÔÔÇâÐËâ ÐÂ ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎÇ [17], Â ÕÂÍÉÇ ÆÎâ ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËË ¬³ Ä ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÑÎÇÐÑËÆÂ [18].

5. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÊÂÍÎáÚËÕÇÎßÐÞÇ ÊÂÏÇÚÂÐËâ

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ ÏÞ ËÊÖÚËÎË ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÕËÒÞ ÑÃ-
ÑÃÜÈÐÐÞØ ¬³ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÏÂÔÔËÄÐÑÌ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ
ÚÂÔÕËÙÞ Ë ÖÔÕÂÐÑÄËÎË ÕÂÍËÇ ËØ ÔÄÑÌÔÕÄÂ, ÍÂÍ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâ ÒÑÎÐÑÕÞ, ÏËÐËÏËÊÂÙËâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐ-
ÐÑÔÕË Ë ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ËÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË. ªÊ ÄÔÇØ àÕËØ ÕËÒÑÄ ÑÃÑÃÜÈÐ-
ÐÞØ ¬³ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÞÆÇÎâáÕÔâ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÞ ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÏ ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎâÕß Ô ¬³
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÏÂÔÔËÄÐÑÌ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ. ¿ÕË
ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ¬³ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÑÄÂÐÞ ÑÆÐËÏ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ ì ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇÏ sq ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË. ¬³ ËÊ ÑÆÐÑÅÑ
ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ Ô ÆÂÐÐÞÏ sq ÑÃÓÂÊÖáÕ ÒÑÎÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ, ÑÐË ÒÑÏÇÚÂáÕÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ z,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÐÂ-
ÚÂÎßÐÞÏË ÆÂÐÐÞÏË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÔÓÇÆ-
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²ËÔÖÐÑÍ. ¿ÄÑÎáÙËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË.
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ÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. ¬³ ÏËÐËÏËÊËÓÖáÕ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ²ÑÃÇÓÕÔÑÐÂ ëºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÄÑ
ÄÔÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË
¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË. ³ÕÂÐÆÂÓÕÐÑÇ
ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ sq�t� ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÄÓÇÏÇÐË t ÓÂÔÕÈÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÕÇÏ ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ ÏÇÐßÛÇ
ÑÐÑ ÃÞÎÑ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË. £ ÎáÃÑÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÄÓÇÏÇÐË t ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ¬³
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, ÊÂÆÂÈÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâÏË ÔÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏË ÑÕÍÎÑÐÇÐËâÏË sq�t�. ³ÓÇÆÐÇÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÆÄËÉÇÕÔâ ÒÑ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËË ÔÑ ÔÓÇÆÐÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÚÂÔÕËÙÞ. ³ ÕÑÌ ÉÇ ÔÍÑÓÑÔÕßá
ÆÄËÉÇÕÔâ ÏÂÍÔËÏÖÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË. ±ÑÔÕÓÑÇÐ-
ÐÞÇ ¬³ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÒÂÍÇÕÞ, âÄÎâá-
ÜËÇÔâ ÓÇÛÇÐËâÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
ÚÂÔÕËÙÞ. °ÐË ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ¤ËÎßÃÇÓÕÑÄÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÖ L2 (R), ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÒÎÑÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ ÐÇ ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ
àÕÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ. ¬³ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÇÔÕÇ-
ÔÕÄÇÐÐÖá ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ Ë ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÑÒËÔÂ-
ÐËâÏË ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÚÂÔÕËÙ. £ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
¬³, ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ËÊ ÐËØ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÚÂÔÕËÙ, Â ÐÇÍÑ-
ÕÑÓÞÇ ÐÇÎßÊâ, ÄÄËÆÖ ÕÑÅÑ ÚÕÑ ÑÐË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÚËÔÕÑ
ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ. ®Þ ÒÓËÄÑÆËÏ ÂÓÅÖÏÇÐÕÞ Ä ÒÑÎßÊÖ
ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ¬³ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÍÂÍ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÇÔÎË ÍÑÏÒÕÑÐÑÄÔÍÂâ
ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ ÚÂÔÕËÙÞ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ ÔÕÂÐ-
ÆÂÓÕÐÑÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÄÓÇÏÇÐË. ±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÄÄÇÆÈÐÐÞÇ ¬³ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎÇÐÞ Ô ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏË ÔÄÑÃÑÆÐÞÏË ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâÏË Ä ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÓÂÔÔÇâÐËâ.

®Þ ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ Ä ÍÖÓÔÇ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË, ÒÓË
ÑÒËÔÂÐËË ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, ÄÇÔß-
ÏÂ ÒÑÎÇÊÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕß ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÞÇ ¬³ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔ-
ÕËÙÞ ÍÂÍ ÒÓËÏÇÓ ÕÑÚÐÑ ÑÒËÔÂÐÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÂÍÇÕÑÄ,
ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÆÂáÕ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÕÂÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ë Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÕÑÓÞØ
ÄÑÊÏÑÉÐÂ ËÎÎáÔÕÓÂÙËâ ÏÐÑÅËØ ÑÃÜËØ ÒÑÎÑÉÇÐËÌ ÍÄÂÐ-
ÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÏËÐËÏËÊÂÙËâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ
ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË Ë Õ.Æ. ©ÐÂÐËÇ ÔÎÖÛÂÕÇÎâÏË ¬³ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÆÅÑÕÑÄËÕ ËØ Í ÃÑÎÇÇ ÎÈÅÍÑÏÖ
ÄÑÔÒÓËâÕËá¬³ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ë ÆÓÖÅËØ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÔËÔÕÇÏ.
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Coherent states (CS) were érst introduced and studied in detail for boundmotion, discrete spectrum system like the harmonic oscillator
and similar systems with a quadratic Hamiltonian. However, the problem of constructing CS has not yet received detailed investigation
for the simplest and physically important case of a free particle for which, besides being physically important, the CS problem is of
didactic value in teaching quantum mechanics where CSs can be considered as examples of wave packets representing semiclassical
motion. In this paper we follow essentially the MalkinëDodonovëMan'ko method to construct the CS of a free nonrelativistic particle.
We give a detailed discussion of the properties of the CSs obtained, in particular, the completeness relations, the minimization of
uncertainty relations and the evolution of the corresponding probability density. We describe the physical conditions under which free
particle CSs can be considered as semiclassical states.
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