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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÛËÓÑÍÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ
ÔËÔÕÇÏ Ë ÒÑÎÇÌ ÏÑÉÐÑ ÄÞÄÇÔÕË ËÊ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓËÐ-
ÙËÒÑÄ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÖÚÇÃÐËÍË [1 ë 5]). ³ ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ,
ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ àÕÑÕ ×ÂÍÕ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ
ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ë ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÃÑÎÇÇ
ÍÑÏÒÂÍÕÐÂâ ÊÂÒËÔß ÕÇØ ÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ,
ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÒÓËÐÙËÒÞ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ âÄÎâáÕÔâ ÑÔÐÑÄÑÌ ÆÎâ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÕÇÑÓËË. ±ÓË ÕÂÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÔÎÇÆÖÇÕ
ËÊ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ âÄÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË ­ÂÅÓÂÐÉÂ ÑÕ
ÄÓÇÏÇÐË. ¯ËÉÇ ÏÞ ÑÃÔÖÉÆÂÇÏ ÆÓÖÅÑÌ ÒÑÆØÑÆ. ªÔØÑÆâ ËÊ
ÊÂÍÑÐÂ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÏÞ ÄÄÑÆËÏ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ
ËÏÒÖÎßÔÞ, Â ÊÂÕÇÏ ÐÂØÑÆËÏ ×ÖÐÍÙËá ­ÂÅÓÂÐÉÂ Ë âÄÐÞÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÚÇÓÇÊ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ.

2. ³ÑØÓÂÐÇÐËÇ àÐÇÓÅËË Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ

±ÖÔÕß E�q; v� ì àÐÇÓÅËâ ÔËÔÕÇÏÞ, ÍÑÕÑÓÂâ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ q i, i � 1; . . . ;N; Ë ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ v i � dq i=dt. ³ÑÔÕÑâÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ËÊÑÃÓÂÉÂÇÕÔâ
ÕÑÚÍÑÌ Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË �q; v� Ä 2N-ÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.
³ÑØÓÂÐÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÊÂÒËÔÂÐÑ ÍÂÍ

0 � dE�q; v� �
XN
i�1

�
qE
qq i

dq i � qE
qv i

dv i
�
: �1�

³ÖÏÏÂ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (1) ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, ÐÑ ÍÂÉÆÞÌ ËÊ
ÚÎÇÐÑÄ àÕÑÌ ÔÖÏÏÞ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÑÕÎËÚÇÐ ÑÕ ÐÖÎâ. ¥Îâ
ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÑÃÇÔÒÇÚËÕß ÆÇÕÂÎßÐÑÇ ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ àÐÇÓÅËË,
Õ.Ç. ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÒÓË ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÏ ËÊÏÇÐÇÐËË
ÍÂÉÆÑÌ ËÊ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ, ÄÄÇÆÈÏ ÄÏÇÔÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
ÆÓÖÅËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ pi, ÕÂÍËÇ, ÚÕÑ E�q; v� � H�q; p� Ë

0 � qH
qq1

dq1 � qH
qp1

dp1 � qH
qq 2

dq 2 � qH
qp2

dp2 � . . . �

� qH
qqN

dqN � qH
qpN

dpN : �2�

¦ÔÎË ÔËÔÕÇÏÂ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ (ÐÇÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄÖáÜËØ) ÚÂÔÕÇÌ, ÕÑ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ àÐÇÓÅËâ ÍÂÉÆÑÌ ËÊ
àÕËØ ÚÂÔÕÇÌ. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÏÞ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎËÎË 2N-ÏÇÓÐÑÇ ×ÂÊÑÄÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ �q; p� ÍÂÍ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÑ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÔÕÇÒÇÐË ÔÄÑÃÑÆÞ "ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ
ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ". µÓÂÄÐÇÐËâ (2) ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ
ÍÂÍ N ÒÓÑÒÑÓÙËÌ:

dq1

qH=qp1
� ÿ dp1

qH=qq1
� dt1; . . . ;

dqN

qH=qpN
� ÿ dpN

qH=qqN
� dtN :

�3�

ªáÐß 2014 Å. ´ÑÏ 184, å 6
µ ³ ± ¦ · ª ¶ ª © ª ¹ ¦ ³ ¬ ª · ¯ ¡ µ ¬

®¦´°¥ª¹¦³¬ª¦ ©¡®¦´¬ª

£ÞÄÑÆ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍË Ë ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ
ËÊ ÊÂÍÑÐÂ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË

¯.¡. £ËÐÑÍÖÓÑÄ

°ÃÞÚÐÞÌ ÄÞÄÑÆ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÑÎâ Ä ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÒÓËÐÙËÒÂ ÐÂËÏÇÐßÛÇÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ Ô ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ­ÂÅÓÂÐÉÂ. ±ÓÇÆÎÂÅÂÇÕÔâ ÄÞÄÑÆ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ Ë ­ÂÅÓÂÐÉÂ ÃÇÊ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓËÐÙËÒÑÄ. ¯ÂÚËÐÂâ Ô àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇ-
ÏÞ, ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÄÄÑÆâÕÔâ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ËÏÒÖÎßÔÞ ÕÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑ àÐÇÓÅËâ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÎáÃÑÌ ËÊ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ ÔËÔÕÇÏÞ. ¿ÕÑ ÔÓÂÊÖ ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ Ô ÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÏ ÒÑÍÂ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ. ¥Îâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ âÄÐÞØ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕÇÌ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÔÐÂÚÂÎÂ ÒÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÐÂØÑÆËÕÔâ ×ÖÐÍÙËâ
­ÂÅÓÂÐÉÂ. ±ÓËÏÇÐÇÐËÇ ÑÒËÔÂÐÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕÔâ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË. ±ÓÇÆÎÑÉÇÐ-
ÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑ-ÐÑÄÑÏÖ ÄÊÅÎâÐÖÕß ÐÂ ÒÓËÓÑÆÖ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ë ÆÂÈÕ ÔÒÑÔÑÃ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ
×ÖÐÍÙËË ­ÂÅÓÂÐÉÂ ÒÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ.
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µÓÂÄÐÇÐËâ (2), (3) ÑÒËÔÞÄÂáÕ N ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÒÇÓÇÏÇÜÇ-
ÐËÌ dq i. ´ÂÍ ÍÂÍ ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË dq i � v i dt, ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÑÉËÕß v i � qH=qpi, ÚÕÑÃÞ ÖÓÂÄÐâÕß ÄÔÇ ÚÎÇÐÞ ÒÓÑ-
ÒÑÓÙËÌ Ä (3), Õ.Ç. ÒÑÎÖÚËÕß dt1 � . . . � dtN � dt. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ

dq i

dt
� qH

qpi
;

dpi
dt
� ÿ qH

qq i
: �4�

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ, ÊÂÒËÔÂÄ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2), ÏÞ ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÑÉËÎË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÒÑÍÂ ÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ pi Ë ×ÖÐÍÙËË H, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËØ àÕËÏ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâÏ Ë ÖÔÎÑÄËâÏ v i � qH=qpi. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÏÞ
ËÜÇÏ Ä ÄËÆÇ (4) ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ), ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÇ ÊÂÍÑÐÖ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ
àÐÇÓÅËË (1). ¬ÂÍ ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐËÉÇ, ËÔÍÑÏÞÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ, ÐÑ ÇÔÕß Ë ÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍËÌ
ÍÎÂÔÔ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÔÑØÓÂÐâáÜËØ àÐÇÓÅËá.

²ÂÔÔÖÉÆÂâ ÃÑÎÇÇ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ, ÆÎâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÑÎÖ-
ÚËÕß ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ àÐÇÓÅËË Ä ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ X � �q1; p1;
. . . ; qN; pN� 0 � dH�X �=dt � �qH=qXa�dXa=dt (a � 1; . . . ;
2N; ÊÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕÔâ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ
ÒÑÄÕÑÓâáÜËÏÔâ ËÐÆÇÍÔÂÏ), ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß
ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ dXa=dt � Jab qH=qXb Ô ÎáÃÑÌ
ÍÑÔÑÔËÏÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÏÂÕÓËÙÇÌ Jab. £ ÏÂÕÓËÚÐÑÏ ÄËÆÇ
àÕË 2N ÓÂÄÇÐÔÕÄ ÊÂÒËÛÖÕÔâ ÍÂÍ _X � JHH. ­áÃÂâ ÆÇÌÔÕ-
ÄËÕÇÎßÐÂâ ÍÑÔÑÔËÏÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÏÂÕÓËÙÂ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÏ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ÒÑÆÑÃËâ ÒÓËÄÑÆËÕÔâ Í ÍÎÇÕÑÚÐÑ-ÆËÂÅÑ-
ÐÂÎßÐÑÏÖ ÄËÆÖ Ô N ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÏË ÍÎÇÕÍÂÏË

0 mk
ÿmk 0

� �
;

ÅÆÇ �imk ì ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚËÔÎÂ ÏÂÕÓËÙÞ [6]. £ÞÃÑÓÑÏ
ÏÂÔÛÕÂÃÐÞØÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ ÒÓË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ p ÄÔÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ ÚËÔÎÂ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÃÓÂÜÇÐÞ Ä �i, Â ÏÂÕÓËÙÂ J ì Ä
ÇÆËÐËÚÐÖá ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍÖá ÏÂÕÓËÙÖ Ô N ÇÆËÐËÚÐÞÏË
ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍËÏË 2� 2-ÍÎÇÕÍÂÏË ÐÂ ÆËÂÅÑÐÂÎË:

J � 0 1
ÿ1 0

� �
; . . . ;

0 1
ÿ1 0

� �� �
: �5�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÄÄÑÆËÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ p, Ä ÍÑÕÑÓÞØ, ÍÂÍ
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÍÄÂÊËÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÄËÆÂ (5) ÏÂÕÓËÙÞ J,
ÔÕÇÒÇÐË ÔÄÑÃÑÆÞ "ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ" Ë ÒÑâÄ-
ÎâÇÕÔâ ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ (Â ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ). ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÕÂÍÑÌ ÏÂÕÇ-
ÏÂÕËÚÇÔÍË ÃÑÅÂÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
âÄËÎÑÔß, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÚÂÔÕËÚÐÑ, ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÐÂÛÇÅÑ
ÄÞÃÑÓÂ ÑÚÇÐß ÖÆÑÃÐÞØ, ÐÑ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ËÔÍÖÔ-
ÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ì ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (3) ÒÓËÄÑÆËÕ Ë Í ÆÓÖÅÑÏÖ ÑÃÝâÔÐÇÐËá
ÄÞÄÑÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ (4). ±ÖÔÕß ÍÂÉÆÂâ ÔÕÇ-
ÒÇÐß ÔÄÑÃÑÆÞ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÄÑÇÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ti. ±ÑÕÓÇÃÖÇÏ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ H�q1�t1�; p1�t1�; . . . ; qN�tN�; pN�tN�� ÒÓË ÐÇÊÂ-
ÄËÔËÏÑÏ ËÊÏÇÐÇÐËË ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ ti: dH=dti � 0. ±ÑÔÎÇ
àÕÑÅÑ ÒÓÑÄÇÆÈÏ "ÔËÐØÓÑÐËÊÂÙËá": t1� . . . � tN� t. £ÔÒÑÏ-
ÐËÏ, ÚÕÑ Ä ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕ ÚÂÔÞ
Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ë ÔËÐØÓÑÐËÊÂ-
ÙËâ àÕËØ ÚÂÔÑÄ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÑÄÇÆÇÐÂ ÒÑ-ÓÂÊÐÑÏÖ (Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÑÕÔÚÈÕÂ). ±ÑàÕÑÏÖ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÐÇ-
ÔÈÐÐÞÏË ÚÂÔÕâÏË ÕÂÍÑÇ ÑÃÝâÔÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÒÓÑÔÕÑÌ
ÔÏÞÔÎ. °ÐÑ ÉÇ ÒÑâÔÐâÇÕ Ë ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ Ñ "ÏÂÍÔËÏÂÎß-
ÐÑÌ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕË" ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ.

3. °ÕÞÔÍÂÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ë ×ÖÐÍÙËË ­ÂÅÓÂÐÉÂ

´ÇÒÇÓß ÐÂÆÑ ÐÂÌÕË âÄÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÑÄ p ÚÇÓÇÊ
ÔÍÑÓÑÔÕË v. ´ÂÍ ÍÂÍ v i � qH=qpi, ÒÑ ÕÇÑÓÇÏÇ¥ÑÐÍËÐÂ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [2]) ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ×ÖÐÍÙËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ L�q; v� �
� piv

i ÿH�p; q�, ÆÄÑÌÔÕÄÇÐÐÂâ Í ×ÖÐÍÙËË ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ, Ë
pi � qL=qv i. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ, ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÆÎâ ×ÖÐÍ-
ÙËË ­ÂÅÓÂÐÉÂ L

v i qL
qv i
� L� E�q; v� : �6�

£ ÖÚÇÃÐËÍÂØ ÒÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
[5]) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6) ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÐÇÓÅËË
E ÒÑ ÊÂÆÂÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ­ÂÅÓÂÐÉÂ L. ©ÆÇÔß ÐÂÏ ÐÂÆÑ
ÐÂÌÕË L, ÓÇÛËÄ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ (6).
©ÂÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ, ØÑÕâ ÒÓË ÄÞÄÑÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6) ÃÞÎÑ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ­ÇÉÂÐÆÓÂ, ÔÂÏÑ (6) ÕÂÍÑ-
ÄÞÏ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÐÑ ÔÄâÊÞÄÂÇÕ ÆÄÇ ×ÖÐÍÙËË
ÑÆÐËØ Ë ÕÇØ ÉÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ì ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

±ÑÎÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6) ÇÔÕß ÔÖÏÏÂ ÚÂÔÕÐÑÅÑ
ÓÇÛÇÐËâ L1 Ë ÒÑÎÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ,

L � L1�q; v� � ai�q�v i : �7�
£ÕÑÓÑÌ ÚÎÇÐ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (7), ÔÑÆÇÓÉÂÜËÌ N ÒÓÑËÊ-
ÄÑÎßÐÞØ ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ai, ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÅËÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ
ÔËÎÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ ÆÂáÕ ÄÍÎÂÆÂ Ä àÐÇÓÅËá E�q; v�. ¹ÂÔÕÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6) ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËâ Ä ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ. ¦ÔÎË

E�q; v� �
X1
n�0

A
�n�
ik...l v

iv k . . . v l ; �8�

ÕÑ

L1�v� � ÿA�0� �
X1
n�2

1

nÿ 1
A
�n�
ik...l v

iv k . . . v l �

� ÿE�q; 0� �
�1
1

�
E

�
q;
v

x

�
ÿ E�q; 0�

�
dx : �9�

²ÇÛÇÐËÇ (9) ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË A
�1�
i � 0. ¦ÔÎË ÓâÆ (8)

ÑÃÓÞÄÂÇÕÔâ ÒÑÔÎÇ n � 2, ÕÑ àÐÇÓÅËâ E � A�0� � A
�2�
ik v

iv k �
� U�q� � T�q; v� ÇÔÕß ÔÖÏÏÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌU Ë ÍËÐÇÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ T àÐÇÓÅËÌ Ë ËÊ (9) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÑÃÞÚÐÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ:
L1 � TÿU. ­ÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÓÇÎâÕË-
ÄËÔÕÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ (9) ÕÑÉÇ ÆÂÈÕ ÒÓÂÄËÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ.

ªÔÒÑÎßÊÖâ (7) Ë (9), ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ËÏ-
ÒÖÎßÔÞ

pi � ai �
�1
1

q
qv i

E

�
v

x

�
dx �10�

Ë ×ÖÐÍÙËá ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ H � E�q; v�p��. £ÕÑÓÂâ ÚÂÔÕß
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ Ä (4) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÂ
Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ ­ÂÅÓÂÐÉÂ. ªÊ (7) ÐÂØÑÆËÏ âÄÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
[2] ÆÎâ ÔËÎ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô "ÍÑÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ" ai,

d

dt

qL1

qv i
� qL1

qq i
� v j

�
qaj
qq i
ÿ qai
qq j

�
: �11�

ªÊ (11) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÕÑÎßÍÑ ÐÇËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÂâ (ÄËØÓÇÄÂâ)
ÚÂÔÕß ÒÑÎâ ai ÆÂÈÕ ÄÍÎÂÆ Ä ÔËÎÞ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, àÕË
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÔËÎÞ ÐÇ ÏÇÐâáÕ àÐÇÓÅËá ÔËÔÕÇÏÞ.

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÄÏÇÔÕÑ àÐÇÓÅËË E�q; v� Ä
ÄÞÛÇÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË
(6), ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÎáÃÖá ÇÈ ×ÖÐÍÙËá F�E�q; v��.
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´ÑÅÆÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (7) Ë (9) ÐÂØÑÆâÕÔâ ÆÓÖÅËÇ
×ÖÐÍÙËË ­ÂÅÓÂÐÉÂ. ±ÓÑÔÕÞÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ âÄÎâáÕÔâ E �
� A�0� � A

�2�
ik v

iv k � U�q� � T�q; v� Ë F�E� � E 2. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ (9) ÆÂÈÕ L1 � T 2=3� 2UTÿU 2.

ªÕÂÍ, ËÊ ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÂ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË E�q; v� ÑÃÑÃ-
ÜÈÐÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÏÑÉÐÑ ÄÞÄÇÔÕË (Ô ÐÇÍÑ-
ÕÑÓÑÌ ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕßá, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô ÐÂÎËÚËÇÏ ÅËÓÑ-
ÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ÔËÎ) ÖÓÂÄÐÇÐËâ ­ÂÅÓÂÐÉÂ Ë ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ.
¥Îâ àÕÑÅÑ ÄÞÄÑÆÂ ÃÞÎÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ
Ñ ÆÇÕÂÎßÐÑÏ ÔÑØÓÂÐÇÐËË àÐÇÓÅËË, ÄÞÓÂÉÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâÏË (2) ë (4). ¦ÔÎË ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÕÑÎßÍÑ ÊÂÍÑÐÑÏ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË, ÕÑ, ÑÒÓÇÆÇÎËÄ ×ÖÐÍÙËá ­ÂÅÓÂÐÉÂ
ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6), ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÑÃÑÃÜÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ­ÂÅÓÂÐÉÂ:

d

dt

qL
qv i
ÿ qL
qq i
� Gi j�q; v; _v�v j ; �11a�

ÅÆÇ Gi j � ÿGi j ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ
ÕÇÐÊÑÓ. £ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ (11) ÒÑÔÎÇÆÐËÌ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÑÃÓÂÜÈÐ Ä ÐÖÎß ÆÑÃÂÄÎÇÐËÇÏ Ä ×ÖÐÍÙËá ­ÂÅÓÂÐÉÂ
ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÒÑ ÔÍÑÓÑÔÕâÏ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ ai�q�v i Ä ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄËË Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (7).

4. ¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÂ

°ÒËÔÂÐÐÞÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÏÇÕÑÆ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÏÇÐËÕß Í ÒÑÎá.
£ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ �divA � 0� àÐÇÓÅËâ ÊÂÓâÉÇÐ-
ÐÞØ ÚÂÔÕËÙ Ë àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÊÂÒËÔÂÐÂ ÍÂÍ [7, 8]

E � 1

8p

�����
1

c

qA
qt

�2

� �rotA�2
�
d3r�

�
X
a

mac
2��������������������

1ÿ v 2a =c
2

p �
X
a<b

QaQb

jra ÿ rbj ; �12�

ÅÆÇ A ì ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ma, Qa, ra Ë va ì ÏÂÔÔÂ,
ÊÂÓâÆ, ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ Ë ÔÍÑÓÑÔÕß ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÐÑÏÇÓÑÏ a
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, c ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ. ¥Îâ ÒÑÎâ ÐÑÏÇÓ
ÔÕÇÒÇÐË ÔÄÑÃÑÆÞ i ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ r ÕÑÚÍË
ÐÂÃÎáÆÇÐËâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ A Ë qA=qt ÆÑÎÉ-
ÐÞ ÃÞÕß ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÏË. ³ ÒÑÏÑÜßá (7), (9) Ë (12)
ÒÑÎÖÚËÏ

L � 1

8p

�����
1

c

qA
qt

�2

ÿ �rotA�2
�
d3r ÿ

X
a

mac
2

�������������
1ÿ v 2a

c 2

r
ÿ

ÿ
X
a<b

QaQb

jra ÿ rbj �
X
a

aava �
���

a
qA
qt

d3r : �13�

´ÑÅÆÂ

pi�r; t� � dL
d�qAi=qt� �

1

4pc 2
qAi

qt
� ai

ÿfAg; frag; r� ; �14�

ÅÆÇ i � 1; 2; 3,

pa�t� �
qL
qva
� mava��������������������

1ÿ v 2a =c
2

p � aa
ÿfAg; frbg� : �15�

¶ËÅÖÓÐÞÇ ÔÍÑÃÍË Ä (14) ÖÍÂÊÞÄÂáÕ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÑÍÂ ÐÇ
ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ a Ë ÄÇÍÕÑÓÞ aa ÏÑÅÖÕ ÊÂ-
ÄËÔÇÕß ÑÕ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÄÑ ÄÔÇØ ÕÑÚÍÂØ ÕÓÈØ-
ÏÇÓÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ë ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÄÔÇØ ÚÂÔÕËÙ (Õ.Ç.
ÑÐË âÄÎâáÕÔâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂÏË ÑÕ A Ë ×ÖÐÍÙËâÏË ÑÕ ÍÑ-
ÑÓÆËÐÂÕ ÄÔÇØ ÚÂÔÕËÙ). ­ÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÒÓË a � aa � 0
×ÖÐÍÙËâ ­ÂÅÓÂÐÉÂ (13) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÃÇÊ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÚÂÔÕË ÒÑÎâ Ë ÚÂÔÕËÙ.

±ÑàÕÑÏÖ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÒÑÆØÑÆâÜËÇ a, ÚÕÑÃÞ
ÔÄâÊÂÕß ËØ. ¡ ËÏÇÐÐÑ, ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ a ÆÑÎÉÐÑ ÊÂÄËÔÇÕß
ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÚÂÔÕËÙ ra, Â ÄÇÍÕÑÓÞ aa ì ÑÕ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ A. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÄÞÃÑÓÑÏ ÆÎâ a ÃÖÆÇÕ ÒÓÑ-
ÆÑÎßÐÑÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ Ô ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÑÏ ÿk: a � k gradj, j �Pa ja �

P
a Qa=jrÿ raj. ±ÓÑÔ-

ÕÇÌÛËÌ ÄÞÃÑÓ ÆÎâ aa ìÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Ä ÕÑÚÍÇ, ÅÆÇ
ÐÂØÑÆËÕÔâ ÚÂÔÕËÙÂ, aa � kaA�ra; t�. ±ÓË ÕÂÍËØ ÒÓÇÆÒÑÎÑ-
ÉÇÐËâØ ËÊ (13) ÔÎÇÆÖáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ­ÂÅÓÂÐÉÂ:

1

4pc 2
q2Ai

qt 2
ÿ k

X
a

va jqjqija �
1

4p
DAi �

X
a

kavaid�rÿ ra� ;
�16�

d

dt

mava��������������������
1ÿ v 2a =c

2
p � ka

�
qA
qt
ÿ va � rotA

�
� Qa

X
b6�a

Qb�ra ÿ rb�
jra ÿ rbj3

:

�17�

¥Îâ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÖÔÎÑÄËâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍË ÐÇÑÃ-
ØÑÆËÏÂ ÐÖÎÇÄÂâ ÆËÄÇÓÅÇÐÙËâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÕÑÍÂ Ä (16):

qi
X
a

ÿ
kavaid�rÿ ra� � kva jqjqija

� � 0 : �18�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ka=k � 4pQa. ±ÓË 1=k � 4pc (16) Ë (17)
ÒÓËÐËÏÂáÕ ÑÃÞÚÐÞÌ ÄËÆ:

1

c 2
q2A
qt 2
ÿ DA � 4p

c

X
a

Qavad�rÿ ra� ÿ 1

c
grad

qj
qt

; �19�

d

dt

mava�������������������
1ÿv 2a =c 2

p � Qa

�X
b6�a

Qb�raÿ rb�
jra ÿ rbj3

ÿ 1

c

qA
qt

�
�Qa

c
va�rotA :

�20�
´ÂÍÑÌ ÄÞÃÑÓ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ k ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÃÑÔÐÑÄÂÐ Ä
ÓÂÏÍÂØ ÆÂÐÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ. ±ÓËÚËÐÂ àÕÑÅÑ ì ÓÂÊÎËÚËÇ Ä
ÑÒËÔÂÐËË ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ Ë ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÚÂÔÕÇÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ±ÇÓÄÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË
ÔÕÇÒÇÐâÏË ÔÄÑÃÑÆÞ, Â ÄÕÑÓÂâ ì ÐÇÕ. ±ÑàÕÑÏÖ ÔÄâÊß
ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ Ë ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐÂ ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ, ÒÑÍÂ ÏÞ ÐÇ ÒÑÕÓÇÃÖÇÏ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ.

5. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

µÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ Ä
ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ ëÁÍÑÃË [9]

qS
qt
�H

�
q;

qS
qq

�
� 0 ; �21�

H

�
q;

qW
qq

�
� E0 �22�

ÆÎâ S �Wÿ E0t, ÕÂÍ ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÕ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÑÎÑÔÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¤ÂÏËÎß-
ÕÑÐÂ ëÁÍÑÃË. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÑÐË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ ÄÂÓËÂÙËÑÐ-
ÐÞÏ ÒÓËÐÙËÒÂÏ ÆÎâ ÆÇÌÔÕÄËÌ S Ë W. £ÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ
ÒÓËÐÙËÒÞ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ W Ë S ËÏÇáÕ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍËØ ÐÂÕÖÓÂÎßÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
("ÆÎËÐ" ÍÓËÄÞØ) ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ Ä ×ÂÊÑÄÑÏ �q; p� Ë ÓÂÔÛËÓÇÐ-
ÐÑÏ ×ÂÊÑÄÑÏ �q; t; p;ÿE� ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

³ÒÇÙËÂÎßÐÞÌ ÄÞÃÑÓ ËÏÒÖÎßÔÑÄ p Ô ÒÑÏÑÜßá "ÒÓËÐ-
ÙËÒÂ ÆÇÕÂÎßÐÑÅÑ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË" (2) ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ
ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÑÃÝÈÏÂ Ë ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË (ÕÇÑ-
ÓÇÏÂ ­ËÖÄËÎÎâ). ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ.

°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ä (2) ÒÑØÑÉÇ ÐÂ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÐÕÓÑÒËË S Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË ÕÇÓÏÑ-
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ÆËÐÂÏËÍË, dE � ÿP dV� T dS (ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÕÓÂÆËÙË-
ÑÐÐÞÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÆÂÄÎÇÐËâ P, ÑÃÝÈÏÂ V Ë ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ
T ). ±ÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâì
àÕÑ ÓÂÃÑÕÂ, Â ÄÕÑÓÑÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÆÄËÉÇÐËÇ (ÏÑÎÇÍÖÎ ÅÂÊÂ)
Ô ÒÑÏÑÜßá ËÊÏÇÓâÇÏÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ T � qE=qS (ÄÏÇÔÕÑ
v i � qH=qpi Ä (2)) Ë ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑ ÄÄÇÆÈÐÐÑÅÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ S (ÄÏÇÔÕÑ pi).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐ
ÒÓËÐÙËÒ ÆÇÕÂÎßÐÑÅÑ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË. °Ð ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ËÏÒÖÎßÔÞ ÍÂÍ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÕ "ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÖá ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕß"
ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ. ±Ñ ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË àÐÇÓÅËË ÑÕ
ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎ
(7) Ë (9) ÐÂØÑÆËÕÔâ ×ÖÐÍÙËâ ­ÂÅÓÂÐÉÂ. ªÊ ÐÇÈ Ä ÔÄÑá
ÑÚÇÓÇÆß ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇÏ ÒÑ ÔÍÑÓÑÔÕâÏ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ
ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ËÏÒÖÎßÔÞ. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÒÑÔÎÇÆÐËØ Ä àÐÇÓ-
ÅËá ÆÂÈÕ ×ÖÐÍÙËá ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ. µÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÂÏËÎßÕÑ-
ÐÂ ëÁÍÑÃË Ë ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÒÓËÐÙËÒÞ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÍÂÍ
ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ (ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ­ÂÅÓÂÐÉÂ Ë
¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ).

ªÊÎÑÉÇÐÐÂâ ÕÑÚÍÂ ÊÓÇÐËâ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÑâÔÐËÕß ÔÏÞÔÎ
ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ. ¿ÕË ÄÇÎËÚËÐÞ ÄÄÑÆâÕÔâ ÆÎâ
ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ) Ô "ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ
ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá" ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ. ³ÎÇÆÖÇÕ ÊÂÏÇÕËÕß,
ÚÕÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÞÛÇËÊÎÑÉÇÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ,
ÚÕÑ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÆÂÈÕÔâ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÏË ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÂÏË Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÔÍÑÓÑÔÕâÏË, ×ÂÊÑÄÑÇ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÚÈÕÐÑÏÇÓÐÑ. ¥ËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÐÇÚÈÕÐÑ-
ÏÇÓÐÞÏ ×ÂÊÑÄÞÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ ÕÓÇÃÖáÕ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ.

°ÕÄÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ ÐÂ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ, ÊÂÚÇÏ
ÐÖÉÐÑ ÄÞÄÑÆËÕß ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÇÜÈ ÑÆÐËÏ
ÔÒÑÔÑÃÑÏ. ­áÃÂâ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÏÑÆÇÎß ÑÔÐÑÄÂÐÂ ÐÂ
ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ËÔØÑÆÐÞØ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâØ Ë ÒÑÐâÕËâØ (ÂÍÔËÑ-
ÏÂÕËÍÇ). °ÃÔÖÉÆÇÐËÇ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÂÍÔËÑÏÂÕËÍ, ÒÓËÄÑÆâ-
ÜËØ Í ÑÆÐËÏ Ë ÕÇÏ ÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑ-
ÎÇÊÐÞÏ ÆÎâ ÒÑÐËÏÂÐËâ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÏÑÆÇÎË
Ë ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÓÂÔÛËÓÇÐËÌ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË. ªÊÄÇÔÕÐÞÏ
ÒÓËÏÇÓÑÏ âÄÎâÇÕÔâ ÔÓÂÄÐÇÐËÇ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÂÍÔËÑÏÂÕËÍ
ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÍË. ®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÏÑÆÇÎË ×ËÊËÍË ÑÔÐÑ-
ÄÂÐÞ ÐÂ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ. ±ÑàÕÑÏÖ, ÚÇÏ ÃÎËÉÇ
ÒÑÐâÕËâ, ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÇ Ä ÂÍÔËÑÏÂÕËÍÇ, Í ÄÇÎËÚËÐÂÏ,
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÏ Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ, ÕÇÏ ÃÑÎÇÇ "ÒÑÐâÕ-
ÐÑÌ" ÄÞÅÎâÆËÕ ÏÑÆÇÎß. £ àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ

àÐÇÓÅËË Ë ÇÅÑ ÓÂÊÄËÕËÇ ì ÒÓËÐÙËÒ ÆÇÕÂÎßÐÑÅÑ ÔÑØÓÂÐÇ-
ÐËâ àÐÇÓÅËË ì ÄÞÅÎâÆâÕ ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÐÇ ØÖÉÇ, ÚÇÏ
ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÒÓËÐÙËÒÞ Ô ×ËÊËÚÇÔÍË
ÐÇÑÚÇÄËÆÐÞÏË Ë ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÏË (Â ÊÐÂ-
ÚËÕ, ÐÇËÊÏÇÓâÇÏÞÏË) ×ÖÐÍÙËÇÌ ­ÂÅÓÂÐÉÂ Ë ÑÃÑÃÜÈÐ-
ÐÞÏË ËÏÒÖÎßÔÂÏË. °ÚÇÐß ÐÇÒÓÑÔÕÑ ÑÃÝâÔÐËÕß, ÒÑÚÇÏÖ
L � TÿU (ÑÒâÕß-ÕÂÍË ËÔÒÑÎßÊÖâ ÒÑÐâÕËÇ àÐÇÓÅËË), Â
P � gmv� �Q=c�A (ÔÏ., ÑÆÐÂÍÑ, [8] Ë ÔÔÞÎÍÖ ÕÂÏ). ¶ÑÓ-
ÏÖÎÞ (6) ë (9) ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÐÂÌÕË ×ÖÐÍÙËá ­ÂÅÓÂÐÉÂ (Â ÒÑ
ÐÇÌ Ë ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ËÏÒÖÎßÔÞ) ÒÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ËÊ àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÑÄ ×ÖÐÍÙËË àÐÇÓÅËË. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, Ô ËØ ÒÑÏÑÜßá
ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÑÃÜÂâ ×ÑÓÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ, ÔÑØÓÂ-
ÐâáÜËØ àÐÇÓÅËá, ì ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ­ÂÅÓÂÐÉÂ
(11Â). £Ñ ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÔÇÅÆÂ ÒÑÎÇÊÐÑ ÄÊÅÎâÐÖÕß ÐÂ
ÎáÃÖá ÊÂÆÂÚÖ Ô ÓÂÊÐÞØ ÕÑÚÇÍ ÊÓÇÐËâ.
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Program of the National Research Foundation (NRF) of
Korea (NRF Grant Number: WCI 2011-001).
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Analytical mechanics and éeld theory: derivation of equations from energy conservation
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Equations of motion in mechanics and éeld equations in éeld theory are conventionally derived using the least action principle. This
paper presents a nonvariational derivation of Hamilton's and Lagrange's equations. The derivation starts by specifying the system
energy as a function of generalized coordinates and velocities and then introduces generalized momenta in such a way that the energy
remains unchanged whatever degree of freedom is varied. This immediately leads to Hamilton's equations with as yet undeéned
Hamiltonian. The explicit dependence of generalized momenta on the coordinates and velocities is determined by érst énding the
Lagrangian from the known energy function. The paper uses electrodynamics as an illustrative example. The proposed approach
provides new insight into the nature of canonicalmomenta and offers away to énd the Lagrangian from the known energy of the system.
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