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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÃÜÇÒÓËÐâÕÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏ, ÐÞÐÇÛÐÇÇ
ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ì àÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ¢ÑÎßÛÑÅÑ
ÄÊÓÞÄÂ. ¥ÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÒÖÎâÓÐÂ ËÆÇâ, ÒÑ ÍÑÕÑÓÑÌ àÕÑÏÖ
ÓÂÔÛËÓÇÐËá ÒÓÇÆÛÇÔÕÄÑÄÂÎÑ ÔÉÂÕËÇ Ô ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÏ
¢ÑÎßÛËÏ ÑÕÔÍÑÍÑÏ. ®Þ ËÔÔÎÇÆÖÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ Ñ
ÕÑÏ, ÚÕÑ ¢ÑÎßÛÑÌ ÑÕÔÍÑÍ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÑÏÖ ÚÇÕÞÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÑÏÖ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá.

¯ÂÃÎáÆÇÐËÇ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ
×ÇÓÏËÑÐÑÄ Ô ÅÓÂÄËÕÂÙËÇÌ ÒÓËÄÑÆËÕ Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÍÓÖÚÇ-
ÐËâ (ÐÇÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ) Í ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏÖ ÚÇÕÞ-
ÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÑÏÖ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá ÂÍÔËÂÎßÐÞØ ÕÑÍÑÄ,
ÄÑÔØÑÆËÕ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ, Í [1, 2].

¯ÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜÂâ ×ÑÓÏÂ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÚÇÕÞÓÈØ-
×ÇÓÏËÑÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÕÂÍÑÄÂ:
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©ÆÇÔß Ë ÐËÉÇ G ì ÐßáÕÑÐÑÄÔÍÂâ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÂâ
ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ, g ì ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕ ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ, AI

Ë VI ì ÒÑÎÐÞÇ ÂÍÔËÂÎßÐÞÌ Ë ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÞÇ
ÕÑÍË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ,
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ÔÖÏÏÂ ÒÑ a Ä (2) ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÐÂ ÄÔÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÄËÆÞ
àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ×ÇÓÏËÑÐÑÄ ÔÑ ÔÒËÐÑÏ 1/2; a, b, g ì
ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÊÂÆÂÚË. ¹ËÔÎÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ a, b ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞ.
¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ¢ÂÓÃÇÓÑ ë
ªÏÏËÓÙË g, ÏÞ ÒÓËÐËÏÂÇÏ ÆÎâ ÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ g � 0;274
[3]. °ÆÐÂÍÑ ÕÑÚÐÞÇ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ àÕËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÐÇ ÑÚÇÐß ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞ ÆÎâ ÐÂÛÇÌ ÊÂÆÂÚË.

£ÍÎÂÆAA Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (1) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ (Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá
ÆÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ) ÆÇÌÔÕÄËá, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏÖ ÆÂÄÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ
[1, 2]. ©ÂÕÇÏ àÕÑÕ ÄÍÎÂÆ ÃÞÎ ÐÂÌÆÇÐ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ b! 0,
g!1 Ä [4]. ¯ÞÐÇÛÐââ ×ÑÓÏÂ AA-ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ,
ÒÓËÄÈÆÇÐÐÂâ Ä (1), ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ Ä [5, 6]. ³ÎÂÅÂÇÏÞÇ VV
Ë VA Ä (1) ÃÞÎË ÐÂÌÆÇÐÞ Ä [7] Ë [6, 7] ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

±ÓÑÔÕÞÇ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕÐÞÇ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ,
ÚÕÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ (1), ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÐßáÕÑÐÑÄ-
ÔÍÑÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ G Ë ÍÄÂÆÓÂÕÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ
n 2, ÏÑÅÎÑ ÃÞ ÃÞÕß ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ Ë ÔÓÂÄÐËÏÞÏ Ô
ÑÃÞÚÐÞÏË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâÏË ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÔÂÏÞØ ÄÞÔÑ-
ÍËØ ÒÎÑÕÐÑÔÕâØ, Õ.Ç. ÐÂ ÒÎÂÐÍÑÄÔÍÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ.

¥ÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÆÓÑÃÐÞÇ ÑÃÊÑÓÞ ÓÂÃÑÕ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ
ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÚÇÕÞÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÑÇ ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ Ä ÔÄâÊË Ô ÍÑÔÏÑÎÑÅËÇÌ, ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [6, 8, 9].

2. ´ÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ

´ÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ (´¿ª) T ff
mn, ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÞÌ ÆÇÌ-

ÔÕÄËÇÏ (1), ÕÂÍÑÄ:
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¯ÇËÔÚÇÊÂáÜËÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (3), ÊÂÒËÔÂÐÐÑÅÑ
Ä ÎÑÍÂÎßÐÑ-ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ, ì àÕÑ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
àÐÇÓÅËË T ff

00 � rff Ë ÆÂÄÎÇÐËÇ T ff
11 � T ff

22 � T ff
33 � pff (ÑÐË

ÔÐÂÃÉÇÐÞ ÊÆÇÔß Ë ÐËÉÇ ËÐÆÇÍÔÑÏ ff, ÖÍÂÊÞÄÂáÜËÏ ÐÂ ËØ
ÒÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ ÑÕ ÚÇÕÞÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ; ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ r, p Ë ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÂÏË ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÏ. [10, § 35]).

±ÓÑÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ rff Ë pff Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÄÖØ ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ×ÇÓÏËÑÐÑÄ
(Ô ËÐÆÇÍÔÂÏË a Ë b) Ä ÎÑÍÂÎßÐÑ-ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ËØ
ÙÇÐÕÓÂ ÏÂÔÔ (ÏÞ ÔÎÇÆÖÇÏ ÊÆÇÔß ÓÂÃÑÕÇ [11]). ¡ÍÔËÂÎßÐÞÌ
Ë ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÕÑÍË ×ÇÓÏËÑÐÂ a ÕÂÍÑÄÞ:
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©ÆÇÔß Eì àÐÇÓÅËâ ×ÇÓÏËÑÐÂ a, fa ì ÆÄÖØÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÞÌ
ÔÒËÐÑÓ, n Ë n 0ìÑÓÕÞ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ Ë ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÑÄ
p Ë p 0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ; Ä ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÞØ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÞØ
ÖÔÎÑÄËâØ ÏÂÔÔÂÏË ÄÔÇØ ×ÇÓÏËÑÐÑÄ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß. £
ÔËÔÕÇÏÇ ÙÇÐÕÓÂ ÏÂÔÔ ÂÍÔËÂÎßÐÞÌ Ë ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÕÑÍË
×ÇÓÏËÑÐÂ b ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ËÊ àÕËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÊÂÏÇÐÑÌ
ÊÐÂÍÑÄ: n! ÿn, n 0 ! ÿn 0. ©ÂÕÇÏ ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ n Ë n 0 ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÍÄÂÊË-
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ ÆÎâ ÐÇËÔÚÇÊÂáÜËØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ
ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ, Õ.Ç. ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË rff
Ë ÆÂÄÎÇÐËâ pff:
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©ÆÇÔß Ë ÐËÉÇ na Ë nb ì ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ ÆÎâ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÔÑÓÕÑÄ ×ÇÓÏËÑÐÑÄ Ë ÂÐÕË×ÇÓÏËÑÐÑÄ,
n �Pa na ì ÒÑÎÐÂâ ÔÖÏÏÂÓÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ×ÇÓÏËÑÐÑÄ Ë
ÂÐÕË×ÇÓÏËÑÐÑÄ, ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ

P
a; b ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ

ÐÂ ÄÔÇ ÔÑÓÕÂ ×ÇÓÏËÑÐÑÄ Ë ÂÐÕË×ÇÓÏËÑÐÑÄ; z � hrarbi ì
ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ r-ÏÂÕ-
ÓËÙ, ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÇ ÆÎâ ÎáÃÞØ a 6� b.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÚËÔÎÑ ÔÑÓÕÑÄ ×ÇÓÏËÑÐÑÄ Ë ÂÐÕË×ÇÓÏËÑÐÑÄ
ÄÇÎËÍÑ, ÊÆÇÔß ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÒÑ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÒÓËÚËÐÂÏ
ÄÍÎÂÆÑÏ ÑÃÏÇÐÐÞØ Ë ÂÐÐËÅËÎâÙËÑÐÐÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ, Â
ÕÂÍÉÇ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÕÇÏ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑÏ, ÚÕÑ ÇÔÎË
ra Ë rb ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ÚÂÔÕËÙÇ, ÕÑ hrarbi � 3.
£ÒÑÎÐÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÑÓËÇÐÕÂ-
ÙËâÏ ÄÔÇØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ P-ÐÇÚÈÕÐÞÇ ÄÍÎÂÆÞ VA Ä rff Ë pff
ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß.

£ÑÊÐËÍÂáÜÇÇ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÕÂÍÑÄÑ:
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¹ÇÕÞÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË (8) ÖÆÑÃÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ
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±ÂÓÂÏÇÕÓ z � hrarbi ÆÎâ a 6� b, ÒÓÑÔÕÑ ÒÑ ÔÄÑÇÏÖ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÏÖ ÔÏÞÔÎÖ, ÏÑÉÇÕ Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ËÊÏÇÐâÕßÔâ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
ÑÕ 0 (ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÑÎÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÌ ÐÇÍÑÅÇ-
ÓÇÐÕÐÑÔÕË ËÎË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËá)
ÆÑ 1 (ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÑÎÐÑÏÖ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ
ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËá). ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, e ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ

e � ÿ p
16

g 2

g 2 � 1

�
1ÿ b 2 � 2b

g
ÿ 20a 2

�
pri z � 0 �10�

ÆÑ

e � p
6

g 2

g 2 � 1

�
1ÿ b 2 � 2b

g
� 4a 2

�
pri z � 1 : �11�

¥Îâ ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÂÃÔÑÎáÕÐÑÇ ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÊÐÂ-
ÚÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ e ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ. °ÆÐÂÍÑ ÇÅÑ ÊÐÂÍ,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÄÂÉÇÐ ÆÎâ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÄÞÄÑÆÑÄ, ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ a, b
Ë z. £ÒÓÑÚÇÏ, ÚÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ z, ÕÑ Ä ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÞØ àÍÔÕÓÇ-
ÏÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÄÞÔÑÍËØ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ Ë ÄÞÔÑÍËØ ÕÇÏÒÇ-
ÓÂÕÖÓ, àÕÑ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ, ÒÑ ÄÔÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË, ÒÓÇ-
ÐÇÃÓÇÉËÏÑ ÏÂÎÑ.

±ÇÓÇÌÆÈÏ ÕÇÒÇÓß Í ÄÍÎÂÆÖ ÑÃÞÚÐÑÅÑ ÄÇÜÇÔÕÄÂ Ä
ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË Ë ÆÂÄÎÇÐËÇ. ¥Îâ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÞØ
ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÚÇÕÞÓÈØ×ÇÓ-
ÏËÑÐÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ, àÕÑ
ÑÃÞÚÐÑÇ ÄÇÜÇÔÕÄÑ ÊÂÄÇÆÑÏÑ ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÇ, ÕÂÍ
ÚÕÑ ÇÅÑ ÄÍÎÂÆ Ä ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß
ÒÓÑÔÕÑ ÒÑ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâÏ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË Ä ÄËÆÇ

r � nn 4=3 ; �12�

ÅÆÇ n ì ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß. °ÆÐÂ ÔÕÇÒÇÐß, n 1=3, Ä
ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (12) ì ÑÙÇÐÍÂ ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË ÚÂÔÕËÙÞ.
¥ÓÖÅÑÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß n Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (12) ì ÒÑÎÐÂâ
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ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ Ë ÂÐÕËÚÂÔÕËÙ,
×ÇÓÏËÑÐÑÄ Ë ÃÑÊÑÐÑÄ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÃÑÊÑÐÞ ÕÂÍÉÇ ÆÂáÕ
ÄÍÎÂÆ Ä ÒÑÎÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË, àÕÑÕ ÏÐÑÉËÕÇÎß
ÆÑÎÉÇÐ ÒÓÇÄÞÛÂÕß ÒÎÑÕÐÑÔÕß ×ÇÓÏËÑÐÑÄ n, ÄØÑÆâÜÖá
Ä ÒÓÇÉÐËÇ ÚÇÕÞÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ. ¿ÕÂ ÓÂÊ-
ÐÑÔÕß, ÑÆÐÂÍÑ, ÖÚÕÇÐÂ Ä (12) ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ n. ´ÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë
Ä ÔÎÖÚÂÇ Ô rff, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ r ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ ÔÒËÐÑÄÞØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÌ.

°ÃÓÂÕËÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÕÇÐÊÑÓÖ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÃÞÚ-
ÐÑÅÑ ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ÄÇÜÇÔÕÄÂ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÂÛÂ
ÊÂÆÂÚÂ ËÊÑÕÓÑÒÐÂ, ÔÏÇÛÂÐÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ´¿ª ÆÑÎÉÐÞ
ÑÃÓÂÜÂÕßÔâ Ä ÐÖÎß:

T0m � Tm0 � 0 ; m � 1; 2; 3 :

¥ÂÎÇÇ, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ´¿ª ÏÑÉÐÑ ÆËÂ-
ÅÑÐÂÎËÊÑÄÂÕß, ÕÂÍ ÚÕÑ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÄÔÈ ÕÑÌ ÉÇ ËÊÑÕÓÑÒËË
ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í

T11 � T22 � T33 :

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÔÎÇÆ ´¿ª ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ÄÇÜÇÔÕÄÂ
ÆÑÎÉÇÐ ÑÃÓÂÕËÕßÔâ Ä ÐÖÎß, T m

m � 0. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÞÌ ´¿ª ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

T m
n � rdiag

�
1; ÿ 1

3
;ÿ 1

3
;ÿ 1

3

�
;

ili Tmn � rdiag
�
1 ;

1

3
;
1

3
;
1

3

�
: �13�

©ÆÇÔß Ë ÐËÉÇ rì ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË ÑÃÞÚÐÑÅÑ ÖÎßÕÓÂÓÇ-
ÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ÄÇÜÇÔÕÄÂ; ÆÂÄÎÇÐËÇ p àÕÑÅÑ ÄÇÜÇÔÕÄÂ
ÓÂÄÐÑ r=3.

±ÓË rff � Gn 2, Õ.Ç. ÐÂ ÏÂÔÛÕÂÃÇ, ÃÎËÊÍÑÏ Í ÒÎÂÐÍÑÄ-
ÔÍÑÏÖ, ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÚÇÕÞÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔÓÂÄÐËÏÞÏ Ô r � n 4=3, ÕÂÍ ÚÕÑ ÐÂ àÕÑÏ
ÏÂÔÛÕÂÃÇ ÑÃÂ ÄÍÎÂÆÂ ÆÑÎÉÐÞ ÖÚËÕÞÄÂÕßÔâ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ. ¬
ÔÑÉÂÎÇÐËá, Ä ÐÂÛËØ ÒÓÇÉÐËØ ÓÂÃÑÕÂØ ÐÂ àÕÖ ÕÇÏÖ ÄÍÎÂÆ
ÑÃÞÚÐÑÅÑ ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ÄÇÜÇÔÕÄÂ ÐÇ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÎÔâ.

3. µÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÓËÆÏÂÐÂ ëÇÏÇÕÓÂ ë
²ÑÃÇÓÕÔÑÐÂ ëµÑÍÇÓÂ

®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÆÂÉÇ ÐÂ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ, ÃÎËÊÍËØ Í
ÒÎÂÐÍÑÄÔÍÑÏÖ, £ÔÇÎÇÐÐÂâ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÑÌ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÇÈ ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÏÇÕÓËÍÑÌ ¶ÓËÆ-
ÏÂÐÂ ëÇÏÇÕÓÂ ë²ÑÃÇÓÕÔÑÐÂ ëµÑÍÇÓÂ (¶²µ)

ds 2 � dt 2 ÿ a 2�t��dr 2 � f �r� �dy 2 � sin2 y df 2�� ; �14�

ÅÆÇ f �r� ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÕÑÒÑÎÑÅËË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ Ä ÙÇÎÑÏ,

f �r� � r 2; sin2 r ; sinh2r

ÆÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÒÎÑÔÍÑÌ, ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ Ë ÑÕÍÓÞÕÑÌ
£ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

±ÑÎÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË Ë ÒÑÎÐÑÇ ÆÂÄÎÇÐËÇ ÕÂÍÑÄÞ:

rtot � rff � r ; ptot � ÿrff �
1

3
r :

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ rff Ë r ÄØÑÆâÕ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÎÐÑÅÑ
ÆÂÄÎÇÐËâ Ô ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÏË ÊÐÂÍÂÏË. ¿ÕÑÕ ×ÂÍÕ
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ ÓÂÊÎËÚÐÑÌ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÕÇÐÊÑ-

ÓÑÄ T ff Ë T. £ ÔÏÇÛÂÐÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂØ ÒÇÓÄÞÌ ËÊ ÐËØ
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ dm

n � diag �1; 1; 1; 1�, Â ÄÕÑÓÑÌ ÒÓÑÒÑÓ-
ÙËÑÐÂÎÇÐ diag �1 ;ÿ1=3;ÿ1=3 ;ÿ1=3�.

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÆÎâ ¶²µ-ÏÇÕ-
ÓËÍË (14) ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ÄËÆ�

_a

a

�2

� k

a 2
� 8pG

3
rtot �

8pG
3
�rff � r� ; �15�

�a

a
� ÿ 4pG

3
�rtot � 3ptot� � 8pG

3
�rff ÿ r� : �16�

±ÂÓÂÏÇÕÓ k Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (15) ÓÂÄÇÐ 0, 1 Ë ÿ1 ÆÎâ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÒÎÑÔÍÑÌ, ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ Ë ÑÕÍÓÞÕÑÌ £ÔÇ-
ÎÇÐÐÑÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¿ÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÏÖ ÊÂÍÑÐÖ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ:

_rtot � 3
_a

a
�rtot � ptot� � _rff � _r� 4

_a

a
r � 0 : �17�

¬ÑÐÇÚÐÑ, Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÚÇÕÞÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ, Õ.Ç. ÒÓË rff � 0, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (17) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ØÑÓÑÛÑ
ËÊÄÇÔÕÐÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ ÆÎâ ÑÃÞÚÐÑÅÑ ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ
ÄÇÜÇÔÕÄÂ: _r� 4� _a=a� r � 0 .

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÑÃÞÚÐÑÅÑ ÄÇÜÇÔÕÄÂ,
Õ.Ç. ÒÓË r � 0, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (17) ÄÞÓÑÉÆÂÇÕÔâ Ä _rff � 0. ¿ÕÑ
ÄÒÑÎÐÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÕÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ
(3), ÒÑÓÑÉÆÂÇÏÞÌ ÚÇÕÞÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕ-
ÄËÇÏ, ÏÑÉÇÕ ÔÑØÓÂÐâÕßÔâ ÔÂÏ ÒÑ ÔÇÃÇ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÖÔÎÑ-
ÄËË rff � const [12].

¯Â ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎßÐÞÇ ÆÂÐÐÞÇ ÔÄËÆÇÕÇÎß-
ÔÕÄÖáÕ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÐÂÛÂ £ÔÇÎÇÐÐÂâ ÒÎÑÔÍÂâ, Õ.Ç. k � 0.
´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (15) ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ ÆÑ�

_a

a

�2

� 8pG
3
�rff � r� : �18�

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÎÂÅÂÕß, ÚÕÑ ÇÔÎË ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÚÇ-
ÕÞÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ, ÕÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (15) ë (18) ÕÂÍ ÉÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ, ÍÂÍ Ë ÑÃÞÚÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶²µ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÚÇÕÞ-
ÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ.

4. ²ÇÛÇÐËâ Ë ÄÞÄÑÆÞ

±ÇÓÇÌÆÈÏ ÕÇÒÇÓß Í ÓÇÛÇÐËá ¶²µ-ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ±ÓË
ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ

a�t� � a0 exp f �t� �19�

(16) Ë (18) ÒÓÇÑÃÓÂÊÖáÕÔâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ

8pG
3
�rff � r� � _f 2 ; �20�

8pG
3

r � ÿ 1

2
�f : �21�

´ÇÒÇÓß, ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (20) ÒÑ t Ë ÍÑÏÃË-
ÐËÓÖâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ Ô (21), ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÓÇÛÇ-
ÐËá:

f � ÿ 3

4n
eGn 2=3 ÿ 1

3
ln n ; �22�

ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß n ÃÞÎ ÄÄÇÆÈÐ Ä ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËË (12).
³ÕÑËÕ ÔÆÇÎÂÕß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ, ÍÂÔÂáÜÇÇÔâ ÑÕÐÑ-

5*
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ÛÇÐËâ eG=n Ä àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË. ÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä
ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÚÇÕÞÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ËÏÇÐÐÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ f � ÿ�1=3� ln n ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÂÍÑÐÖ
a�t� � ��

t
p

. ´ÑÅÆÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÄÒÑÎÐÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ, ÚÕÑ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞÌ ÄÍÎÂÆ ÚÇÕÞÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÄØÑÆËÕ Ä ×ÑÓÏÖÎÖ (22) ÚÇÓÇÊ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ eG=n.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

a�t� � a0 exp f �t� � nÿ1=3 exp

�
ÿ 3

4n
eGn 2=3

�
: �23�

£ÄÇÆÈÏ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ x�t� ÚÇÕÞÓÈØ×ÇÓ-
ÏËÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË rff Í ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË r
ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ÄÇÜÇÔÕÄÂ:

x�t� � rff
r
� eG

n
n 2=3 : �24�

´ÑÅÆÂ

a�t� � 1��������
x�t�p exp

�
ÿ 3

4
x�t�

�
: �25�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20) Ë (22), ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í

_x � � 4

3

���������
8pG
3

r
n 3=2

eG
x 2

�����������
x� 1
p
x� 2=3

; �26�

ÚÕÑ Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâÏ ÏÇÉÆÖ x Ë t:

ln

� ��������
x�t�p

1� ����������������
1� x�t�p �

ÿ 1

2

����������������
1� x�t�p
x�t� �

� �
���������
8pG
3

r
n 3=2

eG
t� const pri e > 0 ; �27�

ÿ ln

� �����������jx�t�jp
1� �������������������

1ÿ jx�t�jp �
ÿ 1

2

�������������������
1ÿ jx�t�jp
jx�t�j �

� �
���������
8pG
3

r
n 3=2

jejG t� const pri e < 0 : �28�

¬ÑÐÔÕÂÐÕÞ Ä ÒÓÂÄÞØ ÚÂÔÕâØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (27) Ë (28)
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË. ©ÐÂÍË ÿ Ë � Ä
×ÑÓÏÖÎÂØ (26) ë (28) ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÓÂÔÛËÓÇÐËá Ë ÔÉÂÕËá
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

¶ËÊËÚÇÔÍËÇ ÔÎÇÆÔÕÄËâ ×ÑÓÏÖÎÞ (23) ÆÎâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎß-
ÐÞØ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ e ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ
ÓÂÊÎËÚÐÞ.

¥Îâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ e ÑÃÂ ÏÐÑÉËÕÇÎâ Ä (23), nÿ1=3 Ë
exp �ÿ3=�4 n� eGn 2=3�, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë ËØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ a�t�,

ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í ÐÖÎá ÄÏÇÔÕÇ Ô ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá n.
¹ÕÑÃÞ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß àÕÑ ÔÉÂÕËÇ, ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (16), (18) ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

_a � ÿ
���������
8pG
3

r
a
��������������
rff � r

p
; �29�

�a � 8pG
3

a�rff ÿ r� : �30�

£ ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ, ÍÑÅÆÂ rff 5 r, ÑÃÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ, _a Ë
�a, ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞ, ÕÂÍ ÚÕÑ £ÔÇÎÇÐÐÂâ ÔÉËÏÂÇÕÔâ Ô ÖÔÍÑÓÇ-
ÐËÇÏ. ©ÂÕÇÏ ÒÓË rff � r ÖÔÍÑÓÇÐËÇ �aÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ, ÑÆÐÂÍÑ _a
ÑÔÕÂÈÕÔâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÔÉÂÕËÇ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ
ÊÂÏÇÆÎâÇÕÔâ. £ ÔËÎÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (23) Ë (27) a ÔÉËÏÂÇÕÔâ
ÆÑ ÐÖÎâ ÊÂ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÏÖ ÏÐÑÉËÕÇÎá Ä (23) _a Ë �a ÕÂÍÉÇ ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß Ä
àÕÑÕ ÏÑÏÇÐÕ (ÍÓËÄÂâ e > 0 ÐÂ ÓËÔ. Â). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÑÕÕÂÎÍËÄÂáÜÇÇ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÚÇÕÞÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÑÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÐÇ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÍÑÎÎÂÒÔ, Â ÕÑÎßÍÑ
ÊÂÏÇÆÎâÇÕ ÇÅÑ ÔÍÑÓÑÔÕß. ¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
a�t� ÕÂÍÑÄÑ:

a�t� � �t1 ÿ t� exp
�
ÿ 9e 2G
128pn 3

1

�t1 ÿ t�2
�
; �31�

ÊÆÇÔß t1 ìÏÑÏÇÐÕ ÍÑÎÎÂÒÔÂ ÒÓË e > 0.
±ÓË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÏ e ÔËÕÖÂÙËâ ËÐÂâ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ (25),

a�t� � 1�����������jx�t�jp exp

�
3

4

��x�t���� ;
ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÔÄÑÇÅÑ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÓË j xmj � 2=3,
Õ.Ç. ÆÂÎßÐÇÌÛÇÇ ÖÃÞÄÂÐËÇ a�t� ÒÓÇÍÓÂÜÂÇÕÔâ. °ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (18), ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÉÂÕËâ _a Ä àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ ÐÇ
ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß, Â ÑÔÕÂÈÕÔâ ÍÑÐÇÚÐÑÌ (ÍÓËÄÂâ e < 0 ÐÂ
ÓËÔ. a). £ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÔËÕÖÂÙËâ ÊÆÇÔß ÐÂÒÑÏËÐÂÇÕ
ËÏÇáÜÖá ÏÇÔÕÑ Ä ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÍÑÔÏÑÎÑÅËË Ô ÖÎßÕÓÂÓÇ-
ÎâÕËÄËÔÕÔÍËÏ ÄÇÜÇÔÕÄÑÏ: Ä ÐÇÌ a�t� � �����������

t0 ÿ t
p ! 0 ÒÓË

t! t0 (t0 ì ÏÑÏÇÐÕ ÍÑÎÎÂÒÔÂ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ), ØÑÕâ Ä
àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ _a ÐÇ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß, Â ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË (ÍÓËÄÂâ e � 0 ÐÂ ÓËÔ. a). £ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ
ÍÑÔÏÑÎÑÅËË ÏÞ ÐÇ ÑÉËÆÂÇÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÔÉÂÕËÇ Ä ÕÑÚÍÖ
ÔÏÇÐËÕÔâ ÓÂÔÛËÓÇÐËÇÏ. ±ÑàÕÑÏÖ Ë Ä ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË
e < 0 ÄÒÑÎÐÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓËÐâÕß, ÚÕÑ ÔÉÂÕËÇ ÐÇ ÒÇÓÇ-
ØÑÆËÕ Ä ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÑÒÓÇÍË ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÐÂËÄÐÞÏ ÑÉË-
ÆÂÐËâÏ [11], ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÚÇÕÞÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÑÇ ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ¢ÑÎßÛÑÏÖ ÑÕÔÍÑÍÖ.

a�t�

t

e5 0

e � 0 e4 0

Â a�t�

t

e5 0

e � 0

e4 0

Ã

²ËÔÖÐÑÍ. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓË ÔÉÂÕËË (Â) Ë ÓÂÔÛËÓÇÐËË (Ã).
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£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÕÓÖÆÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÔÇÃÇ
ÓÇÂÎßÐÖá ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÑÃÐÂÓÖÉËÕß ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ à××ÇÍÕ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÚÇÕÞÓÈØ×ÇÓÏËÑÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ.

¢ÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕË. ®Þ ÒÓËÊÐÂÕÇÎßÐÞ £.£. ³ÑÍÑÎÑÄÖ ÊÂ
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Gravitational four-fermion interaction in the early Universe

A.S. Rudenko, I.B. Khriplovich

G.I. Budker Institute of Nuclear Physics, Siberian Branch of Russian Academy of Sciences,

prosp. Akademika Lavrent'eva 11, 630090 Novosibirsk, Russian Federation;

Novosibirsk State University

ul. Pirogova 2, 630090 Novosibirsk, Russian Federation

E-mail: a.s.rudenko@inp.nsk.su, khriplovich@inp.nsk.su

If torsion exists, it generates gravitational four-fermion interaction (GFFI), essential on the Planck scale. We analyze the inêuence of
this interaction on the Friedmann ëLemaitre ëRobertson ëWalker cosmology. Explicit analytical solution is derived for the problem
where both the energy-momentum tensor generated by GFFI and the common ultrarelativistic energy-momentum tensor are included.
We demonstrate that gravitational four-fermion interaction does not result in a Big Bounce.
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