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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÔÇÃÇ ÐÇÌÕÓÑÐ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÊÂÒÑÎ-
ÐÇÐÐÑÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ B0. ³ÒËÐÑÓÐÂâ ÄÑÎÐÑ-
ÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÐÇÌÕÓÑÐÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá
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��W�t��
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� rB0

��W�t�� : �1�

©ÆÇÔß ÆÎâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÑÃÞÚÐÑÇ ÅËÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÎâ
ÐÇÌÕÓÑÐÂ gn � jmnj=�h �mn < 0� ÄÍÎáÚÇÐÑ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÎâ.
µÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ��W�t�� � exp �ÿirB0t�

��C�0�� : �2�
¦ÔÎË jC�0�i � jB0i, Õ.Ç. ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÇÌÕÓÑÐÂ ÄÆÑÎß ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ B0, ÕÑ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ (2) ÒÓËÄÑÆËÕÔâ Í ÄËÆÖ��W�t�� � exp �ÿiB0t�

��C�0�� : �3�
°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ë
ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ×ÂÊÖ
jd�t� � B0t, ÐÂÊÞÄÂÇÏÖá ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ.

±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ÍÓÑÏÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ B0, ÍÑÕÑÓÑÇ ÃÖÆÇÏ
ÔÚËÕÂÕß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÏ ÒÑ ÑÔË z, ËÏÇÇÕÔâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÇ ÒÑÎÇ

b�t� � b
ÿ
cos �2ot�; sin �2ot�; 0� ; �4�

ÅÆÇ ÏÐÑÉËÕÇÎß 2 ÄÞÆÇÎÇÐ ÆÎâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ, ÚÕÑÃÞ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ
ÐÇ ËÏÇÕß ÆÇÎÂ Ô ÆÓÑÃÐÞÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË. ³ÖÏÏÂÓÐÑÇ ÒÑÎÇ
B�t� � B0 � b�t� ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔÖÐÍÇ,
ÄÇÍÕÑÓÑÏ ÆÎËÐÑÌ B � �B 2

0 � b 2�1=2, ÍÑÐÇÙ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß Ô ÒÇÓËÑÆÑÏ T � 2p=2o. ±ÓË àÕÑÏ ÔÂÏ ÄÇÍÕÑÓ
B�t� � B0 � b�t� ÊÂ ÒÇÓËÑÆ T ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÍÑÐÖÔ. ¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß,
ÚÕÑ o5B0, Õ.Ç. ÖÅÎÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÓÂÜÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ B ÊÐÂÚË-

ÕÇÎßÐÑ ÏÇÐßÛÇ ÚÂÔÕÑÕÞ B ÒÓÇÙÇÔÔËË ÔÒËÐÂ ÄÑÍÓÖÅ ÔÂÏÑÅÑ ÒÑÎâ
B. ±ÓË àÕÑÏ ÖÔÎÑÄËË ÔÒËÐ ÃÖÆÇÕ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍË ÔÎÇÆÑÄÂÕß ÊÂ
ËÊÏÇÐâáÜËÏÔâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÎÇÏ B�t�, ÐÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ:
ÒÑÔÎÇ ÕÑÅÑ ÍÂÍ ÄÇÍÕÑÓ B�T � ÚÇÓÇÊ ÒÇÓËÑÆ ÄÓÇÏÇÐË t � T
ÄÇÓÐÈÕÔâ Í ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ ÒÑÎÑÉÇÐËá B�0�, ÃÖÆÇÕ ÎË ×ÂÊÂ
ÔÒËÐÑÓÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÄÐÂ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ×ÂÊÇ
jd�T � � BT, ÍÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ B, ËÎË ÐÇÕ?
°ÕÄÇÕ ÐÂ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÅÎÂÔËÕ, ÚÕÑ ×ÂÊÂ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÚÇÓÇÊ
ÒÇÓËÑÆ ÄÓÇÏÇÐË T ÔÑÔÕÂÄËÕ j�T � � jd�T � � fB, Õ.Ç. ÃÖÆÇÕ
ÑÕÎËÚÂÕßÔâ ÑÕ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ×ÂÊÞ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇ-
ÏÑÌ ×ÂÊÞ ¢ÇÓÓË [1]

fB �
1

2
O ; �5�

ÓÂÄÐÑÌ ÒÑÎÑÄËÐÇ ÕÇÎÇÔÐÑÅÑ ÖÅÎÂ, ÒÑÆ ÍÑÕÑÓÞÏ ËÊ ÐÂÚÂÎÂ
ÄÇÍÕÑÓÂ B ÄËÆÐÂ ÒÎÑÜÂÆß ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË S � pb 2, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ
ÍÑÐÙÑÏ ÄÇÍÕÑÓÂ B. ®ÐÑÉËÕÇÎß 1=2 ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÒÓËÊÐÂÍ
ÚÂÔÕËÙ ÔÑ ÔÒËÐÑÏ 1=2. ±ÓËÏÂÎÞØ b ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (5) ÒÓËÄÑÆËÕÔâ Í
ÚÂÔÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÏÖ ÄËÆÖ
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B 2
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²ËÔÖÐÑÍ. ³ÒËÐ ÐÇÌÕÓÑÐÂ s ÒÓÇÙÇÔÔËÓÖÇÕ ÄÑÍÓÖÅ ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ B, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÇÆÎÇÐÐÑ, Ô ÏÂÎÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ o, ÄÓÂÜÂÇÕÔâ ÄÑÍÓÖÅ
ÑÔË z. ±ÑÔÎÇ ÄÑÊÄÓÂÜÇÐËâ ÚÇÓÇÊ ÒÇÓËÑÆ T ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Í ÔÄÑÇÏÖ
ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ×ÂÊÂ ÒÓÇÙÇÔÔËË ÔÒËÐÂ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÑÕÎËÚÐÑÌ ÑÕ ×ÂÊÞ ÒÓÇÙÇÔÔËË jd � Bt ÄÑÍÓÖÅ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ
ÒÑÎâ B. ªÏÇÇÕÔâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ ×ÂÊÂ, ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ×ÂÊÑÌ ¢ÇÓÓË,
ÄÇÎËÚËÐÖ, ÍÑÕÑÓÂâ ÓÂÄÐÂ fB � O=2, ÅÆÇ O ì ÕÇÎÇÔÐÞÌ ÖÅÑÎ, ÒÑÆ
ÍÑÕÑÓÞÏ ÄËÆÐÂ ÒÎÑÜÂÆß, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÂâ ÍÑÐÙÑÏ ÄÇÍÕÑÓÂ B.



£ ÓÂÊÆÇÎÇ 2 ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ
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� rB�t���W�t�� �7�

Ä ÒÑÎÇ B�t� � B0 � b�t� ÎÇÅÍÑ ÓÇÛÂÇÕÔâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÒÓË
ÎáÃÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ b, B0 Ë o. ªÊ àÕÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÐÂØÑÆâÕÔâ
ÕÑÚÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÂÊÞ j�T �, ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ, Õ.Ç. ÒÓË ÎáÃÑÏ ÏÂÎÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ Z � o=B0

ÓÂÊÎÂÅÂÇÕÔâ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ Z, Ë ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÒÑ àÕÑÏÖ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ ÍÂÍ ÓÂÊ Ë ÆÂÈÕ ÕÑÚÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÂÊÞ ¢ÇÓÓË
(5), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÑÎâ b ÕÇÎÇÔÐÞÌ
ÖÅÑÎ O ËÏÇÇÕ ÄËÆ

O � 2p
�
1ÿ B0

B

�
� 4p sin2

y
2
� pb 2

B 2 cos2 �y=2� ; �8�

ÅÆÇ yìÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÑÔßá Ë ÑÃÓÂÊÖáÜÇÌ ÍÑÐÖÔÂ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÅÑ
ÄÇÍÕÑÓÑÏ B�t�, cos y � B0=B. ®ÇÕÑÆ ÓÇÛÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÄÑÔØÑ-
ÆËÕ Í ÓÂÃÑÕÇ ²ÂÃË [2], Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÏ ÊÆÇÔß ÄËÆÇ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÎÔâ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÓÂÃÑÕÂØ, ÐÂÒÓËÏÇÓ Ä [3].

2. ²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ

¥Îâ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (7) ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ

rb�t� � b
ÿ
sx cos �2ot� � sy sin �2ot�

� �
� b exp �ÿioszt�sx exp �ioszt� ; �9�

Ë ÒÑÆÔÕÂÄËÏ Ä (7) ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ��W�t�� � exp �ÿioszt�
��w�t�� : �10�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

i
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��w�t��
dt

� rBB ��w�t�� ; �11�

ÅÆÇ BB � �b; 0;B0 ÿ o� ì ÄÇÍÕÑÓ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË t.
²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (11) ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë ÓÇÛÇÐËÇ (2)
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1):��w�t�� � exp �ÿirBBt���w�0�� ; �12�
Â Ô ÖÚÈÕÑÏ (10) ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7) ËÏÇÇÕ ÄËÆ��W�t�� � exp �ÿioszt� exp �ÿirBBt�

��w�0�� : �13�
±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÔÒËÐÂ

ÐÇÌÕÓÑÐÂ Ä ÎáÃÑÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË, ÇÔÎË ËÊÄÇÔÕÐÑ ÇÅÑ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËÇ ÒÓË t � 0. ¯ÂÚÂÎßÐÑÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÔÒËÐÂ, Õ.Ç. ÔÒËÐÑÓ
jw�0�i, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÃÓÂÐÑ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ. ¥Îâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ
ÄÑÊßÏÈÏ jw�0�i � jBBi, Õ.Ç. ÄÞÃÇÓÇÏ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÏ Ë ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞÏ ÄÆÑÎß ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ BB=jBBj, ÅÆÇ jBBj � �b 2 � �B0 ÿ o�2�1=2. ¿ÕÑ ÔÑÔÕÑâÐËÇ âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ ÏÂÕÓËÙÞ rBB c ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÊÐÂÚÇÐËÇÏ jBBj. ¡ÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË A�t� ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÒÑÎâ-
ÓËÊÂÙËË Ô ÕÇÚÇÐËÇÏ ÄÓÇÏÇÐË t ËÏÇÇÕ ÄËÆ

A�t� � hBBj exp �ÿioszt� exp �ÿirBBt�jBBi �
� exp

ÿÿijBBjt�hBBj exp �ÿioszt�jBBi �
� exp

ÿÿijBBjt�ÿcos �ot� ÿ i sin �ot�hBBjszjBBi
�
: �14�

±ÓË t � T ËÏÇÇÏ ot � p, sin �oT � � 0, cos �oT � � ÿ1 �
� exp �ÿioT �. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (14) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÄËÆÖ

A�t� � exp
�ÿiÿjBBj � o

�
T
�
; �15�

Õ.Ç. ÒÓË ÊÂÄÇÓÛÇÐËË ÙËÍÎÂ ÄÓÂÜÇÐËâ ÔÒËÐÑÄÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÑÔÕÂÈÕÔâ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞÏ ÄÆÑÎß ÄÇÍÕÑÓÂ BB Ë Ö ÄÑÎÐÑÄÑÌ
×ÖÐÍÙËË ÏÇÐâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ×ÂÊÂ. ¿ÕÂ ×ÂÊÂ ËÏÇÇÕ ÕÑÚÐÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ:

j�T � � ÿo� jBBj�T : �16�
¦ÔÎË ËÊ ÐÇÈ ÄÞÚÇÔÕß ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ×ÂÊÖ fd�T � � BT, ÕÑ
ÒÑÎÖÚËÏ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÖá ×ÂÊÖ

fB � Dj�T � � j�T � ÿ jd�T � �
ÿ
o� jBBj ÿ B

�
T : �17�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ Ä ÐÂÛËØ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâØ ÐËÅÆÇ ÐÇ
ÕÓÇÃÑÄÂÎÑÔß, ÚÕÑÃÞ o ÃÞÎÑ ÏÂÎÑ. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (16)
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË ÎáÃÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâØ ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË
B0, b Ë o. £ ÔÎÖÚÂÇ o5B0 ÆÑÃÂÄÍÖ fB ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä
ÄËÆÇ

fB �
�
o� jBBj

2 ÿ B 2

jBBj � B

�
T �

�
1ÿ B0

B

�
oT ; �18�

ÅÆÇ ÃÞÎË ÔÑØÓÂÐÇÐÞ ÕÑÎßÍÑ ÎËÐÇÌÐÞÇ ÒÑ o ÚÎÇÐÞ. µÚËÕÞÄÂâ,
ÚÕÑ oT � p, ÒÑÎÖÚËÏ
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�
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1ÿ B0

B
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� pb 2

B�B� B0� �
pb 2

B 2�1� cos y� : �19�

±ÓË b5B0 ËÏÇÇÏ y5 1 Ë ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (19) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÄËÆÖ (6).

3. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ ÊÆÇÔß ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÞÄÑÆ ×ÂÊÞ ¢ÇÓÓË ÂÐÂÎÑÅËÚÇÐ
ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÐÐÑÏÖ Ä [4], ÐÑ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕ. °Ð
ÆÑÔÕÖÒÇÐ ÆÂÉÇ ÔÕÖÆÇÐÚÇÔÍÑÌ ÂÖÆËÕÑÓËË Ë ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÎÇÅÍÑ
ÒÑÐâÕß ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ àÕÑÌ ×ÂÊÞ ÆÎâ ÔÒËÐÑÓÐÞØ ÚÂÔÕËÙ.
¥Îâ ÃÑÎÇÇ ÒÑÎÐÑÅÑ ÊÐÂÍÑÏÔÕÄÂ Ô ×ÂÊÑÌ ¢ÇÓÓË Ä ÔÎÖÚÂÇ ÚÂÔÕËÙ Ô
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÔÒËÐÑÏ ÒÑÎÇÊÇÐ ÑÃÊÑÓ [5], Â ÆÎâ ÕÇØ, ÍÑÏÖ
ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÞÄÑÆ ÍÂÉÇÕÔâ ÐÇÖÃÇÆËÕÇÎßÐÞÏ, ÒÑÎÇÊÐÑ ÑÊÐÂÍÑ-
ÏËÕßÔâ Ô ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÏË ÑÃÑÔÐÑÄÂÐËâÏË ×ÂÊÞ ¢ÇÓÓË Ô ÒÑ-
ÏÑÜßá ÄÕÑÓËÚÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ [6] ËÎË ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËâ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ [7].
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The neutron Berry phase is found from a precise analytical solution of the Shr�odinger equation in a constant magnetic éeld B0 and
perpendicular to it radiofrequency éeld b rotatingwith an angular frequencyo. The solution is found for arbitrary values ofB0, b, ando.
The Berry phase is shown to be a linear in parameter o=B0 approximation to the precise value, when this parameter is small.
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