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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

¬ÑÐÄÇÍÕËÄÐÞÇ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÉËÆÍÑÔÕâØ Ë ÅÂÊÂØ, ÐÂØÑÆâ-
ÜËØÔâ Ä ÒÑÎÇ ÔËÎÞ ÕâÉÇÔÕË, ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÒÓË ÐÂÎËÚËË
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË (ÕÇÏÒÇ-
ÓÂÕÖÓÞ). ²ÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÞÇ ×ÑÓÏÞ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ
ÐÂÃÎáÆÂáÕÔâ Ä ÊÇÏÐÑÌ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÇ, ÍÑÕÑÓÖá ÏÑÉÐÑ
ÔÚËÕÂÕß ÔÑÔÕÑâÜÇÌ ËÊ ÔÖØÑÅÑ ÄÑÊÆÖØÂ Ë ÄÑÆâÐÑÅÑ ÒÂÓÂ.
¦ÔÎË ÄÑÆâÐÑÌ ÒÂÓ ÐÇ ÐÂÔÞÜÇÐ, ÆÄËÉÇÐËÇ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÞ Ô
ÃÑÎßÛÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÑÃÞÚÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâÏË ÕÇÒÎÑÄÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË ì ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ¢ÖÔÔËÐÇÔÍÂ
[1, 2]. ³ËÕÖÂÙËâ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÏÇÐâÇÕÔâ, ÍÑÅÆÂ ÄÑÆâÐÑÌ
ÒÂÓ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË ÐÂÔÞÜÇÐËâ. ªÊ-ÊÂ ÖÏÇÐßÛÇ-
ÐËâ ÐÂÔÞÜÂáÜÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÄÞÔÑÕÞ Ä
ÒÑÆÐËÏÂáÜËØÔâ ÑÃÝÈÏÂØ ÄÎÂÉÐÑÅÑ ÄÑÊÆÖØÂ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËâ ÄÑÆâÐÑÅÑ ÒÂÓÂ, ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂáÜÂâÔâ ÄÞÆÇÎÇ-
ÐËÇÏ ÔÍÓÞÕÑÌ ÕÇÒÎÑÕÞ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËË Ë ÄÞÒÂÆÇÐËÇÏ ÑÔÂÆ-
ÍÑÄ. ¬ÑÐÆÇÐÔÂÙËÑÐÐÞÌ ÐÂÅÓÇÄ, ÖÔËÎËÄÂáÜËÌ ÂÓØËÏÇ-
ÆÑÄÖ ÔËÎÖ ÒÎÂÄÖÚÇÔÕË, ËÅÓÂÇÕ ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß Ä ÒÓÑÙÇÔÔÂØ
×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÑÌ ÑÃÎÂÚÐÑÔÕË Ä ÂÕÏÑÔ×ÇÓÇ
[3 ë 5]. ¦ÜÈ ÑÆÐËÏ âÓÍËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ÓÂÊÄË-
ÄÂáÜËØÔâ ËÊ-ÊÂ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÍÓÞÕÑÌ ÕÇÒÎÑÕÞ, âÄÎâáÕÔâ
ÕÓÑÒËÚÇÔÍËÇ ÙËÍÎÑÐÞ ËÎË ÖÓÂÅÂÐÞ ì ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃ-
ÐÞÇ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÐÞÇ ÄËØÓË, ×ÑÓÏËÓÖáÜËÇÔâ ÐÂÆ ÒÑÄÇÓØ-
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¬ÑÐÄÇÍÕËÄÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ²àÎÇâ
Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÄÎÂÅË.

¶ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ÄËØÓÇÌ Ë ÑÃÎÂÚÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ

¢.Á. ºÏÇÓÎËÐ, ®.£. ¬ÂÎÂÛÐËÍ

¬ÑÐÄÇÍÕËÄÐÞÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÄÑ ÄÎÂÉÐÑÏ ÐÂÔÞÜÇÐÐÑÏ ÄÑÊÆÖØÇ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂáÕÔâ ÄÞÆÇÎÇÐËÇÏ ÔÍÓÞÕÑÌ ÕÇÒ-
ÎÑÕÞ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËË. ³ ÖÚÈÕÑÏ àÕÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔÎÑâ
ÄÎÂÉÐÑÅÑ ÐÂÔÞÜÇÐÐÑÅÑ ÄÑÊÆÖØÂ, ÑÃÑÃÜÂáÜÂâ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÖ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË ²àÎÇâ. ±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË, ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÜÇÇ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÇ ÑÕÎËÚËâ ÄÎÂÉÐÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË ÑÕ ÍÑÐ-
ÄÇÍÙËË ²àÎÇâ. ±ÓË ÒÑÕÇÓÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÊÄËÄÂáÕÔâ ÎËÃÑ ÖÇÆËÐÈÐÐÞÇ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞÇ
ÄÂÎÞ, ÎËÃÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÄÂÎÑÄ Ô ÖÊÍËÏË ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÏË ÑÃÎÂÔÕâÏË ÄÑÔØÑ-
ÆâÜËØ ÆÄËÉÇÐËÌ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÑÔÇÄÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÓÑÔÕ ÖÇÆËÐÈÐÐÞØ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞØ ÄËØÓÇÌ Ô ÙËÓÍÖ-
ÎâÙËÇÌ, ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÆÎâÕÓÑÒËÚÇÔÍËØ ÙËÍÎÑÐÑÄ (ÖÓÂÅÂÐÑÄ) ÐÂ ÓÂÐÐÇÌ ÔÕÂÆËË ÓÂÊÄËÕËâ, Ë Ô ÏÂÔÛÕÂÃÂÏË ÑÕ
ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÑÃÎÂÍÂ ÆÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÖÓÂÅÂÐÂ.
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ÐÑÔÕßá ÑÍÇÂÐÂ Ä ÕÓÑÒËÍÂØ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÙÇÐÍÂÏ [6], ÑÔÐÑ-
ÄÂÐÐÞÏ ÐÂ ÒÑÆÔÚÈÕÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÂ ÄÞÒÂÄÛËØ ÑÔÂÆÍÑÄ, Ä
ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÅÂÐÂ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËÑÐÐÞÌ
ËÔÕÑÚÐËÍ ÕÇÒÎÂ ÏÑÜÐÑÔÕßá 4� 108 ®£Õ, ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓÇ-
ÄÑÔØÑÆËÕ ÏÑÜÐÑÔÕß ÄÔÇØ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÐÙËÌ ³º¡ Ä 103 ÓÂÊ.

¥ÇÕÂÎßÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ
ÄÎÂÅË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÄÇÔßÏÂ ÔÎÑÉÐÖá ÒÓÑÃÎÇÏÖ
ÏËÍÓÑ×ËÊËÍË ÑÃÎÂÍÑÄ. ±ÓË ËÊÖÚÇÐËË ÆËÐÂÏËÍË ÄÎÂÉ-
ÐÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ËÔÒÑÎßÊÖáÕ ÖÒÓÑÜÈÐÐÞÌ
ÒÑÆØÑÆ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÄÍÎáÚÇÐËË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕÇÒÎÑÄÑÌ
ÍÑÐÄÇÍÙËË ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËÑÐÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÕÇÒ-
ÎÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÐÂ
ÄÑÔØÑÆâÜÇÌ ÄÇÕÄË ÙËÓÍÖÎâÙËË Ë ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ (ÑÃÓÂÜÂÇÕ-
Ôâ Ä ÐÖÎß) ÐÂ ÐËÔØÑÆâÜÇÌ. ´ÂÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÑÕÄÇÚÂÇÕ
ÄÞÆÇÎÇÐËá ÔÍÓÞÕÑÌ ÕÇÒÎÑÕÞ ÒÓË ÒÑÆÝÈÏÇ ÄÎÂÉÐÑÅÑ
ÄÑÊÆÖØÂ Ë ÑÕÔÖÕÔÕÄËá ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÕÇÒÎÂ ÐÂ ËÔÒÂÓÇÐËÇ
ÍÂÒÇÎß ÒÓË ÑÒÖÔÍÂÐËË (ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÍÂÒÇÎß). ³
ÄÍÎáÚÇÐËÇÏ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËÑÐÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ä ÙÇÎÑÏ ÓâÆÇ
ÓÂÃÑÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÂÔß ÑÃÑÃÜÈÐÐÂâ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÍÎÂÔÔË-
ÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË ²àÎÇâ ì ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÔÎÑâ ÄÎÂÉÐÑÅÑ
ÐÂÔÞÜÇÐÐÑÅÑ ÄÑÊÆÖØÂ. ªÊ-ÊÂ ÐÇÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ (ÍÖÔÑÚÐÑ-
ÎËÐÇÌÐÑÌ) ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÑÕ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÎÑÔß ÎËÃÑ ÒÓÑÄÇÆÇÐËÇÏ
ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÂÔÚÈÕÑÄ [7 ë 15], ÎËÃÑ ÂÐÂÎËÊÑÏ
ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÚÂÔÕÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÆÎâ ÐÇÄâÊÍÑÌ (ÐÇÕÇÒÎÑÒÓÑ-
ÄÑÆÐÑÌ) ÂÕÏÑÔ×ÇÓÞ [16 ë 19]. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ, ÑÔ-
ÐÑÄÂÐÐÑÌ ÐÂ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂØ [20 ë 23], ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ ÂÐÂÎËÕË-
ÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË, ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÜÇÇ ÒÓËÐÙËÒËÂÎß-
ÐÞÇ ÑÕÎËÚËâ ÄÎÂÉÐÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË ÑÕ ÍÑÐÄÇÍÙËË ²àÎÇâ.
¯ÂËÃÑÎÇÇ âÓÍËÇ ÑÕÎËÚËâ ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐËÌ, ÓÂÊÄËÄÂáÜËØÔâ ÒÓË ÒÑÕÇÓÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. ´ÂÍ,
ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÑÃÎÂÔÕß ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ (ÚËÔÇÎ ²àÎÇâ Ë ´ÇÌÎÑÓÂ), ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ
ÐÂËÃÑÎßÛÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÑÔÕÂ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐ-
ÐÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÖÇÆËÐÈÐÐÑÏÖ ÍÑÐÄÇÍÕËÄ-
ÐÑÏÖ ÄÂÎÖ. ±ÓË ÆÓÖÅËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÐÂËÃÑÎß-
ÛÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÑÔÕÂ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÔÕÓÖÍÕÖ-
ÓÞ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÔËÔ-
ÕÇÏÞ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞØ ÄÂÎÑÄ Ô ÖÊÍËÏË (ÔÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÐ-
ÐÞÏË) ÑÃÎÂÔÕâÏË ÄÑÔØÑÆâÜËØ ÆÄËÉÇÐËÌ. ªÐÕÇÐÔË×ËÍÂ-
ÙËâ ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÄÑ ÄÓÂ-
ÜÂáÜÇÌÔâ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÇ ËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÔÒÑÐ-
ÕÂÐÐÑÅÑ ÓÑÔÕÂ ÄËØÓÇÄÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÕËÒÂ ÖÓÂÅÂÐÂ.

±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÐÂ ÐÂÛ ÄÊÅÎâÆ, ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ÒÑÎÇÊÐÞ ÛËÓÑÍÑÏÖ ÍÓÖÅÖ ÚËÕÂÕÇÎÇÌ, ËÐÕÇÓÇÔÖá-
ÜËØÔâ ÍÂÍ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÏË ÊÂÆÂÚÂÏË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÆËÐÂ-
ÏËÍË, ÕÂÍ Ë ÑÃÜËÏË ÄÑÒÓÑÔÂÏË ÕÇÑÓËË ÔÂÏÑÑÓÅÂÐËÊÂ-
ÙËË (ÕÇÑÓËË ÓÑÉÆÇÐËâ ÔÕÓÖÍÕÖÓ) Ä ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÔÓÇÆÂØ.

2. µÔÎÑÄËâ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÍÑÐÄÇÍÙËË Ä ËÆÇÂÎßÐÑÌ
(ÐÇÄâÊÍÑÌ, ÐÇÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÌ) ÂÕÏÑÔ×ÇÓÇ

±ÓËÄÇÆÈÏ ÄÐÂÚÂÎÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ×ÂÍÕÞ, ÍÂÔÂáÜËÇÔâ ÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË ÔÑÔÕÑâÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÔÕÑÎÃÂ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÞ Ä ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔËÎÞ ÕâÉÇÔÕË. ±ÓË àÕÑÏ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ p, r, T (ÆÂÄÎÇÐËÇ, ÒÎÑÕÐÑÔÕß, ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÂ), ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÔÑÔÕÑâÐËâ p � RarT,
ÊÂÄËÔâÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ z (Ä ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËË, ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÔËÎÞ ÕâÉÇÔÕË), Ë
ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÅËÆÓÑÔÕÂÕËÍË

dp

dz
� ÿgr ; �1�

ÅÆÇ g ì ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÒÂÆÇÐËâ, Ra ì ÅÂÊÑÄÂâ
ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ. °Ã ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔÑÔÕÑâÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ (1)
ÏÑÉÐÑ ÔÖÆËÕß, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÇ (ÃÇÊ ÕÇÒ-
ÎÑÑÃÏÇÐÂ) ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ ÄÑÊÆÖÛÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÏÇÉÆÖ
ÆÄÖÏâ ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÖÓÑÄÐâÏË. ¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ [3, 4], Ô
ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÄÞÔÑÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕß ÖÏÇÐßÛÇÐËâ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÞ Ä ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍË ÒÑÆÐËÏÂáÜÇÌÔâ ÚÂÔÕËÙÇ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÏ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÏ ga � g=cp. ©ÆÇÔß cp ì
ÕÇÒÎÑÈÏÍÑÔÕß ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ ÆÂÄÎÇÐËË, ÆÎâ ÔÖØÑÅÑ
ÄÑÊÆÖØÂ ga � 1¬/100 Ï. ¦ÔÎË ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÖÔÎÑÄËÇ g > ga,
ÅÆÇ g � ÿdT=dzì ÅÓÂÆËÇÐÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ Ä ÑÍÓÖÉÂáÜÇÏ
ÄÑÊÆÖØÇ (Ä ÏÇÕÇÑÓÑÎÑÅËË ÅÓÂÆËÇÐÕÞ ÒÓËÐâÕÑ ÃÓÂÕß Ô
ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÊÐÂÍÑÏ), ÕÑ ÚÂÔÕËÙÂ ÑÍÂÉÇÕÔâ ÕÇÒÎÇÇ Ë ÎÇÅÚÇ
ÑÍÓÖÉÇÐËâ Ë ÃÖÆÇÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÖÆÂÎâÕßÔâ ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ
ÒÑÎÑÉÇÐËâ. ´ÂÍÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÑ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ.
¯ÂÑÃÑÓÑÕ, ÒÓË g < ga ÔËÎÂ ÕâÉÇÔÕË ÃÖÆÇÕ ÄÑÊÄÓÂÜÂÕß
ÃÑÎÇÇ ØÑÎÑÆÐÖá ÚÂÔÕËÙÖ Ä ËÔØÑÆÐÑÇ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÖÔÕÑÌÚËÄÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ Ô ÄÞÔÑ-
ÕÑÌ ÆÑÎÉÐÂ ÖÃÞÄÂÕß ÏÇÆÎÇÐÐÇÇ, ÚÇÏ ga, Õ.Ç. ÆÑÎÉÐÑ
ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÖÔÎÑÄËÇ g < ga. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ
ÖÔÎÑÄËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÕÂÍÉÇ ËÊ ÑÃÜÇÅÑ ÖÔÎÑÄËâ ÓÑÔÕÂ àÐÕÓÑ-
ÒËË Z Ô ÄÞÔÑÕÑÌ Ä ÖÔÕÑÌÚËÄÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË [1]. ªÔÒÑÎßÊÖâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1) Ë âÄÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ àÐÕÓÑÒËË ÔÖØÑÅÑ
ÄÑÊÆÖØÂ [3] Z � cp lnTÿ �Ra=cp� ln p� const, ÒÑÎÖÚËÏ
dZ=dz � cpT

ÿ1�ga ÿ g� > 0 ÒÓË g < ga.
±ÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ ÑÕÐÑÔËÎËÔß Í ÔÖØÑÏÖ ÄÑÊ-

ÆÖØÖ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÏÖ ÐÇÐÂÔÞÜÇÐÐÞÌ ÄÑÆâÐÑÌ ÒÂÓ. ¦ÔÎË
ÄÑÆâÐÑÌ ÒÂÓ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË ÐÂÔÞÜÇÐËâ, ÕÑ
ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ÄÎÂÅË, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÇÕ ÔÑÆÇÓÉÂÕß ÄÑÊÆÖÛÐÂâ
ÚÂÔÕËÙÂ, Ô ÄÞÔÑÕÑÌ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓË ÒÇÓÇ-
ÏÇÜÇÐËË ÚÂÔÕËÙÞ ÄÄÇÓØ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËâ ÄÑÆâ-
ÐÑÅÑ ÒÂÓÂ, Ë ËÊ-ÊÂ ÄÞÆÇÎÇÐËâ ÔÍÓÞÕÑÌ ÕÇÒÎÑÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕß
ÖÏÇÐßÛÇÐËâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÄÞÔÑÕÑÌ ÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÏÇÐßÛÇ ga. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÔÍÑÓÑÔÕß ÖÏÇÐßÛÇ-
ÐËâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÒÓËÐâÕÑ ÐÂÊÞÄÂÕß ÄÎÂÉÐÑÂÆËÂÃÂÕËÚÇ-
ÔÍËÏ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÏ gm. ªÊ ÄÕÑÓÑÅÑ ÐÂÚÂÎÂ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÍË
ÆÎâ àÕÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ [3 ë 5]

gm � ga �
Lv
cp

dsm
dz

; �2�

ÅÆÇ Lv ì ÖÆÇÎßÐÂâ ÕÇÒÎÑÕÂ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËË, sm ì ÏÂÔÔÑÄÂâ
ÆÑÎâ ÐÂÔÞÜÇÐÐÑÅÑ ÒÂÓÂ (ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ Ë
ÆÂÄÎÇÐËâ). ±ÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÍÑÐÄÇÍÙËË Ä ÂÕÏÑÔ×ÇÓÇ
ÑÃÞÚÐÑ ÔÚËÕÂáÕ, ÚÕÑ ÄÔâ ÔÍÑÐÆÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÂâ ÄÎÂÅÂ
ÖØÑÆËÕ Ä ÄËÆÇ ÑÔÂÆÍÑÄ. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÐâÕËÇ
ÄÎÂÉÐÑÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÓËÏÇÐËÏÑ ÕÑÎßÍÑ Í
ÒÑÆÐËÏÂáÜËÏÔâ ÑÃÝÈÏÂÏ ÄÑÊÆÖØÂ. ±ÓË ÑÒÖÔÍÂÐËË
ÑÃÝÈÏÂ ÇÅÑ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ ÏÇÐâÇÕÔâ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô
ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÏ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÏ ga (ÐÇÕ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÕÇÒÎÂ
ÐÂ ËÔÒÂÓÇÐËÇ ÍÂÒÇÎß).

±Ñ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÅÓÂÆËÇÐÕÂÏ ga, gm Ä ÏÇÕÇÑÓÑÎÑÅËË
ÒÓËÐâÕÑ ÓÂÊÎËÚÂÕß ÂÃÔÑÎáÕÐÑ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÖá ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÐÖá ÔÕÓÂÕË×ËÍÂÙËá g > ga > gm, ÄÎÂÉÐÑÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÖá, ÐÑ ÔÖØÑÖÔÕÑÌÚËÄÖá (ÖÔÎÑÄÐÑ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÖá) ÔÕÓÂÕË-
×ËÍÂÙËá ga > g > gm, ÄÎÂÉÐÑÖÔÕÑÌÚËÄÖá ÔÕÓÂÕË×ËÍÂ-
ÙËá ga > gm > g. ±ÓË ÖÔÎÑÄÐÑ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ ÔÕÓÂÕË×ËÍÂ-
ÙËË ÚÂÔÕËÙÞ, ÔÏÇÜÈÐÐÞÇ ÄÐËÊ, ÃÖÆÖÕ ÄÑÊÄÓÂÜÂÕßÔâ Í
ËÔØÑÆÐÑÏÖ ÒÑÎÑÉÇÐËá, Â ÚÂÔÕËÙÞ, ÔÏÇÜÈÐÐÞÇ ÄÄÇÓØ,
ÃÖÆÖÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÖÆÂÎâÕßÔâ ÑÕ ÐÇÅÑ. ¿ÕÂ ÒÓËÐÙËÒËÂÎß-
ÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞØ ÔÏÇÜÇ-
ÐËÌ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÑÆÐÖ ËÊ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÆËÐÂ-
ÏËÍË ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÄÑ ÄÎÂÉÐÑÏ ÐÂÔÞÜÇÐÐÑÏ
ÄÑÊÆÖØÇ.
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3. ±ÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË
Ñ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔÎÑâ
ÄÎÂÉÐÑÅÑ ÐÂÔÞÜÇÐÐÑÅÑ ÄÑÊÆÖØÂ

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 2 ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÎËÔß ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ ×ÂÍÕÑÓÞ
(ÄâÊÍÑÔÕß, ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕß). ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÖ
ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔÑÔÕÑâÐËâ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÄÐÑ-
ÄÇÔËâ, ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÖá Í ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË
²àÎÇâ [1, 2]. ªÏÇÇÕÔâ ÄÓÂÜÂáÜËÌÔâ ÔÎÑÌ ÄâÊÍÑÌ ÕÇÒÎÑ-
ÒÓÑÄÑÆÐÑÌ ÐÂÔÞÜÇÐÐÑÌ ÄÑÆâÐÞÏ ÒÂÓÑÏ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÞ
ÕÑÎÜËÐÑÌ h, ÊÂÍÎáÚÈÐÐÞÌ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÕÄÈÓÆÞÏË
ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÞÏË ÅÓÂÐËÙÂÏË. ¯Â ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÞØ ÅÓÂ-
ÐËÙÂØ ÔÎÑâ ÒÑÆÆÇÓÉËÄÂáÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ,
ÕÂÍ ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË ÓÂÄÐÑ-
ÄÇÔËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÎËÐÇÌÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÄÇÓÕËÍÂÎß-
ÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. ´ÓÇÃÖÇÕÔâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß
ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÖÚÈÕÑÏ à××ÇÍÕÂ ÄÞÆÇÎÇÐËâ
ÔÍÓÞÕÑÌ ÕÇÒÎÑÕÞ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËË ÒÓË ÄÑÔØÑÆâÜËØ ÆÄËÉÇ-
ÐËâØ ÐÂÔÞÜÇÐÐÑÅÑ ÄÑÊÆÖØÂ.

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÃÖÆÇÏ ÒÓÑÄÑÆËÕß Ä ÓÂÏ-
ÍÂØ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÌ ÒÓË
ÚËÔÎÇÐÐÑÏ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËË ÂÕÏÑÔ×ÇÓÐÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË [24,
25]. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÄÏÇÔÕÑ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞØ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÄâÊÍÑÔÕË Ë ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË ËÔÒÑÎß-
ÊÖáÕÔâ ËØ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞÇ ÂÐÂÎÑÅË (ÏÑÆÇÎËÓÖáÜËÇ à×-
×ÇÍÕ ÏÇÎÍÑÏÂÔÛÕÂÃÐÑÌ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË). ¬ÓÑ-
ÏÇ ÕÑÅÑ, ÆÇÎÂÇÕÔâ ÆÑÒÖÜÇÐËÇ ÑÃ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÇ
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÅÑ ÑÃÏÇÐÂ, ÓÂÊÎËÚÐÑÏ Ä ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÏ Ë
ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ. ³ ÖÚÈÕÑÏ àÕÑÅÑ ÆÑÒÖÜÇÐËâ
ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÏÂÎÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

ut � f k� u � ÿHp� gyk� mDu� nuzz ; div u � 0 ;

yt � Gw � mDy� nyzz �Q ;
�3�

ÍÑÕÑÓÖá ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÄÏÇÔÕÇ Ô ÍÓÂÇÄÞÏË ÖÔÎÑ-
ÄËâÏË ²àÎÇâ (ÖÔÎÑÄËâÏË ÔÍÑÎßÉÇÐËâ) ÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÞØ
ÅÓÂÐËÙÂØ

uz � vz � w � y � 0 ; z � 0; h : �4�
©ÆÇÔß u ì ÄÇÍÕÑÓ ÔÍÑÓÑÔÕË Ô ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË u, v, w ÄÆÑÎß
ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÞØ ÑÔÇÌ x, y Ë ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÌ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑ
ÄÄÇÓØ ÑÔË z ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, p � p 0=�r, y � aT 0, p 0, T 0 ì
ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÆÂÄÎÇÐËâ Ë ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÑÕ ËØ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ, aìÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ ÓÂÔÛËÓÇÐËâ,
�rìÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË,G� a�gaÿ g�
ì ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÔÕÓÂÕË×ËÍÂÙËË, g � ÿd �T=dz ì ÅÓÂÆËÇÐÕ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË, m, n ì ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÅÑ ÑÃÏÇÐÂ Ä ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÏ Ë
ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ, f ì ÒÂÓÂÏÇÕÓ ¬ÑÓËÑÎËÔÂ,
D ì ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ (ÒÑ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÞÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ)
ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÂÒÎÂÔÂ, k ì ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞÌ ÑÓÕ, Q � aM=cp,
M [£Õ ÍÅÿ1] ì ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÕÇÒÎÂ. ¥Îâ
ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ ÊÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ÕÂÍÉÇ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ
ÃÖÍÄÇÐÐÞÇ ËÐÆÇÍÔÞ.

ªÔÕÑÚÐËÍ, ÔÄâÊÂÐÐÞÌ Ô ÄÞÆÇÎÇÐËÇÏ ÔÍÓÞÕÑÌ ÕÇÒÎÑÕÞ
ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËË, ÃÖÆÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÕß Ä ÄËÆÇ [7 ë 19] M �
� ÿLvw�dsm=dz� ÆÎâ ÄÑÔØÑÆâÜÇÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÐÂÔÞÜÇÐÐÑÅÑ
ÄÑÊÆÖØÂ,M � 0 ÆÎâ ÐËÔØÑÆâÜÇÅÑ ÒÑÕÑÍÂ. £ÄÑÆâ ×ÖÐÍÙËá
·ÇÄËÔÂÌÆÂ �H�w� � 1;w > 0; H�w� � 0;w < 0�, ÆÎâ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÂ ÒÑÎÖÚËÏ

M � cp�ga ÿ gm�wH�w� ; �5�

ÅÆÇ ÄÎÂÉÐÑÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ gm ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇÏ (2). ¬ÂÍ ÖÍÂÊÂÐÑ ÄÞÛÇ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (5) ÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÒÑÆÐËÏÂáÜËØÔâ ÑÃÝÈÏÂØ ÄÑÊÆÖØÂ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËâ ÄÑÆâÐÑÅÑ ÒÂÓÂ, ÒÓËÚÈÏ ÄÇÔß ÍÑÐÆÇÐÔÂÕ
ÄÞÒÂÆÂÇÕ Ä ÄËÆÇ ÆÑÉÆâ. £ÎÂÉÐÑÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÌ ÅÓÂ-
ÆËÇÐÕ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ Ë ÆÂÄÎÇ-
ÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ. £ ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÒÓÇÐÇÃÓÇ-
ÉÈÏ àÕÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá Ë ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß gm ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÊÂÒËÔË ÔËÔÕÇÏÞ (3) ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË.
±ÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÔÕË ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË
ÍÑÐÄÇÍÙËË Ä ÐÇÅÎÖÃÑÍËØ ÔÎÑâØ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÞ. µÔÎÑÄËâ
ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË àÕÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ä [24].

³ËÔÕÇÏÂ (3) Ô ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ (5) ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÍÎÂÔÔÖ
ÔËÔÕÇÏ Ô ÐÇÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ (ÍÖÔÑÚÐÑ-ÎËÐÇÌÐÑÌ ËÎË "ÒÓÞ-
ÅÂáÜÇÌ") ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá. ¥ÂÐÐÂâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÒÓËÐÙË-
ÒËÂÎßÐÑ ÐÇ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÎËÐÇÂÓËÊÂÙËË. ±ÓËÔÖÕÔÕÄËÇ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÑÔÐÑÄÐÖá ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÖá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÊÂÆÂÚË.

±ÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË (3) ë (5) ÃÖÆÇÏ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ. £ àÕÑÏ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËË ÒÓÑÇÍÙËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÐÂ ÄÇÓÕË-
ÍÂÎßÐÖá ÑÔß ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÅËÆÓÑÔÕÂÕËÍË pz �
� gy. ¬ÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ ÄÂÓËÂÐÕ ÔËÔÕÇÏÞ (3) Ô ÍÓÂÇÄÞÏË
ÖÔÎÑÄËâÏË (4) ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÓÂÊÆÇÎÇÐËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ì ÓÇ-
ÛÇÐËÇ Ë ËÔÕÑÚÐËÍ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÓâÆÑÏ ÒÑ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ cos �pnz=h�, sin �pnz=h� ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
d2=dz 2. ¢ÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÔÎÖÚÂÌ n � 1 (ÒÇÓÄÂâ ÄÇÓÕË-
ÍÂÎßÐÂâ ÏÑÆÂ) Ë ÒÑÎÑÉËÏ

�u; v; p� � �~u; ~v; ~p� cos pz
h
; �w; y;Q� � �~w; ~y; ~Q� sin pz

h
;

ÅÆÇ Ä ÔÍÑÃÍÂØ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÔÕÑâÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ, ÐÇ ÊÂÄËÔâ-
ÜËÇ ÑÕ z. ªÔÍÎáÚÇÐËÇ ÆÂÄÎÇÐËâ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÅËÆÓÑÔÕÂÕËÍË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔËÔÕÇÏÇ ËÊ ÕÓÈØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ~w, ~y Ë ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÅÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ
ÊÂÄËØÓÈÐÐÑÔÕË ~o � ~vx ÿ ~uy. ±ÓËÏÇÏ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÏÂÔÛÕÂ-
ÃÑÄ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ t, x, y, ~w, ~o ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ d 2=n,

��������
m=n

p
d,��������

m=n
p

d, gd 2=m, ng=�m f d �, ÅÆÇ d � h=p. °ÒÖÔÍÂâ ÄÑÎÐÖ, Ä
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÒÑÎÖÚËÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆ:

wt ÿ Dw� w� o� Dy � 0 ; ot ÿ Do� oÿ Tw � 0 ;

yt ÿ Dy� y� Rw � Q ; Q � RmwH�w� ; �6�

ÔÑÆÇÓÉÂÜÖá ÕÓË ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ

R � ag�ga ÿ g�d 4

mn
; T � f 2d 4

n 2
; Rm � ag�ga ÿ gm�d 4

mn
:

�7�
©ÆÇÔß Rm ì ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß
ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÕÇÒÎÑÄÞÆÇÎÇÐËâ, R ì ÂÐÂÎÑÅ ÚËÔÎÂ
²àÎÇâ. £ ×ÑÓÏÖÎÇ (7) Ë ÆÂÎÇÇ T ì ÂÐÂÎÑÅ ÚËÔÎÂ ´ÇÌÎÑÓÂ.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÂâ ÊÂÒËÔß ÚËÔÎÂ ²àÎÇâ ÑÕÎË-
ÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÌ [1, 2] ÊÐÂÍÑÏ Ë ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ p4 Ä
ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎÇ. £ÏÇÔÕÑ ÚËÔÎÂ ´ÇÌÎÑÓÂ ÚÂÔÕÑ ÖÆÑÃÐÑ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÚËÔÎÑ ¿ÍÏÂÐÂ E � 1=

����
T
p

. ¸ÇÎß ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ
ÂÐÂÎËÊÂ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÄÐÇÛÐÇÏ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÇ Rm ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ R, T,
ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔ-
ÕÇÏÞ (6), Ë Ä ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÐÇ ÐÂÓÖ-
ÛÂÇÕ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÒÇÙË×ËÍË ÊÂÆÂÚË, ÔÄâ-

4*
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ÊÂÐÐÑÌ Ô ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá ËÔÕÑÚÐËÍÂ. ¥ÂÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËÇ ÕÂÍÉÇ ÚÂÔÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ Ä ÂÕÏÑÔ×ÇÓÐÞØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ
ÏÑÆÇÎâØ; ÑÐÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ Ä ÖÔÎÑÄËâØ ÔËÎßÐÑÅÑ ÂÐËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÑÅÑ ÑÃÏÇÐÂ, m4 n.

4. ¬ÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÆÎâ "ÔÖØÑÌ" ÍÑÐÄÇÍÙËË

°ÒÓÇÆÇÎËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÆÎâ ÔÖØÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË. ±ÓË Rm � 0 ÔËÔÕÇÏÂ (6) ÔÄÑÆËÕÔâ Í
ÑÆÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

�qt ÿ D� 1�2w� Twÿ RDw � 0 : �8�

°ÕÞÔÍËÄÂâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜËÇ ÓÇÛÇÐËâ (8)
ÄËÆÂ w � exp �kt� exp �i�k1x� k2y��, ÆÎâ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ ÐÂ-
ÓÂÔÕÂÐËâ k ÐÂÌÆÈÏ:

k1; 2 � ÿ�k 2 � 1� �
����������������������
ÿRk 2 ÿ T
p

; k 2 � k 2
1 � k 2

2 :

±ÑÎÂÅÂâ k1 � 0, ÑÕÔáÆÂ ÒÑÎÖÚËÏ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ
ÚËÔÎÂ ²àÎÇâ ÆÎâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ Ô ÆÂÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÏÑÆÖÎâ
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ k:R � Rcr�k;T �� ÿ��1� k 2�2�T �=k 2.
±ÓË R < Rcr�k;T � ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÓÂÔÕÈÕ, ÒÓË R > Rcr�k;T �
ì ÊÂÕÖØÂÇÕ. ¶ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ËÏÇÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ R � Rcr�k;T �, ÍÑÕÑÓÑÇ ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÒÓË ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË k � kcr�T �, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÑÒÂÔÐÑÏÖ ÄÑÊÏÖÜÇÐËá:

R � Rcr�T � � ÿ2
ÿ ������������

1� T
p � 1

�
; k 2

cr �
������������
1� T
p

: �9�

¬ÓËÄÂâ R � Rcr�T � ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ T 1=2;R
ÓÂÊÆÇÎâÇÕ ÑÃÎÂÔÕË ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ë ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
(ÓËÔ. 1). ©ÐÂÚÇÐËâÏ T 1=2 < 0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ f < 0. ¯ÂË-
ÃÑÎÇÇ ÑÒÂÔÐÑÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔËÔÕÇÏÖ
ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞØ âÚÇÇÍ Ô ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÞÏ ÓÂÊÏÇÓÑÏ
S � p=kcr.

¥Îâ ÔÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓËÄÇÆÈÏ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÒÑÎÖ-
ÚÇÐÐÞÇ ÃÇÊ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËâ. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ×ÑÐÑÄÑÅÑ
ÄÓÂÜÇÐËâ ËÊ ÒÑÎÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (3) ÔÎÇÆÖÇÕ (ÒÓË ÕÑÌ ÉÇ
ÐÑÓÏËÓÑÄÍÇ) Rcr�k;T � � ÿ�1� k 2�2�1� ek 2�=k 2, ÅÆÇ e �
� n=m. ¥Îâ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÒÂÔÐÑÅÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÒÓË ËÊÑÕÓÑÒ-
ÐÑÏ ÑÃÏÇÐÇ e � 1 ÑÕÔáÆÂ ÒÑÎÖÚËÏ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ

²àÎÇâ [1, 2]: Rcr � ÿ27=4, kcr �
���
2
p

=2. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ (9) Ä ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÑÔÕÂÄ-
ÎâáÕ Rcr � ÿ4, kcr � 1, Õ.Ç. ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÚÇÏ Ä
ÒÑÎÕÑÓÂ ÓÂÊÂ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ, ÒÓË ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ ÑÃÏÇÐÇ
e5 1 ÒÑÎÖÚËÏ Rcr � ÿ4�1� 2e�, kcr � 1ÿ e Ë, ÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÕÑÚÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ.

5. ¶ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ. ªÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË

¥Îâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (6) ÏÑÉÐÑ ÒÞÕÂÕßÔâ ÔÕÓÑËÕß
ÓÇÛÇÐËâ ÑÕÆÇÎßÐÑ ÆÎâ ÄÎÂÉÐÑÌ �w > 0� Ë ÔÖØÑÌ �w < 0�
ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÔÛËÄÂâ ËØ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ. ´ÂÍÑÌ ÒÑÆØÑÆ ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ÅÓÑÏÑÊÆÍËÏ ÄÞÚËÔÎÇÐËâÏ. ¢ÑÎÇÇ à××ÇÍÕËÄÐÞÌ
ÒÑÆØÑÆ, ÔÑÔÕÑâÜËÌ ËÊ ÆÄÖØ àÕÂÒÑÄ, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐ Ä ÓÂÃÑ-
ÕÂØ [20 ë 23]. ¯Â ÒÇÓÄÑÏ àÕÂÒÇ ÔÕÓÑËÕÔâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ
ÊÂÆÂÚË Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÕÇÒÎÂ. ¥ÂÎÇÇ Ä ×ÑÓÏÖÎÖ
ÆÎâ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÖá ÔÑÃÑÌ
ÔÄÈÓÕÍÖ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÕÇÒÎÂ Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ ¤ÓËÐÂ, ÒÑÆÔÕÂÄ-
ÎâÇÕÔâ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËÑÐÐÞÌ ËÔÕÑÚÐËÍ ÕÇÒÎÂ Q Ä ×ÑÓÏÇ (6)
Ë ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË.
¡ÐÂÎËÊ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÍÂÍ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ, ÕÂÍ Ë ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÑÔÕÂ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÊÂÆÂÚË.

¥Îâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÖÆÑÃÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß
ÔËÔÕÇÏÖ (6) Ä ÄÇÍÕÑÓÐÑ-ÏÂÕÓËÚÐÑÌ ×ÑÓÏÇ [26]:

qt � ADq� Bq � F ;

A �
ÿ1 0 1
0 ÿ1 0
0 0 ÿ1

 !
; B �

1 1 0
ÿT 1 0
R 0 1

 !
;

�10�

ÅÆÇ q � �w;o; y�tr, F � �0; 0;Q�tr (ÄÇÓØÐËÌ ËÐÆÇÍÔ ÊÆÇÔß
ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÕÓÂÐÔÒÑÐËÓÑÄÂÐËÇ). °ÕÞÔÍËÄÂâ àÍÔÒÑÐÇÐÙË-
ÂÎßÐÑ ÐÂÓÂÔÕÂáÜËÇ ÓÇÛÇÐËâ q � exp �kt� q�x; y�, F �
� exp �kt�F�x; y�, ÄÏÇÔÕÑ (10) ÒÑÎÖÚËÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

Dqÿ Cq � Aÿ1F ; C � ÿAÿ1�B� kI � ; �11�
ÅÆÇ I ì ÇÆËÐËÚÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ. ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ l2j
ÏÂÕÓËÙÞ C ÓÂÊÎËÚÐÞ:

l21; 2 � 1� k� R

2
�

����������������������������������������
R 2

4
� R�1� k� ÿ T

r
; l23 � 1� k ;

�12�
ÕÂÍ ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÏÂÕÓËÙÂ U, ÒÓËÄÑÆâÜÂâ C Í ÆËÂÅÑ-
ÐÂÎßÐÑÏÖ ÄËÆÖ. ±ÑÎÂÅÂâ Ä (11) q � Ur, ÒÑÔÎÇ ÖÏÐÑÉÇÐËâ
ÐÂ Uÿ1 ÒÑÎÖÚËÏ ÔËÔÕÇÏÖ ËÊ ÕÓÈØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ
Dsj ÿ l2j sj � ~Fj, ÅÆÇ ÒÓÂÄÞÇ ÚÂÔÕË ~Fj ÎËÐÇÌÐÑ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ
ÚÇÓÇÊ ËÔÕÑÚÐËÍ ÕÇÒÎÂ Q. ²ÇÛÇÐËâ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÔÄÈÓÕÍË ~Fj Ô ËÊÄÇÔÕÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË
¤ÓËÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ. °ÔÖÜÇÔÕÄÎââ ÑÃÓÂÕÐÑÇ
ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ, ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ËÊ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕw,o,
y ÄÇÍÕÑÓÂ q ÒÑÎÖÚËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÔÑÃÑÌ
ÔÄÈÓÕÍË ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÕÇÒÎÂ Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ×ÖÐÍ-
ÙËâÏË ¤ÓËÐÂ, âÄÎâáÜËÏËÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏË ÍÑÏÃËÐÂÙËâÏË
×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ
ËÔÕÑÚÐËÍÂ Q � RmwH�w� Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ w ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ËÔÍÑÏÑÏÖ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ
ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË. ¦ÔÎË w ÊÂÄËÔËÕ
ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x (ÒÎÑÔÍÂâ ÅÇÑÏÇÕÓËâ ÊÂÆÂÚË),

1

2

20ÿ2ÿ4

ÿ4

ÿ8

4

R

4 T 1=2

²ËÔ. 1. 1 ì ÍÓËÄÂâ R � R1�0;T �, ÓÂÊÆÇÎâáÜÂâ ÑÃÎÂÔÕË Ô ÓÂÊÎËÚÐÑÌ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ. 2 ì ÍÓËÄÂâ
R � Rcr�T � ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ

����
T
p � Eÿ1;R; ÑÃÎÂÔÕß ÐÇÖÔÕÑÌ-

ÚËÄÑÔÕË ÔÖØÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË ²àÎÇâ ÎÇÉËÕ ÐËÉÇ ÍÓËÄÑÌ.

500 ¢.Á. º®¦²ª¯, ®.£. ¬¡¡º¯ª¬ [µ¶¯ 2013



ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

w�x� � Rm

�
w>0

G�xÿ x 0�w�x 0� dx 0 ; �13�

G�x� � 1

l21 ÿ l22

�
l1 exp

ÿÿl1jxj�ÿ l2 exp
ÿÿl2jxj�� : �14�

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

w�x; y� � Rm

��
w>0

G�xÿ x 0; yÿ y 0�w�x 0; y 0� dx 0 dy 0 ; �15�

G�x; y� � 1

2p�l21 ÿ l22�
ÿ
l21K0�l1r� ÿ l22K0�l2r�

�
; �16�

r �
����������������
x 2 � y 2

p
;

ÅÆÇ K0�r� ì ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ®ÂÍÆÑÐÂÎßÆÂ.
±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (13), (15)
ÄÇÆÈÕÔâ ÒÑ ÑÃÎÂÔÕâÏw > 0, ÍÑÕÑÓÞÇ ÊÂÓÂÐÇÇ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞ Ë
ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÞ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË.

°ÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÐÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
ÆÎâ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË (14), ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÚËÔÇÎ l21; 2. °ÃÑÊÐÂÚËÏ

R1;2�k;T � � �2
� �����������������������

1� k 2 � T
p

� �1� k�
�
:

ªÊ (12) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË R > R1�k;T � ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ l21; 2 ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞ, ÒÓË R < R2�k;T � ì ÑÕÓË-
ÙÂÕÇÎßÐÞ, ÒÓË R2 < R < R1 ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ ÔÑÒÓâÉÇÐÞ. £
ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ l21; 2 ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ
ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÂ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÕÇÒÎÂ G�0� �
� 1=�l1 � l2� > 0. ¯Â ÒÑÎÖÑÔË x > 0 ÑÐÂ ÑÆËÐ ÓÂÊ ÏÇÐâÇÕ
ÊÐÂÍ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÚÇÓÇÊ ÕÑÚÍÖ xG � �l1 ÿ l2�ÿ1 ln �l1=l2� Ë
ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÊÂÕÖØÂÇÕ. ¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÑ-
ÔÑÒÓâÉÈÐÐÞÏ l21; 2 ÑÕÄÇÚÂáÕ ÊÐÂÚÇÐËâ l1; 2 � x2 � ix1, ÅÆÇ
x2 � 0;5

���������������
Rÿ R2

p
, x1 � 0;5

���������������
R1 ÿ R
p

. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ
×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ

G�x� � d exp
ÿÿx2jxj� cos ÿx1jxj � w

�
;

d � �x 2
1 � x 2

2 �1=2=�4x1x2�, tan w � x2=x1, ÐÑÔËÕ ÑÔÙËÎÎË-
ÓÖáÜËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ì ËÏÇÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÕÑÚÇÍ
ÔÏÇÐÞ ÊÐÂÍÂ. ¬ÓËÄÂâ R � R1�0;T �, ÓÂÊÆÇÎâáÜÂâ ÑÃÎÂ-
ÔÕË Ô ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ, ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ
ÓËÔ. 1. ¬ÓËÄÂâ R � R2�0;T � ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ
ÍÓËÄÑÌ (9) ÆÎâ ÍÑÐÄÇÍÙËË ²àÎÇâ (ÍÓËÄÂâ 2 ÐÂ ÓËÔ. 1). ±ÓË
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Í àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ G�x� ! 1, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÞÌ ÒÇÓËÑÆ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ 2p=x1 ÔÕÓÇÏËÕÔâ
Í ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÒÇÓËÑÆÖ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÒÂÔÐÞØ ÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐËÌ ÔÖØÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË ²àÎÇâ (9), Â ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÇ
ÊÂÕÖØÂÐËÇ ËÔÚÇÊÂÇÕ. ±ÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÚËÔÎÂ ²àÎÇâ Í
ÅÓÂÐËÙÇ R � R1�0;T �, ÓÂÊÆÇÎâáÜÇÌ ÑÃÎÂÔÕË Ô ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ
ÒÇÓËÑÆ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, Ë ÒÇÓÇØÑÆ ÚÇÓÇÊ ÅÓÂÐËÙÖ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ.

±Ñ ÔÄÑÇÏÖ ×ËÊËÚÇÔÍÑÏÖ ÔÑÆÇÓÉÂÐËá ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
ÆÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ w, o, y ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÙËÓÍÖÎâÙËá, ÔÑÊÆÂ-
ÄÂÇÏÖá ÕÑÚÇÚÐÞÏ ÒÑ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÞÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ
ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÕÇÒÎÂ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ô ÄÑÔØÑÆâÜËÏË ÆÄËÉÇ-
ÐËâÏË ÔÄâÊÂÐÑ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËÑÐÐÑÇ ÕÇÒÎÑÄÞÆÇÎÇÐËÇ, ËÊ
×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÒÑÐâÕÐÑ, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÄÑ
ÄÎÂÉÐÑÌ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÇ ÆÑÎÉÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕ-

ÄÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÆÎâ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË. £ ÔÎÖÚÂÇ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÒÓË
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÏ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËÑÐÐÑÏ ÕÇÒÎÑÄÞÆÇÎÇÐËË
(ÊÐÂÚÇÐËË ÚËÔÎÂ Rm) ÐÂËÃÑÎßÛÖá ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÑÔÕÂ ÃÖÆÖÕ
ËÏÇÕß ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ. £
ÔÎÖÚÂÇ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÐÂËÃÑÎßÛÇÌ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá ÓÑÔÕÂ ÆÑÎÉÐÞ ÑÃÎÂÆÂÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÒÇÓËÑ-
ÆËÚÇÔÍËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÒÇÓËÑÆ ÍÑÕÑÓÞØ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÇÓËÑÆÑÏ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ.
¥ÂÎßÐÇÌÛÇÇ ËÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕ àÕË ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇ-
ÐËâ ÔÕÓÑÅËÏË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË.

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 6 ÒÑÔÕÓÑÇÐÞ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ Ë ÒÇÓËÑÆË-
ÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (13). ±ÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÓÇÛÇÐËÌ,
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ Ô ÒÇÓËÑÆÑÏ 2L�, ÄÏÇÔÕÑ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
(14) ÖÆÑÃÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá ¤ÓË-
ÐÂ

GL� �x� �
1

2�l21 ÿ l22�
�

�
�
l1 cosh

ÿ
l1
ÿ
L� ÿ jxj

��
sinh �l1L�� ÿ l2 cosh

ÿ
l2
ÿ
L� ÿ jxj

��
sinh �l2L��

�
: �17�

¥ÂÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÇÔÕß ÎËÐÇÌÐÂâ ÍÑÏÃËÐÂÙËâ ×ÖÐÍÙËÌ
¤ÓËÐÂ ÍÓÂÇÄÞØ ÊÂÆÂÚ Ô ÖÔÎÑÄËâÏË ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕË
s 00j ÿ l2j sj � ~Fj, sj�ÿL�� � sj�L��, s 0j �ÿL�� � s 0j �L��. ¶ÖÐÍ-
ÙËâ ¤ÓËÐÂ (14) ÇÔÕß ÒÓÇÆÇÎ (17) ÒÓË L� ! 1.

6. ¬ÑÐÄÇÍÕËÄÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÒÎÑÔÍËØ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ±ÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ
Ë ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ

6.1. ±ÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ
¢ÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ Ô ÒÇÓËÑÆÑÏ 2L� ÓÇÛÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (13) Ô âÆÓÑÏ (17) Ä ÍÎÂÔÔÇ ÚÈÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ,
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËØ ÖÔÎÑÄËâÏ ÊÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË:
w5 0, x 2 �0; x0�; w4 0, x 2 �x0;L��. ¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
w�x� ÄÑ ÄÎÂÉÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË x 2 �0; x0� ËÊ (13) ÒÑÎÖÚËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

w�x� � Rm

� x0

0

ÿ
GL� �xÿ x 0� � GL� �x� x 0��w�x 0� dx 0 �18�

Ô ÑÚÇÄËÆÐÞÏ ÍÓÂÇÄÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ w�x0� � 0. ±ÑÔÎÇ ÕÑÅÑ
ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ ÄÑ ÄÎÂÉÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÐÂÌÆÇÐÑ, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
w�x� Ä ÔÖØÑÌ ÑÃÎÂÔÕË x 2 �x0;L�� ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ Ä (18). °Õ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÓÇÆÅÑÎßÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18) ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÕÇÏ,
ÚÕÑ ÐÂ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔËÎßÐÑÇ
ÖÔÎÑÄËÇ ÊÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓ x0 (ÓÂÆËÖÔ
ÑÃÎÂÔÕË ÄÞÒÂÆÇÐËâ ÑÔÂÆÍÑÄ) ÒÑÆÎÇÉËÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá Ä
ØÑÆÇ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÓÇÛÇÐËâ.

£ ÑÃÎÂÔÕË x 2 �0; x0� ÔËÔÕÇÏÂ (6) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄÇÆÇÐÂ Í
ÑÆÐÑÏÖ ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÑÕ-
ÐÑÔËÕÇÎßÐÑw�x� ÚÇÕÄÈÓÕÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18) ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÍÎÂÔÔÖ ÚÈÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ,
ÃÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ (ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÇ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ
ÏÐÑÉËÕÇÎâ) Ä ×ÑÓÏÇ

w�x� � cos �p1x�
cos �p1x0� ÿ

cos �p2x�
cos �p2x0� ; 0 < x < x0 ; �19�

Ô ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÏË ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË
p1, p2. ¬ÓÂÇÄÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓË àÕÑÏ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÇÕÔâ. ±ÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ (19) Ä (18) Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË
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ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑâÄâÕÔâ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÇ
cos �pjx�, cosh �ljx�. ±ÓËÓÂÄÐËÄÂâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÒÓË
cos �pjx� Ä ÎÇÄÑÌ Ë ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕâØ, ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ pj:

p 4
j � �l21 � l22 ÿ Rm� p 2

j � l21l
2
2 � 0 ; j � 1; 2 :

±ÑÎÂÅÂâ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË p2 > p1, ÑÕÔáÆÂ ÐÂÌÆÈÏ

p1;2 � 0;5
�������
Rm

p ÿ �����������
1ÿ l
p

�
�������������
1ÿ l0

p �
;

l � �l1 ÿ l2�2
Rm

; l0 � �l1 � l2�2
Rm

; �20�

l1; 2 � 0;5
�������
Rm

p ÿ �����
l0

p
�

���
l
p �

:

¯Â ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ l0, l, ËÅÓÂáÜËØ ÄÂÉÐÖá
ÓÑÎß Ä ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË, ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏ
ÊÐÂÚÇÐËâÏ p2 > p1 ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÑÃÎÂÔÕß l4l0 4 1. £ ÑÃÎÂ-
ÔÕË 04l4l0 4 1 ÊÐÂÚÇÐËâ l1; 2 ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞ, Ä ÑÃÎÂ-
ÔÕË 04l0 4 1, l < 0ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ ÔÑÒÓâÉÇÐÞ.

±ÓËÓÂÄÐËÄÂâ ÐÖÎá ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÒÓË cosh �ljx� Ä (18),
ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

p2 tan �p2x0�ÿ lj tanh �ljL�
p 2
2 � l2j

ÿ p1 tan �p1x0�ÿ lj tanh �ljL�
p 2
1 � l2j

� 0 ;

j � 1; 2 ;

ÅÆÇ L � L� ÿ x0. ¿ÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÖÆÑÃÐÑ ÓÂÊÓÇÛËÕß ÑÕÐÑ-
ÔËÕÇÎßÐÑ tan �p1; 2x0�:
tan �p1x0�� 0;5�B1ÿ B2�; tan �p2x0�� ÿ0;5�B1� B2� : �21�

µÚËÕÞÄÂâ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (20), ÒÓË l5 0 ÆÎâ
B1; 2 ËÏÇÇÏ

B1�
���������������
lÿ10 ÿ 1

q �
tanh

ÿÿ ���
l
p
�

�����
l0

p �
Z
�� tanh

ÿÿ �����
l0

p
ÿ

���
l
p �

Z
��
;

B2�
���������������
lÿ1ÿ 1

p �
tanh

ÿÿ ���
l
p
�

�����
l0

p �
Z
�ÿ tanh

ÿÿ �����
l0

p
ÿ

���
l
p �

Z
��
;

Z � 0;5
�������
Rm

p
L : �22�

±ÓË l < 0, ÒÇÓÇØÑÆâ ÑÕ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ Í
ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ, ÒÑÎÖÚËÏ

B1 � Dÿ1
����������������
lÿ10 ÿ 1

q
sinh

ÿ
2
�����
l0

p
Z
�
;

B2 � Dÿ1
������������������
1� jljÿ1

q
sin
ÿ
2
�����
jlj

p
Z
�
; �23�

D � cos2
ÿ �����
jlj

p
Z
�� sinh2

ÿ �����
l0

p
Z
�
:

¥ÂÎßÐÇÌÛËÌ ÂÐÂÎËÊ ×ÂÍÕËÚÇÔÍË ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÐÂØÑÉÆÇÐËá
ÖÔÎÑÄËÌ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (21) Ë ÒÓÑÄÇÓÍÇ ÄÞÒÑÎ-
ÐÇÐËâ ÖÔÎÑÄËâ ÊÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ÆÎâ ÓÇÛÇÐËÌ. ¬ÂÍ
ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÂÐÂÎËÊ, ÒÓË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ p1, p2
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (21) ÊÂÄÇÆÑÏÑ ÐÇÔÑÄÏÇÔÕÐÞ (àÕËÏ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
ÏÑÕËÄËÓÑÄÂÐ ÄÞÃÑÓ ×ÑÓÏÞ ÓÇÛÇÐËâ (19)).

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (21) ÔÎÇÆÖáÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

p1x0 � arctan
ÿ
0;5�B1 ÿ B2�

�� pn ; �24�
p2x0 � ÿ arctan

ÿ
0;5�B1 � B2�

�� pm ;

ÅÆÇ n, m ÏÑÅÖÕ ÒÓËÐËÏÂÕß ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÇ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐ-
ÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ B1 > 0 Ë p2 > p1, ÊÂÄÇÆÑÏÑ
ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß m > n. ¢ÖÆÇÏ ÆÂÎÇÇ ÐÂÊÞÄÂÕß ÓÇÛÇÐËâ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ n, m, ÏÑÆÂÏË.

µÚËÕÞÄÂâ (20) Ë ÔÍÎÂÆÞÄÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (24), ÒÑÎÖÚËÏ

x0 � 1���������������������
Rm�1ÿ l�p �

�n�m�p� arctan
ÿ
0;5�B1 ÿ B2�

�ÿ
ÿ arctan

ÿ
0;5�B1 � B2�

��
: �25�

ªÔÍÎáÚÇÐËÇ ËÊ (24) ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ x0 ÆÂÈÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

F�l0; l;Z� � pmÿ arctan
ÿ
0;5�B1 � B2�

�ÿ
ÿ

�����������
1ÿ l
p � �������������

1ÿ l0
p�����������

1ÿ l
p ÿ �������������

1ÿ l0
p

�
pn� arctan

ÿ
0;5�B1 ÿ B2�

�� � 0 ;

�26�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß, ÔÄâ-
ÊÞÄÂáÜÖá ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ l0, l, Z Ë ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÜÖá
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞØ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ
ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18). ¥Îâ ÍÂÉÆÑÌ ÏÑÆÞ ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ l0, l ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß (26) ÊÂÆÂÈÕ
ÑÆÐÑÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ (Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ Z) ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÍÓË-
ÄÞØ l � f �l0;Z�, Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÓÇÛÇÐËÇ. ±ÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ Z ÍÓËÄÂâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÒÇÓËÑ-
ÆËÚÇÔÍÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá Ô L � 2Z=

�������
Rm

p
Ë ÊÐÂÚÇÐËÇÏ x0,

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (25).

6.2. ÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ
ÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÂÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÇÔÎË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (18) ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÖá
×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ GL� ÊÂÏÇÐËÕß ÐÂ ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ G ÕÑ-
ÚÇÚÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÕÇÒÎÂ (14). ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÎÑÍÂÎË-
ÊÑÄÂÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÒÇÓËÑÆËÚÇ-
ÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ ÒÇÓËÑÆÑÏ, ÚÇÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ Z � 1. ±ÓË Z � 1 ËÊ (22), (23) ÒÑÎÖÚÂÇÏ
B1 � �lÿ10 ÿ 1�1=2, B2 � 0, Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ (21) ÔÄÑÆâÕÔâ Í
ÔÎÇÆÖáÜËÏ:

tan �p1x0� �
����������������
lÿ10 ÿ 1

q
; tan �p2x0� � ÿ

����������������
lÿ10 ÿ 1

q
:

°ÕÔáÆÂ ÄÏÇÔÕÑ (24) ë (26) ËÏÇÇÏ

p1x0 � arctan

����������������
lÿ10 ÿ 1

q
� pn ; �27�

p2x0 � ÿ arctan

����������������
lÿ10 ÿ 1

q
� pm ;

x0 � p�n�m����������������������
Rm�1ÿ l�p ; �28�

l � f �l0� � 1ÿ �1ÿ l0��

�
�
mÿ n

m� n
ÿ 2

p�m� n� arcsin
�������������
1ÿ l0

p �ÿ2
: �29�

©ÂÄËÔËÏÑÔÕß (29) ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÎÑÍÂÎËÊÑ-
ÄÂÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18). ±ÓË àÕÑÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ n,
m ÄÞÃËÓÂáÕÔâ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÄÞÒÑÎÐâÎÑÔß ÖÔÎÑÄËÇ ÊÐÂÍÑ-
ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË.

6.3. °ÃÎÂÔÕË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÏÑÆ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË k0, k
±ÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÕÂÍËØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÒÑÊÄÑÎËÕ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ
ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÑÃÎÂÔÕß ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ËÔØÑÆ-
ÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÊÂÆÂÚË. ¥ÇÕÂÎßÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÒÑÄÇÆÇÐËâ
ÍÓËÄÞØ l � f �l0;Z� ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÏÑÆ ÄÞÒÑÎÐÇÐ Ä
ÓÂÃÑÕÂØ [20 ë 23]. ¥Îâ ÍÂÉÆÑÌ ÏÑÆÞ Ä ÑÃÎÂÔÕË
04l4l0 4 1, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÌ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ
l1; 2, ÍÓËÄÞÇ l � f �l0;Z� ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ Z ÐÇ ÒÇÓÇÔÇ-
ÍÂáÕÔâ Ë ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ÎÇÄÇÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ
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l � f �l0� ÆÎâ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÏÑÆÞ Z � 1. ¥Îâ ÏÑÆÞ
n � 0, m � 1 àÕË ÍÓËÄÞÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 2. ±ÑÒÂÆÂâ Ä
ÑÃÎÂÔÕß l < 0, ÑÕÄÇÚÂáÜÖá ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ-ÔÑÒÓâÉÈÐÐÞÏ
ÊÐÂÚÇÐËâÏ l1; 2, ÍÓËÄÞÇ l � f �l0;Z�, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ Z, ÐÂÚËÐÂáÕ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÑ ÒÇÓÇ-
ÔÇÍÂÕßÔâ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ. ±ÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË Z
ÍÓËÄÂâ l � f �l0;Z� ÑÃÄËÄÂÇÕÔâ ÄÑÍÓÖÅ ÍÓËÄÑÌ l � f �l0�,
ÍÂÍ àÕÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 3 ÆÎâ ÏÑÆÞ n � 0, m � 1.
¯ÂÊÑÄÈÏ ÖÚÂÔÕÍË ÍÓËÄÑÌ l � f �l0;Z�, ÎÇÉÂÜËÇ ÒÓÂÄÇÇ
ÍÓËÄÑÌ l � f �l0�, ÅÓÇÃÐâÏË, ÎÇÄÇÇ ì ÎÑÉÃËÐÂÏË. ±ÓÑ-
ÐÖÏÇÓÖÇÏ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ÍÓËÄÑÌ ÅÓÇÃÐË Ë ÎÑÉÃËÐÞ ÒÑÆÓâÆ
ÔÄÇÓØÖ ÄÐËÊ. ¤ÓÇÃÐË Ë ÎÑÉÃËÐÞ Ô ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ
ÐÑÏÇÓÑÏ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÑÆÐÑÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ
Z ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ. ¯ÂÌÆÈÏ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË l0, l ÑÅËÃÂáÜËÇ

ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÔÇÏÇÌÔÕÄ. µÓÂÄÐÇÐËâ ÑÅËÃÂáÜËØ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ
ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ Z ËÊ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
F�l0; l;Z� � 0, FZ�l0; l;Z� � 0. ªÔÒÑÎßÊÖâ (26), (23),
ÎÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ FZ�l0; l;Z� � 0 ÒÓË

Z � p j

2
�����jljp ; j � 1; 2; . . . �30�

ªÊ (23) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÐÂ ÑÅËÃÂáÜËØ B2 � 0. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ
ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ Z Ä (23), (26) ÆÂÈÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÑÅËÃÂáÜËØ:

arctan

� ����������������
lÿ10 ÿ 1

q
tanh �ÿ1�

j

�
j p

�����
l0
p

2
�����jljp ��

�

� p
2

 
�mÿ n� ÿ �n�m�

���������������
1ÿ l0
1� jlj

s !
: �31�

¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÑÅËÃÂáÜËÇ âÄÎâáÕÔâ ÅÎÂÆÍËÏ
ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇÏ ÍÓËÄÞØ l � f �l0� ÆÎâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ
ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÏÑÆ Ä ÑÃÎÂÔÕß l < 0. £ (30), (31) j � 1
ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÒÇÓÄÞØ ÅÓÇÃÐÇÌ, j � 2 ì Í
ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÄÕÑÓÞØ ÎÑÉÃËÐ Ë Õ.Æ. ¥Îâ ÍÂÉÆÑÌ ÏÑÆÞ
ÒÓÂÄÇÇ ÄÔÇØ ÑÔÕÂÎßÐÞØ ÑÅËÃÂáÜËØ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË l0, l
ÎÇÉËÕ ÑÅËÃÂáÜÂâ ÒÇÓÄÞØ ÅÓÇÃÐÇÌ j � 1. ¥Îâ ÏÑÆÞ n � 0,
m � 1 ÑÐÂ ËÏÇÇÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ

l0 � 1

2
; l! ÿ1 : �32�

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 4 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÑÅËÃÂáÜÂâ BD ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ
ÒÇÓÄÞØ ÅÓÇÃÐÇÌ � j � 1� Ë ÑÅËÃÂáÜÂâ BE ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ
ÄÕÑÓÞØ ÎÑÉÃËÐ ( j � 2, ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ), Â ÕÂÍÉÇ ÆÎâ
ËÎÎáÔÕÓÂÙËË ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÍÓËÄÞØ l � f �l0;Z�
ÆÎâÏÑÆÞ n � 0,m � 1. ¬ÓËÄÂâABìÍÓËÄÂâ l � f �l0� ÆÎâ
àÕÑÌ ÏÑÆÞ Ä ÑÃÎÂÔÕË l > 0. ºÕÓËØÑÄÞÇ ÍÓËÄÞÇ PM ì
ÑÅËÃÂáÜÂâ ÒÇÓÄÞØ ÅÓÇÃÐÇÌ � j � 1�, PH ì ÑÅËÃÂáÜÂâ

0 0,2

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

0,4 0,6 l0

l

l � l0

0,646 0,8 1,0

Z � 1,3
1,5

1,7

2,0

2,5

3,0

5,0

10

50

A

B

1

²ËÔ. 2.¬ÓËÄÞÇ l � f �l0;Z� ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØZ Ä ÑÃÎÂÔÕË 04l4l0 4 1

ÆÎâ ÏÑÆÞ n � 0, m � 1. AB ì ÍÓËÄÂâ l � f �l0� ÆÎâ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÌ
ÏÑÆÞ n � 0, m � 1.

l � l0

l0

l

0,646 1,0

A

C

B
1

0

ÿ1

ÿ5

ÿ10

²ËÔ. 3.¬ÓËÄÂâ l � f �l0;Z� ÒÓËZ � 1;5 ÆÎâÏÑÆÞ n � 0,m � 1 (ÉËÓÐÂâ
ÔÒÎÑÛÐÂâ ÎËÐËâ), ABC ì ÍÓËÄÂâ l � f �l0� ÆÎâ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÌ
ÏÑÆÞ n � 0, m � 1.

A

B

DK

E

M

H

l

l0

1

0
P

2 5

Z �
1,0

Z �
1,3

ÿ1

ÿ2

ÿ3

ÿ4

ÿ5

Z �
0,8

0,1 0,5 1,0

²ËÔ. 4. °ÃÎÂÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÓÇÛÇÐËÌ ÊÂÆÂÚË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË l0; l.
¤ÓÂÐËÙÂ ÑÃÎÂÔÕË ABDì ÍÓËÄÂâ l � c�l0�.
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ÄÕÑÓÞØ ÎÑÉÃËÐ � j � 2�, AP ì ÍÓËÄÂâ l � f �l0� ÆÎâ ÏÑÆÞ
n � 0, m � 2 Ä ÑÃÎÂÔÕË l > 0.

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (30) ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÕÑÚÍÇ l Ô ÑÅËÃÂá-
ÜÇÌ ÔÑÒÓËÍÂÔÂÇÕÔâ ÍÓËÄÂâ l � f �l0;Z�, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÂ-
ÓÂÏÇÕÓ Z ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (30). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ l ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ,
ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ

L � j p������������
Rmjlj

p ;
x0
L
� n�m

j

������������������
1� jljÿ1

q ; x0 � �n�m�p������������������������
Rm

ÿ
1� jlj�q :

�33�

6.4. ©ÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕß
Ë ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÏÑÆ
µÔÕÂÐÑÄËÏ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ Ë ÓÇÛÇ-
ÐËÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÑÅËÃÂáÜËÏ, ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÏÑÆ.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ B2 � 0, ËÊ (24), (27) ÔÎÇÆÖÇÕ cos �p2x0� �
��ÿ1�mÿn cos �p1x0�. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÑÃÎÂÔÕË x2�0; x0�
Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ w�x� �
� �ÿ1�n�cos �p1x� � �ÿ1�mÿn�1 cos �p2x��. ªÔÒÑÎßÊÖâ àÕÑ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ë ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (24), (27), ÎÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ
ÖÔÎÑÄËÇ ÊÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ÄÑ ÄÎÂÉÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË w5 0,
x 2 �0; x0� ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÏÑÆ n � 0, m � 1 Ë
n � 0, m � 2. ²ÇÛÇÐËâ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ àÕËÏ ÆÄÖÏ ÔÎÖÚÂâÏ,
ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÒÇÓÄÑÌ Ë ÄÕÑÓÑÌ ÏÑÆÂÏË. ÑÍÂÎËÊÑÄÂÐ-
ÐÞÇ ÒÇÓÄÂâ Ë ÄÕÑÓÂâ ÏÑÆÞ ÊÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ä ÔÖØÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË x0 < x <1 ÒÓË l5 0 ÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ
ÍÓËÄÞØ l � f �l0� Ë ÐÇÊÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÒÓË l < 0. ¿ÕÑ
ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ G ÒÓË l < 0 âÄÎâÇÕÔâ
ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ. ±ÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÄÂâ Ë ÄÕÑÓÂâ ÏÑÆÞ
ÊÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ä ÔÖØÑÌ ÑÃÎÂÔÕË x0 4 x4L� ÕÑÎßÍÑ ÐÂ
ÑÅËÃÂáÜËØ ÒÇÓÄÞØ ÅÓÇÃÐÇÌ � j � 1� Ë ÄÕÑÓÞØ ÎÑÉÃËÐ
� j � 2� àÕËØ ÏÑÆ. ¥Îâ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÏÑÆ ÐÂ ÍÓËÄÞØ
l � f �l0;Z�, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇ-
ÐËá Z, ÓÇÛÇÐËÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÊÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÏ (Ä
ÔÖØÑÌ ÑÃÎÂÔÕË) ÔÓÂÊÖ ÒÑÔÎÇ ÔÑÒÓËÍÑÔÐÑÄÇÐËâ ÍÓËÄÑÌ Ô
ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÄÕÑÓÞØ ÎÑÉÃËÐ. ¥Îâ ÏÑÆ n > 0 w�x� ÐÇ
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá ÊÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ÐÇ ÕÑÎßÍÑ
ÐÂ ÑÅËÃÂáÜËØ, ÐÑ Ë ÄÔáÆÖ ÐÂ ÍÓËÄÞØ l � f �l0;Z�.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÃÎÂÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÓÇÛÇÐËÌ ÊÂ-
ÆÂÚË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÑÃÎÂÔÕßá ÆÎâ ÒÇÓÄÑÌ
ÏÑÆÞ. ¯Â ÒÎÑÔÍÑÔÕË l0; l ÅÓÂÐËÙÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂ-
ÐËâ ÓÇÛÇÐËÌ ÊÂÆÂÚË âÄÎâÇÕÔâ ÍÓËÄÂâ AD ÐÂ ÓËÔ. 4. °ÐÂ
ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÆÄÖØ ÅÎÂÆÍÑ ÔÑÒÓâÉÈÐÐÞØ Ä ÕÑÚÍÇ l � 0
ÍÓËÄÞØ ì ÍÓËÄÑÌ l � f �l0� (29) ÆÎâ ÒÇÓÄÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐ-
ÐÑÌ ÏÑÆÞ n � 0, m � 1 Ä ÑÃÎÂÔÕË l5 0 Ë ÑÅËÃÂáÜÇÌ (31)
ÒÇÓÄÞØ ÅÓÇÃÐÇÌ j � 1 àÕÑÌ ÏÑÆÞ Ä ÑÃÎÂÔÕË l < 0. ¬ÓËÄÖá
AD ÆÂÎÇÇ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ l � c�l0�. £ ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ
ÍÓËÄÑÌ l � c�l0� ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÍÂÍ ÎÑÍÂ-
ÎËÊÑÄÂÐÐÞØ, ÕÂÍ Ë ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ ÄÑ ÄÎÂÉÐÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (19), ÍÑÕÑÓÑÇ ÖÆÑÃÐÑ
ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

w�x�� cos

�
p
2

x

x0

�
cos

�
p
2

��������������
1ÿ l0
1ÿ l

r
x

x0

�
; 04 x4 x0 : �34�

£ ÔÖØÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÆÎâ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÒÑÔÎÇ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Ä (18) ËÏÇÇÏ

w�x� � ÿ
��������������������������������
�1ÿ l��1ÿ l0�
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r
sinh
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������������
l
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xÿ x0
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�
�

� exp

�
ÿ p
2

������������
l0

1ÿ l

r
xÿ x0
x0

�
; x > x0 : �35�

¥Îâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÑÅËÃÂ-
áÜÇÌ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
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£ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâØ (34) ë (36) ÄÇÎËÚËÐÞ x0 Ë L ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ
ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË (28) Ë (33), Â l Ë l0 ÔÄâÊÂÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
l � c�l0�. ±ÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÚÇÓÇÊ ÕÑÚÍÖ l � 0 ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÓÇÛÇÐËâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÅÓÂÐËÙÇ
l � c�l0�, ÏÇÐâÇÕÔâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ¤ÓÂÐËÙÂ
ÑÃÎÂÔÕË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÄÕÑÓÑÌ ÏÑÆÞ n � 0, m � 2
ÖÔÕÓÑÇÐÂ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ Ë ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÂ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË l0; l
ÎÇÄÇÇ ÍÓËÄÑÌ l � c�l0�. ¦ÜÈ ÎÇÄÇÇ ÎÇÉÂÕ ÑÃÎÂÔÕË ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÑÄÂÐËâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÊÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÏÑÆ n � 0,
m > 2 (ÆÎâ ÐËØ ÊÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ
ÓÇÛÇÐËÌ Ë ÊÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖ-
áÜËØ ÑÅËÃÂáÜËÏ, ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ).

±Ñ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏw�x� ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÐÂØÑ-
ÆâÕÔâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕË u, v, ÒÓËÚÈÏ ÄËØÓÇÄÂâ ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÂ v Ä ÆÂÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ËÊ-ÊÂ ÆÇÌÔÕÄËâ ÔËÎÞ
¬ÑÓËÑÎËÔÂ. ¤ÓÂ×ËÍË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ w�x� ÆÎâ ÒÇÓÄÑÌ Ë
ÄÕÑÓÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÏÑÆ ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 5. ³ØÇÏÂ-
ÕËÚÇÔÍÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÎËÐËÌ ÕÑÍÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x; z, ÑÕÄÇÚÂ-
áÜÂâ ÒÇÓÄÑÌ ÏÑÆÇ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 6. ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ
ÏÑÆÞ ÑÒËÔÞÄÂáÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÜËÇ ÔÑ ÄÓÇÏÇ-
ÐÇÏ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞÇ ÄÂÎÞ. ³ÕÓÖÍÕÖÓÂ ÙËÓ-
ÍÖÎâÙËË Ä ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞØ ÄÂÎÂØ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓËÕÑÍÖ
ÄÑÊÆÖØÂ Í ÑÔË ÔËÏÏÇÕÓËË Ä ÐËÉÐÇÌ ÒÑÎÑÄËÐÇ ÔÎÑâ Ë ÑÕ-
ÕÑÍÖ Ä ÄÇÓØÐÇÌ. £ÃÎËÊË ÑÔË ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÑÆÝÈÏ, ÔÑÒÓÑ-
ÄÑÉÆÂáÜËÌÔâ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËÇÌ Ë ÄÞÒÂÆÇÐËÇÏ ÑÔÂÆÍÑÄ. £
ÐËÉÐÇÌ ÒÑÎÑÄËÐÇ ÔÎÑâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÙËÍÎÑÐËÚÇÔÍÂâ ÙËÓ-
ÍÖÎâÙËâ, Ä ÄÇÓØÐÇÌ ì ÂÐÕËÙËÍÎÑÐËÚÇÔÍÂâ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 7 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÒÓÑ×ËÎË w�x�, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÇ ÑÅËÃÂáÜËÏ ÒÇÓÄÞØ ÅÓÇÃÐÇÌ Ë ÄÕÑÓÞØ ÎÑÉÃËÐ
ÆÎâ ÏÑÆ n � 0, m � 1 (Â) Ë n � 0, m � 2 (Ã). ²ÇÛÇÐËÇ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÚÂÔÕÍÖ ÅÓÂÐËÙÞ BD ÐÂ ÓËÔ. 4, ÑÒËÔÞ-

xx0ÿx0

w

0

2
1

²ËÔ. 5. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
w�x� ÆÎâ ÒÇÓÄÑÌ (1) Ë ÄÕÑÓÑÌ (2) ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÏÑÆ.

h

x0 xÿx0 0

�

ÿ

ÿ

�

²ËÔ. 6. ³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÎËÐËÌ ÕÑÍÂ ÒÇÓÄÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÌ
ÏÑÆÞ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x; z. ©ÐÂÍ "�" ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÇ ÔÍÑÓÑÔÕË
v, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÌ ÑÕ ÚËÕÂÕÇÎâ, ÊÐÂÍ "ÿ" ì Í ÚËÕÂÕÇÎá.
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ÄÂÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÌ ÂÐÔÂÏÃÎß ÑÃÎÂÚ-
ÐÞØ ÄÂÎÑÄ (ÅÓâÆ) Ô ÓÂÔÔÕÑâÐËÇÏ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË 2L �
� 2p=

������������
Rmjlj

p
(ÓËÔ. 8). ¬ÂÉÆÞÌ ÑÕÆÇÎßÐÞÌ ÑÃÎÂÚÐÞÌ ÄÂÎ

ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÆÄÖØ ÙËÓÍÖÎâÙËÑÐÐÞØ âÚÇÇÍ (ÒÓÂÄÑÌ Ë ÎÇÄÑÌ),
ÒÓËÚÈÏ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÍÂÉÆÑÌ âÚÇÌÍË x0=L � �1� jljÿ1�ÿ1=2.
±ÓË l! 0 ÑÕÐÑÛÇÐËÇ x0=L! 0, Õ.Ç. ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ âÓÍÑ
ÄÞÓÂÉÇÐÐÂâ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÂâ ÂÔËÏÏÇÕÓËâ Ä ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËË ÓÂÊÏÇÓÑÄ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÄÑÔØÑÆâÜËØ Ë ÐËÔØÑÆâÜËØ ÆÄËÉÇ-
ÐËÌ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÑÎÐÞÌ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÏÂÔÔÞ Ä
ÒÓÇÆÇÎÂØ âÚÇÌÍË ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÔØÑÆâÜËØ
ÆÄËÉÇÐËÌ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÐËÔ-
ØÑÆâÜËØ. ±ÑÆÑÃÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÚÂÔÕÑ
ÐÂÊÞÄÂáÕ "ÒËÚÍÑÄÞÏË" ÔÕÓÖÍÕÖÓÂÏË.

6.5. ±ÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÑÃÎÂÔÕË ÄÎÂÉÐÑÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÑÌ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
°ÔÖÜÇÔÕÄËÏ ÒÇÓÇØÑÆ Ô ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ l0; l, ÐÂ
ÍÑÕÑÓÑÌ ÖÉÇ ÒÑÔÕÓÑÇÐÞ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË, ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕß
ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ËÔØÑÆÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ~Eÿ1 � Eÿ1=Rm,
~R � R=Rm. £ÞÓÂÉÂâ ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (12) Eÿ1 � ����

T
p

Ë R
ÚÇÓÇÊ l21, l

2
2 Ë ÐÑÓÏËÓÖâ ÐÂ Rm, ÒÑÎÖÚËÏ

~R � 0;5�l0 � l� ÿ s ; ~Eÿ1 � 0;25

��������������������������������
�l0 ÿ l�2 ÿ 4s 2

q
; �37�

ÅÆÇ ÆÂÎÇÇ s � 2�1� k�=Rm. ±ÓË ÊÂÆÂÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ~R,
~Eÿ1 ÐÂËÃÑÎßÛÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÑÔÕÂ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÓÇÛÇÐËâ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÍÓËÄÑÌ l � c�l0� ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË l0; l.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ~R, ~Eÿ1 Ë ×ËÍÔË-
ÓÑÄÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË l < 1 ÄÇÎËÚËÐÂ k ÓÂÔÕÈÕ Ô ÓÑÔÕÑÏ l0.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËÌ, ÑÃÎÂÆÂáÜËØ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÑÔÕÂ, ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ l0, l ÔÄâÊÂÐÞ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕßá l � c�l0�, ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (37) ÆÂáÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÇ (Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ l) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÍÓËÄÑÌ s � const ÐÂ

ÒÎÑÔÍÑÔÕË ~Eÿ1; ~R. ±ÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË s ÆÎâ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÕÂÍÑÌ ÍÓËÄÑÌ ÐÖÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÎËÛß
ÚÂÔÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË l � c�l0�, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÖá ÖÔÎÑ-
ÄËá ÿ1 < l4lmax�s�, ÅÆÇ lmax�s�ì ÍÑÓÇÐß ÖÓÂÄÐÇÐËâ

l0 ÿ l � 2s : �38�
±ÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ s5 0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÍÓË-
ÄÞÇ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ~Eÿ1; ~R ÊÂÒÑÎÐâáÕ ÑÃÎÂÔÕßO, ÒÓËÄÇÆÈÐ-
ÐÖá ÐÂ ÓËÔ. 9. ¯ÂÚÂÎÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ~Eÿ1 � 0, ~R � 0 ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ l � 0, s � s � � 0;5l�0, ÅÆÇ l�0 � 0;646 ì ÍÑÓÇÐß
ÖÓÂÄÐÇÐËâ f �l0� � 0. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÇÓÇÊ ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕ ÒÓÑØÑÆËÕ ÍÓËÄÂâ s � � 0;323. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÑÃÎÂÔÕßá
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, Õ.Ç. ÑÃÎÂÔÕßá ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÓÂÔÕÖÜËØ
ÓÇÛÇÐËÌ, âÄÎâÇÕÔâ ÚÂÔÕß ÑÃÎÂÔÕË O, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÂâ ÔÄÇÓØÖ
ÍÓËÄÑÌ s � 2=Rm �k � 0�. °ÃÎÂÔÕß ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔÑÄÒÂ-
ÆÂÇÕ Ô ÑÃÎÂÔÕßá O Ä ÒÓÇÆÇÎÇ Rm !1. ±ÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË Rm ÍÓËÄÞÇ s � const âÄÎâáÕÔâ ÍÓËÄÞÏË
ÓÂÄÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ ÐÂÓÂÔÕÂÐËâ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÐÇÖ-
ÔÕÑÌÚËÄÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ k � sRm=2ÿ 1.

ºÕÓËØÑÄÞÏË ÎËÐËâÏË ÐÂ ÓËÔ. 9 ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÍÓËÄÞÇ
l � const, ÖÓÂÄÐÇÐËâ àÕËØ ÍÓËÄÞØ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß Ä
âÄÐÑÏ ÄËÆÇ, ËÔÍÎáÚÂâ s ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (37). ¬ÓËÄÂâ
l � 0 ÒÓÑØÑÆËÕ ÚÇÓÇÊ ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÆÇÎËÕ ÑÃÎÂÔÕß
O ÐÂ ÆÄÇ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË. ¥Îâ ÕÑÚÍË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÍÓËÄÞØ
l � 0 Ë s � 0 ËÊ (37) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ~Eÿ1 � 0;25l�0 � 0;16, ~R �
� 0;5l�0 � 0;32. ±ÑÆÑÃÎÂÔÕß, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÊÐÂÚÇÐË-
âÏ 04l4 1, ÊÂÛÕÓËØÑÄÂÐÂ. °ÃÎÂÔÕß ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÔÑÆÇÓÉËÕ ÚÂÔÕß ÊÂÛÕÓËØÑÄÂÐÐÑÌ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË, ÇÔÎË ÄÞ-
ÒÑÎÐÇÐÑ ÖÔÎÑÄËÇ s4s � ËÎË Rm 5R �m � 2=s � � 6;19. £
ÊÂÛÕÓËØÑÄÂÐÐÑÌ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÐÂËÃÑÎßÛÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÑÔÕÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÒÇÓÄÂâ ÎÑÍÂÎËÊÑ-
ÄÂÐÐÂâ ÏÑÆÂ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÑÃÎÂÔÕß ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕË ÒÇÓÄÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÏÑÆÞ ÒÓË Rm � 1;2� 104

ÑÕÆÇÎßÐÑ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 10. £ÏÇÔÕÑ ÍÓËÄÞØ
s � const ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÍÓËÄÞÇ k � const. ±ÓË ×ËÍÔËÓÑ-

x=�2L��

w

1

Â

0ÿ1

Ã

x=�2L��

w

10ÿ1

²ËÔ. 7. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
w�x�, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÑÅËÃÂáÜËÏ ÒÇÓÄÞØ ÅÓÇÃÐÇÌ (ÔÒÎÑÛÐÞÇ
ÍÓËÄÞÇ) Ë ÄÕÑÓÞØ ÎÑÉÃËÐ (ÛÕÓËØÑÄÞÇ ÍÓËÄÞÇ) ÆÎâ ÒÇÓÄÑÌ (Â) Ë
ÄÕÑÓÑÌ (Ã) ÏÑÆ. µÚÂÔÕÍÖ BD ÍÓËÄÑÌ l � c�l0� ÐÂ ÓËÔ. 4 ÑÕÄÇÚÂÇÕ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ w�x�, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÇ ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÎËÐËÇÌ ÐÂ ÓËÔ. Â.

x0 x2L�L�0

�

ÿ

ÿ

�

h

ÿ

�

�

ÿ

²ËÔ. 8. ³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÎËÐËÌ ÕÑÍÂ ÒÇÓÄÑÌ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ
ÏÑÆÞ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÖÚÂÔÕÍÖ BD ÍÓËÄÑÌ l � c�l0� ÐÂ ÓËÔ. 4, Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË x; z. ©ÐÂÍ "�" ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕË v
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÑÕ ÚËÕÂÕÇÎâ, ÊÐÂÍ "ÿ" ì Í ÚËÕÂÕÇÎá.

l � ÿ3
s � 1,5

s � 1,0

s �
0,6

s ��
0,323

s �
0

l � ÿ2

l � ÿ1

l � 0

l � 1
~R

~Eÿ1
0

1 2

ÿ1

ÿ2

ÿ3

1

²ËÔ. 9. °ÃÎÂÔÕß O ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ~Eÿ1; ~R. °ÃÎÂÔÕß ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÑÅÓÂÐËÚÇÐÂ ÔÄÇÓØÖ ÍÓËÄÑÌ s � 2=Rm.
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ÄÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË Rm > R �m ÍÓËÄÞÇ l � const âÄÎâáÕÔâ
ÍÓËÄÞÏË, ÄÆÑÎß ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ
ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÏÑÆÞ ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË (28), (34), (35). £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÇ ËÊÏÇ-
ÐâÇÕÔâ ÓÂÆËÖÔ ÑÃÎÂÔÕË ÄÑÔØÑÆâÜËØ ÆÄËÉÇÐËÌ x0 �
� p=

���������������������
Rm�1ÿ l�p

ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÏÑÆÞ. £ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇ-
ÏÑÌ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ lmax�s� ÒÂÓÂÏÇÕÓ l ÒÓËÐËÏÂÇÕ Ä ÄÇÓØÐÇÌ ÕÑÚÍÇ S
ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ s �
� 2=Rm. ªÊ (38) ÒÓË Rm 4 1 ÒÑÎÖÚËÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ
lmax � 1ÿ �p=Rm�2=3. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË x0
ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ x0 min � p=

�������
Rm

p
ÐÂ ÍÓËÄÑÌ l � 0 ÆÑ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ x0 max �
� p 2=3=R

1=6
m Ä ÄÇÓØÐÇÌ ÕÑÚÍÇ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. ³Ñ-

ÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÖÏÐÑ-
ÉÇÐËÇÏ ÐÂ ÏÂÔÛÕÂÃ

��������
m=n

p
h=p. ªÐÍÓÇÏÇÐÕ ÐÂÓÂÔÕÂÐËâ

ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ kmax � Rm=R
�
m ÿ 1 Ä

ÕÑÚÍÇ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÂ-
ÚÂÎÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÓÂÊÏÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ tmin,
ÊÂ ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Ä e ÓÂÊ, ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ
ÖÏÐÑÉÇÐËÇÏ ÄÇÎËÚËÐÞ 1=kmax ÐÂ ÏÂÔÛÕÂÃ ÄÓÇÏÇÐË
h 2=�p2n�.

£ ÐËÉÐÇÌ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÍÑÕÑ-
ÓÂâ ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËâØ Rm < R �m � 6;19 ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÄÔÇÌ
ÑÃÎÂÔÕßá ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÐÂËÃÑÎßÛÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÑÔÕÂ
ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÂâ ÒÇÓÄÂâ ÏÑÆÂ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ
ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÒÇÓÄÞØ ÅÓÇÃÐÇÌ. ±ÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇ-
ÐËË Rm ÍÓËÄÞÇ l � const âÄÎâáÕÔâ ÍÓËÄÞÏË, ÄÆÑÎß
ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ
ÏÑÆÞ ÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË (33),
(34), (36). £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÔÕÂáÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÄÇÎËÚËÐÞ
x0 � p=

������������������������
Rm�1� jlj�

p
, L � p=

������������
Rmjlj

p
, x0=L. ±ÇÓÇØÑÆ ÑÕ

ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ Í ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÏ ÒÓË ÒÇÓÇÔÇÚÇ-
ÐËË ÍÓËÄÑÌ l � 0, âÄÎâáÜÇÌÔâ ÅÓÂÐËÙÇÌ ÏÇÉÆÖ ÒÑÆÑÃÎÂ-
ÔÕâÏË, ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ.

µÔÎÑÄËÇ Rm > R �m � 6;19 âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ Ë
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÆÑÃÎÂ-
ÔÕË ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÂËÃÑÎßÛÇÌ

ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÑÔÕÂ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËâ. ±ÓË Rm < R �m ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÕÑÎßÍÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ.

±ÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË Rm ÄÇÓØÐââ ÅÓÂÐËÙÂ
ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË (ÍÓËÄÂâ s � 2=Rm) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÚËÔÎÂ ²àÎÇâ ÑÕ ÚËÔÎÂ
´ÇÌÎÑÓÂ (¿ÍÏÂÐÂ) R � Rcr�T �. ¯ÂÌÆÈÏ ÒÓÇÆÇÎ àÕÑÌ ÊÂ-
ÄËÔËÏÑÔÕË ÒÓËRm ! 0. ¥Îâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÍÓËÄÑÌ s � 2=Rm

ÃÇÓÈÕÔâ ÖÚÂÔÕÑÍ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË l � c�l0�, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâá-
ÜËÌ ÖÔÎÑÄËá l4lmax. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÍÓËÄÂâ l � c�l0� ÒÓË
l! ÿ1 ËÏÇÇÕ ÂÔËÏÒÕÑÕÖ l0� 1=2 (32), ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (38)
ÒÑÎÖÚÂÇÏ lmax � 1=2ÿ 4=Rm. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÄÔÇÅÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÖÚÂÔÕÍÂ ÍÓËÄÑÌ l � c�l0� ËÏÇÇÏ
jlj4 1, l0 � 1=2. ªÔÍÎáÚÂâ l ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (37), ÒÑÔÎÇ
ÖÏÐÑÉÇÐËâ ÐÂ Rm ÒÑÎÖÚËÏ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß R � Rcr�T � (9)
ÆÎâ ÔÖØÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË ²àÎÇâ. °ÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ËÊ (37) ÐÂÌÆÈÏ
Rmjlj � 4

������������
T� 1
p

, ÑÕÍÖÆÂ L � p=�2�T� 1�1=4�. ±ÇÓÇØÑÆ Í
ÒÓÇÆÇÎÖ Ä ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÛÇÐËË (33), (34), (36) Ô
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ ÆÂÈÕ w � cos �ax�,
a � p=�2L� � �1� T �1=4, ÚÕÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÒÂÔ-
ÐÞÏ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇÏ ÏÑÆÇÎË ²àÎÇâ (9). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË
Rm ! 0 ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÄÎÂÉÐÑÌ
ÍÑÐÄÇÍÙËË Í ÔÖØÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË ²àÎÇâ. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕË R �
� Rcr�T � ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌRm ÒÑÍÂÊÂÐÞÐÂ ÓËÔ. 11.

±ÓËÄÇÆÈÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ
ÄÓÂÜÇÐËâ, ~Eÿ1 � 0, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÏ ÔÂÏÑÔÕÑâÕÇÎßÐÞÌ
ËÐÕÇÓÇÔ. ¿ÕÑÏÖ ÔÎÖÚÂá ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÇÓØÐââ ÕÑÚÍÂ
ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ËÊ (37) ËÏÇÇÏ
~Rmax � lmax. ³ ÖÚÈÕÑÏ ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍ lmax

ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÚËÔÎÂ ²àÎÇâ Rcr Ä
ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ×ÑÐÑÄÑÅÑ ÄÓÂÜÇÐËâ:

Rcr � ÿ4� Rm

2
; Rm 5 1;

�39�

Rcr � Rm

 
1ÿ

�
p
Rm

�2=3
!
; Rm 4 1 :

0,02 0,06 0,10 0,14

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2
0,2

0,4

1200

800

400

0,6

0,8

0

l � 0

k � 1600

k �
0

l � 0,1

~Eÿ1

~R
S

P

²ËÔ. 10.±ÑÆÑÃÎÂÔÕß ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÂËÃÑÎßÛÇÌ
ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÑÔÕÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÒÇÓÄÂâ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÂâ ÏÑÆÂ, ÒÓË Rm �
� 1;2� 104.

Rm � 1,0

Rm � 3,5

Rm � 6,19

Rm � 10

Rm � 20

10
Eÿ1

5
0

ÿ3

ÿ9

ÿ15

3

9

R

²ËÔ. 11. ¤ÓÂÐËÙÞ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÄÎÂÉÐÑÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË Eÿ1 � ����

T
p

;R ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ Rm. ºÕÓËØÑÄÂâ
ÎËÐËâ ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÍÓËÄÂâ ÆÎâ ÔÖØÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË ²àÎÇâ
�Rm � 0�. ©ÂÛÕÓËØÑÄÂÐÂ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕß ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓË
Rm � 20, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÂËÃÑÎßÛÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÑÔÕÂ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÎÑÍÂÎË-
ÊÑÄÂÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ.
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±ÓË Rm � R �m, ÑÚÇÄËÆÐÑ, Rcr � 0. ¿ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ, Â
ÕÂÍÉÇ ÄÕÑÓÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (39) ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä
ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÑÏ ÄËÆÇ:

gcr� ga ; Rm� R �m; �40�

gcr� gm� �gaÿ gm�
�

p
Rm

�2=3

; Rm4 1 :

±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖ-
ÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÊÐÂÚÇÐËÇ gcr ÄÔÇÅÆÂ ÎÇÉËÕ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
gm < gcr 4ga, ÍÑÕÑÓÞÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÔÎÑÄÐÑ ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÌ ÔÕÓÂÕË×ËÍÂÙËË. ¯ÇÌÕÓÂÎßÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÇ Rcr, âÄÎâáÕÔâ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÏË ÒÓË Rcr 5 0
�Rm 5R �m� Ë ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏË ÒÓË Rcr < 0. ¥Îâ ÐÇÌÕÓÂÎß-
ÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ËÊ (28), (33) ÔÎÇÆÖÇÕ x0 � p=

�������������������
Rm ÿ Rcr

p
,

L � p=
����������jRcrj

p
, ÅÆÇ ÄÕÑÓÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÑÕÐÑÔËÕÔâ ÕÑÎßÍÑ

Í ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏ ÓÇÛÇÐËâÏ. ¥Îâ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÐÇÌÕ-
ÓÂÎßÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ËÏÇÇÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ x0� p 2=3=R

1=6
m ,

Rm 4 1. ±ÓË Rm� R �m ËÏÇÇÏ x0 � p=
�������
R �m

p
. ¥Îâ ÒÇÓËÑÆË-

ÚÇÔÍËØ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË
x0 � �1ÿ Rm=16�p=2, L � �1� Rm=16�p=2, Rm 5 1. ¬ÂÍ
ÄËÆÐÑ, ÖÉÇ ÒÓË Rm 5 1 ÖÚÈÕ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ä ÏÑÆÇÎË
²àÎÇâ ÆÇ×ÑÓÏËÓÖÇÕ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÖá ÔÖØÖá ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÖá
âÚÇÌÍÖ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÑÃÎÂÔÕß ÐËÔØÑÆâÜËØ ÆÄËÉÇÐËÌ ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÛËÓÇ ÑÃÎÂÔÕË ÄÑÔØÑÆâÜËØ, Â ÓÂÊÏÇÓ âÚÇÌÍË
L� � x0 � L Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÖÔÕÓÑÇÐÂ ÑÃÎÂÔÕß ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕË ÄÕÑÓÑÌ ÏÑÆÞ. °ÐÂ ÎÇÉËÕ ÄÐÖÕÓË ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË ÒÇÓÄÑÌ ÏÑÆÞ Ë ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÇÌ ÒÑÆÑÃÐÂ. ¥Îâ
ÄÕÑÓÑÌ ÏÑÆÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ R �m � 8;75, ÑÐÂ
ÄÔÇÅÆÂ ÓÂÔÕÈÕ ÏÇÆÎÇÐÐÇÇ ÒÇÓÄÑÌ ÏÑÆÞ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÓÂÆËÖÔ L ÑÃÎÂÔÕË ÐËÔØÑÆâÜËØ ÆÄËÉÇ-
ÐËÌ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ ÒÇÓÄÑÌ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÞ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÐËÔØÑÆâÜËØ ÆÄËÉÇÐËÌ
ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ G: L � LG � p=

������������
Rmjlj

p
.

£ àÕÑÏ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ ÏÇØÂÐËÊÏ ÄÎËâÐËâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÐÂ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÖ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÒÇÓËÑÆË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ.

¬ÓÂÕÍÑ ÒÑÆÄÇÆÈÏ ËÕÑÅË ÓÂÊÆÇÎÂ. µÚÈÕ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÑÄ ÄÎÂÅË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÏ ÑÕÎËÚËâÏ
ÄÎÂÉÐÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË ÑÕ ÔÖØÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË ²àÎÇâ. ¯Â ÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÑÃÎÂÔÕß ÄÎÂÉÐÑÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÆÄÖØ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕÇÌ, Ä
ÑÆÐÑÌ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÐÂËÃÑÎßÛÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÑÔÕÂ ÑÃÎÂ-
ÆÂáÕ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞÇ ÄÂÎÞ, ÄÑ ÄÕÑÓÑÌ ì
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞØ
ÄÂÎÑÄ Ô ÖÊÍËÏË (ÔÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÐÐÞÏË) ÑÃÎÂÔÕâÏË ÄÑÔ-
ØÑÆâÜËØ ÆÄËÉÇÐËÌ.

7. ÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ (ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞÇ ÄËØÓË)

£ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÒÑÔÕÓÑÇÐÞ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÑÔÇÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (15) ì
ÂÐÂÎÑÅË ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞØ ÄÂÎÑÄ, ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐÐÞØ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÕ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞÇ ÄËØÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ
ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ, ÑÕ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÑÃÎÂÍÂ ÆÑ ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÂ ÕÓÑÒËÚÇÔÍËØ ÙËÍÎÑÐÑÄ.

¥Îâ ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ w � w�r�, ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâáÜËØ ÖÔÎÑÄËá ÊÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË w�r�5 0,
r 2 �0; r0�; w�r�4 0, r > r0, (15) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

w�r� � Rm

� r0

0

G�r; r�w�r�r dr ; �41�

G�r; r� � 1

l21 ÿ l22
�

� l21K0�l1r� I0�l1r� ÿ l22K0�l2r� I0�l2r� ; r < r ;

l21K0�l1r� I0�l1r� ÿ l22K0�l2r� I0�l2r� ; r > r ;

(

Ô ÑÚÇÄËÆÐÞÏ ÍÓÂÇÄÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ w�r0� � 0. ©ÆÇÔß In�r�,
Kn�r� ì ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ. °ÒÓÇÆÇ-
ÎÈÐÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (12) ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ l21; 2 ÆÂÎÇÇ
ÔÚËÕÂáÕÔâ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏË Ë ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏË.

²ÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (41) ËÜÖÕÔâ Ä ×ÑÓÏÇ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ
(19):

w�r� � J0�p1r�
J0�p1r0� ÿ

J0�p2r�
J0�p2r0� ; 0 < r < r0 ; �42�

ÅÆÇ Jn�r� ì ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ (42) Ä (41) Ë
ÒÓËÓÂÄÐËÄÂÐËÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÒÓË J0�pj r� Ä ÎÇÄÑÌ Ë
ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕâØ, ÍÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ (20)
ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ p2 > p1. ±ÓËÓÂÄÐËÄÂÐËÇ ÐÖÎá ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÑÄ ÒÓË I0�lj r� Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÆÂÈÕ ÆÄÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÔÎÇ ÒÓÑÔÕÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄËÕß Ä ÄËÆÇ

J1�pj r0�
J0�pj r0� � Aj

K1�l1r0�
K0�l1r0� ÿ Bj

K1�l2r0�
K0�l2r0� ; j � 1; 2 ; �43�

ÅÆÇ Aj� l2�p 2
j � l21�=pj�l21ÿ l22�, Bj� l1�p 2

j � l22�=pj�l21ÿ l22�.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ pj, lj ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐÞ ÚÇÓÇÊ l0, l Ô
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (20), ÖÓÂÄÐÇÐËâ (43) ÑÃÓÂ-
ÊÖáÕ ÔËÔÕÇÏÖ, ÔÄâÊÞÄÂáÜÖá ÕÓË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ l0, l, Z0 �
� 0;5Rmr0. ªÔÍÎáÚÇÐËÇ ËÊ (43) ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ Z0 ×ÑÓÏÂÎßÐÑ
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË l � f �l0�. ¬ÂÍ Ë ÆÎâ ÒÎÑÔÍËØ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÏÑÆ,
ÆÂÐÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÐÇÕÓË-
ÄËÂÎßÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ Ë ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÒÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË
ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË.

¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÖá ×ÑÓÏÖ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË l � f �l0�ÏÑÉ-
ÐÑ ÐÂÌÕË, ÒÑÎÂÅÂâ pjr0; ljr0 4 1. ±ÑÎßÊÖâÔß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍËÏË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏË ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ ¢ÇÔÔÇÎâ, ËÊ (43)
ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ tan �p1; 2r0 ÿ p=4� � ��lÿ10 ÿ 1�1=2, ÑÕ-
ÍÖÆÂ

p1r0 ÿ p
4
� arctan

����������������
lÿ10 ÿ 1

q
� pn ;

�44�
p2r0 ÿ p

4
� ÿ arctan

����������������
lÿ10 ÿ 1

q
� pm ;

ÅÆÇ n5 0, m > n. ³ÎÑÉÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (44) ÆÂÈÕ

r0 � p�n�m� 1=2����������������������
Rm�1ÿ l�p : �45�

ªÔÍÎáÚÇÐËÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (44) ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ r0 ÒÓËÄÑÆËÕ Í
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË

l � f �l0� � 1ÿ �1ÿ l0��

�
�

mÿ n

n�m� 1=2
ÿ 2

p�n�m� 1=2� arcsin
�������������
1ÿ l0

p �ÿ2
; �46�

ÍÑÕÑÓÂâ ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÓâÆ ÄÇÕÄÇÌ Ë ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕË (29) ÆÎâ ÒÎÑÔÍËØ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÏÑÆ.

´. 183, å 5] ¬°¯£¦¬´ª£¯¡Á ¯¦µ³´°«¹ª£°³´¾ ²¿¦Á £ ±²ª³µ´³´£ªª ¶¡©°£½· ±¦²¦·°¥°£ £¡¤ª 507



¥Îâ ÕÑÚÐÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÕÄÇÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË l �
� f �l0� Ä ÓÂÃÑÕÇ [22] ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÚËÔ-
ÎÇÐÐÞÌ ÂÎÅÑÓËÕÏ. °ÃÑÊÐÂÚËÄ x1 � p1r0, x2 � p2r0 Ë ÄÑÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËÔß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË (20), ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÔËÔ-
ÕÇÏÖ (43) Ä ÄËÆÇ

J1�xj� � Fj�xj; l0; l�J0�xj� ; j � 1; 2;
x1
x2
� p1�l0; l�

p2�l0; l� ; �47�

ÅÆÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ Fj ÔÓÂÊÖ ÔÎÇÆÖáÕ ËÊ (43). ±ÓË
ÊÂÆÂÐÐÞØ l0, l ÍÂÉÆÑÇ ËÊ ÒÇÓÄÞØ ÆÄÖØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ËÏÇÇÕ
ÔÚÈÕÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÓÐÇÌ xn

1 ; x
n
2 , n � 1; 2; . . . ; ÒÓÑÐÖÏÇÓÑÄÂÐ-

ÐÞØ Ä ÒÑÓâÆÍÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ. ®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ
xn
1 2 �m �1�nÿ1; m

�0�
n �, xn

2 2 �m �0�nÿ1; m
�0�
n �, ÅÆÇ m �0�i , m�1�i ì ÐÖÎË

×ÖÐÍÙËÌ ¢ÇÔÔÇÎâ ÐÖÎÇÄÑÅÑ Ë ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÆÎâ i 6� 0,
m �0�0 � m �1�0 � 0. ±ÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË l 2 �0; 1�
ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ 1 > l0 > l ÐÂØÑÆËÎËÔß ÍÑÓÐË x1 � xn

1 ËÊ
ËÐÕÇÓÄÂÎÂ Ô ÐÑÏÇÓÑÏ n Ë x2 � xm

2 ËÊ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ Ô ÐÑ-
ÏÇÓÑÏ m > n, ÚÕÑ ÑÕÄÇÚÂÎÑ ÄÞÃÑÓÖ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ ÄÇÕÄË
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË l � f �l0�. ©ÐÂÚÇÐËÇ l0, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ x1=p1 �
� x2=p2, Ä ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕË ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ l ÑÒÓÇÆÇÎâÎÑ ËÔ-
ÍÑÏÖá ÄÇÕÄß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË. °ÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔ-
ÍË ÑÒÓÇÆÇÎâÎÑÔß ÊÐÂÚÇÐËÇ r0� x1=p1. £ÞÓÂÉÇÐËâ (45), (46)
ÆÂáÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ r0 Ë ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÄÇÕÄÇÌ ÒÓË l! 0.

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÊÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ÓÇÛÇÐËÌ ÒÓÑÄÑ-
ÆËÕÔâ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ âÄÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ

w�r� �
J0�p1r�
J0�p1r0� ÿ

J0�p2r�
J0�p2r0� ; 0 < r < r0 ;

p 2
2 ÿ p 2

1

l21 ÿ l22

�
K0�p1r�
K0�p1r0� ÿ

K0�p2r�
K0�p2r0�

�
; r > r0 ;

8>>><>>>:
Ë ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË Ñ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÍÑÓÐÇÌ x1; 2 �
� p1; 2r0. ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÂÐÂÎËÊ, ÖÔÎÑÄËÇ w�r�5 0,
r 2 �0; r0� ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË p1r0 2 �0; m �0�1 �,
p2r0 2 �m �0�1 ; m �0�2 �. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÆÄÖÏÇÓ-
ÐÑÌ ÊÂÆÂÚË Ô ÒÎÑÔÍÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÇÌ, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐ-
ÐÂâ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÂâ ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÏÑÆÂ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâáÜÂâ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ. £ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâØ (44) ë (46) ÇÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ n � 0,
m � 1. ±Ñ ËÊÄÇÔÕÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá w�r� ÆÎâ àÕÑÌ
ÏÑÆÞ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÐÂØÑÆâÕÔâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÓÂÆËÂÎßÐÑÌ
u�r� Ë ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÑÌ v�r� ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÒÓËÚÈÏ,
ÍÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ËÊ-ÊÂ
ÊÂÍÓÖÚËÄÂáÜÇÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ ÔËÎÞ ¬ÑÓËÑÎËÔÂ. ±ÑÎÖÚÇÐÐÂâ
ÏÑÆÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞÌ ÄËØÓß ÔÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ,
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÆÎâ ÕÓÑÒËÚÇÔÍËØ ÙËÍÎÑÐÑÄ ÐÂ ÓÂÐÐÇÌ ÔÕÂ-
ÆËË ÓÂÊÄËÕËâ [6]: Ä ÐËÉÐÇÌ ÒÑÎÑÄËÐÇ ÔÎÑâ ËÏÇÇÕÔâ
ÙËÍÎÑÐËÚÇÔÍÂâ ÙËÓÍÖÎâÙËâ Ë ÒÓËÕÑÍ ÏÂÔÔÞ Í ÑÔË ÄËØÓâ,
Ä ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÎÑÄËÐÇ ì ÂÐÕËÙËÍÎÑÐËÚÇÔÍÂâ ÙËÓÍÖÎâÙËâ Ë
ÑÕÕÑÍ ÏÂÔÔÞ ÑÕ ÑÔË.

¬ÓËÄÂâ l � f �l0� ÆÎâ ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐ-
ÐÑÌ ÏÑÆÞ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË l0; l ÄÔáÆÖ, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ
ÕÑÚÍË l0 � l � 1, ÎÇÉËÕ ÒÓÂÄÇÇ ÍÓËÄÑÌ l � f �l0� ÆÎâ
ÒÇÓÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÏÑÆÞ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÊÂÆÂÚË ÐÂË-
ÃÑÎßÛÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÑÔÕÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÂâ ÑÔÇ-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÏÑÆÂ. °ÃÎÂÔÕß ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË àÕÑÌ ÏÑÆÞ
ÕÂÍÉÇ ÔÕÓÑËÕÔâ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË l � f �l0�
Ë ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (37), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ~Eÿ1, ~R. ³ÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÂâ ÑÃÎÂÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË Rm > 5;04 Ë
ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÆÑÃÐÂ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÇÓÄÑÌ
ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÌ ÏÑÆÞ (ÔÏ. ÓËÔ. 10), ÍÑÕÑÓÂâ
ÄÔáÆÖ ÎÇÉËÕ ÄÐÖÕÓË ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÎÑÍÂÎËÊÑ-

ÄÂÐÐÑÌ ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÏÑÆÞ. ¥Îâ ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ
ÏÑÆÞ ÍÓËÄÞÇ l � const âÄÎâáÕÔâ ÍÓËÄÞÏË, ÄÆÑÎß ÍÑÕÑ-
ÓÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÏÑÆÞ ÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÓÂÆËÖÔ ÑÃÎÂÔÕË ÄÑÔØÑÆâÜËØ
ÆÄËÉÇÐËÌ r0. ®ÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ r0 ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ Ä
ÄÇÓØÐÇÌ ÕÑÚÍÇ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÒÓË Rm 4 1
ÓÂÆËÖÔ r0max � �2m �1�1 �1=2�lnRm�ÿ1=4. ®ËÐËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇ r0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÓËÄÑÌ l � 0; ËÊ (49), ÒÑÎÂÅÂâ n � 0,
m � 1, ËÏÇÇÏ r0min � 3p=�2 �������

Rm

p �.
£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÎÂÔÕß ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË

ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ~Eÿ1, ~R ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÒÓÑÆÑÎÉÇÐÂ ÐËÉÇ ÍÓË-
ÄÑÌ l � 0 ÆÎâ ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÏÑÆÞ.
±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, Ä ÐËÉÐÇÌ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕË (ÒÓË Rm > 5;04) ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÑÔÕÂ
ÃÖÆÖÕ ÑÃÎÂÆÂÕß âÚÇÌÍÑÄÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ
ÒÇÓËÑÆ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÒÓË ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËË Í ÅÓÂÐËÙÇ ÏÇÉÆÖ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕâÏË l � 0, Â ÓÂÆËÖÔ
ÑÃÎÂÔÕË ÄÑÔØÑÆâÜËØ ÆÄËÉÇÐËÌ ÄÐÖÕÓË âÚÇÌÍË ÔÕÓÇÏËÕÔâ
Í r0min.

8. ¹ËÔÎÇÐÐÞÇ ÑÙÇÐÍË ÆÎâ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÏÑÆ

±ÓË Rm 4R �m ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÓÂÆËÖÔÞ ÑÃÎÂÔÕË ÄÑÔØÑÆâ-
ÜËØ ÆÄËÉÇÐËÌ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÏÑÆ x0max, r0max ÑÚÇÐß
ÔÎÂÃÑ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ Rm, Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÇÎËÚËÐÑÌ
h
��������
m=n

p
. ¥Îâ ÑÙÇÐÑÍ ÄÑÊßÏÈÏ ÐÂÃÑÓ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÕÓÑÒÑ-

Ô×ÇÓÞ [3, 4]: f � 10ÿ4 Ôÿ1, a � 3�10ÿ3 ¬ÿ1, ga � 10ÿ2 ¬Ïÿ1,
gm � 6;4� 10ÿ3 ¬ Ïÿ1. £ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÏÑÆÇÎâØ ÍÓÖÒÐÑ-
ÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ (ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÒÑÓâÆÍÂ ÕÓÑÒËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÙËÍÎÑÐÂ) ÑÃÞÚÐÑ ÒÑÎÂÅÂáÕ [6] h � 104 Ï,
m � 105 Ï2 Ôÿ1, n � 10 Ï2 Ôÿ1. ±ÓË àÕÑÏ Rm � 1;2� 104,
~Eÿ1 � 10ÿ2, ÚÕÑ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÕÔÖÕÔÕÄËá
×ÑÐÑÄÑÅÑ ÄÓÂÜÇÐËâ, Rcr � Rm, gcr � gm. £ ÓÂÊÏÇÓÐÑÏ
ÄËÆÇ ËÏÇÇÏ x0min � 10 ÍÏ, x0max � 140 ÍÏ, r0min � 15 ÍÏ,
r0max � 300 ÍÏ. £ÞÃÓÂÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÅÑÓË-
ÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ ÄâÊÍÑÔÕË m ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÆÄËÉÇÐËâÏ Ô ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÑÏ x0max, r0max. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË ÖÍÂÊÂÐÐÞØ
ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÜËÌ ÔÑ
ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÌ ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÄËØÓß
ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ Ë ÏÂÔÛÕÂÃ ÕÓÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÙËÍÎÑÐÂ ÐÂ
ÓÂÐÐÇÌ ÔÕÂÆËË ÓÂÊÄËÕËâ, Â ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÌ ÍÑÐÄÇÍÕËÄ-
ÐÞÌ ÄÂÎ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÇÅÑ ÒÎÑÔÍËÏ ÂÐÂÎÑÅÑÏ. ¥Îâ
ÆÄËÉÇÐËÌ Ô ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ x0min, r0min ÄÞÃÓÂÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ
m âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÄÞÛÇÐÐÞÏ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄËÉÇÐËâ ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÂ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÑÃÎÂÍÂ: h � 103 Ï, m � 102 Ï2 Ôÿ1, ÑÔÕÂÎß-
ÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÕÇ ÉÇ. ªÏÇÇÏ Rm � 1;2� 103, ~Eÿ1 � 10ÿ3

Ë Ä ÓÂÊÏÇÓÐÑÏ ÄËÆÇ: x0min � 100 Ï, x0max � 700 Ï,
r0min � 150 Ï, r0max � 1;5 ÍÏ, ÚÕÑ ÒÑ ÒÑÓâÆÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÞÏ ÏÂÔÛÕÂÃÂÏ ÍÑÐÄÇÍÕËÄ-
ÐÞØ ÑÃÎÂÍÑÄ.

9. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ ÆÂÐÐÞÇ
Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÂÔÚÈÕÑÄ

±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÓÇÛÇÐËâ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÎËÛß ÐÂÚÂÎßÐÖá
ÔÕÂÆËá ÓÂÊÄËÕËâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ì Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÎËÔß ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÂÆÄÇÍÕËÄÐÞÇ
ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ. ¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ ÄÎÂÉÐÑÌ ÍÑÐÄÇÍ-
ÙËË Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÑÎÐÞØ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÓÑÄÑÆË-
ÎÑÔß Ä ÙÇÎÑÏ ÓâÆÇ ÓÂÃÑÕ [7 ë 15], ÒÓËÚÈÏ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ÐÑÔËÎË ØÂÓÂÍÕÇÓ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ.
³ÓÂÄÐÇÐËÇ Ô ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ
ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇ-
ÐËÌ ÔÑØÓÂÐâáÕÔâ Ë Ä ÒÑÎÐÞØ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÏÑÆÇÎâØ.
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£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎßÐÞØ ÒÓËÏÇÓÑÄ ÑÕ-
ÏÇÕËÏ ÓÂÃÑÕÖ [12], Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÂÔß ÒÑÎÐÂâ
ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÕÇÒÎÑÄÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË Ô
ÄÍÎáÚÇÐËÇÏ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËÑÐÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÕÇÒÎÂ Ä ×ÑÓ-
ÏÇ (5). ¥Îâ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÔâ
ÏÐÑÅÑÏÑÆÑÄÞÌ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÌ ÏÇÕÑÆ, ÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÞØ
ÅÓÂÐËÙÂØ ÓÂÔÚÈÕÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÕÂÄËÎËÔß ÖÔÎÑÄËâ ÒÇÓËÑ-
ÆËÚÐÑÔÕË. £ÂÓßËÓÖâ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÔÕÓÂÕË×ËÍÂÙËË g, ÂÄÕÑÓ
[12] ÓÂÔÔÚËÕÞÄÂÎ ÒÓÑÙÇÔÔ ÓÂÊÄËÕËâ Ë ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ÄÎÂÉ-
ÐÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË Ä ÔÎÑÇ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÞ ÕÑÎÜËÐÑÌ h � 1 ÍÏ,
ËÐËÙËËÓÖÇÏÞÌ ÊÂÆÂÐËÇÏ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË
ÏÂÎÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ. ¯Â ÓËÔÖÐ-
ÍÇ 12 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä [12] ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÞÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Ä ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÓÇÏÇÐË ÆÎâ gÿ ga � 3� 10ÿ3 ¬ Ïÿ1. °Õ-
ÚÈÕÎËÄÑ ÄËÆÐÑ, ÍÂÍ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÓÂÊÄËÕËâ ÍÑÐÄÇÍÙËË
×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ ÖÊÍËÇ ÑÃÎÂÔÕË ËÐÕÇÐÔËÄÐÞØ ÄÑÔØÑÆâÜËØ
ÆÄËÉÇÐËÌ, ÓÂÊÆÇÎÈÐÐÞÇ ÛËÓÑÍËÏË ÑÃÎÂÔÕâÏË ÐËÔØÑÆâ-
ÜËØ ÆÄËÉÇÐËÌ Ô ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÖÎÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá. ±ÓË
ÖÚÈÕÇ ÂÆÄÇÍÕËÄÐÞØ ÚÎÇÐÑÄ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞÇ "ÒËÚÍÑÄÞÇ"
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÇÓÇØÑÆâÕ Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ ÓÇÉËÏ, ÄÓÇÏâ
ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÑÕ ÆÄÖØ ÆÑ ÆÇÔâÕË
ÚÂÔÑÄ. ¯ÇÃÑÎßÛËÇ ÑÕÎËÚËâ ÄÞÔÑÕÞ ÒËÍÑÄ ÐÂ ÓËÔ. 12,
ÄËÆËÏÑ, ËÏÇáÕ ÚËÔÎÇÐÐÖá ÒÓËÓÑÆÖ.

¶ËÊËÚÇÔÍË ÃÑÎÇÇ ÒÑÎÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÄÎÂÉÐÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÂÔß Ä ÓÂÃÑÕÇ [14]. £ àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ÃÞÎÂ
ÖÚÕÇÐÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÎÑÉÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÑÅÑ
ÒÑÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÔÎÑâ, ÔÑÔÕÑâÜÇÅÑ ËÊ ÕÑÐÍÑÅÑ ÒÓËÊÇÏÐÑÅÑ
ÔÎÑâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ÒÑÕÑÍÑÄ, ÔÎÑâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË Ë
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑ ÑÃÎÂÚÐÑÅÑ ÔÎÑâ Ô ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ ÔÕÓÂÕË×ËÍÂ-
ÙËÇÌ. ªÔÕÑÚÐËÍ ÔÍÓÞÕÑÌ ÕÇÒÎÑÕÞ Ä ÏÑÆÇÎË [14] "ÄÍÎá-
ÚÂÎÔâ" ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÆÑÔÕËÉÇÐËË ÒÑÆÐËÏÂáÜËÏÔâ ÄÑÊÆÖ-
ØÑÏ ÖÓÑÄÐâ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËË (ÆÎâ ÑÒÖÔÍÂáÜÇÅÑÔâ ÄÑÊÆÖØÂ ÑÐ
ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÃÞÎ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá). ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÑÆÐÑÅÑ ËÊ
ÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÓÂÔÚÈÕÑÄ [14] ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 13. £ËÆÐÑ,

ÚÕÑ Ë Ä àÕËØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÂÔÚÈÕÂØ ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ ÑÃÎÂÚÐÞÇ
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ (ÑÃÎÂÚÐÞÇ ÅÓâÆÞ) Ô ÖÊÍËÏË
ÔÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÐÐÞÏË ÑÃÎÂÔÕâÏË ÄÑÔØÑÆâÜËØ ÆÄËÉÇ-
ÐËÌ.

°ÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÕÂÍÉÇ ÍÓÂÕÍÑ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂ-
ÕÂØ ÏÇÕÇÑÓÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÐÂÃÎáÆÇÐËÌ. ±ÓÑÙÇÔÔÞ ÄÎÂÉÐÑÌ
ÍÑÐÄÇÍÙËË ÐÂËÃÑÎÇÇ âÓÍÑ ÄÞÓÂÉÇÐÞ Ä ÒÑÅÓÂÐËÚÐÑÏ ÔÎÑÇ
ÐÂÆ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá ÑÍÇÂÐÑÄ Ë ÏÑÓÇÌ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ØÑÎÑÆÐÞØ ÄÕÑÓÉÇÐËâØ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÐÂÕÇÍÂ-
ÐËÇÏ ØÑÎÑÆÐÑÅÑ ÒÑÎâÓÐÑÅÑ ÄÑÊÆÖØÂ ÐÂ ÕÈÒÎÖá ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß ÔÇÄÇÓÐÞØ ÏÑÓÇÌ. ¯Â ÔÒÖÕÐËÍÑÄÞØ ×ÑÕÑÅÓÂ×ËâØ Ä
àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÑÃÐÂÓÖÉËÄÂáÕÔâ ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÞÇ ÖÒÑÓâÆÑ-
ÚÇÐÐÞÇ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ä ×ÑÓÏÇ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ
ÑÃÎÂÚÐÞØ ÅÓâÆ, ÑÕÍÓÞÕÞØ ËÎË ÊÂÍÓÞÕÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÞØ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞØ âÚÇÇÍ (ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ô ÄÑÔØÑÆâÜËÏË
ËÎË ÐËÔØÑÆâÜËÏË ÆÄËÉÇÐËâÏË Ä ÙÇÐÕÓÇ âÚÇÌÍË). µÉÇ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÂÄÐÑ ÃÞÎË ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÞ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÇ
ÐÇÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÑÃÎÂÚÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ Ô ÒÓÇÆ-
ÔÍÂÊÂÐËâÏË ÏÑÆÇÎË ²àÎÇâ. ±ÇÓÄÑÇ ÐÇÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÔÄâ-
ÊÂÐÑ Ô ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÂÔÒÇÍÕÂ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÑÌ âÚÇÌÍË, Õ.Ç.
ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÑÌ
âÚÇÌÍË Í ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÏÖ. £ ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ Ä ÏÑÆÇÎË ²àÎÇâ
àÕÑ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÓËÃÎËÊËÕÇÎßÐÑ 2 ë 3 (Ä ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕË ÑÕ ×ÑÓÏÞ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ), ÆÎâ ÐÂÃÎáÆÂÇ-
ÏÞØ ÑÃÎÂÚÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÑÐÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂ ÒÑÓâÆÑÍ
ÃÑÎßÛÇ [11, 12, 27]. ¥ÓÖÅÑÇ âÓÍÑÇ ÐÇÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÔÄâÊÂÐÑ
Ô ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ ÂÔËÏÏÇÕÓËÇÌ Ä ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËË ÄÑÔØÑÆâÜËØ Ë ÐËÔØÑÆâÜËØ ÆÄËÉÇÐËÌìÒÎÑÜÂÆß
ÑÃÎÂÚÐÑÅÑ ÒÑÍÓÑÄÂ ËÎË ÒÎÑÜÂÆß ÄÑÔØÑÆâÜËØ ÆÄËÉÇÐËÌ
ÏÑÉÇÕ ÔÑÔÕÂÄÎâÕß ÏÇÐÇÇ 10% ÄÔÇÌ ÒÎÑÜÂÆË, ÑØÄÂÚÇÐÐÑÌ
ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËÇÌ [12, 27]. ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÄÞÛÇ,
ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ, ÐÂ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ
ÐÇÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËâ ÑÃÝâÔÐâáÕÔâ ÄÎËâÐËÇÏ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÑÄ ÄÎÂÅË ÐÂ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÍÑÐÄÇÍÙËË.
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10. £ÞÄÑÆÞ

¬ÑÐÄÇÍÕËÄÐÞÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÄÑ ÄÎÂÉÐÑÏ ÐÂÔÞÜÇÐÐÑÏ ÄÑÊ-
ÆÖØÇ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂáÕÔâ ÄÞÆÇÎÇÐËÇÏ ÔÍÓÞÕÑÌ ÕÇÒÎÑÕÞ
ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËË. ³ ÖÚÈÕÑÏ àÕÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ
ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔÎÑâ ÄÎÂÉÐÑÅÑ
ÐÂÔÞÜÇÐÐÑÅÑ ÄÑÊÆÖØÂ, ÑÃÑÃÜÂáÜÂâ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÖ ÍÎÂÔÔË-
ÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË ²àÎÇâ. ±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇ-
ÐËÇ ÊÂÆÂÚË, ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÜÇÇ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÇ ÑÕÎËÚËâ
ÄÎÂÉÐÑÌ ÍÑÐÄÇÍÙËË ÑÕ ÍÑÐÄÇÍÙËË ²àÎÇâ. ´ÂÍ, Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÎÂÔÕß ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎâá-
ÜËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÆÄÖØ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕÇÌ, Ä ÑÆÐÑÌ ËÊ
ÍÑÕÑÓÞØ ÐÂËÃÑÎßÛÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÑÔÕÂ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÎËÃÑ
ÖÇÆËÐÈÐÐÞÇ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞÇ ÄÂÎÞ (ÒÎÑÔÍÂâ ÅÇÑÏÇÕÓËâ
ÊÂÆÂÚË), ÎËÃÑ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÍÑÐÄÇÍ-
ÕËÄÐÞÇ ÄËØÓË ÔÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÕÓÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÙËÍÎÑÐÂ ÐÂ
ÓÂÐÐÇÌ ÔÕÂÆËË ÓÂÊÄËÕËâ. £ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÕÂÍËØ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÌ ÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÑÃÎÂÍÂ ÆÑ ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÂ ÕÓÑÒËÚÇÔÍËØ ÙËÍÎÑÐÑÄ. ¯ÂÌÆÇÐÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÇ Ë
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÖÍÂÊÂÐÐÑÌ ÒÑÆÑÃÎÂ-
ÔÕË. £Ñ ÄÕÑÓÑÌ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË ÐÂËÃÑÎßÛÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÑÔÕÂ
ÑÃÎÂÆÂáÕ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÒÇÓËÑÆ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÕÓÇ-
ÏËÕÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÏÇÉÆÖ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕâÏË.
¥Îâ ÐËØ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÍÂÉÆÑÌ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÑÌ âÚÇÌÍË ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÄÑÔØÑÆâÜËØ
ÆÄËÉÇÐËÌ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÑÍÓÞÕËâ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÞ
ÑÃÎÂÚÐÑÔÕßá ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÄÔÇÅÆÂ ÔÕÓÑÅÑ ÏÇÐßÛËÏ ÇÆË-
ÐËÙÞ Ë ÒÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Í ÅÓÂÐËÙÇ ÏÇÉÆÖ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕâÏË
ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá. ±ÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÐ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ
ÒÇÓÇØÑÆ Í ÍÑÐÄÇÍÙËË ²àÎÇâ Ä ÅËÆÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËË.

11. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

°ÕÏÇÕËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÄÑÒÓÑÔÞ, ÕÓÇÃÖáÜËÇ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ
ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ. £ ÓÂÏÍÂØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÌ
ÏÑÆÇÎË Í ÐËÏ ÑÕÐÑÔËÕÔâ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞØ âÚÇÇÍ, ÑÃÎÂÆÂá-
ÜËØ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÑÔÕÂ, Â ÕÂÍÉÇ ÄÑÒÓÑÔ ÑÃ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ. ¥Îâ ÃÑÎÇÇ ÂÆÇÍÄÂÕ-
ÐÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÏÇÎÍÑÏÂÔÛÕÂÃ-
ÐÞØ ÑÃÎÂÚÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÐÇÑÃØÑÆËÏÂ ÏÑÆÇÎß, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÐÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÅËÆÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ. £ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄËÇ ×ÑÐÑÄÑÅÑ ÄÓÂÜÇÐËâ ÕÂÍÂâ ÏÑÆÇÎß ÓÂÊÄËÕÂ Ä
ÐÇÆÂÄÐÇÌ ÓÂÃÑÕÇ [28]. ¬ÂÍ Ë ÆÎâ ÍÑÐÄÇÍÙËË ²àÎÇâ, ÒÓËÐ-
ÙËÒËÂÎßÐÑ ÄÂÉÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÊÂÍÓËÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÓÇÉËÏÑÄ ÍÑÐÄÇÍÙËË ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ.

¡ÄÕÑÓÞ ÃÎÂÅÑÆÂÓâÕ ¦.¡. ¬ÖÊÐÇÙÑÄÂ ÊÂ ËÐÕÇÓÇÔ Í
ÓÂÃÑÕÇ Ë ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÐÂ
ÇÉÇÅÑÆÐÑÌ ÔÇÔÔËË ³ÑÄÇÕÂ ²¡¯ ÒÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÆËÐÂÏËÍÇ.
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Rayleigh convective instability in the presence of phase transitions of water vapor.
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Convectivemotions inmoist saturated air are accompanied by the release of latent heat of condensation. Taking into account this effect, the problem
of convective instability of a moist saturated air layer, which generalizes the formulation of the classical Rayleigh problem, is considered. The
analytical solution demonstrating the fundamental difference betweenmoist convection andRayleigh convection is obtained. At the loss of stability
in the two-dimensional case solitary convective rolls or spatially periodic chains of rollers with localized areas of upward motion evolve. In the case
of axial symmetry the growth of solitary convective vortices with circulation characteristic of tropical cyclones (hurricanes) and the scale of tornado
scale to the scale of tropical cyclones is possible.
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