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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

µÓÂÄÐÇÐËâ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÄÑÎÐ Ä ÑÒÕËÍÇ Ë
ÂÍÖÔÕËÍÇ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ. ¿ÎÇÍÕ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ®ÂÍÔ-
ÄÇÎÎÂ [1 ë 4], Â ÖÒÓÖÅËÇ ÄÑÎÐÞ ì ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ¬ÓËÔÕÑ×-
×ÇÎâ [5 ë 7]. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÒÑÎâÓËÊÂÙËÑÐÐÞÇ ÒÑÎâ Ë
ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ä ÑÒÕËÍÇ Ë ÂÍÖÔÕËÍÇ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ
ÄÃÎËÊË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ×ÂÊÑÄÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
ÆÂáÕ ÑÚÇÐß ÒÑØÑÉËÌ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ÑÕÍÎËÍ ÐÂ ÄÍÎáÚÇ-
ÐËÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÌ, ÍÂÍ ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ
ÇÆËÐÑÑÃÓÂÊÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ.

£ÎËâÐËÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÐÂ ÑÒÕËÚÇÔÍËÇ Ë ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËÇ
ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ÆÂÎÇÍÑ ÐÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÕÓËÄËÂÎßÐÑÏÖ
ÑÔÎÂÃÎÇÐËá ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓË ÇÅÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË.
£ÑÊÐËÍÂáÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÐÑÄÞØ ÄÞÓÑÉ-
ÆÇÐËÌ ì ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÇ ÑÔË. ¿ÕÑ ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ Ë ÂÍÖÔÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÑÔÇÌ ÍÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ, ÐÇ ÔÑÄÒÂÆÂáÜËØ Ô ÑÔâÏË
ÔËÏÏÇÕÓËË. ±ÑÏÇÓÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÐÑÓÏÂÎËm Í
ÕÂÍËÏ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÏ ÑÔâÏ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕß ÄÑÎÐ ÓÇÊÍÑ
ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ Ë ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÙËÓÍÖÎâÓÐÑÌ Ä ÕÑÚÍÂØ ÄÞ-
ÓÑÉÆÇÐËâ. ¯Â ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâØ ÓÇ×ÓÂÍÙËË Ë ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ
ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÎËÐËË ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ, ÔÑÇÆËÐâáÜËÇ ÓÂÔ-
ÜÇÒÎÈÐÐÞÇ ÕÑÚÍË ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ.
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°ÔÐÑÄÞ ÑÒÕËÍË ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ÔÄâÊÂÐÞ Ô
ËÏÇÐÂÏË ¶ÑÌÅÕÂ, ¥ÓÖÆÇ, ¶ÈÆÑÓÑÄÂ (ÔÏ. ÑÃÊÑÓ [8]).
¬ÑÏÒÂÍÕÐÑÇ ËÊÎÑÉÇÐËÇ ÔÒÇÙË×ËÍË ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ
ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ÆÂÐÑ Ä [2 ë 4]. £ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ
ÆÇÔâÕËÎÇÕËâ ÕÂÍÉÇ ÔÕÂÎË ÂÍÕËÄÐÑ ËÊÖÚÂÕßÔâ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍËÇ ÂÔÒÇÍÕÞ ÒÓÑÃÎÇÏÞ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ [9 ë
11], ÚÕÑ ÓÂÔÜÇÒÎÈÐÐÞÇ ÑÔË ÊÂÆÂáÕ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÇ ÕÑÚÍË Ä
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÏ ÒÑÎÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÌ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÕÑÒÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍÑÏÖ ÊÂÓâÆÖ (ËÐÆÇÍÔÖ ±ÖÂÐÍÂÓÇ) n � 1=4. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ,
ÔÑÅÎÂÔÐÑ [11], ÐÂ ÍÑÐÙÂØ ÍÎËÐÂ ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕË ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÕÑÚÍÂÏ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ, ÄÑÊ-
ÐËÍÂáÕ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË Ä ÄËÆÇ ÑÔÕÓÞØ
"ÐÑÔËÍÑÄ", ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËØÔâ ÒÎÑÔÍËÏ ÄÇÇÓÑÏ ÐÑÓÏÂ-
ÎÇÌ Ë ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÑÌ. ©ÂÏÇÐÂ ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË
ÍÑÐÕÂÍÕÂ ÍÎËÐÑÏ ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÓÂÆËÍÂÎßÐÑ ÄÎËâÇÕ Ë
ÐÂ ÄÐÖÕÓÇÐÐáá ÍÑÐËÚÇÔÍÖá ÓÇ×ÓÂÍÙËá [11].

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ à××ÇÍÕÞ Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ËÔÔÎÇ-
ÆÑÄÂÎËÔß Ä ÓÂÃÑÕÂØ [12 ë 16]. °ÒâÕß ÄÍÎáÚÇÐËÇ ÒÑÅÎÑÜÇ-
ÐËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËá ÍÑÐËÚÇÔÍËØ ÄÞÓÑÉÆÇÐËÌ ÐÂ
ÒÂÓÞ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÕÑÚÇÍ. ±ÓË àÕÑÏ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕß ÓÂÔ-
ÜÇÒÎÈÐÐÞØ ÑÔÇÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÔØÑÆÐÞÏË ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍËÏË Ë ÒÑÎâÓËÊÂÙËÑÐÐÞÏË ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕâÏË [12, 16], Â
ÕÂÍÉÇ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËÇÌ ÔÄÑÌÔÕÄ ÄÐÖÕÓÇÐ-
ÐÇÌ ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÓÇ×ÓÂÍÙËË [16].

£ ÆÂÐÐÑÌ ÔÕÂÕßÇ ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÄÔÇ
ÓÂÊÎËÚËâ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÂÍÖÔÕËÍË Ë ÑÒÕËÍË, ÑÐË
ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä ÇÆËÐÑÑÃÓÂÊÐÑÏ ÄËÆÇ ÃÎÂÅÑ-
ÆÂÓâ ÑÃÜÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÞØ âÄÎÇÐËÌ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÄÞÓÑÉ-
ÆÇÐËÌ. ¿ÕÑ ÑÕÍÓÞÄÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÅÑ ÑÒË-
ÔÂÐËâ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ
Ë ÖÒÓÖÅËØ ÄÑÎÐ. ¢ÖÆÖÕ ÑÒËÔÂÐÞ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ
ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËÇ Ë ÑÒÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓË-
ÔÕÂÎÎÑÄ, ÐÑ Ë ÓâÆ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÐÑÄÞØ ÚÇÓÕ ËØ ÂÍÖÔÕËÍË Ë
ÑÒÕËÍË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÓÂÐÇÇ ÐÇ ÑÃÔÖÉÆÂÎËÔß.

2. £ÑÎÐÑÄÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÎâ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕÇÌ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÃÖÆÖÕ ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂá-
ÜËÇ ÖÒÓÖÅËÇ Ë àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÏ
ÍÓËÔÕÂÎÎÇ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ Ë
ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÑÔÇÌ. ¬ÂÍ ÏÞ ÖÄËÆËÏ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÐÇÔØÑ-
ÉÇÔÕß ËÔØÑÆÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÑÒÕËÍË Ë ÂÍÖÔÕËÍË, ÑÒËÔÂÐËÇ
ÒÎÑÔÍËØ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ Ë ÖÒÓÖÅËØ ÄÑÎÐ ×ÂÍÕËÚÇÔÍË
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÑÄÇÆÇÐÑ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÇÆËÐÑÅÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ.

2.1. µÓÂÄÐÇÐËâ ÂÍÖÔÕËÍË ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄâÊÍÑÖÒÓÖÅÖá ÔÓÇÆÖ Ô ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÂÐËÊÑ-
ÕÓÑÒËÇÌ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÖá ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÖÒÓÖÅËØ ÏÑÆÖÎÇÌ
ĉ � fci j klg, ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÄâÊÍÑÔÕË Ẑ � fZi j klg Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕßá
r. ±ÑÎÇ ÖÒÓÖÅËØ ÔÏÇÜÇÐËÌ u�r; t� Ä ÕÂÍÑÌ ÔÓÇÆÇ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÆÄËÉÇÐËâ [5]:

r�ui � ci j kl ul; kj � Zi j kl _ul; kj ; �1�

ÅÆÇ ÕÑÚÍË ÐÂÆ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÑÊÐÂÚÂáÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ
ÄÓÇÏÇÐË, Â ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ ÒÓËÐâÕÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ q=qxk . . . � . . . ; k. ¥Îâ
ÖÒÓÖÅÑÌ ÄÑÎÐÞ

u�r; t� � CU exp
�
ik�mrÿ vt�� �2�

Ô ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ C, ÒÑÎâÓËÊÂÙËÇÌ U, ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ
k � k 0 � ik 00, ×ÂÊÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá v Ë ÚÂÔÕÑÕÑÌ o � kv

ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬ÓËÔ-
ÕÑ××ÇÎâ [12, 16]:�

m�ĉÿ ioẐ�m�U � rv 2U : �3�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (3) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ ÒÑÎâÓË-
ÊÂÙËË Ua � U 0a � iU 00a Ë ×ÂÊÑÄÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË v � v 0a ÿ iv 00a
ÕÓÈØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ �a � 1; 2; 3�.

±ÓË "ÄÞÍÎáÚÇÐÐÑÏ" ÒÑÅÎÑÜÇÐËË ÖÒÓÖÅËÇ ÄÑÎÐÞ ÄÞ-
ÓÑÉÆÇÐÐÞØ ÄÇÕÄÇÌ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËÇÔâ ÄÆÑÎß ÂÍÖÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÑÔË m0, ËÏÇáÕ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
U, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐÞ Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ D, ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÄÇÍÕÑÓÖ ÒÑÎâ-
ÓËÊÂÙËË ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ A03.

£ÞÃÇÓÇÏ Ä àÕÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÆÄÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÇÆË-
ÐËÚÐÞØ, ÄÊÂËÏÐÑ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÂ A01 Ë A02,
ÑÃÓÂÊÖáÜËØ Ô ÄÇÍÕÑÓÑÏ A03 ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÃÂÊËÔ
(ÓËÔ. 1). £ÇÍÕÑÓÞ A01 Ë A02 ÄØÑÆâÕ Ä ÍÎáÚÇÄÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâ ÂÍÖÔÕËÍË ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ, ÒÓËÚÈÏ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÑÔÕß ÄÞÃÑÓÂ àÕËØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË D ÐÇ
ÄÎËâÇÕ ÐÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÍÑÐÇÚÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ.

2.2. µÓÂÄÐÇÐËâ ÑÒÕËÍË ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÍÓËÔÕÂÎÎ Ô ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ
ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËÇÌ Ë ÏÂÎÞÏ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇÏ.
¿ÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÖá ÄÑÎÐÖ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÖáÔâ Ä
ÕÂÍÑÏ ÍÓËÔÕÂÎÎÇ, ÊÂÆÂÆËÏ ÇÈ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÌ:

h�r; t� � CH exp
�
ik�mrÿ vt�� ; �4�

ÅÆÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ H Ë ×ÂÊÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß v ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ [2]:

H � 1

vm0
m� E ; E � ÿ 1

ve0
�̂eÿ1 ÿ id̂�m�H : �5�

©ÆÇÔß E ì ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
ÄÑÎÐÞ e�r; t�; êÿ1 ì ÕÇÐÊÑÓ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÌ ÑÒÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÔÓÇÆÞ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ; d̂ � fdi jg ì ÕÇÐÊÑÓ,
ÖÚËÕÞÄÂáÜËÌ ÄÎËâÐËÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ; m0 Ë e0 ì ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÏÂÅÐËÕÐÂâ Ë ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË
ÄÂÍÖÖÏÂ. ¬ÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÑÄ êÿ1 Ë d̂ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞ:
ÄÔÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÊÂÒËÔÂÐÞ Ä ÔËÔÕÇÏÇ SI, Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß ÍÓËÔÕÂÎÎÂ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ êe0, Â ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ
c � 1=

���������
e0m0
p

.
ªÔÍÎáÚÂâ Ä (5) àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ E, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ H:

ÿm� ��̂eÿ1 ÿ id̂�m�H
� � �v

c

�2

H ; �6�

A01

U
D

A02

A03
m0

²ËÔ. 1. £ÞÃÑÓ ÃÂÊËÔÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ (A01, A02, A03) Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ; m0 ì
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ËÔØÑÆÐÑÌ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÔË, D ì ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÓÂÊÓÇÛÈÐ-
ÐÞØ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÌ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ.
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ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ
ÕÇÐÊÑÓÂ ­ÇÄË ë¹ËÄËÕÂ ê � fei j kg ËÏÇÇÕ ÄËÆ

ÿ�m�ê�êÿ1 ÿ id̂�ê�m	H � �v
c

�2

H : �7�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (7) ÊÂÆÂÈÕ ÔÍÑÓÑÔÕË va Ë ÄÇÍÕÑÓÞ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
Ha ÍÂÍ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ Ä ÇÅÑ ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË. ³ÓÇÆË
ÕÓÈØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ë ÚËÔÕÑ ÒÓÑ-
ÆÑÎßÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË H3 km. °ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ
ËÊ (6), ÇÏÖ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ v3 � 0. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓÑÆÑÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÕÂÕËÚÇÔÍËÏ Ë ÐÇ
ÏÑÉÇÕ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÄÑÎÐÖ. ªÏÇÐÐÑ ÒÑàÕÑÏÖ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÄÔÇÅÆÂ ÚËÔÕÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞ �Ha ? m�, ÒÓËÚÈÏ
Ä ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ m ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÕÑÎßÍÑ ÆÄÖØ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ
ÄÑÎÐ, a � 1; 2.

£ÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ êÿ1, ÔÎÇÆÖâ [2 ë 4], ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÕß Ä ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÏ ÄËÆÇ:

êÿ1 � aÎÿ b�cI 
 cII � cII 
 cI� ; c 2I � c 2II � 1 ; �8�
ÅÆÇ Î ì ÇÆËÐËÚÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ, cI Ë cII ì ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÆÄÖØ
ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÑÔÇÌ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ, Â
ÔÍÂÎâÓÞ a Ë b, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë ÄÇÍÕÑÓÞ cI Ë cII, ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ
ÚÇÓÇÊ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ 1=ei ì ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÕÇÐÊÑÓÂ êÿ1:

a � 1

e2
; b � e3 ÿ e1

2e1e3
; cI; II � ��c1; 0; c3� ; �9�

c1 � sin
f
2
�

����������������������
�e2 ÿ e1�e3
�e3 ÿ e1�e2

s
; c3 � cos

f
2
�

����������������������
�e3 ÿ e2�e1
�e3 ÿ e1�e2

s
:

�10�
©ÆÇÔß ËÐÆÇÍÔÞ i � 1; 2; 3 Ö ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ei ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ
ÕÂÍÑÄÞÏ Ä ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÇ e1 < e2 < e3. ±ÓË àÕÑÏ ÑÒÕËÚÇÔÍËÇ
ÑÔË ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÅÑ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ ÎÇÉÂÕ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË XZ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ fX;Y;Zg, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÑÌ ÐÂ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÂØ ÕÇÐÊÑÓÂ êÿ1 (ÓËÔ. 2Â).

£ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ cI Ë cII ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÂÊÑÄÞÇ ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ë ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÄÞÓÑÉ-
ÆÇÐËâ ÍÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ. ¥Îâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ
ÄÞÃÇÓÇÏ ÄÇÍÕÑÓ m0 � cI. ´ÑÅÆÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ
D ÃÖÆÇÕ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÂ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÔË cI. ±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô
ÄÄÇÆÇÐËÇÏ ÃÂÊËÔÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÂÍÖÔÕËÍË (ÔÏ. ÓËÔ. 1), ÖÆÑÃÐÑ
ÄÄÇÔÕË ÐÑÄÞÌ ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÃÂÊËÔ (ÓËÔ. 2Ã):

A01 � �cI � cII� � cI
jcI � cIIj ; A02 � cI � cII

jcI � cIIj ; A03 � cI � m0 ;

�11�

ÑÕÄÇÚÂáÜËÌ ÔËÔÕÇÏÇ fx; y; zg, ÒÑÄÈÓÐÖÕÑÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
fX;Y;Zg ÄÑÍÓÖÅ ÑÔË Y � y ÆÑ ÔÑÄÏÇÜÇÐËâ ÑÔË z Ô ÑÔßá cI.

2.3. µÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
Ë ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ
£ÄÇÆÈÏ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÖá ÄÑÎÐÖ,

a�r; t� � CA exp
�
ik�mrÿ vt�� ;

�12�
a � u �ac� ;

h �op� ;
�

A � U �ac�;
H �op�;

�
Ë ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÇ ÕÇÐÊÑÓÞ

L̂ 0 �
ĉ

r
�ac�;

ÿc 2êêÿ1ê �op�;

8<: L̂ 00 �
oẐ
r

�ac�;
ÿc 2êd̂ê �op�;

8<: �13�

ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÑÕÐÑÔâÜËÇÔâ Í ÑÒÕËÍÇ (op) Ë ÂÍÖÔÕËÍÇ (ac).
£ àÕËØ ÕÇÓÏËÐÂØ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÏÇÔÕÑ (3) Ë (7) ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÖÒÓÖÅËÇ Ë àÎÇÍÕ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÏ ÍÓËÔÕÂÎÎÇ:

�Q̂ 0 ÿ iQ̂ 00�A � v 2A ; �14�
Q̂ 0 � mL̂ 0m ; Q̂ 00 � mL̂ 00m :

¬ÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.2, ÆÂÎÇÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÏÇÕß ÆÇÎÑ
Ô ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË ×ÂÊÑÄÞÏË ÔÍÑÓÑÔÕâÏË va Ë àÎÎËÒÕËÚÇ-
ÔÍËÏË ÒÑÎâÓËÊÂÙËâÏË Aa (a � 1, 2, 3 ì ÆÎâ ÂÍÖÔÕËÍË Ë
a � 1, 2 ì ÆÎâ ÑÒÕËÍË):

va � v 0a ÿ iv 00a ; Aa � A0a � iA00a : �15�

£ÇÍÕÑÓÞ Aa ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÏË Ä ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÓÂÄËÎÑÏ

jAaj � 1 ; A0aA
00
a � 0 : �16�

£ ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ àÕË ÄÇÍÕÑÓÞ ÄÊÂËÏÐÑ
ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ: AaAb � 0 �a 6� b�.

¯ËÉÇ ÐÂÔ ÃÖÆÖÕ ËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÕß ÓÇÛÇÐËâ ÖÐËÄÇÓÔÂÎß-
ÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (14) ÆÎâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËâm, ÎÇÉÂÜËØ Ä ÏÂÎÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ
ÍÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ m0:

m � m0 � Dm ; jmj � jm0j � 1 ; jDmj5 1 : �17�

£ ÍÓËÔÕÂÎÎÇ ÃÇÊ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÄÆÑÎß ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÅÑ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ m0 ×ÂÊÑÄÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÆÄÖØ ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ
ÄÑÎÐ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ, v1 � v2 � v0, Â ËØ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÒÓÑËÊ-
ÄÑÎßÐÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË D, ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕßá ÄÞÓÑÉ-
ÆÇÐËâ. ±ÓË "ÄÍÎáÚÈÐÐÑÏ" ÒÑÅÎÑÜÇÐËË ËÊÏÇÐÇÐËâ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕÇÌ Dv1; 2 Ë ÄÇÍÕÑÓÞ ÒÑÎâÓËÊÂÙËËA1; 2 ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ
ÄÑÎÐ ÄÃÎËÊË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâm0 ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË

Dv1; 2 � s0Dmÿ is 00 � R ;

A1; 2 k ÿ�qDmÿ iq 00�A01 � �pDmÿ ip 00 � R�A02 ; �18�

R �
�������������������������������������������������������������
�pDmÿ ip 00�2 � �qDmÿ iq 00�2

q
:

£ÄÇÆÈÐÐÞÇ Ä (18) ÄÇÍÕÑÓÞ s0, p, q Ë ÔÍÂÎâÓÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ
ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ p 00, q 00, s 00 ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÄÈÓÕÍÂÏË ÄÇÍÕÑÓÑÄ

c=
����
e3
p

c=
����
e2
p

c=
����
e2
p c=

����
e1
p

X

Z

f
v1

v1
v2

cIIcI
v2

Â Ã

H

D
A01

A02

A03=cI=m0

x

y

z

²ËÔ. 2. (Â) ³ÇÚÇÐËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ×ÂÊÑÄÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ v1; 2�m� ÑÒÕËÚÇÔÍË
ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÅÑ ÆÄÖÑÔÐÑÅÑ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ. (Ã) £ÞÃÑÓ ÃÂÊËÔÂ (A01;A02;A03).
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A01, A02 Ë m0 Ô ÕÇÐÊÑÓÂÏË L̂ 0 Ë L̂ 00:

s0

p

�
� 1

2v0
�A01L̂ 0A01 � A02L̂ 0A02�m0 ;

�19�
q � 1

2v0
�A01L̂ 0A02 � A02L̂ 0A01�m0 ;

s 00
p 00

�
� Q 0011 �Q 0022

4v0
; q 00 � Q 0012

2v0
;

�20�
Q 00i j � A0iQ̂

00
0A0 j ; Q̂ 000 � Q̂ 00�m0� :

©ÆÇÔß ÄÇÍÕÑÓÞ s0, p, q ÑÃÎÂÆÂáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÂÏË:

s0m0 � v0 ; pm0 � qm0 � 0 : �21�

£ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (18) ÏÂÎÑÔÕß ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ Dm � mÿm0

ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÐÑÓÏÂÎË m ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ m0 ËÔ-
ØÑÆÐÑÅÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕßá ÒÓÇ-
ÐÇÃÓÇÚß Ä (18) ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË ÄÇÍÕÑÓÑÄ A1; 2 ÄÆÑÎß A03,
ËÏÇáÜËÏË ÒÑÓâÆÑÍ �Dm�2.

±ÓË ÔÎÂÃÑÏ ÒÑÅÎÑÜÇÐËË ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚËÔÇÎ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä
ÄËÆÇ

k 0a �
o
v0

�
1ÿ Dv 0a

v0

�
; k 00a � v 00a

�
o
v 20

�
: �22�

ªÊ (18) Ë (22) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÊÂÕÖØÂÐËâ ËÊÑÐÑÓ-
ÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË k 00a > 0 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÍÓËÕÇÓËÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË s 00ac > jImRj.

£ ËÊÑÕÓÑÒÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÇ ÕÇÐÊÑÓÞ L̂ 0 Ë L̂ 00

(13) ÕÂÍÑÄÞ, ÚÕÑ ËØ ÔÄÈÓÕÍË Ô ÃÂÊËÔÐÞÏË ÄÇÍÕÑÓÂÏË A01 Ë
A02 ì ÄÇÎËÚËÐÞ p, q, p 00 Ë q 00 (19), (20) ì ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ
ÓÂÄÐÞÏË ÐÖÎá (ÑÆÐÂÍÑ ÒÓË àÕÑÏ s0 Ë s 00 ÐÇ ÓÂÄÐâáÕÔâ
ÐÖÎá). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÞÇ ÐÂÏË à××ÇÍÕÞ ÄÔÇ-
ÙÇÎÑ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÞ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËÇÌ Ë ÔÒÇÙË×ËÚÐÞ ËÔÍÎáÚË-
ÕÇÎßÐÑ ÆÎâ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ.

°ÒÕËÚÇÔÍËÇ ÕÇÐÊÑÓÞ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÂÐÅÂ êÿ1 Ë d̂ ÒÓÑÜÇ
ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ ÚÇÕÄÈÓÕÑÅÑ ÓÂÐÅÂ ĉ Ë Ẑ. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ
àÕÑÏÖ ÄÇÍÕÑÓÞ s0op, pop, qop Ë ÔÍÂÎâÓÞ s 00op, p

00
op, q

00
op ÎÇÅÍÑ

ÄÞÚËÔÎâáÕÔâ Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ ÍÂÍ ÍÑÏÒÂÍÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÕÇÐÊÑÓÂ êÿ1 Ë ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÕÇÐÊÑÓÂ
d̂ Ä ÃÂÊËÔÇ (11):

s0op � �ÿlA01 � A03�v0 ; s0opm0 � v0 ;

pop � lv0A01 ; qop � lv0A02 ; popqop � 0 ; �23�

l � 1

2

������������������������������������
�e3 ÿ e2��e2 ÿ e1�

e1e3

s
; v0 � c����

e2
p ;

s 00op
p 00op

)
� v0e2

4
�d22 � d11� ; q 00op � ÿ

v0e2
2

d12 : �24�

©ÆÇÔß ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÆÇÎÂÕß ÄÂÉÐÑÇ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ. ±ÓÑÊÓÂÚÐÞÌ
ÆÄÖÑÔÐÞÌ ÍÓËÔÕÂÎÎ ÒÑ ÑÒÕËÚÇÔÍËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ËÏÇÇÕ
ÓÑÏÃËÚÇÔÍÖá ÔËÏÏÇÕÓËá, ÆÂÉÇ âÄÎââÔß ÕÓËÍÎËÐÐÞÏ ÒÑ
ÆÓÖÅËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËÏ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ
Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ ê, ÍÂÍ Ë ÎáÃÑÌ ÕÇÐÊÑÓ
ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÂÐÅÂ, ËÏÇÇÕ ÔËÏÏÇÕÓËá ÔÄÑÇÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ àÎÎËÒÔÑËÆÂ ì Ö ÐÇÅÑ ÇÔÕß ÕÓË ÄÊÂËÏÐÑ ÑÓÕÑÅÑ-
ÐÂÎßÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔËÏÏÇÕÓËË, ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÇ Ô ÍÑÑÓÆË-

ÐÂÕÐÞÏË ÒÎÑÔÍÑÔÕâÏË ÔËÔÕÇÏÞ fX;Y;Zg (ÓËÔ. 2Â). £ÍÎá-
ÚÇÐËÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÆÑÃÂÄÎâÇÕ ÇÜÈ ÑÆËÐ ÕÇÐÊÑÓ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÓÂÐÅÂ d̂, ÍÑÕÑÓÞÌ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÕÇÏË ÉÇ àÎÇÏÇÐ-
ÕÂÏË ÔËÏÏÇÕÓËË. °ÆÐÂÍÑ Ä ÕÓËÍÎËÐÐÑÏ ÍÓËÔÕÂÎÎÇ àÕË
ÕÇÐÊÑÓÞ ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÖáÕÔâ Ä ÓÂÊÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ,
Õ.Ç. ËØ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔËÏÏÇÕÓËË, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÐÇ ÔÑÄÒÂ-
ÆÂáÕ. £ ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÐÑÍÎËÐÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ÑÃÂ
ÕÇÐÊÑÓÂ, ê Ë d̂, ËÏÇáÕ ÑÆÐÖ ÑÃÜÖá ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÔËÏÏÇÕÓËË.

ªÕÂÍ, ÏÞ ÒÓËÛÎË Í ÇÆËÐÑÏÖ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÏÖ ×ÑÓ-
ÏÂÎËÊÏÖ, ÒÓËÅÑÆÐÑÏÖ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÍÂÍ ÖÒÓÖÅËØ, ÕÂÍ Ë
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ Ä ÕÓËÍÎËÐÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ.
±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÑÃÜËÇ ÓÇÛÇÐËâ (18) ë (20), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ
ÍÎáÚÇÄÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÄÑÎÐ, ÒÓË ÖÚÈÕÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËâ (12), (13) ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÑÒËÔÞÄÂáÕ Ë ÂÍÖ-
ÔÕËÍÖ, Ë ÑÒÕËÍÖ ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ,
ÚÕÑ ÒÓË àÕÑÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÆÄÖØ ÕËÒÑÄ ÄÃÎËÊË
ÄÞÓÑÉÆÇÐËÌ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏË.

£ÒÓÑÚÇÏ, ÒÑ ÖÒÑÏâÐÖÕÞÏ ÄÞÛÇ ÒÓËÚËÐÂÏ ÅÇÑÏÇÕÓË-
ÚÇÔÍËÇ Ë ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË Ä ÑÒÕËÍÇ ÚÂÔÕÑ
ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏË, ÚÇÏ Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ.
¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÄÇÍÕÑÓÞ p Ë q (19) Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ,
ÐÇ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ Ë ÓÂÊÎËÚÐÞ ÒÑ ÆÎËÐÇ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ Ä
ÑÒÕËÍÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÄÇÍÕÑÓÞ (23) Ë ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ, Ë
ÑÆËÐÂÍÑÄÞ ÒÑ ÆÎËÐÇ. ªÊ ÓËÔÖÐÍÂ 1 ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ
ÄÇÍÕÑÓA03 Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÍÎÑÐÈÐ ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâm0, Â
Ä ÑÒÕËÍÇ àÕË ÄÇÍÕÑÓÞ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ (ÓËÔ. 2Ã), A03 � m0.
¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ ÏÑÅÖÕ ÄÑÊÐËÍÂÕß ÒÑÎâÓËÊÂÙËÑÐ-
ÐÞÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÑÒÕËÍÇ
ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÞ.

3. ´ÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ

3.1. ²ÂÔÜÇÒÎÇÐËÇ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ Ë ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÑÔÇÌ
µÚÈÕ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËá ËÔØÑÆÐÑÅÑ
ÍÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ÄÆÑÎß m0 ÐÂ ÆÄÂ ÐÑÄÞØ ÄÞÓÑÉ-
ÆÇÐËâ: m�0 � m0 � Dm0. £ÑÊÐËÍÂáÕ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÇ ÑÒÕËÚÇ-
ÔÍËÇ Ë ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËÇ ÑÔË, ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÆÑÎß
ÍÑÕÑÓÞØ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ
ÔÑÄÒÂÆÂáÕ: v1 � v2. ¯ÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÑÔÇÌ
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÊ ÑÃÜÇÅÑ ÖÔÎÑÄËâ R�Dm� � 0, ÅÆÇ ÓÂÆË-
ÍÂÎ R ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ Ä (18). °ÕÔáÆÂ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ
Dm0 ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÑÆËÐÂÍÑÄÞÌ ÆÎâ ÂÍÖÔÕËÍË Ë
ÑÒÕËÍË:

Dm0 � r

g
m0 �M : �25�

©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ

M � p sin a� q cos a ;

sin a � p 00

r
; cos a � q 00

r
; �26�

r �
���������������������
p 00 2 � q 00 2

p
; g � m0�p� q� :

ªÊ (25), (26) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

Dm0p � ÿq 00 ; Dm0q � p 00 : �27�

µÅÑÎ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ ÑÔÇÌ DC � 2jDm0j ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ
ÒÑÅÎÑÜÇÐËáì ×ÂÍÕÑÓÖ r (26).
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°ÃÜËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (25), (26) ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÆÂÎÇÇ ÍÑÐÍÓÇÕË-
ÊËÓÑÄÂÕß ÆÎâ ÑÒÕËÍË:

M � lv0s? ; m0 �M � lv0sk ; �28�
r � v0e2

4

��������������������������������������
�d11 ÿ d22�2 � 4d 2

12

q
; g � l2v 2

0 :

©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÞ ÇÆËÐËÚÐÞÇ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÇ ÄÇÍ-
ÕÑÓÞ s? Ë sk (ÓËÔ. 3Â):

s? � A01 sin a� A02 cos a ;

sk � ÿA01 cos a� A02 sin a ; �29�
s? � sk � m0 :

³ÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÑÓÕÂÏË fA01;A02g Ë fs?; skg, ÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ
ÒÑÔÕÓÑÇÐÞ ÆÄÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
fx; yg Ë fx 0; y 0g, ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 3Â.

´ÇÒÇÓß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ Dm0 (25) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ
(ÓËÔ. 3Ã)

Dm0 � sk
e2
4l

��������������������������������������
�d11 ÿ d22�2 � 4d 2

12

q
: �30�

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 3 Ë ×ÑÓÏÖÎ (25), (30), Ë Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ, Ë Ä
ÑÒÕËÍÇ ÄÇÍÕÑÓ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ Dm0 ÊÂÐËÏÂÇÕ ÑÃÜÇÇ ÒÑÎÑ-
ÉÇÐËÇ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÄÇÍÕÑÓÖ m0, ÚÕÑ
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÆÎâ ÕÓËÍÎËÐÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ. ¬ÑÐÍÓÇÕÐÂâ
ÑÓËÇÐÕÂÙËâ (ÖÅÑÎ a) ÄÇÍÕÑÓÂ Dm0 Ä àÕÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÒÑÅÎÑ-
ÜÇÐËâ p 00 Ë q 00, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ (26).

ªÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (30) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËÇ ÑÒÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÑÔÇÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÂÐËÊÑ-
ÕÓÑÒËË ÕÇÐÊÑÓÂ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ d̂ (5) Í ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ ÆËàÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË l (23). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÑÒÕËÍÇ
ÄÇÎËÚËÐÖ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÖÄÇÎËÚËÄÂÕß ÐÇ ÕÑÎßÍÑ
ÒÑÄÞÛÂâ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ, ÐÑ Ë ÄÞÃËÓÂâ ÕÂÍËÇ ÍÓËÔÕÂÎÎÞ,
ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ l5 1 (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 6).

±ÓËÄÇÆÈÐÐÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÍÓËÔÕÂÎÎÂÏ Ô
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËÇÌ. µÚÈÕ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÔËÏÏÇÕÓËË
ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ. ´ÂÍ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß
[12], ÚÕÑ ÄÆÑÎß ÑÔÇÌ ÔËÏÏÇÕÓËË 6 Ë 4 ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËÇ ÑÔË,
ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËÇ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÏÖ ÕËÒÖ [17], ÐÇ ÓÂÔÜÇÒÎâ-
áÕÔâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÆÑÎß ÐËØ pac � qac � p 00ac � q 00ac � 0 Ë Ä
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (25) Dm0 � 0. £ÆÑÎß ÑÔË ÔËÏÏÇÕÓËË 3
ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇ ÍÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ [17], ÑÆÐÂÍÑ
ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÐÇ ÓÂÔÜÇÒÎâÇÕ Ë ÇÅÑ [12], ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä àÕÑÏ

ÔÎÖÚÂÇ p 00ac � q 00ac � r � 0 Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Dm0 � 0. £
ÑÒÕËÍÇ ÑÆÐÑÑÔÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ÄÔÇ ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ ÑÔË ÔËÏÏÇÕ-
ÓËË ÑÕÄÇÚÂáÕ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâÏ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÕËÒÂ Ë ÐÇ
ÓÂÔÜÇÒÎâáÕÔâ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÒÑ ÕÇÏ ÉÇ ÒÓË-
ÚËÐÂÏ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÇÔÎË ÒÑÅÎÑÜÂáÜËÌ ÍÓËÔÕÂÎÎ
ËÏÇÇÕ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÔËÏÏÇÕÓËË S, Â ËÔØÑÆÐÑÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ
ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ m0 ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ àÕÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÕÑ ÓÂÔ-
ÜÇÒÎÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ë Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ, Ë Ä ÑÒÕËÍÇ, ÒÓËÚÈÏ
ÇÅÑ ÑÒËÔÂÐËÇ ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ. £ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ,
ÚÕÑ q 00 � 0, a � p=2, ÄÇÍÕÑÓ q ÑÓÕÑÅÑÐÂÎÇÐ ÒÎÑÔÍÑÔÕË S,
ÄÇÍÕÑÓ p ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ S, Â Dm0 kq. £ ÑÒÕËÍÇ ÒÓË àÕÑÏ
d12 � 0 Ë ×ÑÓÏÖÎÞ (28), (30) ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ.

3.2. ­ËÐËË ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ×ÂÊÑÄÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÑÎÐÑÄÖá ÐÑÓÏÂÎßmg, ÊÂÆÂÐÐÖá ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇÏ

mg � m0 � gDm0 : �31�
±ÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÄÇÎËÚËÐÞ g Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÿ14g4 1 ÍÑÐÇÙ
ÄÇÍÕÑÓÂ mg ÐÂ ÇÆËÐËÚÐÑÌ Ô×ÇÓÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÊÂÆÂÈÕ
ÎËÐËá, ÔÑÇÆËÐâáÜÖá ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÑÔÇÌ
mÿ0 (ÒÓË g � ÿ1) Ë m�0 (ÒÓË g � 1). ­ÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ
ÐÂ àÕÑÌ ÎËÐËË ÓÂÆËÍÂÎR (18) ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÚËÔÕÑÏÐËÏÞÏ,
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÇ ÎËÐËË Ë Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ, Ë Ä
ÑÒÕËÍÇ âÄÎâáÕÔâ ÎËÐËâÏË ÓÂÄÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ: v 01�mg� �
� v 02�mg�. ³ÑØÓÂÐâÇÕÔâ ÎËÛß ÓÂÊÎËÚËÇ Ä ÔÕÇÒÇÐË ÒÑÅÎÑ-
ÜÇÐËâ ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÒÑÅÎÑÜÇÐËá,
ÏÇÉÆÖ ÒÑÎÑÔÕâÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÄÑÊÐËÍÂáÕ
ÄÏÇÔÕÑ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÍÑÐÕÂÍÕÑÄ ÍÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ ÎËÐËË
ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ, Â àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÕÑÒÑÎÑÅËË ÆÂÐ-
ÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË (ÓËÔ. 4).

±ÓÑÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË
ÕÂÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÄÃÎËÊË ÄÞÓÑÉÆÇÐËÌ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ
ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ ÑÒÕËÚÇÔÍËÌ ÔÎÖÚÂÌ. ±ÖÔÕß ÄÑÎÐÑÄÂâ ÐÑÓ-
ÏÂÎß m ÑÃØÑÆËÕ ÔËÐÅÖÎâÓÐÖá ÑÔß m�0 � cI � Dm0 ÒÑ
ÏÂÎÑÏÖ ÍÓÖÅÑÄÑÏÖ ÍÑÐÕÖÓÖ G Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ w (ÓËÔ. 3Ã):

m � m�0 � wt�y� ; t�y� � sk cos yÿ s? sin y ; �32�
0 < w5 jDm0j ; 04y < 2p :

¯Â àÕÑÏ ÍÑÐÕÖÓÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
v1; 2 (18) ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ w Ë y ËÏÇÇÕ ÄËÆ

v1; 2 � v�0 � R�w; y� ; �33�

sk

s?

a

a

A02

A01

x 0

y

x

y 0
Â

wt�y�

y

G

Dm0

ÿDm0

x 0

y 0 Ã

²ËÔ. 3. (Â) £ÊÂËÏÐÂâ ÑÓËÇÐÕÂÙËâ ÆÄÖØ ÒÂÓ ÑÓÕÑÄ, fA01;A02g Ë fs?; skg,
ÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÔÕÓÑÇÐÞ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ fx; yg Ë fx 0; y 0g. (Ã) £ÇÍ-
ÕÑÓÞ Dm0 Ë wt Ä ÔËÔÕÇÏÇ fx 0; y 0g ÐÂ ÍÑÐÕÖÓÇ G.

Ã

m0

mÿ0 m�0

v 01

v 02 v 02
v 01 � v 02

v 001 � v 002
v 002

v 001 v 001 � v 002

v 01

Â

m�0

v 01(m)

v 02(m)

v 002 (m)

v 001 (m)

v 01 � v 02

v 001 � v 002
²ËÔ. 4. ¤ÇÑÏÇÕÓËâ ÒÑÎÑÔÕÇÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ v 01; 2�m� Ë ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ v 001; 2�m�: (Â) Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ ÔØÇÏÇ ÄÃÎËÊË ÔËÐÅÖÎâÓ-
ÐÑÌ ÑÔËm�0 , (Ã) ÔÇÚÇÐËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕßá ÓÂÔÜÇÒÎÈÐÐÞØ ÑÔÇÌ
m�0 Ë mÿ0 .
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ÅÆÇ v�0 ì×ÂÊÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÆÑÎß ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÌ ÑÔË m�0 :

v�0 � v0 � s0opDm0 ÿ is 00op ; �34�

Rì ÓÂÆËÍÂÎ (18), ÍÑÕÑÓÞÌ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÚÎÇÐÑÄ � w 3=2

ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÍÂÍ

R�w; y� �
��������������
2wlrv0

p
exp

iy
2
: �35�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ v 01; 2�w; y� Ä ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ w Ë y (32) ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
×ÑÓÏÖÎÑÌ

v 01; 2�w; y� � v0 � s0opDm0 �
��������������
2wlrv0

p
cos

y
2
; �36�

ÿ p4y4 p :

±ÓË y � �p Ä àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ËÏÇÇÏ v 01 � v 02 � v 0 �0 ì
ÄÑÎÐÑÄÂâ ÐÑÓÏÂÎß ÒÑÒÂÆÂÇÕ ÐÂ ÎËÐËá ÓÂÄÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ,
ÍÑÕÑÓÖáÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÓÇÃÓÑ ÍÎËÐÂ (ÓËÔ. 4a).
£ ÍÂÉÆÑÏ ÔÇÚÇÐËË y � const 6� �p ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ×ÖÐÍÙËË
v 01; 2�w; y� ÒÑ w,

qv 01; 2
qw
� �

����������
lrv0
w

s
cos

y
2
; �37�

ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÒÓË w! 0. ´ÂÍÂâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÂâ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÆÂÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÐÂ ÍÓÂá ÓÇÃÓÂ ÍÎËÐÂ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÊÂÑÔÕÓÈÐÐÑÏÖ ÐÑÔËÍÖ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ Ë ÒÎÑÔÍÑÏÖ ÄÇÇÓÖ ÐÑÓÏÂÎÇÌ n�y� Í àÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÐÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÍÑÐÕÖÓÇ ÒÓË w! 0. ­ÑÍÂÎßÐÖá
ÅÇÑÏÇÕÓËá, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÖá ×ÑÓÏÖÎÂÏË (36), (37), ËÎÎáÔ-
ÕÓËÓÖáÕ ÓËÔ. 4 Ë 5Â. ªÊ ÓËÔÖÐÍÂ 5Ã ÄËÆÐÂ ÇÜÈ ÑÆÐÂ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÍÑÐÕÂÍÕÂ: ÐÂ
ÑÚÇÐß ÍÑÓÑÕÍÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË ÑÕ ÔÇÓÇÆËÐÞ ÍÎËÐÂ �g � 0� ÆÑ
ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÌ ÑÔË �g � 1� ÔÇÚÇÐËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÒÇÓÒÇÐÆË-
ÍÖÎâÓÐÑÇ ÓÇÃÓÖ ÍÎËÐÂ, ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ ËÊ ÕÖÒÑÅÑ ÖÅÎÂ Ä
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÑÔÕÓÞÌ ÔÕÞÍ ÆÄÖØ ÍÂÔÂáÜËØÔâ ÒÂÓÂÃÑÎ.

3.3. ­ËÐËË ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ
±ÓË ÄÍÎáÚÇÐËË ÆËÔÔËÒÂÙËË ÍÂÍ Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ, ÕÂÍ Ë Ä ÑÒÕËÍÇ
ÄÑÊÐËÍÂáÕ ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÄÛËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ. °ÐË ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕ ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÄÑÎÐ Ä ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ m. ´ÂÍÂâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÏÇÔÕÑ
ÍÑÐÙÑÄ ÓÂÆËÖÔÑÄ-ÄÇÍÕÑÓÑÄ v 00am, ÍÑÅÆÂ ÄÇÍÕÑÓ m ÒÓÑÃÇ-
ÅÂÇÕ ÒÑ ÇÆËÐËÚÐÑÌ Ô×ÇÓÇm2 � 1. £ ÑÒÕËÍÇ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ àÕÑ
ÆÄÖÒÑÎÑÔÕÐÞÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, a � 1, 2, Â Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ ì
ÕÓÈØÒÑÎÑÔÕÐÞÇ, a � 1, 2, 3. £ÒÓÑÚÇÏ, Ë Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ ÐÂÔ

ËÐÕÇÓÇÔÖáÕ ÎËÛß ÆÄÇ ÒÑÎÑÔÕË (a � 1, 2), ÏÇÉÆÖ ÍÑÕÑ-
ÓÞÏË ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÎËÐËË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ.

³ÑÅÎÂÔÐÑ (33) ë (35), Ä ÑÒÕËÍÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÕÇÒÇÐË
ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ v 00a �w; y� ÑÕ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÕÑÚÍË ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÐÂ
ÍÑÐÕÖÓÇ G (ÓËÔ. 3Ã), ÑÍÓÖÉÂáÜÇÏ ÑÔß m�0 , ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË (36):

v 001; 2�w; y� � s 00op �
��������������
2wlrv0

p
sin

y
2
; �38�

04y < 2p :

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË y � 0 ÄÑÎÐÑÄÂâ ÐÑÓÏÂÎß ÒÑÒÂÆÂÇÕ
ÐÂ ÎËÐËá ÓÂÄÐÞØ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÌ, v 001 �w; 0� � v 002 �w; 0� � s 00op.
©ÆÇÔß ÓÂÆËÍÂÎ R ÄÇÜÇÔÕÄÇÐ Ë ÓÂÊÎËÚËÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ v 01; 2
ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 4,
ÕÂÍËÇ ÎËÐËË ÐÂ Ô×ÇÓÇ m2 � 1 ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÍÂÍ ÒÓÑÆÑÎÉÇ-
ÐËâ ÓÇÃÓÂ ÍÎËÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ô ÆÄÖØ ÇÅÑ
ÍÑÐÙÑÄ. ÁÄÎââÔß ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇÏ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÂ ÐÂ Ô×ÇÓÇ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ, ÎËÐËË ÓÂÄÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë ÓÂÄÐÞØ ÒÑÅÎÑ-
ÜÇÐËÌ ËÏÇáÕ ÑÃÜËÇ ÕÑÚÍË, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÏ
ÑÔâÏ. ¬ÑÐÇÚÐÑ, ÄÄËÆÖ ÏÂÎÑÔÕË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÒÇÓÄÞÇ
ËÏÇáÕ ÅÑÓÂÊÆÑ ÏÇÐßÛÖá ÖÅÎÑÄÖá ÒÓÑÕâÉÈÐÐÑÔÕß, ÚÇÏ
ÄÕÑÓÞÇ.

¬ÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË ÎËÐËÌ àÕËØ ÆÄÖØ ÕËÒÑÄ Ä ÑÒÕËÍÇ ÒÑ-
ÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ [18]. ¡ÐÂ-
ÎËÊ ÃÞÎ ÒÓÑÄÇÆÈÐ ÆÎâ ÔÎÂÃÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑ-
ÒËË, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÎÑÔÕË Ë ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, Â
ÕÂÍÉÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÃÎËÊÍË ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ.
²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÇ ÍÓËÄÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÊÂÏÍÐÖÕÞÏË Ë ÔÑ-
ÔÕÑâÕ ËÊ ÚÇÓÇÆÖáÜËØÔâ ×ÓÂÅÏÇÐÕÑÄ, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÓÂÄ-
ÐÞÏ ÔÍÑÓÑÔÕâÏ Ë ÓÂÄÐÞÏ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâÏ. ±ÓË ÄÂÓßËÓÑÄÂ-
ÐËË ÕÇÐÊÑÓÑÄ ê Ë d̂ ÏÑÅÖÕ ÄÑÊÐËÍÐÖÕß ÓÇÊÍËÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ Ë
Ä ÕÑÒÑÎÑÅËË [19]: ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÊÂÏÍÐÖÕÂâ ÍÓËÄÂâ ÏÑÉÇÕ
ÓÂÔÒÂÔÕßÔâ ÐÂ ÆÄÇ ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ ÍÓËÄÞÇ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ
ÓËÔ. 6.

°ÕÏÇÕËÏ ÒÑÒÖÕÐÑ, ÚÕÑ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÐÇÕÓËÄË-
ÂÎßÐÞÇ ÂÔÒÇÍÕÞ ÄÎËâÐËâ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÐÂ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÑÒÕËÚÇ-
ÔÍËØ Ë ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍËØ ÏÂÕÇÓËÂÎÂØ,
ÄÍÎáÚÂâ Ë ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ à××ÇÍÕÞ, ÒÓËÄÎÇÍÂáÕ ÄÔÈ
ÃÑÎßÛÇÇ ÄÐËÏÂÐËÇ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [20, 21]), Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ
Ä ÔÄâÊË Ô ËØ ÛËÓÑÍËÏ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇÏ Ä ÂÍÖÔÕÑàÎÇÍÕÓÑÐËÍÇ
Ë ÂÍÖÔÕÑÑÒÕËÍÇ.

4. ´ÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
Ä ÒÑÎâÓËÊÂÙËÑÐÐÞØ ÒÑÎâØ

4.1. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÎÎËÒÔÑÄ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÓÂÔÜÇÒÎÈÐÐÞØ ÑÔÇÌ
£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ä
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÒÂÓÞ ÓÂÔÜÇÒÎÈÐÐÞØ ÑÔÇÌ.

Â

v 01 � v 02

Ã

g � 0

g � 1

²ËÔ. 5. (Â) ¬ÑÐ×ËÅÖÓÂÙËâ "ÐÑÔËÍÂ" ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÇ×ÓÂÍÙËË Ö
ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÍÑÐÙÑÄ ÓÇÃÓÂ ÍÎËÐÂ. (Ã) ªÊÏÇÐÇÐËÇ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÍÑÐÕÂÍÕÂ
ÒÑÎÑÔÕÇÌ ÐÂ ÎËÐËË g Ä ÔÇÓËË ÔÇÚÇÐËÌ ÕÑÌ ÉÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÎÑÔÍÑÔÕâ-
ÏË, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞÏË ÓÇÃÓÖ.

²ËÔ. 6. ³ØÇÏÂ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ÒÇÓÇÔÕÓÑÌÍË ÎËÐËÌ ÓÂÄÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
(ÔÒÎÑÛÐÞÇ ÎËÐËË) Ë ÎËÐËÌ ÓÂÄÐÞØ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÌ (ÒÖÐÍÕËÓÐÞÇ ÎËÐËË)
ÒÓË ÄÂÓßËÓÑÄÂÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË. ±ÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐÞ ÔÕÇÓÇÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÇÍÙËË.
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£ÇÍÕÑÓÞ A1; 2�m� (18) ÒÑÔÎÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË ÒÑ ÒÓÂÄËÎÖ
(16) ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ÄËÆ

A1; 2 � A01 � � f�Q�A02�������������������������
1� j f�Qj2

q exp �ÿiY�� ; �39�

ÅÆÇ

f � ÿ pDmÿ ip 00

qDmÿ iq 00
; Q �

��������������
1� f 2

p
;

�40�
Y� � 1

2
arg
�
Q�Q� f �� :

¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ Aa � A0a � iA00a (a � 1, 2) ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÕ ÆÄÂ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ àÎÎËÒÔÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ô ÒÑÎÖ-
ÑÔâÏË, ÆÎËÐÂ Ë ÑÓËÇÐÕÂÙËâ ÍÑÕÑÓÞØ ÊÂÆÂÈÕÔâ ÄÊÂËÏÐÑ
ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÏË ÓÂÆËÖÔÂÏË-ÄÇÍÕÑÓÂÏË A0a Ë A00a. ¿ÎÎËÒ-
ÕËÚÐÑÔÕß E ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ ÆÎËÐ ÏÂÎÑÌ �A 00a � Ë ÃÑÎßÛÑÌ �A 0a� ÒÑÎÖÑÔÇÌ. ³Ñ-
ÅÎÂÔÐÑ [6],

E � A 001; 2
A 01; 2

�
������������
1ÿ k
1� k

r
; �41�

ÅÆÇ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (39) ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÎÑÉËÕß

k � jA2
1; 2j �

2jQjF1; 2

1� F 2
1; 2

; �42�

F1; 2 � jQ� f j : �43�
¿ÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË ÆÄÖØ ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÓÂÄÐÞ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ,

A 001
A 01
� A 002

A 02
� E ; �44�

ÚÕÑ ÄÞÕÇÍÂÇÕ ËÊ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕË ÄÇÍÕÑÓÑÄ A1 Ë A2, ÐÑ
ÄËÆÐÑ Ë ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (42). ³ ÖÚÈÕÑÏ (40), (43) ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ
F1 Ë F2 ÄÊÂËÏÐÑ ÑÃÓÂÕÐÞ:

F1F2 � jQ 2 ÿ f 2j � 1 : �45�

¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓËÄÇÔÕË ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (42) Í ÄËÆÖ

jA2
1j �

2jQjF1

1� F1=F2
� 2jQj

F1 � F2
� jA2

2j � k : �46�

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, Ë ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (41) ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÐÑÏÇÓÂ ÄÇÕÄË.

¯ÂÚÐÈÏ ËÊÖÚÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ
A1; 2�m� ÐÂ ÇÆËÐËÚÐÑÌ Ô×ÇÓÇ m2 � 1 Ô ÎËÐËË g (31) ÓÇÃÓÂ
ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ, ÒÓÑØÑÆâÜÇÌ
ÚÇÓÇÊ ÕÑÚÍË ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ m�0 � m0 � Dm0. ¯ÂÒÑÏÐËÏ,
ÚÕÑ ÑÔß g ËÏÇÇÕ ÐÂÚÂÎÑ ÑÕÔÚÈÕÂ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÓÇÃÓÂ, ÑÕÄÇÚÂá-
ÜÇÏ ÄÇÍÕÑÓÖm0, Ë ÏÂÔÛÕÂÃ, ËÊÏÇÓâÇÏÞÌ ÆÎËÐÑÌ ÄÇÍÕÑÓÂ
Dm0 (25),

Dm � gDm0 : �47�

±ÑÎÑÉÇÐËâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÑÔÇÌ m�0 ÑÕÄÇÚÂáÕ ÊÐÂÚÇÐËâÏ
g � �1. ®ÇÉÆÖ ÑÔâÏË, Ä ÑÃÎÂÔÕË jgj < 1, ÏÞ ÐÂØÑÆËÏÔâ ÐÂ
ÓÇÃÓÇ ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÏÇÆÎÇÐÐÑÔÕË, Â ÒÓË
jgj > 1 ÒÇÓÇØÑÆËÏ ÐÂ ÎËÐËË ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ. ³ ÖÚÈÕÑÏ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ

jDmj5 1 ÐÂÛÇÅÑ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÑÃÎÂÔÕß
ÆÑÒÖÔÕËÏÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÄÇÎËÚËÐÞ jgj � jDmj=jDm0j ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐÂ ÔÄÇÓØÖ, ÐÑ ÑÐÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÛËÓÑÍÑÌ ÒÓË
ÏÂÎÞØ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâØ jDm0j, ÚÕÑ ÒÑÚÕË ÄÔÇÅÆÂ ÑÃÇÔÒÇÚÇÐÑ
ÄÄËÆÖ ÔÎÂÃÑÔÕË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (47) Ä ×ÑÓÏÖÎÞ (40) Ë
ÖÚËÕÞÄÂâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (25) ë (27), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

f � g cos a� i sin a
g sin aÿ i cos a

; Q �
�������������
g 2 ÿ 1

p
g sin aÿ i cos a

: �48�

ªÊ ×ÑÓÏÖÎ (48), (40) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÕÑÚÍÂØ g � �1,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÏ ÑÔâÏ, ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ f, Q Ë
Y� ËÏÇáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ:

f � �i ; Q � 0 ; Y� � 0 : �49�

±ÓË àÕÑÏ ×ÑÓÏÖÎÂ (39) ÆÂÈÕ

A1�m�0 � � A2�m�0 � �
A01 � iA02���

2
p ; �50�

ÑÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÄÆÑÎß ÔËÐÅÖ-
ÎâÓÐÞØ ÑÔÇÌ m � m�0 ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÞ ÙËÓÍÖÎâÓÐÑ. ´ÑÕ ÉÇ
ÄÞÄÑÆ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (41), (42): ÒÓË Q � 0 ÒÑÎÖÚÂÇÏ
k � 0 Ë E � 1.

£ ÕÑÚÍÇ g � 0, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÌ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá m0, ÄÏÇÔÕÑ
(49) ËÏÇÇÏ

f � ÿ tan a ; Q � ÿ sec a ; Y� � 0 : �51�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ f Ë Q ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞ, ÒÑàÕÑÏÖ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÑÌ:

A1 � A01 sin

�
p
4
ÿ a
2

�
ÿ A02 cos

�
p
4
ÿ a
2

�
;

�52�
A2 � A01 cos

�
p
4
ÿ a
2

�
� A02 sin

�
p
4
ÿ a
2

�
:

³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÐÂâ ÎËÐÇÌÐÂâ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËâ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ÐÂ ÙÇÎÑÌ ÎËÐËË, ÒÇÓÇÔÇÍÂáÜÇÌ ÓÇÃÓÑ
ÍÎËÐÂ Ä ÇÅÑ ÙÇÐÕÓÇ m � m0. °ÓËÇÐÕÂÙËâ àÕÑÌ ÎËÐËË,
ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÕÂÍÑÏÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá Dm, ÄÆÑÎß ÍÑ-
ÕÑÓÑÅÑ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÔÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ f (40).
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÕÑÅÆÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓQ ÕÑÉÇ ÃÖÆÇÕ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏ, ÄÇÎËÚËÐÂ k (46) ÑÍÂÉÇÕÔâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÐÑÌ
ÇÆËÐËÙÇ, Â àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕß (41) ÑÃÓÂÕËÕÔâ Ä ÐÖÎß. ´ÓÇÃÑ-
ÄÂÐËÇ Im f � 0 ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÄÞÓÂÉÇÐËá (40) àÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá

DmN � 0 ; N � ÿp cos a� q sin a : �53�

ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÎËÐËâ ÐÖÎÇÄÑÌ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË ÐÂ Ô×ÇÓÇ
m2 � 1 ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÄÆÑÎß ÄÇÍÕÑÓÂm0 �N. £
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (25), (26) ÓÇÃÓÑ ÍÎËÐÂ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ
ÄÇÍÕÑÓÖ m0 �M. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÎËÐËË ÓÇÃÓÂ ÍÎËÐÂ Ë
ÐÖÎÇÄÑÌ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÇÓÒÇÐ-
ÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÄÇÍÕÑÓÖ m0, Ë ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÖÅÑÎ,
ÓÂÄÐÞÌ ÖÅÎÖ ÏÇÉÆÖ ÄÇÍÕÑÓÂÏË N Ë M, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ (ÓËÔ. 7).

£ ÑÒÕËÍÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÎËÐËË Z ÓÇÛÇÐËÌ ÆÎâ ÄÑÎÐ
ÐÖÎÇÄÑÌ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑ ÓÇÃÓÖ ÍÎËÐÂ, ÒÑ-
ÔÍÑÎßÍÖ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ m0 �Nk s?, m0 �Mksk Ë s? ? sk

9 µ¶¯, Õ. 183, å 10
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(ÓËÔ. 3Â). £ ÂÍÖÔÕËÍÇ ÕÂÍÂâ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕß ÄÑÊÐËÍÂÇÕ,
ÍÑÅÆÂ ËÔØÑÆÐÑÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ m0 ÒÓËÐÂÆÎÇ-
ÉËÕ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔËÏÏÇÕÓËËm ÍÓËÔÕÂÎÎÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ q 00 � 0, a � p=2, M � p � m, N � q ? m (ÓËÔ. 8).
£ÒÓÑÚÇÏ, ÍÂÍÏÞ ÖÄËÆËÏ, ÒÓË q 00 � 0 ÒÂÓÂÏÇÕÓ f ÑÔÕÂÈÕÔâ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ, Â ÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâ DmkM ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕÔâ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ.

¥ÂÎßÐÇÌÛÇÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËÌ ÏÞ ÒÓÑÄÇÆÈÏ ËÏÇÐÐÑ ÆÎâ ÕÂÍÑÅÑ, ÖÆÑÃÐÑÅÑ ÆÎâ ÂÐÂ-
ÎËÊÂ, ÔÎÖÚÂâ Ä ÅÇÑÏÇÕÓËË, ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÌ ÐÂ ÓËÔ. 8. ¬ÂÍ ÖÉÇ
ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß, ÒÓË àÕÑÏ ÄÇÍÕÑÓ qkA02, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÓÕÑÅÑÐÂ-
ÎÇÐ ÒÎÑÔÍÑÔÕË m, ÊÂÆÂÈÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ Dm0 ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ
ÑÔÇÌ, Â ÄÇÍÕÑÓÞ A01 Ë A03 ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞ ÒÎÑÔÍÑÔÕË m,
ÒÓËÚÈÏ ÄÇÍÕÑÓ A01 ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÍÑÎÎËÐÇÂÓÇÐ ÄÇÍÕÑÓÖ
p � m ÕÑÎßÍÑ Ä ÑÒÕËÍÇ (23), Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ àÕÑ, ÄÑÑÃÜÇ
ÅÑÄÑÓâ, ÐÇ ÕÂÍ.

±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕß ÎËÐËÌ
gkDm0 kq � N Ë Zkp �M (ÔÏ. ÓËÔ. 8), ÖÆÑÃÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÕß ËØ ÍÂÍ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÓÂÊÎÂ-
ÅÂâ ÄÇÍÕÑÓ Dm ÐÂ ÇÈ ÑÔË:

Dm � gDm0 � Z
p 00

p 2
p : �54�

®ÂÔÛÕÂÃ ÒÑ ÑÔË g ÄÞÃÓÂÐ ÒÓÇÉÐËÏ �jDm0j�, Â ÏÂÔÛÕÂÃ ÒÑ
ÑÔË Z ì ÆÓÖÅËÏ �p 00=p�. £ÕÑÓÑÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ
ÒÇÓÄÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ ÒÑÓâÆÍÂ ÇÆËÐËÙÞ:

p 00

p
� jDm0j q

p
: �55�

´ÂÍÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ ÔÆÇÎÂÇÕ ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÃÑÎÇÇ
ÍÑÏÒÂÍÕÐÞÏË. £ÒÓÑÚÇÏ, Ä ÑÒÕËÍÇ ÓÂÊÎËÚËâ Ä ÏÂÔÛÕÂÃÂØ
ÐÇÕ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (23), pop � qop.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (54) Ä (40), ËÏÇÇÏ

f � 1

g
�iÿ Z� ; Q � 1

g

����������������
wÿ 2iZ

p
; w � g 2 � Z 2 ÿ 1 : �56�

µÚËÕÞÄÂâ àÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ, ÒÑÔÎÇ ÓâÆÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ
×ÑÓÏÖÎÞ (42) ÐÂØÑÆËÏ

k �
�����������������������

2

1� G�g; Z�

s
; �57�

ÅÆÇ

G � w� 2�������������������
w 2 � 4Z 2

p : �58�

¬ÑÏÃËÐËÓÖâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (57), (58) Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (41),
ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÐÂÌÕË ÒÑÎÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË E
Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÓÂÔÜÇÒÎÈÐÐÞØ ÄÞÓÑÉ-
ÆÇÐËÌ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ Ä ÄËÆÇ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÅÑ ÅÓÂ-
×ËÍÂ ÐÂ ÓËÔ. 9.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÇÚÇÐËâ àÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ¯ÂÚÐÈÏ Ô
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂ ÑÔË g.
±ÑÎÂÅÂâ Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (57), (58) Z � 0, ËÊ (41) ÒÑÎÖÚËÏ

E �

�
1ÿ

�������������
1ÿ g 2

p
1�

�������������
1ÿ g 2

p �1=2

; jgj4 1 ;�
1ÿ

������������������
1ÿ 1=g 2

p
1� ������������������

1ÿ 1=g 2
p �1=2

; jgj5 1 ;

8>>>><>>>>: �
jgj
2
; jgj5 1 ;

1

2jgj ; jgj4 1 :

8>><>>:
�59�

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 10Â, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÑÍÂÊÂÐ àÕÑÕ ÒÓÑ×ËÎß
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË, Ä ÓÇÒÇÓÐÞØ ÕÑÚÍÂØ g � �1,
ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÏ ÑÔâÏ �Dm � �Dm0�, ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËâ ÙËÓÍÖÎâÓÐÂâ, ÍÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, Â Ä ÕÑÚÍÇ g � 0 ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ
ÎËÐÇÌÐÂâ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇ ÊÂÏÇÐÞ

g �
sin x ; jgj4 1 ; ÿ p

2
4x4

p
2
;

cosec z ; jgj5 1 ; ÿ p
2
4z4

p
2

8><>: �60�

ÿDm0 Dm0

g

Z
M

N

Im A1,2=0

²ËÔ. 7.­ËÐËâ ÐÖÎÇÄÑÌ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕËìÛÕÓËØÑÄÂâ ÒÓâÏÂâ �Z ? N� Ë
ÎËÐËâ ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ì ÔÒÎÑÛÐÂâ ÒÓâÏÂâ �g ?M� ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË,
ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÄÇÍÕÑÓÖ m0.

\m0
N= q

M= pÿDm0

DC

Dm0

mÿ0

m�0

±ÎÑÔÍÑÔÕß
ÔËÏÏÇÕÓËË

Z

g

²ËÔ. 8. ¤ÇÑÏÇÕÓËâ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ/ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÔË
m0 ! m�0 ËÊ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔËÏÏÇÕÓËË ÍÓËÔÕÂÎÎÂ ÒÓË ÄÍÎáÚÇÐËË ÒÑÅÎÑ-
ÜÇÐËâ.

0

0

0,2

E�g; Z�

0

0,4

0,6

0,8

1,0

1 22 3 4

4

5

ÿ1ÿ2

ÿ2
ÿ4

ÿ3ÿ4 g

²ËÔ. 9. ¥ÄÂ ÒËÍÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË E�g; Z� Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË
ÓÂÔÜÇÒÎÈÐÐÞØ ÑÔÇÌ.
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×ÑÓÏÖÎÞ (59) ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÖá ÍÑÏÒÂÍÕ-
ÐÑÔÕß:

E �

���� tan x
2

���� ; jgj4 1 ;���� tan z
2

���� ; jgj5 1 :

8>><>>: �61�

£ ÕÇØ ÉÇ ÕÇÓÏËÐÂØ ÄÇÍÕÑÓÞ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË (39) Ä ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÇÏÑÏ ÔÇÚÇÐËË Z � 0 ËÏÇáÕ ÄËÆ

A1 � A02 cos
x
2
ÿ iA01 sin

x
2
;

A2 � A01 cos
x
2
� iA02 sin

x
2
;

9>>=>>; jgj < 1 ; �62�

A1; 2� 1���
2
p
�
�A01� A02� cos z

2
� i�A02 � A01� sin z

2

�
; jgj > 1 :

�63�

£ÕÑÓÞÏ ÔÇÚÇÐËÇÏ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ, âÄÎâÇÕÔâ
ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß g � 0, ÒÓÑØÑÆâÜÂâ ÚÇÓÇÊ ÑÔß Z.
¬ÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÒÓË ÑÃÔÖÉÆÇÐËË ÓËÔ. 7 Ë 8, ÐÂ ÑÔË Z
ÆÑÎÉÐÂ ËÏÇÕß ÏÇÔÕÑ ÎËÐÇÌÐÂâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ, ÚÕÑ ÚÂÔ-
ÕËÚÐÑ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 9 Ë 10Â (ÐÂ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÎËÐËâ ÐÖÎÇÄÑÌ
àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË ÒÓÑÇÍÕËÓÖÇÕÔâ Ä ÕÑÚÍÖ g � 0). ±ÓÑÆÇÏÑÐ-
ÔÕÓËÓÖÇÏ àÕÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (59)w � Z2 ÿ 1,
ËÏÇÇÏ G � 1. ´ÑÅÆÂ ËÊ (58) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ k � 1, ÒÑàÕÑÏÖ Ä
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (41) àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕß ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, E � 0, Õ.Ç.
ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ âÄÎâÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÑÌ.

±ÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ËÐÕÇÓÇÔ Ë ÆÄÂ ÆÓÖÅËØ, ÕÑÉÇ ÑÓÕÑÅÑ-
ÐÂÎßÐÞØ ÑÔË g, ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞØ ÔÇÚÇÐËâ, ÒÓÑØÑÆâÜËØ ÚÇÓÇÊ
ÕÑÚÍË ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ g � �1. ¿ÕË ÔÇÚÇÐËâ ÔËÏÏÇÕÓËÌÐÑ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ Ë, ÍÑÐÇÚÐÑ, ËÆÇÐÕËÚÐÞ. ªØ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ
×ÑÓÏÂ ÆÂÈÕÔâ ÕÇÏÉÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (41) ÒÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË
Ä ÐÇÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (57) Ë (58), Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÎÑÉÇÐÑ
w � Z2. ®Þ ÒÓËÄÇÆÈÏ ÎËÛß ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÆÎâ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂÇÄ jZj5 1 Ë jZj4 1:

E �
1ÿ ��������

2jZjp
; jZj5 1 ;

1

2Z2
; jZj4 1 :

8<: �64�

¶ÑÓÏÂ ÔÇÚÇÐËÌ ÒÓË g � �1 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 10Ã. ªÊ
×ÑÓÏÖÎ (59), (64) Ë ÓËÔ. 9, 10 ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÊÂÑÔÕÓÈÐÐÞÇ
ÐÑÔËÍË ÓÇÎßÇ×Â àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË Ä ÕÑÚÍÂØ �g � �1, Z � 0�
ËÏÇáÕ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞÇ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÇ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ (Ë
ÎáÃÞØ ÆÓÖÅËØ) ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞØ ÔÇÚÇÐËâØ, ÒÓÑØÑÆâÜËØ
ÚÇÓÇÊ àÕË ÕÑÚÍË.

4.2. ±ÑÎâÓËÊÂÙËÑÐÐÞÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË
ÄÑÍÓÖÅ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ
¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.1, ÒÓË ÐÇÃÑÎßÛÑÏ ÑÕÍÎÑÐÇÐËË
ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÐÑÓÏÂÎË m ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ÍÓÖ-
ÅÑÄÂâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÑÌ. ªÊÖÚËÏ
ÄÓÂÜÇÐËâ àÎÎËÒÔÑÄ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÓË ÑÃØÑÆÇ ÄÑÎÐÑÄÑÌ
ÐÑÓÏÂÎßá ÄÑÍÓÖÅ ÕÂÍÑÅÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÍÓË-
ÔÕÂÎÎÂ Ô ÒÎÑÔÍÑÔÕßá ÔËÏÏÇÕÓËË, ËÊÖÚÂÄÛÇÅÑÔâ Ä ÓÂÊÆÇ-
ÎÇ 4.1 (ÔÏ. ÓËÔ. 8). ¯ÂÎËÚËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÔÆÇÎÂÇÕ ÂÐÂÎËÊ
ÏÇÐÇÇ ÅÓÑÏÑÊÆÍËÏ Ë ÃÑÎÇÇ ÐÂÅÎâÆÐÞÏ ÒÓË ÔÑØÓÂÐÇÐËË
ÑÃÜÐÑÔÕË ÍÑÐÇÚÐÞØ ÄÞÄÑÆÑÄ. ²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÒÑ-ÒÓÇÉ-
ÐÇÏÖ ÃÖÆÇÕ ÑÕÐÑÔËÕßÔâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ Í ÂÍÖÔÕËÍÇ Ë ÑÒ-
ÕËÍÇ.

±ÖÔÕß ÄÑÎÐÑÄÂâ ÐÑÓÏÂÎßm ÑÃØÑÆËÕ ÔËÐÅÖÎâÓÐÖá ÑÔß
m�0 ÒÑ ÍÑÐÕÖÓÖ GÏÂÎÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ (ÓËÔ. 11). ¬ÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ
(32), ÒÓË àÕÑÏ

Dm � Dm0 � wt�y� : �65�
©ÆÇÔß w ì ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÏÂÎÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ, Â ÄÇÍÕÑÓ t�y�
ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÖÅÎÂ y ÑÕ 0 ÆÑ 2p ÑÚÇÓÚËÄÂÇÕ ÊÂÏÍÐÖÕÞÌ
ÍÑÐÕÖÓ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÊÂÍÑÐÂÏË
ÕÑÒÑÎÑÅËË ÄÇÎËÚËÐÂ ÄÓÂÜÇÐËâ àÎÎËÒÔÑÄ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
ÒÓË ÒÑÎÐÑÏ ÑÃØÑÆÇ ÍÑÐÕÖÓÂ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÇÅÑ ×ÑÓÏÞ.
¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒÕËÏËÊËÓÑÄÂÕß ÂÐÂÎËÊ, ÄÞÃËÓÂâ ×ÑÓÏÖ
ÍÑÐÕÖÓÂ. £ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÆÑÃÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÍÑÐÕÖÓ G Ä
ÄËÆÇ àÎÎËÒÔÂ Ô ÒÑÎÖÑÔâÏË, ÓÂÄÐÞÏË w ÄÆÑÎß q Ë wq=p
ÄÆÑÎß p:

t � q

q
cos yÿ q�m0

p
sin y �66�

(cÏ. ÓËÔ. 11). £ ÔÎÖÚÂÇ ÑÒÕËÍË, ÍÑÅÆÂ q=p � 1, ÍÑÐÕÖÓ G
ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß (ÓËÔ. 3Ã).

¬ÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, ÄÇÎËÚËÐÂ w ÆÑÎÉÐÂ ÄÞÃËÓÂÕßÔâ ÏÂÎÑÌ ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆÎËÐÑÌ ÄÇÍÕÑÓÂ jDm0j � p 00=q. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÄÄÇÔÕË ÐÑÄÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÏÂÎÑÔÕË

e � w
jDm0j �

wq
p 00

5 1 : �67�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËâ (40) ×ÑÓÏÖÎÞ (27) Ë (65), (66)
Ë ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÔÎÖÚÂÇ pq � 0,

0ÿ5 ÿ4 ÿ3 ÿ2 ÿ1

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0

E

1 2 3 4 5
g

Â

0ÿ5 ÿ4 ÿ3 ÿ2 ÿ1

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0

E

1 2 3 4 5
Z

Ã

²ËÔ. 10. ³ÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË E�g; Z�, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÌ ÐÂ ÓËÔ. 9, ÄÇÓÕË-
ÍÂÎßÐÞÏË ÒÎÑÔÍÑÔÕâÏË: (Â) Z � 0, (Ã) g � �1.

g
w

wq=p

wt

G

g � 1

y

q

q�m0

p

²ËÔ. 11. ¬ÑÐÕÖÓ G ÄÑÍÓÖÅ ÑÔË m�0 ÐÂ ÇÆËÐËÚÐÑÌ Ô×ÇÓÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ
m2 � 1 Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË fp; qg (ÄÇÍÕÑÓ p ÒÑÍÂÊÂÐ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ g < 0).
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g � p�q�m0� � pq sgn g, q 00 � 0, ÒÑÎÖÚËÏ

f � i
�
1ÿ e exp �i~y�� ; Q �

�����
2e
p

exp
i~y
2
;

f�Q � i�
�����
2e
p

exp
i~y
2
; �68�

Y� � 1

4
�~y� p� �

����
e
2

r
cos

~y
2
:

©ÆÇÔß

~y � y sgn g : �69�

±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÄÏÇÔÕÇ Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (39)
ÊÂÆÂáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÄÇÍÕÑÓÞ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË A1; 2 ËÊÑÐÑÓ-
ÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ ÐÂ ÍÑÐÕÖÓÇ G Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ

��
e
p

:

A1; 2 � 1���
2
p
�
�A01 � iA02� exp

�
ÿi

~y� p
4

�
�

�
����
e
2

r
�A02 � iA01� exp

�
i

~y� p
4

��
� A01; 2 � iA001; 2 : �70�

®Þ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÊÆÇÔß Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ ÓÂÊÆÇÎâÕß ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎß-
ÐÞÇ Ë ÏÐËÏÞÇ ÚÂÔÕË. ­ÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÊÂÆÂÐÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (70) ÅÎÂÄÐÞÇ ÒÑÎÖÑÔË A01; 2 Ë A001; 2 àÎÎËÒÔÑÄ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÓÕÑÅÑ-
ÐÂÎßÐÞ, Â ËØ ÆÎËÐÞ ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ ÚÎÇÐÂÏË ÒÑÓâÆÍÂ

��
e
p

.
´ÂÍÉÇ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÑÎÐÑÏ ÑÃØÑÆÇ
ÍÑÐÕÖÓÂG ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËâ ÄÇÍÕÑ-
ÓÑÄ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË:

A1�~y� 2p� � ÿA2�~y� ; A2�~y� 2p� � A1�~y� : �71�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË ÒÑÎÐÑÏ ÑÃØÑÆÇ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÐÑÓÏÂÎßá
m � m�0 � wt�y� ÄÑÍÓÖÅ ÑÔË m�0 ÍÂÉÆÞÌ ËÊ àÎÎËÒÔÑÄ
ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÖÅÑÎ p=2, ÒÓÇÄÓÂÜÂâÔß Ä ËÔØÑÆÐÞÌ
àÎÎËÒÔ ÆÓÖÅÑÌ ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ. °ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÔÑÄÑ-
ÍÖÒÐÑÔÕË àÕËØ ÔÑÒÓâÉÈÐÐÞØ àÎÎËÒÔÑÄ ÒÓË ÕÂÍÑÏ ÑÃØÑÆÇ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÒÂÓÞ ÒÑÎâ-
ÓËÊÂÙËÌ ÆÄÖØ ÄÇÕÄÇÌ Ä ÔÇÃâ.ªÊ×ÑÓÏÖÎ (69), (70) ÄÞÕÇÍÂÇÕ,
ÚÕÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÓÂÜÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ t Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË fp; qg Ë
ÄÇÍÕÑÓÑÄA1; 2 Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË fA01;A02g ÑÆËÐÂÍÑÄÞ ÒÓË g > 0
Ë ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞ ÒÓË g < 0.

´ÂÍÂâ ÑÓËÇÐÕÂÙËÑÐÐÂâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕß ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖ-
ÇÕÔâ ËÐÆÇÍÔÑÏ ±ÖÂÐÍÂÓÇ [12, 16]

n � 1

4
sgn g ; �72�

ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÄÇÎËÚËÐÂ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÅÑ ÒÑÄÑ-
ÓÑÕÂ àÎÎËÒÔÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË (Ä ÇÆËÐËÙÂØ 2p) ÒÓË ÒÑÎÐÑÏ
ÑÃØÑÆÇ ÄÑÍÓÖÅ ÕÑÚÍË ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ. ¬ÑÐÇÚÐÑ, ËÐÆÇÍÔ
ÄÕÑÓÑÌ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÌ ÑÔË �mÿ0 � ÓÂÄÇÐ ÕÑÏÖ ÉÇ ÊÐÂÚÇÐËá
(72). ¿ÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ØÑÕâ ÃÞ ËÊ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÑÔË m�0 Ë mÿ0
ÓÂÊÆÇÎÇÐÞ ÒÎÑÔÍÑÔÕßá ÔËÏÏÇÕÓËË (ÔÏ. ÓËÔ. 8). £ÒÓÑÚÇÏ,
ÑÆËÐÂÍÑÄÑÔÕß ËÐÆÇÍÔÑÄ ÓÂÔÜÇÒÎÈÐÐÞØ ÑÔÇÌ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ
Ë Ä ÕÓËÍÎËÐÐÑÏ ÍÓËÔÕÂÎÎÇ [16]. ®Þ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÊÆÇÔß àÕÑ
ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÕß.

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 12, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÍÂÓ-
ÕËÐÂ ÑÓËÇÐÕÂÙËÑÐÐÞØ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕÇÌ Ö ÓÂÔÜÇÒÎÈÐÐÞØ
ÑÔÇÌ, ÒÓË ÑÃØÑÆÇ ÄÑÍÓÖÅ ÍÂÉÆÑÌ ËÊ ÕÑÚÇÍ m�0 Ë mÿ0 ÒÂÓÞ
àÎÎËÒÔÑÄ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂáÕÔâ ÐÂ ÚÇÕÄÇÓÕß
ÑÃÑÓÑÕÂ, ÄÐÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ×ÑÓÏÞ ÍÑÐÕÖÓÂ. ±Ñ ÏÇÓÇ
ÓÂÔÛËÓÇÐËâ ÍÑÐÕÖÓÂ ÏÑÉÇÕ ËÊÏÇÐâÕßÔâ ÄÇÎËÚËÐÂ àÎÎËÒ-

ÕËÚÐÑÔÕË, ÐÑ ÐÇ ËÐÆÇÍÔ ±ÖÂÐÍÂÓÇ, ÑÆÐÂÍÑ ÎËÛß ÆÑ ÕÇØ
ÒÑÓ, ÒÑÍÂ ÄÐÖÕÓË ÍÑÐÕÖÓÂ ÐÇ ÑÍÂÉÖÕÔâ ÔÓÂÊÖ ÆÄÇ ÕÑÚÍË
ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ. ³ àÕÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÔÑÄÑÍÖÒÐÞÌ ÒÑÄÑÓÑÕ
ÒÂÓÞ àÎÎËÒÔÑÄ ÔÍÂÚÍÑÏ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ÆÑ ÒÑÎÖÑÃÑÓÑÕÂ,
ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÖÏÏÂÓÐÑÏÖ ËÐÆÇÍÔÖ ±ÖÂÐÍÂÓÇ n �
� 1=4� 1=4 � 1=2.

±ÓË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÄÓÂÜÇÐËË àÎÎËÒÔÑÄ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËË ÒÇÓÇØÑÆ ÚÇÓÇÊ ÎËÐËá ÓÂÄÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë ÎËÐËá
ÓÂÄÐÞØ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÌ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ô ÑÃÏÇÐÑÏ ÄÇÕÄâÏË ì
àÎÎËÒÔÞ "ÒÇÓÇØÑÆâÕ" Ô ÑÆÐÑÌ ÒÑÎÑÔÕË ÐÂ ÆÓÖÅÖá. ´ÂÍÑÌ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÏÇÉÆÖ ÄÐÇÛÐËÏË Ë ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏË
ÒÑÎÑÔÕâÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÏÇÆÎÇÐÐÑÔÕË Ë ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÒÓË
ÒÑÎÐÑÏ ÑÃØÑÆÇ ÄÑÍÓÖÅ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÌ ÑÔË ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ
ÓËÔ. 4Â. ¶ËÊËÚÇÔÍÂâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑÔÕß ÍÂÓÕËÐ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËË Ä ÕÑÚÍÂØ y Ë y� 2p ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË
ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÆÄÖØ ÄÇÕÄÇÌ, Â ÐÇ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÔÑÄÒÂÆÇ-
ÐËá ÄÑÎÐÑÄÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÄÐÖÕÓË ÍÂÉÆÑÌ ËÊ ÄÇÕÄÇÌ,
ÍÂÍ Ä ÐÇÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ. ¿ÕÑ ÔÕÂÎÑ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÞÏ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÕÂÍÑÌ ÐÑÄÑÌ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ÚÇÓÕÇ ÄÑÎ-
ÐÑÄÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ, ÍÂÍ ËØ ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÇ ÒÑ ÎËÐËâÏ
(ÔÏ. ÓËÔ. 4 ë 6).

£ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÒÑÎÑÔÕË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÍÑ-
ÓÑÔÕÇÌ ÑÃÞÚÐÑ ËÏÇáÕ ÎËÛß ÕÑÚÍË ÍÑÐÕÂÍÕÂ (ÒÓËÏÇÐË-
ÕÇÎßÐÑ Í ÑÒÕËÍÇ ÔÏ. ÓËÔ. 2Â). ±ÑÎâÓËÊÂÙËË ËÊÑÐÑÓÏÂÎß-
ÐÞØ ÄÑÎÐ ÄÃÎËÊË ÕÂÍÑÌ ÕÑÚÍË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÖÔÎÑÄÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÍÓÇÔÕÑÏ, ÑÃÓÂÊÖáÜËÇ ÑÕÓÇÊÍË ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ, ÑÆËÐÂÍÑÄÞ ÒÑ ÆÎËÐÇ, ÐÑ ËÏÇáÕ ÓÂÊÐÖá
ÕÑÎÜËÐÖ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÂ ÎáÃÑÏ ÍÑÐÕÖÓÇ ÄÑÍÓÖÅ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ÑÆÐÂ ËÊ ÆÄÖØ ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ
ÄÔÇÅÆÂ ÃÞÔÕÓÇÇ ÆÓÖÅÑÌ. ±ÓË ÄÞÍÎáÚÇÐËË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ
ÒÂÓÂ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÑÔÇÌ ÔØÎÑÒÞÄÂÇÕÔâ Ä ÑÆÐÖ, Â àÎÎËÒÔÞ
ÐÂ ÄÐÇÛÐÇÏ ÍÑÐÕÖÓÇ ÐÂ ÓËÔ. 12 ÒÓÇÄÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÕÂÍËÇ
ÍÓÇÔÕÞ. ¥Îâ ÔÑÄÏÇÜÇÐËâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÍÓÇÔÕÂ Ô ÔÂÏËÏ ÔÑÃÑÌ
ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÇÅÑ ÒÑÄÑÓÑÕ ÐÂ ÏËÐËÏÂÎßÐÞÌ ÖÅÑÎ �p, ÚÕÑ
ÑÕÄÇÚÂÇÕ ËÐÆÇÍÔÖ n � �1=2.

£ ÑÒÕËÍÇ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÇ ËÐÆÇÍÔÞ ±ÖÂÐÍÂÓÇ ÐÇ ÄÑÊÐË-
ÍÂáÕ. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (28), Ä ÑÒÕËÍÇ ×ÂÍÕÑÓ g

mÿ0 m�0

²ËÔ. 12. ±ÑÎÇ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÌ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÔËÐÅÖÎâÓ-
ÐÞØ ÑÔÇÌ m�0 ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÅÑ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ ÒÓË g > 0. ¯Â ÏÂÎÞØ ÍÑÐ-
ÕÖÓÂØ ÄÑÍÓÖÅ ÓÂÔÜÇÒÎÈÐÐÞØ ÕÑÚÇÍ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ n � 1=4. ¯Â ÄÐÇÛÐÇÏ
ÍÑÐÕÖÓÇ ÔÑÄÑÍÖÒÐÞÌ ËÐÆÇÍÔ n � 1=2 ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ËÐÆÇÍÔÑÏ ÐÇÄÑÊÏÖ-
ÜÈÐÐÑÅÑ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÌ ÄÑÍÓÖÅ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËâ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ÐÇÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÅÑ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ. ºÕÓËØÑÄÂâ ÄÇÓÕË-
ÍÂÎßÐÂâ ÒÓâÏÂâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË. ³ÍÑÓÑÔÕß ÃÑÎßÛÇ
ÐÂ àÎÎËÒÔÇ, ÍÑÐÕÖÓ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÕÑÎÜÇ, Â ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÃÑÎßÛÇ ÐÂ àÎ-
ÎËÒÔÇ, ËÊÑÃÓÂÉÈÐÐÑÏ ÒÑÄÇÓØ ÆÓÖÅÑÅÑ.

1132 £.ª. ¡­¾ºª¸, £.¯. ­À¢ª®°£ [µ¶¯ 2013



ÄÔÇÅÆÂ ÒÑÎÑÉËÕÇÎÇÐ: g � �lv0�2. ±ÑàÕÑÏÖ ×ÑÓÏÖÎÂ (72)
ÆÂÈÕ ÆÎâ ËÐÆÇÍÔÂ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÌ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÔË Ä ÒÑÅÎÑ-
ÜÂáÜÇÏ ÍÓËÔÕÂÎÎÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ ÄÂÓËÂÐÕ: n � 1=4. £ÒÇÓ-
ÄÞÇ àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÃÞÎ ÒÑÎÖÚÇÐ Ä ÓÂÃÑÕÇ [9] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ
[10, 11]). £ ÒÓÑÊÓÂÚÐÞØ ÆÄÖÑÔÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ ÔËÐÅÖÎâÓ-
ÐÑÔÕß Ä ÒÑÎÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÌ Ö ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÔË ËÏÇÇÕ ËÐÆÇÍÔ
±ÖÂÐÍÂÓÇ n � 1=2. ²ÂÔÒÂÆ ÕÂÍÑÌ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË ÒÓË
ÄÍÎáÚÇÐËË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÐÂ ÆÄÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË Ô ËÐÆÇÍ-
ÔÂÏË n � 1=4 ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÊÂÍÑÐÖ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÕÑÒÑÎÑ-
ÅËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ (ÔÏ. ÓËÔ. 12).

¬ÂÓÕËÐÞ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ
ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ÃÑÎÇÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊÐÞ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÊÆÇÔß
ËÐÆÇÍÔÞ ±ÖÂÐÍÂÓÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÑÐÐÞØ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕÇÌ, Ä
ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÕÂÍÑÄÞØ Ä ÑÒÕËÍÇ, ÏÑÅÖÕ ËÏÇÕß ÓÂÊÐÞÇ ÊÐÂÍË
[12, 16, 17]. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÆÑÎß ÍÑÐË-
ÚÇÔÍÑÌ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÔË, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÌ ÑÔË ÔËÏÏÇÕÓËË 3,
ÄÔÇÅÆÂ n � ÿ1=2. ±ÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÆÑÎß ÂÍÖÔÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÑÔÇÌ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÕËÒÂ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÑÔË ÔËÏÏÇÕ-
ÓËË 6, ÄÔÇÅÆÂ n � 1 (ÍÂÍ Ë ÄÆÑÎß ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ
ÑÔË Ä ÑÒÕËÍÇ ÑÆÐÑÑÔÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ). °ÆÐÂÍÑ ÄÆÑÎß ÑÔË
ÔËÏÏÇÕÓËË 4, ÕÑÉÇ âÄÎâáÜÇÌÔâ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÌ ÂÍÖÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÑÔßá, ÐÂÓâÆÖ Ô ËÐÆÇÍÔÑÏ ±ÖÂÐÍÂÓÇ n � 1 ÄÑÊÏÑÉÇÐ
ËÐÆÇÍÔ n � ÿ1 [17]. ±ÑÚÕË ÄÔÇ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËÇ ÑÔË Ä ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâØ, ÐÇ ÔÑÄÒÂÆÂáÜËØ Ô ÑÔâÏË ÔËÏÏÇÕÓËË ÍÓËÔÕÂÎÎÂ,
ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ Í ÍÑÐËÚÇÔÍÑÏÖ ÕËÒÖ Ë ËÏÇáÕ ËÐÆÇÍÔÞ
±ÖÂÐÍÂÓÇ n � �1=2. ªÏÇÐÐÑ àÕË ÑÔË ÓÂÔÜÇÒÎâáÕÔâ ÒÓË
ÄÍÎáÚÇÐËË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÐÂ ÒÂÓÞ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÑÔÇÌ, ØÂ-
ÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÞØ ËÐÆÇÍÔÂÏË n � �1=4 (72).

4.3. £ÓÂÜÇÐËÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
ÒÑ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÍËÐÇÏÂÕËÍÖ ÆÄËÉÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÒÑÎâ-
ÓËÊÂÙËË ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ ÒÑ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÏ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËâÏ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÂÏ ÒÑÐÂÆÑÃËÕÔâ ÄÏÇÔÕÑ ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ Aa ÐÑÄÂâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂ,
ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË:

AA1; 2 � Re
�
A1; 2 exp �iF1; 2�

�
; F1; 2 � k 01; 2mrÿ ot : �73�

©ÆÇÔß ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÂÒÑÏÐËÕß, ÚÕÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÇ ÐÂÏË ËÊÑ-
ÐÑÓÏÂÎßÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ Ë ÐÂÚÂÎÑ ÑÕÔÚÈÕÂ ÄÓÇ-
ÏÇÐË Ä ËØ×ÂÊÂØF1; 2 ÄÞÃËÓÂÇÕÔâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ.±ÓËÏÇÐââ,
Ô ÖÚÈÕÑÏ àÕÑÅÑ ÊÂÏÇÚÂÐËâ, ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ (73) Í ÑÃÜÇÏÖ
ÄÞÓÂÉÇÐËá (39), ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß

AA1; 2 � A01 cos b� cos �F1; 2 ÿ a���
� A02 sin b� cos �F1; 2 � a�� ; �74�

ÅÆÇ ÖÅÎÞ b� Ë a� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

tan b� � j f�Qj ; a� � 1

2
arg � f�Q� : �75�

£ ÕÇÓÏËÐÂØ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÌ AAa (73) ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÚÂÔÕß
ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ aa�r; t� (12) (ÖÒÓÖÅÑÌ ua�r; t� (2) ËÎË
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ha�r; t� (4)) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä
ÄËÆÇ

Re aa�r; t� � CAAa exp �ÿk 00mr� : �76�
©ÆÇÔß ÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ ÄÎËâÐËÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ, ÔÄâÊÂÐÐÑÇ Ô
ÑÔÎÂÃÎÇÐËÇÏ ÄÑÎÐÞ ÒÑ ÏÇÓÇ ÇÈ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ, ÑÕÆÇ-
ÎÇÐÑ ÑÕ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ËÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ, ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÞØ Ä
ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ.

¯ËÉÇ ÐÂÔ ÃÖÆÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÕß ËÊÏÇÐÇÐËÇ
ÍËÐÇÏÂÕËÍË ÄÓÂÜÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÑÄ AA1; 2 ÒÑ àÎÎËÒÔÂÏ ÒÑÎâ-

ÓËÊÂÙËË ÒÓË ÔÍÂÐËÓÑÄÂÐËË ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÐÑÓÏÂÎßá ÎËÐËË g
ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÍÂÍ ÏÇÉÆÖ
ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÏË ÑÔâÏË jgj < 1, ÕÂÍ Ë ÐÂ ÖÚÂÔÕÍÂØ jgj > 1
ÓÂÄÐÑÅÑ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ. ±ÓË àÕÑÏ ÄÑ ËÊÃÇÉÂÐËÇ ÅÓÑÏÑÊÆÍÑ-
ÔÕË ×ÑÓÏÖÎ ÏÞ ÒÓÑÆÑÎÉËÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ Ô
ÒÎÑÔÍÑÔÕßá ÔËÏÏÇÕÓËË Ä ÅÇÑÏÇÕÓËË, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÌ ÐÂ
ÓËÔ. 8.

¥Îâ ÐÂÚÂÎÂ ÐÂÌÆÈÏ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË AA1; 2,
ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÄÇÍÕÑÓÂÏ A1; 2 (62), (63):

AA1 � A01 sin
x
2
sinFx � A02 cos

x
2
cosFx ;

AA2 � A01 cos
x
2
cosFx ÿ A02 sin

x
2
sinFx

9>>=>>; jgj < 1 ; �77�

AA1; 2 � 1���
2
p
�
�A01 � A02� cos z

2
cosFzÿ

ÿ �A02 � A01� sin z
2
sinFz

�
�

� 1���
2
p
�
A01 cos

�
z
2
� Fz

�
� A02 cos

�
z
2
� Fz

��
; jgj > 1 :

�78�
ªÐÆÇÍÔÞ x Ë z ÒÓË ×ÂÊÂØ F Ä (77) Ë (78) ÑÊÐÂÚÂáÕ, ÚÕÑ
ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÜËÇ Ä ÐËØ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÐÑÓÏÂÎË ÔÍÂÐËÓÖáÕ
ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÇ ÖÚÂÔÕÍË ÎËÐËË g ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ:

mx � m0 � jDm0j sin x ; mz � m0 � jDm0j cosec z : �79�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ×ÂÊÞ Fx Ë Fz ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ k 01; 2 (73),
ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÂ ÎËÐËË g ÑÆËÐÂÍÑÄÞ ÏÇÉÆÖ ÑÔâÏË �jgj4 1�, ÐÑ
ÓÂÊÎËÚÐÞ ÔÐÂÓÖÉË ÑÕ ÓÇÃÓÂ ÍÎËÐÂ �jgj > 1�. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓË
ÑÆËÐÂÍÑÄÑÏ ÄÞÃÑÓÇ ÐÂÚÂÎÂ ÑÕÔÚÈÕÂ ÄÓÇÏÇÐË ×ÂÊÞ Fx ÐÇ
ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÐÑÏÇÓÂ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÕÄË, Â ×ÂÊÞ Fz ÆÎâ ÆÄÖØ
ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ ÓÂÊÎËÚÐÞ ËÊ-ÊÂ ÓÂÊÐÞØ k 01; 2.

¶ÑÓÏÖÎÞ (77) Ë (78) ÊÂÆÂáÕ Ä ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÇ
ÆÄÇ ÒÂÓÞ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞØ àÎÎËÒÔÑÄ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË, ÒÑ
ÍÑÕÑÓÞÏ ÄÇÍÕÑÓÞ AA1; 2 ÒÓÑÃÇÅÂáÕ ÊÂ ÒÇÓËÑÆ ÄÑÎÐÞ.
±ÇÓÄÂâ ÒÂÓÂ ËÏÇÇÕ ÒÑÎÖÑÔË j sin x=2j Ë j cos x=2j, ÑÓËÇÐÕË-
ÓÑÄÂÐÐÞÇ ÄÆÑÎß ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ A01 Ë A02, Â
ÄÕÑÓÂâ ÒÂÓÂ Ô ÒÑÎÖÑÔâÏË j sin z=2j Ë j cos z=2j ÒÑÄÈÓÐÖÕÂ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÇÓÄÑÌ ÐÂ ÖÅÑÎ p=4, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÐÂÛÇÏÖ ÂÐÂÎËÊÖ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.2. ±ÓË ÔÍÂÐËÓÑÄÂÐËË ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÌ ÐÑÓÏÂÎßá ÎËÐËË g ÑÕ ÙÇÐÕÓÂ ÍÎËÐÂ x � 0 ÆÑ
ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÌ ÑÔË x � �p=2 àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕß ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ
ÑÕ ÐÖÎâ ÆÑ ÇÆËÐËÙÞ (Õ.Ç. ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÆÑ
ÙËÓÍÖÎâÓÐÑÌ). ±ÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÚÇÓÇÊ ÕÑÚÍÖ x � z � �p=2
ÑÓËÇÐÕÂÙËâ ÒÂÓÞ àÎÎËÒÔÑÄ ÔÍÂÚÍÑÏ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÐÂ p=4 Ë
àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕß (61) ÐÂÚËÐÂÇÕ ÖÏÇÐßÛÂÕßÔâ ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÃÞ-
ÄÂÐËâ jzj (ÒÓË ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËË jgj) ÍÂÍ j tan z=2j (ÔÏ. ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂ ÓËÔ. 12 ÄÆÑÎß ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ
ÎËÐËË, ÒÓÑØÑÆâÜÇÌ ÚÇÓÇÊ ÕÑÚÍË ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ m�0 ).

¥ÄËÉÇÐËÇ ÓÂÆËÖÔÑÄ-ÄÇÍÕÑÓÑÄ AAa �a � 1; 2� ÒÑ àÎÎËÒ-
ÔÂÏ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÖÆÑÃÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÕß Ä ÒÑÎâÓÐÞØ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÂØ �Aa;ja�:
AAa � Aa�A01 cosja � A02 sinja� : �80�

¥ÎËÐÞ Aa ÓÂÆËÖÔÑÄ-ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË ÕÑÚÍË ÒÑ
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÔÑÅÎÂÔÑ-
ÄÂÐÐÑ ËÊÏÇÐâáÕÔâ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÂÊËÏÖÕÂÏË ja. ²ÂÆËÂÎßÐÞÇ Ë
ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÞÇ ÆÄËÉÇÐËâ ËÅÓÂáÕ, Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ
×ÑÓÏÞ àÎÎËÒÔÂ, ÓÂÊÐÖá ÓÑÎß. ±ÓË ÏÂÎÑÌ àÎÎËÒÕËÚÐÑ-
ÔÕË, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÒÓÇÑÃÎÂÆÂáÕ ÓÂÆËÂÎßÐÞÇ (ÍÄÂÊËÍÑÎÇÃÂ-
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ÕÇÎßÐÞÇ) ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ, Â ÒÓË ÒÑÎâÓËÊÂÙËË, ÃÎËÊÍÑÌ Í
ÙËÓÍÖÎâÓÐÑÌ, ÍËÐÇÏÂÕËÍÂ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÌ.

°ÃÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (74) ÆÎâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËË ÒÂÓÞ ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ Ä
ÕÓËÍÎËÐÐÑÏ ÍÓËÔÕÂÎÎÇ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË m Ä
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÓÂÔÜÇÒÎÈÐÐÞØ ÄÞÓÑÉÆÇÐËÌ, Ä ÒÑÎâÓÐÞØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ ËÏÇÇÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÌ ÄËÆ (80), ÅÆÇ

A1; 2 �
������������������������������������������������������������������������������������������������������
cos2 b� cos2 �F1; 2 ÿ a�� � sin2 b� cos2 �F1;2 � a��

q
;

�81�
tanj1; 2 � tan b�

cos �F1;2 � a��
cos �F1; 2 ÿ a�� : �82�

£ÑÊÄÓÂÜÂâÔß Í ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÏÖ ÔÎÖÚÂá ÍÓËÔÕÂÎÎÂ Ô
ÒÎÑÔÍÑÔÕßá ÔËÏÏÇÕÓËË (ÔÏ. ÓËÔ. 8), Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÕÑÚÍÂ
ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÐÂ ÎËÐËË g, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÌ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâ ÄÞÓÑÉÆÇÐËÌ m�0 , ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ ÒÑÎâÓÐÞØ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ ÄÇÍÕÑÓÑÄ AA1; 2 (77), (78) ÃÑÎÇÇ ÍÑÏÒÂÍÕÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâ:

A1; 2 �
������������������������������������������
1

2
�1� cos x cos 2Fx�

r
;

tanj1 � cot
x
2
cotFx ;

tanj2 � ÿ tan
x
2
tanFx

9>>>>>>=>>>>>>;
jgj4 1 ; �83�

A1; 2 �
������������������������������������������
1

2
�1� cos z cos 2Fz�

r
;

tanj1; 2 � �
cos �z=2� Fz�
cos �z=2� Fz�

9>>=>>; jgj5 1 : �84�

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÄÞÓÂÉÇÐËâ (83) Ë (84),
ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÐÂÌÕË ÓÂÆËÂÎßÐÞÇ � _A1; 2� Ë ÖÅÎÑÄÞÇ � _j1; 2�
ÔÍÑÓÑÔÕË ÆÄËÉÇÐËâ ÍÑÐÙÑÄ ÓÂÆËÖÔÑÄ-ÄÇÍÕÑÓÑÄ AA1; 2 ÐÂ
ÎËÐËË g:

_A1; 2 � o cos x sin 2Fx�����������������������������������������
2�1� cos x cos 2Fx�

p ;
�85�

_j1; 2 �
o sin x

1� cos x cos 2Fx
; jgj4 1 ;

_A1; 2 � o cos z sin 2Fz����������������������������������������
2�1� cos z cos 2Fz�

p ;
�86�

_j1; 2 �
o sin z

1� cos z cos 2Fz
; jgj5 1 :

©ÆÇÔß ÖÚÕÇÐÑ, ÚÕÑ _Fa � ÿo (73). ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÐÂÌÆÇÐÐÞÇ
ÔÍÑÓÑÔÕË ËÏÇáÕ ÒÇÓËÑÆ, ÄÆÄÑÇ ÏÇÐßÛËÌ ÒÇÓËÑÆÂ ÄÑÎÐÞ.
¿ÕÑ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ ÖÉÇ ÒÓË ÔÑÄÇÓÛÇÐËË ÒÑÎÑ-
ÄËÐÞ ÑÃÑÓÑÕÂ ÐÇÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
ËÔÚÇÓÒÞÄÂáÕÔâ ÄÔÇ ×ËÊËÚÇÔÍË ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÔËÕÖÂÙËË.

¦ÜÈ ÒÓÑÜÇ ÄÞÅÎâÆâÕ ÔÇÍÕÑÓËÂÎßÐÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÆÄËÉÇ-
ÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ, ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá, ÓÂÄÐÞ ÒÎÑÜÂÆË, ÑÃÏÇÕÂÇ-
ÏÑÌ ÓÂÆËÖÔÂÏË-ÄÇÍÕÑÓÂÏË AA1; 2 Ä ÇÆËÐËÙÖ ÄÓÇÏÇÐË:

v sec
1; 2 �

1

2
A 2

1; 2 _j1; 2 �
1

4

og ; jgj4 1 ;
o
g
; jgj5 1 :

8<: �87�

¿ÕË ÔÍÑÓÑÔÕË ÑÆËÐÂÍÑÄÞ ÆÎâ ÑÃÇËØ ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ
Ë ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ì ÑÐË ÊÂÄËÔâÕ ÎËÛß ÑÕ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ g ÐÂ ÎËÐËË ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ. ±ÑÔÕÑâÐÔÕÄÑ
ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÇÍÕÑÓËÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÒÑÎâÓËÊÂ-

ÙËË àÎÎËÒÕËÚÇÔÍË ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÃÞÎÑ ÑÕÏÇÚÇÐÑ
ÇÜÈ Ä [6]. ¿ÕÑ ÑÃÜÇÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÃÎÂÅÑ-
ÆÂÓâ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË, Ë ÑÐÑ ÐÇÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô
ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇÏ.

³ÇÍÕÑÓËÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß v seca (87) ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá Ä ÙÇÐÕÓÇ
ÍÎËÐÂ ÒÓË g � 0 �x � 0�, ÅÆÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÎËÐÇÌÐÑÌ (ÔÏ. ÓËÔ. 12). ³ ÖÆÂÎÇÐËÇÏ ÑÕ ÙÇÐÕÓÂ ÄÇÎËÚËÐÂ
v sec
a ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ / g Ë ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ �v seca � o=4�
ÒÓË g � �1, Â ÊÂÕÇÏ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÖÃÞÄÂÇÕ / 1=g. ªÊ
×ÑÓÏÖÎÞ (87) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÄÇÍÕÑÓÞ AA1; 2 ÒÓÑØÑÆâÕ Ô
ÃÑÎßÛÑÌ ÖÅÎÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá _j1; 2 ÕÖ ÚÂÔÕß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË,
ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ËØ ÆÎËÐÞ A1; 2 ÏÂÎÞ, Ë Ô ÏÂÎÑÌ ÖÅÎÑÄÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕßá ÕÖ ÚÂÔÕß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÐË ÄÇÎËÍË
(Õ.Ç. ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÏÂÎÞØ Ë ÃÑÎßÛËØ ÒÑÎÖÑÔÇÌ àÎÎËÒÔÑÄ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ). ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ËÊÑÐÑÓ-
ÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ àÕË àÎÎËÒÔÞ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ, ÕÑÚ-
ÍË àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑÌ ÖÅÎÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË _j1; 2 ÊÂÐËÏÂáÕ ÐÂ
àÎÎËÒÔÂØ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÒÑÊËÙËË, ÍÑÕÑ-
ÓÞÏ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÇ ÓÂÆËÖÔÞ-ÄÇÍÕÑÓÞ AA1; 2. ª
àÕÑÏÖ ÐËÍÂÍ ÐÇ ÏÇÛÂáÕ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ×ÂÊ F1; 2 Ë ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÑÔÕß ÄÞÃÑÓÂ Ä ÐËØ ÐÂÚÂÎÂ ÑÕÔÚÈÕÂ ÄÓÇÏÇÐË.

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (85), (86), ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËË ÄÑÎÐ ÄÆÑÎß ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÑÔÇÌ ÒÓË g � �1 �x � �p=2�,
ÍÑÅÆÂ ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞÇ àÎÎËÒÔÞ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÔÎËÄÂáÕÔâ Ä
ÑÆËÐ ÍÓÖÅ AA0, ÙËÓÍÖÎâÓÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÖá
ÖÅÎÑÄÖá ÔÍÑÓÑÔÕß _j1 � _j2 � �o. ©ÆÇÔß ÄÇÓØÐËÌ Ë ÐËÉÐËÌ
ÊÐÂÍË ÑÕÄÇÚÂáÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ ÄÓÂÜÇÐËâ Ä ÕÑÚÍÂØ x �
� �p=2. ³ ÖÆÂÎÇÐËÇÏ ÕÑÚÍË ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÑÕ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ
ÑÔÇÌ Ä ÑÃÇ ÔÕÑÓÑÐÞ àÎÎËÒÔÞ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÑ
ÄÞÕâÅËÄÂáÕÔâ (ÔÏ. ÓËÔ. 12). ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÑÃÓÂÜÇÐËÇ
ÄÇÍÕÑÓÑÄ AA1; 2 ÒÑ àÕËÏ àÎÎËÒÔÂÏ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÄÔÈ ÏÇÐÇÇ
ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÞÏ. ±ÓË jgj5 1 ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÞÇ ÖÅÎÞ j1; 2 (83)
ÑÔÕÂáÕÔâ ÒÑÚÕË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏË (ÄÃÎËÊË ÃÑÎßÛËØ ÒÑÎÖ-
ÑÔÇÌ) Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÒÑÎÑÄËÐÞ ÒÇÓËÑÆÂ, Â ÊÂÕÇÏ ÑÚÇÐß ÓÇÊÍÑ
ËÊÏÇÐâáÕÔâ ÐÂ 180�:

tanj1 �
2 cotFx

x
; tanj2 � ÿ

1

2
x tanFx :

±ÓË àÕÑÏ ÏÑÏÇÐÕ ÒÇÓÇÔÍÑÍÂ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ×ÂÊÞ
Fx. £ÒÓÑÚÇÏ, ÐËÍÂÍÑÌ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓË
x! 0, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÐÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ: ÒÓÑÔÕÑ ÄÔâ ÍËÐÇÏÂÕËÍÂ
ÄÔÈ ÃÑÎÇÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÆËÂÎßÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÌ ÒÇÓÇ-
ÏÇÜÇÐËÌ: A1; 2 � j cosFxj. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (83), (85),
ÒÓË x � 0 ÆÄËÉÇÐËÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÚËÔÕÑ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞÏ.

5. ¬ÑÐËÚÇÔÍÂâ ÓÇ×ÓÂÍÙËâ
Ä ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ

¦ÔÎË ÐÂ ÒÓÑÊÓÂÚÐÞÌ ÆÄÖÑÔÐÞÌ ÍÓËÔÕÂÎÎ, ÅÓÂÐËÙÂ ÍÑÕÑ-
ÓÑÅÑ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÂ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÔË, ÐÂÒÓÂÄËÕß ÄÆÑÎß
ÐÑÓÏÂÎË Í ÅÓÂÐËÙÇ ÙËÓÍÖÎâÓÐÑ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÖá àÎÇÍÕ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÖá ÄÑÎÐÖ, ÕÑ Ä ÍÓËÔÕÂÎÎÇ ÄÑÊÐËÍÐÇÕ ÍÑÐÖÔ
ÎÖÚÇÌ. £ àÕÑÏ ÔÑÔÕÑËÕ âÄÎÇÐËÇ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ
ÓÇ×ÓÂÍÙËË Ä ÑÒÕËÍÇ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ [1, 7, 22, 23], ËÊÄÇÔÕÐÑÇ Ô
XIX Ä.±ÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÍÑÐÖÔÂ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÚÍÑÌ ÍÑÐÕÂÍÕÂ ÏÇÉÆÖ ÒÑÎÑÔÕâÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÇ×ÓÂÍ-
ÙËË Ä ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÏ ÍÓËÔÕÂÎÎÇ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ
ÑÔË (ÓËÔ. 2Â). ¯ÑÓÏÂÎË Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ä ÕÑÚÍÇ ÍÑÐÕÂÍÕÂ
ÏÇÉÆÖ ÒÑÎÑÔÕâÏË ÑÃÓÂÊÖáÕ ÍÑÐÖÔ ÎÖÚÇÌ ÓÇ×ÓÂÍÙËË.
°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ÑÒÕËÚÇÔÍË ÑÆÐÑÑÔÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ, ÅÆÇ
ÍÑÐÕÂÍÕ ÏÇÉÆÖ ÒÑÎÑÔÕâÏË âÄÎâÇÕÔâ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÏ, ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÂâ ÓÇ×ÓÂÍÙËâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÐÇ ÏÑÉÇÕ.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ Ë Ä ÑÕÐÑÛÇ-
ÐËË ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÓÇ×ÓÂÍÙËË Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ [24 ë 28], ÍÑÕÑÓÂâ

1134 £.ª. ¡­¾ºª¸, £.¯. ­À¢ª®°£ [µ¶¯ 2013



ÃÞÎÂ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐÂ Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÑÃ-
ÐÂÓÖÉÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ [24] ÐÂ ÍÖÃËÚÇÔÍËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ Ni.
¯ÂËÃÑÎÇÇ ÒÑÎÐÂâ ÕÇÑÓËâ àÕÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÑÌ ÖÒÓÖÅÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË ÆÂÐÂ Ä [26] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ
ÏÑÐÑÅÓÂ×Ëá [6]). ±ÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÑÄÞÏ ÑÔÑÃÇÐ-
ÐÑÔÕâÏ ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÓÇ×ÓÂÍÙËË ì ÂÐÂÎËÊ àÕÑÅÑ âÄÎÇÐËâ
ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÂÍÖÔÕËÍÇ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ÒÓÑÄÇÆÈÐ Ä [16].

£ ÐÇÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÇ âÄ-
ÎÇÐËÇ Ë Ä ÑÒÕËÍÇ, Ë Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ
ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÇ×ÓÂÍ-
ÙËË Ë ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕßá ÎÖÚÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Í àÕÑÌ ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕË. ±ÑÅÎÑÜÇÐËÇ, ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆÇÎË, ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ
ÖÔÎÑÉÐâÇÕ ÅÇÑÏÇÕÓËá ÍÑÐÕÂÍÕÂ ÒÑÎÑÔÕÇÌ ÓÇ×ÓÂÍÙËË,
ÖÔÕÓÂÐââ ÍÑÐËÚÇÔÍÖá ÕÑÚÍÖ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÍÂÍ ÃÖÆÇÕ ÒÑ-
ÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5.3, ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕß ÎÖÚÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
Í àÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÔÕÓÑÅÑ ÅÑÄÑÓâ, ËÔÚÇÊÂÇÕ. ±ÑàÕÑÏÖ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÂÉÐÞÏ ÑÃÑÃÜËÕß ÕÇÑÓËá ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ
ÓÇ×ÓÂÍÙËË Ô ÖÚÈÕÑÏ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÔÓÂÊÖ ÆÎâ ÂÍÖÔÕËÍË Ë
ÑÒÕËÍË, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÓÂÊÄËÕÞÌ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÌ ×ÑÓÏÂÎËÊÏ.

5.1. ­ÖÚÇÄÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ Ë ÑÒÕËÍÇ
ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ
£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÐÂÏ ÒÑÐÂÆÑÃâÕÔâ ÕÂÍËÇ ÒÑÐâÕËâ, ÍÂÍ
ÄÇÍÕÑÓ µÏÑÄÂ ë±ÑÌÐÕËÐÅÂ Ë ÎÖÚÇÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÑÎÐÞ,
ÄÄÇÆÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÆÎâ ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ÕÓÇ-
ÃÖÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ ÂÍÍÖÓÂÕÐÑÔÕË. ³ÆÇÎÂÇÏ àÕÑ ÐÂ ÒÓË-
ÏÇÓÇ ÂÍÖÔÕËÍË. µÏÐÑÉËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ (1) ÐÂ _ui. £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ Ä ÎÇÄÑÌ Ë ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕâØ ÒÑÎÖÚÂÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÆÄÂ ÕÑÚÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ:

r _ui�ui � d

dt

�
1

2
r _u 2

i

�
; �88�

_ui�ci j kl ul; kj � Zi j kl _ul; kj� � d

dxj

�
_ui�si j � s 0i j�

	ÿ
ÿ d

dt

�
1

2
ui; j ci j kl ul; k

�
ÿ _ui; j Zi j kl _ul; k : �89�

¬ÑÏÃËÐËÓÖâ àÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË (ÃÂÎÂÐÔÖ àÐÇÓÅËË):

ÿ d

dt
W � divP�D : �90�

©ÆÇÔßWìÔÖÏÏÂÓÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ Ë ÖÒÓÖÅÑÌ
àÐÇÓÅËÌ Ä ÄÑÎÐÇ,

W �Wkin �Wel � 1

2
r _u 2

i �
1

2
ui; j ci j kl ul; k ; �91�

Dì ÆËÔÔËÒÂÙËâ àÐÇÓÅËË Ä ÇÆËÐËÙÖ ÄÓÇÏÇÐË,

D � _ui; j Zi j kl _ul; k ; �92�

Pì ÒÑÕÑÍ àÐÇÓÅËË Ä ÄÑÎÐÇ (ÄÇÍÕÑÓ µÏÑÄÂ ë±ÑÌÐÕËÐÅÂ),

Pj � ÿ _ui�si j � s 0i j� ; �93�

ÕÇÐÊÑÓÞ si j Ë s 0i j ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÄÈÓÕÍÂÏË:

si j � ci j kl ul; k ; s 0i j � Zi j kl _ul; k : �94�

±Ñ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá, ÎÖÚÇÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÑÎÐÞ s � P=W. ³
ÖÚÈÕÑÏ ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ÑÃÜËØ ×ÑÓÏÖÎ ÆÎâ ÒÑÕÑÍÂ (93) Ë
ÒÎÑÕÐÑÔÕË (91) àÐÇÓÅËË ÕÑÚÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÎÖÚÇÄÑÌ

ÔÍÑÓÑÔÕË Ä ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÏ ÍÓËÔÕÂÎÎÇ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

sj � ÿ
_ui�ci j kl ul; k � Zi j kl _ul; k�

�1=2� r _u 2
i � �1=2�ui; j ci j kl ul; k

: �95�

³ÓÂÄÐËÄÂâ (95) Ô ÑÃÞÚÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ ÆÎâ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ ÃÇÊ
ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ, ÏÞ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ Ä ÚËÔÎËÕÇÎÇ (95) ÒÓËÔÖÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÆÑÃÂÄÍÂ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂâ ÄâÊÍÑÔÕË. ©ÐÂÏÇÐÂ-
ÕÇÎß ËÏÇÇÕ ÃÑÎÇÇ ÒÓËÄÞÚÐÞÌ ÄËÆ, ÑÆÐÂÍÑ Ë ÊÆÇÔß
ÒÑÆÑÃÐÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÕ Ä ÔÂÏÑÏ ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇ-
ÐËÌ. ¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÕÇÒÇÓß
ÖÒÓÖÅÂâ àÐÇÓÅËâ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ,
Ä ÏÇÓÖ ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ.

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÑÆÐÂÍÑ, ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ. ¬ÂÍ
ÏÞ ÄËÆÇÎË Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.1, ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÄÑÎÐ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË
ÄÞÓÑÉÆÇÐËÌ ÓÂÆËÍÂÎßÐÑ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÒÑÆ ÄÎËâ-
ÐËÇÏ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ. ±ÑÎâÓËÊÂÙËâ ÄÏÇÔÕÑ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÑÌ, ÒÓËÚÈÏ àÕÂ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕß ÑÕÐáÆß
ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÎÑÌ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÔÎÂÃÑÔÕß ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ, Ë
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÆÂÉÇ ÙËÓÍÖÎâÓÐÑÌ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÔÐÑÄ-
ÐÑÇ ÄÎËâÐËÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÐÂ ÎÖÚÇÄÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË s ÒÓÑ-
âÄÎâÇÕÔâ ÖÉÇ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÚÇÓÇÊ ÄÇÍÕÑÓÞ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËË. ¯ËÉÇ ÄÔáÆÖ, ÑÒËÔÞÄÂâ ÎÖÚÇÄÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÏÞ ÃÖÆÇÏ
ÖÚËÕÞÄÂÕß ËÏÇÐÐÑ àÕÑÕ à××ÇÍÕ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÒÓÇ-
ÐÇÃÓÇÅÂâ ÏÂÎÞÏË ÆÑÃÂÄÍÂÏË, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÏË ÒÑ-
ÅÎÑÜÇÐËá.

¬ÑÐÇÚÐÑ, Ä ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÇ ×ÑÓÏÞ ÒÑ ÒÑÎá ÔÏÇÜÇÐËÌ
u�r; t� Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (95) ÐÂÆÑ ÒÑÆÔÕÂÄÎâÕß ÐÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (2), Â ÇÅÑ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÖá ÚÂÔÕßRe u, ÍÂÍ Ä (73) Ë
(76):

Re u�r; t� � CUU exp �ÿk 00mr� ; UU � Re
�
U exp

�
iF�r; t��	 ;

�96�

ÅÆÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ UU ÐÂØÑÆËÕÔâ ÊÂÏÇÐÑÌ
AA ! UU Ä ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÇ (74):

UU � A01 cos b� cos �F1; 2 ÿ a�� � A02 sin b� cos �F1; 2 � a�� :
�97�

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÆÎâ ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÔÕË ×ÑÓÏÖÎ ÏÞ ÃÖÆÇÏ
ÑÒÖÔÍÂÕß ÒÓË ÄÇÍÕÑÓÂØ UU Ë u ËÐÆÇÍÔÞ, ÑÕÏÇÚÂáÜËÇ
ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞÇ ÄÑÎÐÞ. ±ÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ (96), (97) ÖÆÑÄ-
ÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÄËÉÇÐËâ (1) Ä ÍÓËÔÕÂÎÎÇ Ô ÒÓÑËÊ-
ÄÑÎßÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËÇÌ ÆÎâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐÇÐËâ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÓÂÔÜÇÒÎÈÐÐÞØ ÑÔÇÌ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ×ÖÐÍ-
ÙËË Re u�r; t� (96) ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ
exp �ÿk 00mr� ÆÂÈÕ ÏÂÎÞÇ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÇ k 00, ÚÎÇÐÞ,
ÍÑÕÑÓÞÏË ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß. £ àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Ä
×ÑÓÏÖÎÖ (95) ÏÑÉÐÑ ÒÑÆÔÕÂÄÎâÕß ÄÏÇÔÕÑ ÒÑÎÐÑÅÑ ÒÑÎâ
Re u�r; t� ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÖá ÒÑÎâÓËÊÂÙËá UU�r; t� (97), ÒÑÎÂÅÂâ

_UU � qUU
qF

_F � ÿoUU ; UU ; i � qUU
qF

F; i � k 0mi UU ; �98�

ÅÆÇ ÄÇÍÕÑÓ UU ÆÂÈÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (97) ÔÑ ÔÆÄËÐÖÕÑÌ ×ÂÊÑÌ:

UU � UU
�
F� p

2

�
: �99�

³ÆÄËÅ ×ÂÊÞ (Õ.Ç. ÔÆÄËÅ ÐÂÚÂÎÂ ÑÕÔÚÈÕÂ ÄÓÇÏÇÐË
t! tÿ p=2o) Ä (99), ÍÑÐÇÚÐÑ, ÐËÚÇÅÑ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÐÇ
ÏÇÐâÇÕ Ä ÐÂÛÇÌ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ, ÐÑ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÕÑ,
ÚÕÑ ÎÖÚÇÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß sa ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÇÕ ÒÑ ×ÂÊÇ ÑÕÐÑÔË-
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ÕÇÎßÐÑ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË UU ÐÂ p=2. ªÕÂÍ, Ô ÖÚÈÕÑÏ ÔÆÇÎÂÐÐÞØ
ÑÅÑÄÑÓÑÍ, ×ÑÓÏÖÎÂ (95) ÆÂÈÕ

s � 2v 0 UU��ĉÿ oẐ�m�UU
rv 0 2 UU 2 � UU�mĉm� UU : �100�

´ÇÒÇÓß ÖÔÕÂÐÑÄËÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÔÎÂÅÂÇ-
ÏÞÏË Ä ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎÇ (100), ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ
ÒÎÑÕÐÑÔÕâÏ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ Ë ÖÒÓÖÅÑÌ àÐÇÓÅËÌ Ä ÄÑÎÐÇ. ¥Îâ
àÕÑÅÑ ÒÑÆÔÕÂÄËÏ ÄÇÍÕÑÓÐÖá ×ÖÐÍÙËá UU�r; t� Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÆÄËÉÇÐËâ (1), ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÑÐÂ ÆÑÎÉÐÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß Ô
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÏÂÎÞØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞØ k 00,
Ë ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÑÏÐÑÉËÏ ÐÂ UU. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ
ÐÂÔ Í ÄÂÉÐÑÏÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá:

rv 0 2 UU 2 � UU�m�ĉÿ oẐ�m�UU � UU�mĉm� UU ; �101�

ÅÆÇ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÑÒÖÜÇÐ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÌ ÄâÊÍÑÔÕË Ẑ
ÚÎÇÐ, ËÏÇáÜËÌ ÕÑÕ ÉÇ ÒÑÓâÆÑÍ ÏÂÎÑÔÕË, ÚÕÑ Ë ÓÂÐÇÇ
ÑÒÖÜÇÐÐÞÇ ÚÎÇÐÞ � k 00. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ËÐÕÇÓÇÔÖá-
ÜÇÏ ÐÂÔ ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ Ë ÖÒÓÖÅÂâ
àÐÇÓÅËË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ ÆÂÉÇ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ àÎÎËÒ-
ÕËÚÐÑÔÕË.

±Ñ ÕÇÏ ÉÇ ÑÔÐÑÄÂÐËâÏ ÏÑÉÐÑ ÑÒÖÔÕËÕß Ä ÚËÔÎËÕÇÎÇ
(100) ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ / Ẑ � k 00, Â ÕÂÍÉÇ ÒÑÎÑÉËÕß m �
� m0 � Dm � m0 Ë v 0a � v0, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÂÊÏÇÓ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏÑÌ ÐÂÏË ÑÃÎÂÔÕË Ë ÄÂÓËÂÙËË Ä ÐÇÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÕÑÉÇ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ ÒÑÅÎÑÜÇÐËá. µÚËÕÞÄÂâ ÔÍÂÊÂÐ-
ÐÑÇ, ÎÖÚÇÄÖá ÔÍÑÓÑÔÕß ÖÒÓÖÅÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ
ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß Ä ÄËÆÇ

sac � UU�r
ÿ1ĉm0� UU
v0 UU 2

: �102�

³ÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ Ë Ô ÕÑÌ ÉÇ ÕÑÚÐÑÔÕßá Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÑÒÕËÍË ÒÑÎÖÚËÏ

sop �
HH��ÿc 2êêÿ1ê�m0

�HH
v0HH 2

: �103�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÎÖÚÇÄÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË s Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ Ë ÑÒÕËÍÇ,
ÐÂÓâÆÖ Ô ÆÓÖÅËÏË ÄÑÎÐÑÄÞÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË, ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÕÔâ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏË ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË, ÇÔÎË ÖÚÇÔÕß ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËâ (12), (13), ÆÑÒÑÎÐÇÐÐÞÇ ÖÔÎÑÄËÇÏ
UU $ HH. £ ÓÂÊÆÇÎÂØ 5.2 Ë 5.3, ÑÔÕÂÄÂâÔß Ä ÓÂÏÍÂØ ÇÆËÐÑÅÑ
×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ, ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÔØÑÆËÕß ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

sa � AAa�L̂ 0m0�AAa

v0AA 2
a

; �104�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ Í ÂÍÖÔÕËÍÇ ÃÖÆÇÕ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇ-
ÄÂÕßÔâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ÔÆÄËÅ ×ÂÊÞ (99).

5.2. µÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÇ ÍÑÐÖÔÞ ÓÇ×ÓÂÍÙËË
Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ Ë ÑÒÕËÍÇ
£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ËÔØÑÆÐÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÑÌ ÊÂÆÂÚË, ÒÓË
ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ m0 ËÏÇÇÕ
ÏÇÔÕÑ ÍÑÐËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇ Ë ÏÑÅÖÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐâÕßÔâ ÄÑÎÐÞ Ô ÎáÃÞÏË ÒÑÎâÓËÊÂÙËâÏË Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ D (ÔÏ. ÓËÔ. 1), Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ô ÙËÓÍÖÎâÓÐÑÌ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËÇÌ A � �A01 � iA02�=

���
2
p

. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÑÓ-
ÏÖÎÂ (73) ÆÂÈÕ

AA0 � 1���
2
p �A01 cosF0 � A02 sinF0� ; �105�

F0 � km0rÿ ot :

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ AA0 Ä (104) Ô ÖÚÈÕÑÏ (19),
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ ÎÖÚÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË

s�t� � s0 � ~s�t� ; ~s � p cos 2F0 � q sin 2F0 : �106�

¿ÕÑ Ë ÇÔÕß ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÓÇ×ÓÂÍÙËË
ÄÆÑÎß ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ/ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÔË m0 Ä ÍÓËÔÕÂÎÎÇ ÃÇÊ
ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (106), ÊÂ ÒÇÓËÑÆ
ÄÑÎÐÞ ÄÇÍÕÑÓ ÎÖÚÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË s�t� ÆÄÂÉÆÞ ÒÓÑÃÇÅÂÇÕ ÒÑ
ÍÑÐÖÔÖ ÓÇ×ÓÂÍÙËË (ÓËÔ. 13), Â ÄÇÍÕÑÓ ~s�t�ìÒÑ àÎÎËÒÕËÚÇ-
ÔÍÑÏÖ/ÍÓÖÅÑÄÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá àÕÑÅÑ ÍÑÐÖÔÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË,
ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÄÇÍÕÑÓÖ m0.

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÄÍÎáÚÇÐËÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËá ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ m0 ÐÂ ÆÄÂ ÔËÐÅÖ-
ÎâÓÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ, m�0 Ë mÿ0 (ÓËÔ. 4Ã). £ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË
àÕËØ ÑÔÇÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖÇÕÔâ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕßá, ÍÑÕÑÓÂâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÇÔßÏÂ
ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÌ Ë ÔËÎßÐÑ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÌ ÐÑÓÏÂÎË m. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË ÆÂáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (80) ë
(82). ªÔØÑÆâ ËÊ àÕËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ Ë ×ÑÓÏÖÎÞ (104) ÐÇ-
ÕÓÖÆÐÑ ÐÂÌÕË ËÔÍÑÏÞÇ ÎÖÚÇÄÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË. ±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô
(106), ËÏÇÇÏ

s1; 2�m; t� � s0 � ~s1; 2�m; t� ; �107�
~s1; 2�m; t� � p cos 2j1; 2 � q sin 2j1; 2 ;

ÅÆÇ ÒÑÎâÓÐÞÇ ÖÅÎÞ ja�m; t� ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
(82). ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ ×ÑÓÏÖÎÞ (106) Ë (107)
ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÒÓÇÙÇÔÔËá ÎÖÚÇÄÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÑ ÑÆÐÑÏÖ Ë
ÕÑÏÖ ÉÇ ÍÑÐÖÔÖ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÍÎáÚÇÐËÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÓÂÔÛËÓâÇÕ
ÑÃÎÂÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÓÇ×ÓÂÍÙËË Ô ÎÑÍÂÎß-
ÐÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâm0 ÐÂ ÙÇÎÖá ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÖá ÑÃÎÂÔÕß Ä
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÓÂÔÜÇÒÎÈÐÐÞØ ÑÔÇÌ. ©ÆÇÔß ÐÂÔ ÐÇ ÆÑÎÉÐÑ
ÑÃÏÂÐÞÄÂÕß ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ, ÚÕÑ Ä ×ÑÓÏÖÎÖ (104) ÆÎâ
ÎÖÚÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË s, ÑÕÐÑÔâÜÇÌÔâ Í ÙÇÎÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÄÑÍÓÖÅ
ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÑÔÇÌ, Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ ÄØÑÆËÕ ÄÑÎÐÑÄÂâ ÐÑÓ-
ÏÂÎß m0 ÄÏÇÔÕÑ m. ¿ÕÑ ÄÔÇÅÑ ÎËÛß ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÕÑÕ ×ÂÍÕ,
ÚÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓ L̂ 0m ÔÎÂÃÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÏÂÎÞØ ËÊÏÇÐÇÐËÌ m
Ë Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÏÇÐÈÐ ÑÒÇÓÂÕÑ-
ÓÑÏ L̂ 0m0. £ÞÔÑÍÂâ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕß ÎÖÚÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Í

m0

s0 s

~s

v0

Â

q

p

~s

s0

m0

s

~s

v0

Ã

lv0

q

p

~s

²ËÔ. 13.µÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÇ ÍÑÐÖÔÞ ÓÇ×ÓÂÍÙËË Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ (Â) Ë ÑÒÕËÍÇ (Ã)
ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ. ±ÑÍÂÊÂÐÞ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË
ÆÄËÉÇÐËâ ÍÑÐÙÑÄ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ~s.
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ÏÂÎÞÏ ËÊÏÇÐÇÐËâÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ m Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÒÑÎâÓËÊÂÙËÇÌ AA�m; t�, ÍÑÕÑÓÂâ ÊÆÇÔß,
ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆÇÎË, ÒÓË ÏÂÎÞØ ÛÇÄÇÎÇÐËâØ m ÏÑÉÇÕ ËÊÏÇ-
ÐâÕßÔâ ÑÕ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÆÑ ÎËÐÇÌÐÑÌ.

²ÂÊÐËÙÂ ÏÇÉÆÖ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (106) Ë (107) ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ
Ä ×ÂÊÂØ F0�m0; t� Ë j1; 2�m; t�. ±ÇÓÄÂâ, ÒÓËÄâÊÂÐÐÂâ Í
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá m0, ËÏÇÇÕ ÒÓÑÔÕÖá ÄÓÇ-
ÏÇÐÐ�yá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß (105). £ÕÑÓÂâ, âÄÎââÔß ÒÑÎâÓÐÞÏ
ÂÊËÏÖÕÑÏ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË AA�m; t�, ËÏÇÇÕ ÅÑÓÂÊÆÑ
ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË (82), ÍÑÕÑÓÂâ
ÄÇÔßÏÂ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÂ Í ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÐÑÓÏÂÎË
m. £ÔÈ àÕÑ ÏÑÉÇÕ ÒÑÄÎËâÕß, ÒÓËÚÈÏ ÄÇÔßÏÂ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ,
ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÍËÐÇÏÂÕËÍÖ ÒÓÇÙÇÔÔËË ÄÇÍÕÑÓÑÄ s1; 2. ®ÇÉÆÖ
ÕÇÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ËØ ÆÄËÉÇÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÇ ×ÖÐÍÙËâÏË
(106) Ë (107) Ä ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÇ, ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ
ËÆÇÐÕËÚÐÞÏË. £ÇÍÕÑÓÞ p Ë q Ä àÕËØ ×ÑÓÏÖÎÂØ ì ÔÑ-
ÒÓâÉÈÐÐÞÇ ÒÑÎÖÆËÂÏÇÕÓÞ àÎÎËÒÔÂ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÅÑ ÍÑÐ-
ÙÑÏ ÄÇÍÕÑÓÂ~s�t� ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÄÓÇÏÇÐË t. ¿ÎÎËÒÕËÚÇÔÍÑÇ
ÔÇÚÇÐËÇ ÍÑÐÖÔÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕßá �p; q� âÄÎâÇÕÔâ ÖÐËÄÇÓÔÂÎß-
ÐÞÏ ì ÇÅÑ ÅÎÂÄÐÞÇ ÒÑÎÖÑÔË s� ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ×ÂÊ Ë
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏË ÍÑÏÃËÐÂÙËâÏË ÄÇÍÕÑÓÑÄ
p Ë q [6]:

s 2� �
1

2

�
p2 � q2 �

���������������������������������������������
�p2 � q2�2 ÿ 4�p� q�2

q �
; �108�

s� k p� �q� p� ÿ s�q ; sÿ k p� �q� p� ÿ sÿq :

±ÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÂÍÖÔÕËÍÇ, ÍÂÍ ÖÉÇ ÅÑÄÑÓËÎÑÔß Ä ÓÂÊ-
ÆÇÎÇ 5.1, ÒÑÎâÓÐÞÇ ÖÅÎÞ j1; 2 (82) ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÊÂÏÇÐÇÐÞ
ÖÅÎÂÏË �j1; 2, ÔÆÄËÐÖÕÞÏË ÒÑ ×ÂÊÇ:

�j1; 2 � j1; 2

�
F� p

2

�
: �109�

£ ÑÒÕËÍÇ ÔÆÄËÅÂ (109) ÐÇÕ, Â ÑÃÜÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÒÓÑÜÇ Ë
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÇÇ. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (23), Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÇÍ-
ÕÑÓÞ p Ë q ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ Ë ÓÂÄÐÞ ÒÑ ÆÎËÐÇ. ±ÑàÕÑÏÖ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÌ àÎÎËÒÔ ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß,
ÎÇÉÂÜÖá Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË �A01;A02�, ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÄÇÍÕÑÓÖ
m0 � cI � A03. ¸ÇÐÕÓ ÍÓÖÅÂ ÓÂÆËÖÔÑÏ lv0 ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä
ÕÑÚÍÇ, ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÍÑÐÙÑÏ ÄÇÍÕÑÓÂ s0 � �ÿlA01 � A03�v0
(23). ±ÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓ Í àÕÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÓÑÄÇÆÈÐÐÞÌ ËÊ
ÄÇÓÛËÐÞ ÍÑÐÖÔÂ, ËÏÇÇÕ ÆÎËÐÖ v0 Ë ÒÑÒÂÆÂÇÕ ÐÂ ÑÍÓÖÉ-
ÐÑÔÕß Ä ÕÑÚÍÇ, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÌ ÍÑÐÙÖ ÄÇÍÕÑÓÂ p � lv0A01 (ÔÏ.
ÓËÔ. 13Ã). ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÖÅÑÎ cc ÓÂÔÕÄÑÓÂ ÍÑÐÖÔÂ Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË fA01;A03g ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

tancc � 2l : �110�

°ÔË s0 ÍÂÍ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ, ÕÂÍ Ë ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÍÑÐÖÔÑÄ
ÐÂÍÎÑÐÇÐÞ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá m0, ÒÓËÚÈÏ Ä
ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ àÕÑÕ ÐÂÍÎÑÐ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ. ¯Ñ, ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆÇÎË Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.3, Ä ÑÒÕËÍÇ
ÒÓË ÄÞÍÎáÚÇÐÐÑÏ ÒÑÅÎÑÜÇÐËË ÑÒÕËÚÇÔÍÂâ ÑÔß m0 � cI
ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔËÏÏÇÕÓËË (ÓËÔ. 2Â) ÕÇÐÊÑÓÂ ê.
±ÑàÕÑÏÖ Ë ÑÔß ÍÑÐÖÔÂ s0, ÐÂÍÎÑÐââÔß Í m0, ÑÔÕÂÈÕÔâ Ä ÕÑÌ
ÉÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. £ÍÎáÚÇÐËÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÄÑÔÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ
ÑÒÕËÚÇÔÍÖá ÕÓËÍÎËÐÐÑÔÕß ÍÓËÔÕÂÎÎÂ, ÐÑ àÕÑ ÐÇ ÊÂÕÓÂÅË-
ÄÂÇÕ ÍÑÐÖÔÂ ÓÇ×ÓÂÍÙËË Ä ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÏ ÐÂÏË ÅÎÂÄÐÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ®ÇÉÆÖ ÕÇÏ Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ ÕÓËÍÎËÐÐÞÌ ÍÓË-
ÔÕÂÎÎ Ë ÃÇÊ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÕÓËÍÎËÐÐÞÏ, ÒÑàÕÑÏÖ
ÐÂÍÎÑÐ ÍÑÐÖÔÂ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ ÒÓËÄâÊÂÐ ÐË Í ÍÂÍËÏ
ÄÞÆÇÎÇÐÐÞÏ ÒÎÑÔÍÑÔÕâÏ. ¬ÑÐÇÚÐÑ, ÄÍÎáÚÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËË Ë Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ ÏÇÐâÇÕ ÔËÕÖÂÙËá. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÚÂÔÕÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ m0 ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô

ÑÔßá ÔËÏÏÇÕÓËË 3, ÚÇÓÇÊ ÍÑÕÑÓÖá ÄÔÇÅÆÂ ÒÓÑØÑÆâÕ ÕÓË
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔËÏÏÇÕÓËË, ÍÑÐÖÔ ÓÇ×ÓÂÍÙËË ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÍÓÖÅÑÄÞÏ, ÐÑ Ë ÖÕÓÂÚËÄÂÇÕ ÔÄÑÌ ÐÂÍÎÑÐ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ s0 km0. ±ÓÂÄÆÂ, ËÏÇÐÐÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÂÍ
ÓÂÊ ËÊ-ÊÂ ÔËÏÏÇÕÓËË ÕÂÍÖá ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÖá ÑÔß m0 ÒÑÅÎÑ-
ÜÇÐËÇ ÐÇ ÓÂÔÜÇÒÎâÇÕ [12, 16].

5.3. ¬ËÐÇÏÂÕËÍÂ ÒÓÇÙÇÔÔËË ÎÖÚÇÄÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
¬ÂÍ ÖÉÇ ÅÑÄÑÓËÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5.2, ÄÇÎËÚËÐÂ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ
ÄÎËâÇÕ ÐÇ ÐÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËá ÆÄËÉÇÐËâ ÎÖÚÇÄÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, Â
ÐÂ ÍËÐÇÏÂÕËÍÖ ËØ ÒÓÇÙÇÔÔËË ÒÑ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÏÖ ÍÑÐÖÔÖ.
±ÑÔÎÇÆÐââ Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÔËÎßÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ m Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑ-
ÔÕË. µÆÑÃÐÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÑÌ ÕÂÍÑÌ ÒÓÇÙÇÔÔËË ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÖÅÎÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÓÂÜÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ ~sa�t� �a � 1; 2�
ÒÑ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË Ä ÑÒÕËÍÇ ËÎË ÒÑ àÎÎËÒÔÖ Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ.

£ ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (107) ÄÞÓÂÉÇÐËâ pop �
� lv0A01, qop � lv0A02 ËÊ (23), ÏÞ ÔÓÂÊÖ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÅÑÕÑ-
ÄÖá ×ÑÓÏÖÎÖ Ä ÒÑÎâÓÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ:

~s opa �t� � lv0�A01 cos 2ja � A02 sin 2ja� ; �111�

ÅÆÇ ÒÑÎâÓÐÞÌ ÖÅÑÎ fop
a � 2ja.

£ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÏ ÄÂÓËÂÐÕÇ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÄÇÍÕÑÓÞ p
Ë q ÐÇ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ Ë ÐÇ ÓÂÄÐÞ ÒÑ ÆÎËÐÇ, ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ
ÒÑÎâÓÐÞÏ ÖÅÎÑÏ f ac

a Ë ÖÅÎÑÏ 2�ja (109) ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÔÎÑÉÐÇÇ; ÑÐÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÂ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ

~s aca �t� � p cos 2�ja � q sin 2�ja �

� Sa

�
p

p
cosf ac

a �
m0 � p

p
sinf ac

a

�
; �112�

ÅÆÇ Sa ì ÆÎËÐÂ ÓÂÆËÖÔÂ-ÄÇÍÕÑÓÂ ~s aca . °ÕÔáÆÂ ËÏÇÇÏ

cotf ac
a �

1

g
�pq� p 2 cot 2�ja�; sinf ac

a �
g

pSa
sin 2�ja ; �113�

S 2
a � p 2 cos2 2�ja � q 2 sin2 2�ja � pq sin 4�ja : �114�

³ ÖÚÈÕÑÏ ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÖÅÎÑÄÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÒÓÇÙÇÔÔËË Ä ÑÒÕËÍÇ Ë ÂÍÖÔÕËÍÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâÏË

_f op
a � 2 _ja ;

_f ac
a �

2g

S 2
a

_�ja : �115�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÅÎÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß _fa ÒÓÇÙÇÔÔËË ÄÇÍÕÑÓÂ
sa�t� ÍÂÍ Ä ÑÒÕËÍÇ, ÕÂÍ Ë Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÍËÐÇÏÂÕËÍÑÌ ÆÄËÉÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ AAa ÒÑ àÎÎËÒÔÖ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË, ÒÓËÚÈÏ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÂÍÖÔÕËÍË Ô ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËÇÏ
ÒÑ ×ÂÊÇ: Fa ! Fa � p=2. ´Ñ ÉÇ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Ë Í ÔÇÍÕÑÓËÂÎß-
ÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÄÇÍÕÑÓÂ ~sa�t�:

�v sec
a �

1

2
S 2
a

_fa � g _ja �op� ;
g _�ja �ac� :

�
�116�

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔÇÍÕÑÓËÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑÎâÓËÊÂÙËË (87),
ÔÍÑÓÑÔÕß (116) ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ Ë Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ
ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÇÕ ÒÑ ×ÂÊÇ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÑÒÕËÍË Ä (116) ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÑÉËÕß g � �lv0�2. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÑÒÕËÍÇ
ÊÐÂÍË ÄÓÂÜÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ ~sa�t� Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÇÏÖ
ÄÇÍÕÑÓÂHHa�t� ÄÔÇÅÆÂ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ. £ ÂÍÖÔÕËÍÇ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ, ÕÑÎßÍÑ ÇÔÎË g > 0. ±ÓË g < 0
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÂÓËÂÐÕ, ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÞÌ Ä ÑÒÕËÍÇ, ì ÊÐÂÍË
ÄÓÂÜÇÐËÌ ÎÖÚÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÑÍÂÊÞ-
ÄÂáÕÔâ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÏË.
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¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (115), ÄÔÇ ÑÃÔÖÉÆÂÄÛËÇÔâ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 4.3 ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÄÓÂÜÇÐËâ ÒÑ-
ÎâÓËÊÂÙËË ÒÑ àÎÎËÒÔÂÏ ÆÑÎÉÐÞ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕßÔâ Ë Ä
ÒÓÇÙÇÔÔËË ÎÖÚÇÄÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. £ÆÑÎß ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÑÔÇÌ
ÆÄÂ ÔÑÒÓâÉÈÐÐÞØ àÎÎËÒÔÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÄÞÓÑÉÆÂáÕÔâ Ä
ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß: ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÙËÓÍÖÎâÓÐÂâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ (50),
×ÑÓÏÖÎÞ (77), (85) ÒÓË x � �p=2 ÆÂáÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÖá ÖÅÎÑ-
ÄÖá ÔÍÑÓÑÔÕß _j0 � o sgn x. ¿ÕÑ ÕÑÚÐÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍË-
ÐÇÏÂÕËÍÇ ÑÃÞÚÐÑÌ ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÓÇ×ÓÂÍÙËË Ä ÍÓËÔÕÂÎÎÇ
ÃÇÊ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ (106). £ÎËâÐËÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ Ä ÆÂÐÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÔÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇ ÐÂ ÍËÐÇÏÂÕËÍÇ, Â ÐÂ ÅÇÑÏÇÕÓËË
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÇ×ÓÂÍÙËË. £ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÍÑÐÖÔ
ÓÇ×ÓÂÍÙËË ÒÑÎÐÑÔÕßá ÒÑÄÕÑÓâÇÕ ÑÓËÇÐÕÂÙËá ÍÑÐÖÔÂ
ÐÑÓÏÂÎÇÌ Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÏÇÆÎÇÐÐÑÔÕË Ä ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚ-
ÍÇ ÍÑÐÕÂÍÕÂ ÇÈ ÒÑÎÑÔÕÇÌ. ±ÓË ÖÚÈÕÇ ÆËÔÔËÒÂÙËË ÄÆÑÎß
ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÌ ÑÔË, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 5Â, ÍÑÐÖÔ ÐÑÓÏÂÎÇÌ
ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ ËØ ÒÎÑÔÍËÏ ÄÇÇÓÑÏ, Â ÍÑÐÖÔ ÓÇ×ÓÂÍÙËË
ÑÔÕÂÈÕÔâ ÐÇËÊÏÇÐÐÞÏ. ¿ÕÑ ËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÕ ÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ
Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÖÆÑÃÐÑÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÏÇÉ-
ÆÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏË ÎÖÚÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÐÑÓÏÂÎË Í ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÇ×ÓÂÍÙËË, Í ÔÑÉÂÎÇÐËá, ÖÕÓÂÚËÄÂÇÕÔâ. °ÆÐÂ-
ÍÑ ÐÂ ÎËÐËË ÐÖÎÇÄÑÌ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÔÕß
ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÄÑÔÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ.

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (115), (116), ÄÆÑÎß ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÑÔÇÌ,
ÅÆÇ _ja � ÿ _Fa sgn x � o sgn x, Ä ÑÒÕËÍÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË
ÑÔÕÂáÕÔâ Ë ÖÅÎÑÄÞÇ, Ë ÔÇÍÕÑÓËÂÎßÐÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÎÖÚÇÄÞØ
ÄÇÍÕÑÓÑÄ:

_f op
0 � 2o sgn x ; �v sec0 � go sgn x ; �117�

Â Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÕÑÎßÍÑ ÔÇÍÕÑÓËÂÎßÐÂâ
ÔÍÑÓÑÔÕß, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÂâ ÕÑÌ ÉÇ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (117). µÅÎÑÄÂâ
ÔÍÑÓÑÔÕß (115) ÒÓÇÙÇÔÔËË ÄÇÍÕÑÓÑÄ s1; 2�t� ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÇÐËË ÄÆÑÎß ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÌ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÔË ÔÑØÓÂÐâÇÕ
ÄÂÓËÂÙËË ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ, ÒÑÍÂ ÄÇÍÕÑÓÞ p Ë q
ÑÔÕÂáÕÔâ ÐÇ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÏË Ë ÐÇ ÓÂÄÐÞÏË ÒÑ ÆÎËÐÇ.

£ÒÓÑÚÇÏ, ÒÑ ÏÇÓÇ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ ÕÑÚÍË ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÒÑ
ÓÇÃÓÖ ÍÎËÐÂ ÑÕ ÍÑÐÙÑÄ Í ÙÇÐÕÓÖ �x � 0� ÐÇÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÔÕß
ÆÄËÉÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÑÄ s1; 2�t� Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÍÂÍ ÖÅÎÑÄÑÌ, ÕÂÍ Ë
ÔÇÍÕÑÓËÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÃÞÔÕÓÑ ÐÂÓÂÔÕÂÇÕ. ´Ñ ÉÇ ÔÂÏÑÇ
ÆÑÎÉÐÑ ËÏÇÕß ÏÇÔÕÑ ÐÂ ÎáÃÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÕÑÚÍË ÐÂÃÎá-
ÆÇÐËâ, ÒÇÓÇÔÇÍÂáÜÇÌ ÎËÐËá ÐÖÎÇÄÑÌ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË. £
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô àÕËÏ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÊÂÔÄÇÕÍË àÍÓÂÐÂ ÆÑÎÉÇÐ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÕÑÅÑ, ÍÂÍÑÄÂ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕß
ÄÑÎÐÞ ÆÎâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÐÑÓÏÂÎË.
´ÂÍ, Ä ÑÒÕËÍÇ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÑÎÐÞ ÄÆÑÎß ÔËÐÅÖ-
ÎâÓÐÑÌ ÑÔË ÇÈ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ âÄÎâÇÕÔâ ÙËÓÍÖÎâÓÐÑÌ, Â
ÒÓÇÙÇÔÔËâ ÎÖÚÂ sa�t� ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÖÅÎÑÄÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕßá �2o (117). ¯Â ÍÂÓÕËÐÇ ÊÂÔÄÇÕÍË àÍÓÂÐÂ àÕÑ
ÒÓÑâÄËÕ ÔÇÃâ ÍÂÍ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÒÓÑÓËÔÑÄÂÐÐÂâ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß
(ÓËÔ. 14).

³ ÖÆÂÎÇÐËÇÏ "ÕÑÚÍË ÐÂÃÎáÆÇÐËâ" ÑÕ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ
ÑÔÇÌ ÍÂÓÕËÐÂ ÊÂÔÄÇÕÍË ÒÇÓÇÔÕÂÈÕ ÃÞÕß ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÌ.
µÚÂÔÕÍË àÎÎËÒÔÂ ÓÇ×ÓÂÍÙËË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ s1; 2�t�
ÒÓÑØÑÆâÕ ÃÞÔÕÓÑ, ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÏÇÐÇÇ ÊÂÔÄÇÚÇÐÐÞÏË,
ÚÇÏ ÖÚÂÔÕÍË, ÒÓÑØÑÆËÏÞÇ ËÏË ÏÇÆÎÇÐÐÑ. ¶ÂÊÑÄÂâ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕß àÕÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÓÑÄÐÑ ÄÆÄÑÇ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÔÍÑÓÑÔÕß
ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË AAa, _fop

a � 2 _ja (115), Â ÒÑÔÎÇÆÐââ,
ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆÇÎË Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.3, ËÏÇÇÕ àÍÔÕÓÇÏÖÏÞ ÄÆÑÎß
ÒÑÎÖÑÔÇÌ àÎÎËÒÔÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÓË ja � jm

a . ªÐÕÇÓÇÔÖá-
ÜËÇ ÐÂÔ ÑÃÎÂÔÕË ÊÂÔÄÇÕÍË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕâÏ
ÃÑÎßÛËØ ÒÑÎÖÑÔÇÌ àÕËØ àÎÎËÒÔÑÄ Ë ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÔÄâÊÂÐÞ Ô
ËØ ÑÓËÇÐÕÂÙËâÏË. ¯Â ÑÆÐÑÏ àÎÎËÒÔÇ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÇ ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ AAa�t� ËÊ ÑÆÐÑÅÑ ÍÓÂÌÐÇÅÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ, AAa�jm

a � � AAa,
Ä ÆÓÖÅÑÇ, AAa�jm

a � p� � ÿAAa, ÐÇ ÔÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÑÓËÇÐÕÂ-

ÙËË ÎÖÚÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË àÕÑÏ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ
(111), ÑÃÂ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÑÆÐÑÏÖ Ë ÕÑÏÖ ÉÇ ÐÂ-
ÒÓÂÄÎÇÐËá sa�2�jm

a � p�� � sa�2jm
a �, Â ÊÐÂÚËÕ, ÆÑÒÑÎÐË-

ÕÇÎßÐÂâ ÊÂÔÄÇÕÍÂ ÒÑÒÂÆÈÕ Ä ÕÑ ÉÇ ÏÇÔÕÑ ÐÂ àÎÎËÒÔÇ
ÓÇ×ÓÂÍÙËË, ÖÔËÎËÄ ÒÇÓÄÖá. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÄÕÑÓÑÌ
ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÞÇ ÒÑÊËÙËË jm

2 ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ AA2 ÐÂ ÔÄÑÈÏ àÎÎËÒÔÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË, ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÏ
AA1, ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÒÇÓÄÞØ ÐÂ p=2, jm

2 � jm
1 � p=2.

±ÑàÕÑÏÖ ËÏ ÆÑÎÉÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÕß àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÂâ
ÎÖÚÇÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß s2�2jm

2 � � s1�2jm
1 � p�, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÂâ

ÄÆÑÎß ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÌ ÑÃÓÂÊÖáÜÇÌ ÍÑÐÖÔÂ ÓÇ×ÓÂÍ-
ÙËË, ÚÕÑ ÆÑÃÂÄÎâÇÕ ÐÑÄÖá ÑÃÎÂÔÕß ÊÂÔÄÇÕÍË ÐÂ ÒÓÑÕËÄÑ-
ÒÑÎÑÉÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÇ ÕÑÅÑ ÉÇ àÎÎËÒÔÂ ÓÇ×ÓÂÍÙËË. ¯Â ÎËÐËË
ÐÖÎÇÄÑÌ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË ÒÓÇÙÇÔÔËâ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÒÓÇÍÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ Ä ÔÎÖÚÂâØ ÍÂÍ ÑÒÕËÍË, ÕÂÍ Ë ÂÍÖÔÕËÍË, Â ÐÂ
ÍÑÐÕÖÓÇ ÊÂÔÄÇÕÍË àÍÓÂÐÂ ÃÖÆÖÕ ÕÑÎßÍÑ ÆÄÇ ÕÑÚÍË, ÑÕÄÇ-
ÚÂáÜËÇ ÑÃÞÚÐÑÏÖ ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏÎÇÐËá.

ªÏÇÐÐÑ ÕÂÍËÇ ÍÓÖÅË ÓÇ×ÓÂÍÙËË Ô ÆÄÑÌÐÑÌ ÊÂÔÄÇÕÍÑÌ
ÑÕ ÒÂÓ ËÊÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÑÒÕËÍË
ÐÂ ÓËÔ. 14. ±ÑÎÑÉÇÐËâ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÊÂÔÄÇÕÍË ÐÂ ÍÓÖÅÑÄÞØ
ÍÑÐÕÖÓÂØ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÑÓËÇÐÕÂÙËâÏ àÎÎËÒÔÑÄ ÒÑÎâÓË-
ÊÂÙËË ÐÂ ÓËÔ. 12. £ ÂÍÖÔÕËÍÇ ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ
ÍÂÓÕËÐÂ ÊÂÔÄÇÕÍË ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ, ÑÆÐÂÍÑ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß ÕÇÒÇÓß
ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ àÎÎËÒÔÑÏ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÏ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (107).

6. £ÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÐÂÃÎáÆÇÐËâ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ à××ÇÍÕÑÄ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ

°ÃÔÖÆËÏ ÕÇÒÇÓß ÒÇÓÔÒÇÍÕËÄÞ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ
ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÒÓÇÆÔÍÂÊÞÄÂÇÏÞØ ÕÑÐÍËØ à××ÇÍÕÑÄ Ä
ÑÒÕËÍÇ Ë ÂÍÖÔÕËÍÇ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞØ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËÇÏ ÑÒÕËÚÇ-
ÔÍËØ Ë ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ÑÔÇÌ ÒÑÆ ÄÎËâÐËÇÏ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ. ¥Îâ
ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÔÕË àÕËØ âÄÎÇÐËÌ ÖÅÑÎ ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÑÌ ÓÂÔ-
ØÑÆËÏÑÔÕË Dcd ÊÑÐÆËÓÖáÜÇÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÎÖÚÂ ÆÑÎÉÇÐ
ÃÞÕß ÏÇÐßÛÇ ÖÅÎÂ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ DC ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ËÎË
ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ÑÔÇÌ. ±ÇÓÄÞÌ ËÊ ÖÅÎÑÄ ÑÙÇÐËÄÂÇÕÔâ ÄÇÎËÚË-
ÐÑÌ

Dcd �
l0
d0
; �118�

²ËÔ. 14. ³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÎÇÙ ÊÂÔÄÇÕÍË àÍÓÂÐÂ Ä
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÓÂÔÜÇÒÎÈÐÐÞØ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÑÔÇÌ Ä ÑÒÕËÍÇ. ±ÑÎÐÂâ
ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÂâ ÍÑÎßÙÇÄÂâ ÊÂÔÄÇÕÍÂ àÍÓÂÐÂ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÑÃÞÚÐÑÌ ÍÑÐËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÓÇ×ÓÂÍÙËË ÙËÓÍÖÎâÓÐÑ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞØ ÄÑÎÐ. ¥ÄÇ ÕÑÚÍË ÐÂ
ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÑÃÞÚÐÑÏÖ ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏÎÇÐËá ÎËÐÇÌ-
ÐÑ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞØ ÄÑÎÐ. ²ÇÃÓÑ ÍÎËÐÂ ÓÂÄÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÑÍÂÊÂÐÑ
ÑÕÓÇÊÍÑÏ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ ÒÓâÏÑÌ. £ÇÓÕËÍÂÎßÐÂâ ÛÕÓËØÑÄÂâ ÎËÐËâ
ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÐÖÎÇÄÑÌ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË.
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ÅÆÇ l0 ì ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ, d0 ì ÆËÂÏÇÕÓ ÎÖÚÂ Ä
ÍÓËÔÕÂÎÎÇ. ¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÖÅÎÂ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ DC, ÕÑ ÑÐ
ÓÇÅÖÎËÓÖÇÕÔâ ÄÞÃÑÓÑÏ ÖÓÑÄÐâ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÇ,
ÑÆÐÂÍÑ, ÆÑÎÉÐÑ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÕß ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÖá ÆÎËÐÖ ÒÓÑ-
ÃÇÅÂ ÄÑÎÐÞ.

¯ÂÚÐÈÏ Ô ÑÒÕËÍË. µÅÑÎ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ DC (ÔÏ. ÓËÔ. 8) Ä
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ×ÑÓÏÖÎÂÏË (32), (23) ÑÙÇÐËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ

DC � 2jDm0j � ed
2l

: �119�

©ÆÇÔß e Ë d ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÕÇÐÊÑÓÂ
ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ê Ë d̂, Â ÒÂÓÂÏÇÕÓ l (23) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÄÇÎËÚËÐÑÌ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË, ÍÑÕÑÓÂâ Ä ÃÑÎßÛËÐ-
ÔÕÄÇ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÂ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÍÓËÔÕÂÎ-
ÎÂØ ÕÑÒÂÊÂ Ë ÔÇÅÐÇÕÑÄÑÌ ÔÑÎË l ËÏÇÇÕ ÒÑÚÕË ÑÆËÐÂÍÑÄÞÇ
ÄÇÔßÏÂ ÏÂÎÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ: l � 1;6� 10ÿ3 [7].

£ ÔÒÓÂÄÑÚÐËÍÂØ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ Ä ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ ÑÃÞÚÐÑ
ÊÂÆÂáÕ ÐÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË ÕÇÐÊÑÓÂ d̂, Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË
ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ k 00 ÄÆÑÎß ÅÎÂÄÐÞØ ÑÔÇÌ ÕÇÐÊÑÓÂ ê.
£ ÕËÒËÚÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÎÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ÏÇÉÆÖ d Ë k 00 ÎÇÅÍÑ ÐÂØÑÆËÕÔâ:

k 0 � ik 00 � 2p

l0
�����������������
eÿ1 ÿ id
p � 2p

��
e
p
l0

�
1� i

ed
2

�
: �120�

°ÕÔáÆÂ

d � l0
pe 3=2

k 00 : �121�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ àÕÖ ÑÙÇÐÍÖ Ä (119) Ë ÔÓÂÄÐËÄÂâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ Ô
(118), ÒÑÎÖÚËÏ ËÔÍÑÏÞÌ ÍÓËÕÇÓËÌ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÔÕË ÓÂÔ-
ÜÇÒÎÇÐËâ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÑÔÇÌ Ë ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜËØ à××ÇÍÕÑÄ:

k 00d0 > 2pl
��
e
p

: �122�

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ Ô ÏÂÎÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËÇÌ
l � 10ÿ3 ÕÓÇÃÑÄÂÐËâ, ÐÂÎÂÅÂÇÏÞÇ ÐÂ ÖÓÑÄÇÐß ÒÑÅÎÑÜÇ-
ÐËâ, ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÔÎÂÃÞÏË: k 00d0 > 10ÿ2. ¯ÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÒÓË k 00 � 1 ÔÏÿ1, ÍÑÅÆÂ ÆÎËÐÂ ÒÓÑÃÇÅÂ ÄÑÎÐÞ Ä
ÍÓËÔÕÂÎÎÇ � 1 ÔÏ, ÒÓË ÓÂÊÖÏÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ d0 � 3ÿ5 ÏÏ
ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ ÑÃÇÔÒÇÚÇÐÑ. °ÆÐÂÍÑ ÐÇ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÊÂÃÞÄÂÕß, ÚÕÑ ÒÓË ÏÂÎÞØ l ÖÅÑÎ ÓÂÔÕÄÑÓÂ ÍÑÐÖÔÂ ÓÇ×ÓÂÍ-
ÙËË (110) ÕÑÉÇ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ: cc � 2l (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË l �
� 1;6� 10ÿ3 ÖÅÑÎ cc � 0;2�), ÚÕÑ ÏÑÉÇÕ ÖÔÎÑÉÐËÕß àÍÔÒÇ-
ÓËÏÇÐÕ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ ÕËÒËÚÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÖÅÎÂ
cc ÍÑÐÖÔÂ ÓÇ×ÓÂÍÙËË ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÆÇÔâÕÍÑÄ
ÅÓÂÆÖÔÑÄ.

£ÞÃËÓÂâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, k 00 � 1 ÔÏÿ1 Ë l0 � 5� 10ÿ5 ÔÏ, ËÊ
(121) ÒÑÎÖÚËÏ ÑÙÇÐÍÖ d � 10ÿ5. ±ÓË àÕÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË d Ë
l � 10ÿ3 ×ÑÓÏÖÎÂ (119) ÆÂÈÕ ÆÎâ ÖÅÎÂ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ ÔÎÇ-
ÆÖáÜÖá ÑÙÇÐÍÖ: DC � d=l � 10ÿ2 � 0;5�. ±ÓË ÕÂÍÑÏ
ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËË ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÑÔÇÌ ÖÔÎÑÄËÇ Dcd 5DC ÐÂ
ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÎÇÅÍÑ ÓÇÂÎË-
ÊÑÄÂÐÑ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÇ ÄÞÊÞÄÂÇÕ ÔÑÏÐÇÐËÌ, ÚÕÑ ÒÓË
ÐÂÆÎÇÉÂÜÇÏ ÄÞÃÑÓÇ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ ÒÓÇÆÔÍÂÊÞÄÂÇÏÞÇ à××ÇÍ-
ÕÞ Ä ÑÒÕËÍÇ ÏÑÅÖÕ ÓÇÂÎßÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÕßÔâ.

±ÓÑÄÑÆâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÑÙÇÐÍË ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÂÍÖ-
ÔÕËÍÇ, ÒÓËÏÇÏ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ Ô ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÚÂÔÕÑÕÞ
ÄÑÎÐÞ n � o=2p ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÖÔËÎËÄÂÇÕÔâ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÖÅÑÎ
DC ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ, Â ÖÅÑÎ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË ÒÖÚÍÂ Dcd �
� cs=nd0, ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ (ÊÆÇÔß cs ì ÔÍÑÓÑÔÕß
ÊÄÖÍÂ Ä ÍÓËÔÕÂÎÎÇ). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÆÑÎÉÇÐ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÐËÉÐËÌ ÒÑÓÑÅ à××ÇÍÕÂ ÒÑ ÚÂÔÕÑÕÇ.

³ ÖÚÈÕÑÏ ×ÑÓÏÖÎ (13), (19), (20), (25) Ë (26) ÕÇÒÇÓß
ËÏÇÇÏ ÄÏÇÔÕÑ (119) ÑÙÇÐÍÖ DC � 2pnZ=m, ÅÆÇ Z ì ÒÂÓÂ-

ÏÇÕÓ ÄâÊÍÑÔÕË, m ì ÏÑÆÖÎß ÔÆÄËÅÂ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÊ
ÖÔÎÑÄËâ Dcd 5DC ÔÎÇÆÖÇÕ ÍÓËÕÇÓËÌ

n4 nth �
�������������
cs m
2pZd0

r
: �123�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÇÚß ËÆÈÕ Ñ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÞÔÑÍËØ ÚÂÔÕÑÕÂØ Ë
ÍÑÏÐÂÕÐÞØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂØ T � 300 ¬, ÕÑ ÊÆÇÔß ÆÎâ ÑÙÇÐÍË
ÊÂÕÖØÂÐËâ ÄÑÎÐÞ Z ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ×ÑÐÑÐÐÖá
ÄâÊÍÑÔÕß:

Z � Zph � tph
3kBT

a 3
; �124�

ÅÆÇ tph ì ÄÓÇÏâ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ×ÑÐÑÐÑÄ, kB ì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ
¢ÑÎßÙÏÂÐÂ, a ì ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÓÇÛÈÕÍË. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ (124) Ä
(123), ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËâØ cs � 3� 105 ÔÏ Ôÿ1, m � 1011 ÆÐ ÔÏÿ2,
d0 � 0;5 ÔÏ, tph � 10ÿ10 c, a � 3� 10ÿ8 ÔÏ ÒÑÎÖÚËÏ ÑÙÇÐÍÖ
ÆÎâ ÒÑÓÑÅÑÄÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ

nth � 100 MGc : �125�

±ÑÓÑÅÑÄÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÄÞÔÑÍÑÌ, ÕÇÏ ÐÇ
ÏÇÐÇÇ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËÌ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÑÔÖÜÇ-
ÔÕÄËÏÞÏ.

7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÆÂÉÇ
ÑÚÇÐß ÏÂÎÑÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÆËÍÂÎßÐÞÏ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ ËÊÏÇÐÇÐËâÏ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ Ä ÑÍÓÇÔÕ-
ÐÑÔÕË ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ. ³ÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß,
ÚÕÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ
ÔÑÚÇÕÂÐËá ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ Ô ÂÐËÊÑÕÓÑÒËÇÌ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ, Ä ÕÑ
ÄÓÇÏâ ÍÂÍ Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ
ÎËÛß Í ÕÓËÄËÂÎßÐÑÏÖ ÑÔÎÂÃÎÇÐËá ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑ-
ÄÞØ ÒÑÎÇÌ.

£ ÔÕÂÕßÇ ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (14), ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓË ÖÚÈÕÇ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËâ (12), (13) âÄÎâáÕÔâ ÖÐËÄÇÓ-
ÔÂÎßÐÞÏ ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕÑÏ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÄÑÎ-
ÐÑÄÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÍÂÍ Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ, ÕÂÍ Ë Ä ÑÒÕËÍÇ ÒÑ-
ÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÍÑ-
ÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ. µÐË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ, ÒÓÑ-
ÄÇÆÈÐÐÞÌ ÐÂ àÕÑÌ ÑÔÐÑÄÇ, ÒÑÊÄÑÎËÎ ÒÑ-ÐÑÄÑÏÖ ÄÊÅÎâÐÖÕß
ÐÂ ËÊÖÚÂÇÏÞÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ âÄÎÇÐËâ Ä ÑÒÕËÍÇ Ë ÂÍÖÔÕËÍÇ Ë
ÖÄËÆÇÕß ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ËØ ÔØÑÆÔÕÄÑ, ÐÑ Ë ÓÂÊÎËÚËÇ. ±ÓË àÕÑÏ
ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ËÊ ÑÃÔÖÉÆÂÄÛËØÔâ ÄÞÛÇ ÕÑÐÍËØ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍËØ à××ÇÍÕÑÄ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË ÑÒËÔÂÐÞ ÄÒÇÓÄÞÇ.

©ÆÇÔß ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ËÏÇáÕÔâ Ä ÄËÆÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ,
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 4 Ë 5. ¢oÂ ÎßÛÂâ ÚÂÔÕß ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÑÄ ÒÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÑÐ-
ÐÞØ ÒÑÎÇÌ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4, âÄÎâÇÕÔâ ÐÑÄÑÌ. £
ÓÂÊÆÇÎÇ 5 ÕÂÍÉÇ ÆÑÔÕËÅÐÖÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÇ ÒÓÑÆÄËÉÇÐËÇ Ä
ÕÇÑÓËË ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÓÇ×ÓÂÍÙËË ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎ-
ÎÑÄ. ®Þ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ àÕÑ âÄÎÇÐËÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ
ÐÂ ÓÇÃÓÇ ÍÎËÐÂ, ÍÂÍ ÃÞÎÑ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ ÓÂÐÇÇ [11, 12, 16], ÐÑ
Ë Ä ÙÇÎÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐ Ä
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÓÂÔÜÇÒÎÈÐÐÞØ ÑÔÇÌ, ÅÆÇ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕß ÒÑ-
ÎâÓËÊÂÙËË ÐÇ ÏÂÎÂ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÐÂÏË ÄÒÇÓÄÞÇ ÑÒËÔÂÐÞ
ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÆÄËÉÇÐËâ ÎÖÚÇÄÞØ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ sa ÒÑ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÏÖ ÍÑÐÖÔÖ ÓÇ×ÓÂÍÙËË Ë ÖÔÕÂÐÑ-
ÄÎÇÐÂ ÕÑÚÐÂâ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÞÏË ÖÅÎÂÏË ÒÓÇ-
ÙÇÔÔËË ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ë ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ËÏ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ sa. £ ÑÒÕËÍÇ ÄÒÇÓÄÞÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ ÑÃÜËÌ ÔÎÖÚÂÌ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË ÍÓËÔÕÂÎÎÂ, ÒÓËÚÈÏ ÕÇÑÓËâ
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ÓÇ×ÓÂÍÙËË ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÎÖÚÇÄÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (Ä
[11] ÂÐÂÎËÊ ÒÓÑÄÑÆËÎÔâ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ µÏÑÄÂ ë
±ÑÌÐÕËÐÅÂ Ë ÑÕÐÑÔËÎÔâ ÕÑÎßÍÑ Í ÓÑÏÃËÚÇÔÍËÏ ÍÓËÔÕÂÎ-
ÎÂÏ).

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÒÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÓÇÚß ËÆÈÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Ñ
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÍÓÂÔÑÕÂØ ÑÒËÔÂÐËâ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÄÇÆÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ Ë ÖÒÓÖÅËØ ÄÑÎÐ Ä ÒÑÅÎÑ-
ÜÂáÜËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ. ±ÓÑÄÇÆÈÐÐÞÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6 ÚËÔÎÇÐ-
ÐÞÇ ÑÙÇÐÍË ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÇ à××ÇÍÕÞ
ÏÑÅÖÕ ÐÂÃÎáÆÂÕßÔâ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÍÂÍ Ä ÑÒÕËÍÇ, ÕÂÍ
Ë Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ.

¡ÄÕÑÓÞ ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÞ ´.². £ÑÎÍ Ë ¡.¶. ¬ÑÐÔÕÂÐÕËÐÑ-
ÄÑÌ ÊÂ ÒÑÎÇÊÐÞÇ ÍÑÐÔÖÎßÕÂÙËË, Â ÕÂÍÉÇ ¥.¡. ¢ÇÔÔÑÐÑÄÖ ÊÂ
ÒÑÏÑÜß ÒÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÓËÔÖÐÍÑÄ.
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Acoustics and optics of absorptive crystals: a universal formalism for topological effects
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A universal form for equations determining the acoustical and optical wave fields in absorptive crystals is obtained. On this basis, a

unified formalism is constructed and used to describe the effect of absorption on the topology of the polarization fields and wave

surfaces of elastic and electromagnetic waves close to the conical acoustic and optical axes. Unless forbidden by symmetry, both types of

axes are split by absorption with the consequences that the wave surfaces acquire self-intersection lines that connect pairs of split axes;

and that in the polarization fields new singular points with the PoincareÂ indices n � �1=4 arise. Near the split points, the waves of

degenerate branches show an abrupt increase in ellipticity, which transforms the internal conical refraction from a local property along

the degeneracy direction into a continual phenomenon occurring throughout this entire region. For each wave normal direction here

there is a universal refraction cone, the same as for zero damping. The ray velocity vectors have their ends moving along the universal

section of this cone. This section is elliptic in acoustics and circular in optics. Kinematics of this precession depends in an essential way on

the direction of the wave normal.
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