
20. Lemonik Y et al. Phys. Rev. B 82 201408(R) (2010)

21. Vafek O, Yang K Phys. Rev. B 81 041401(R) (2010)

22. Abanin D A et al. Science 332 328 (2011)

23. McEuen P L et al. Phys. Rev. Lett. 64 2062 (1990)
24. Haug R J Semicond. Sci. Technol. 8 131 (1993)

25. Tombros N et al. Nature 448 571 (2007)

26. Sinova J et al. Phys. Rev. Lett. 92 126603 (2004)
27. Kato Y K Science 306 1910 (2004)

28. Wunderlich J et al. Phys. Rev. Lett. 94 047204 (2005)
29. Imada M, Fujimori A, Tokura Y Rev. Mod. Phys. 70 1039 (1998)

30. Evers F, Mirlin A D Rev. Mod. Phys. 80 1355 (2008)

31. Ponomarenko L A et al. Nature Phys. 7 958 (2011)

32. Katsnelson M I, Novoselov K S, Geim A K Nature Phys. 2 620

(2006)

33. Cheianov V V, Fal'ko V I Phys. Rev. B 74 041403(R) (2006)

34. Adam S et al. Proc. Natl. Acad. Sci. USA 104 18392 (2007)

35. Cheianov V V et al. Phys. Rev. Lett. 99 176801 (2007)

PACS numbers: 42.25. ± p, 42.30. ± d, 42.60.Jf
DOI: 10.3367/UFNr.0182.201204f.0442

³ÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÑÒÕËÍÂ ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ

£.¤. £ÑÎÑÔÕÐËÍÑÄ

1. £ÄÇÆÇÐËÇ
¬ÑÅÇÓÇÐÕÐÑÇ ÔÄÇÕÑÄÑÇ ÒÑÎÇ, ÍÂÍ ÎáÃÑÌ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞÌ
ÒÓÑÙÇÔÔ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ Ë ×ÂÊÑÌ.®ÇÕÑÆÞ Ë
ÔÓÇÆÔÕÄÂ ÂÐÂÎËÊÂ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ ÒÑ ËÊÏÇÓÇÐËâÏ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÑÔÐÑÄÖ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÒÓËÃÑÓÑÄ, Ë Ô
×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÓÇÛÇÐËÇ ÎáÃÑÌ ÊÂÆÂÚË ÑÒÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ì àÕÑ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËÇ ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ
àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏË Ë ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÑÒÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ.

£ ÔËÎÖ ÔÒÇÙË×ËÍË ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÆËÂÒÂÊÑÐÂ ÓÇÅËÔÕÓÂ-
ÙËË ÒÑÆÆÂÈÕÔâ ÐÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÔËÅÐÂÎÂ, Â ÎËÛß ÇÅÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß, ÍÑÕÑÓÂâ Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÐÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÑÌ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ. ´ÓÂÆËÙËÑÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ËÐÕÇÓ×ÇÓÑÏÇÕÓËË ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâáÕ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÖá ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÍÑÔÄÇÐÐÞØ ×ÂÊÑ-
ÄÞØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ, ÑÆÐÂÍÑ Ä ÓâÆÇ ÊÂÆÂÚ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ËÎË
ÕÓÖÆÐÑ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÕß ËÐÕÇÓ×ÇÓÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÓËÐÙËÒ
ÒÑÎÖÚÇÐËâ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË Ñ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÇ ËÎË
×ÂÊÇ ÒÑÎâ. ¥ÂÐÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä ÂÔÕÓÑÐÑÏËË,
ÓÇÐÕÅÇÐÑÄÔÍÑÌ Ë ÂÆÂÒÕËÄÐÑÌ ÑÒÕËÍÇ. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ
âÄÎâÇÕÔâ ÂÍÕÖÂÎßÐÞÏ ÒÑËÔÍ Ë ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÕÂÍËØ ÔÄâÊÇÌ
ÏÇÉÆÖ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá Ë ×ÂÊÑÌ ÒÑÎâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÂáÕ
ÑÕÄÇÕ ÐÂ ÄÑÒÓÑÔ: ÔÍÑÎßÍÑ Ë ÍÂÍËØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÐÖÉÐÑ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË, ÚÕÑÃÞ ÒÑ ÐËÏ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÕß ÔÂÏÑ
ÒÑÎÇ ËÎË ÇÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË? ³ ÆÓÖÅÑÌ
ÔÕÑÓÑÐÞ, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÔÂÏÑÔÕÑâÕÇÎßÐÂâ ÑÃÎÂÔÕß ËÔÔÎÇÆÑ-
ÄÂÐËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ËÔÍÑÏÑÇ ÒÑÎÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÐÇ ÄÑÔÔÕÂÐÑ-
ÄËÕß, Â ÔËÐÕÇÊËÓÑÄÂÕß. ¿ÕÑ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÊÂÆÂÚÂÏ ×ÑÍÖÔË-
ÓÑÄÍË ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÑÃÎÂÔÕß Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË, Â ÕÂÍÉÇ ÄÐÖÕÓËÓÇÊÑÐÂÕÑÓÐÑÅÑ
×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÒÖÚÍÑÄ Ô ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÄÞØÑÆÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ. ¥ÂÐÐÞÇ ÊÂÆÂÚË âÄÎâáÕÔâ ÓÑÆÔÕÄÇÐÐÞÏË
ÊÂÆÂÚÇ ÂÐÂÎËÊÂ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ: ÄÔÇ ÑÐË ÔÄâÊÂÐÞ Ô
ÒÑÎÖÚÇÐËÇÏ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË Ñ ÒÑÎÇ ÒÑ ÇÅÑ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏ. °ÆÐÂÍÑ ÎÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß Ë ËØ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐ-

ÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ: ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ÓÇÂÎËÊÖÇÏÑÔÕß ÒÑÎâ Ô ÂÐÂÎËÊË-
ÓÖÇÏÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá ÊÂÎÑÉÇÐÂ Ä ÔÂÏÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ
ÊÂÆÂÚË ÂÐÂÎËÊÂ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÆÎâ ÊÂÆÂÚË ÔËÐÕÇÊÂ ÄÑÒÓÑÔ Ñ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË ÒÑÎâ Ô ÊÂÆÂÐÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá âÄÎâÇÕ-
Ôâ ÑÆÐËÏ ËÊ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞØ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÑÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ, ÒÑÔÄâÜÈÐÐÞØ ÂÐÂÎËÊÖ ÔÄÇÕÑ-
ÄÞØ ÒÑÎÇÌ, ÆÂáÕ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÐÑÄÞÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË Ë
ÆÎâ ËØ ÔËÐÕÇÊÂ Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔËÕÖÂÙËâØ. £
ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ ÒÑÎÖÚÇÐ ÓâÆ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÐÑÄÞØ ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÐÇ ÐÂÛÇÆÛËØ ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ä ÏÑÐÑÅÓÂ×ËâØ.
£ÑÔÒÑÎÐÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÒÓÑÃÇÎÂ Ë ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÑÔÐÑÄÐÖá ÊÂ-
ÆÂÚÖ ÆÂÐÐÑÅÑ ÆÑÍÎÂÆÂ.

£ ÆÑÍÎÂÆÇ ÒÓËÄÑÆâÕÔâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ Ä ÑÒÕËÍÇ.
¯ÂÌÆÇÐÂ âÄÐÂâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕßá Ë ×ÂÊÑÌ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÊÑÐÇ ¶ÓÇÐÇÎâ.

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ×ÂÊÑÄÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ Ä ÑÒÕËÍÇ Ë
ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÇÈ ÓÂÆËÍÂÎßÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ
ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ. µÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ, ÚÕÑ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ
ÒÑÎÇ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÖá Ë ÄËØÓÇÄÖá ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ; ÆÎâ ÃÇÊÄËØÓÇ-
ÄÞØ ÒÑÎÇÌ ÐÂÌÆÇÐÂ âÄÐÂâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ ÔÄâÊß ÆÄÖÏÇÓÐÞØ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ×ÂÊÞ Ë ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÊÑÐÇ ¶ÓÇÐÇÎâ;
ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÄËØÓÇÄÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÊÂÍÑÐÖ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ, Â ËÏÇÐÐÑ: ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ ÒÓÑÇÍÙËË ÓÑÕÑÓÂ
ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË ÐÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËâ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ä ÊÑÐÇ
¶ÓÇÐÇÎâ; ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÄËØÓÇÄÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÌ
ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË Ë ÆËÔÎÑÍÂÙËâÏË ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ.

±ÑÎÖÚÇÐÞ âÄÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ×ÂÊÞ
ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÕ ÇÅÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÍÂÍ
×ÖÐÍÙËË ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ×ÑÓÏËÓÖáÜÇÌ ÑÒÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ.

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐÑ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ ÒÓË ÂÔÕËÅ-
ÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËâØ. ´ÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ
ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÇ ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÑÒÕËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÔÖ-
ÜÇÔÕÄÎâáÕ ÄÊÂËÏÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÒÖÚÍÑÄ ¿ÓÏËÕÂ ë
¤ÂÖÔÔÂ (¿¤) Ë ­ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ (­¤). ¯ÂÌÆÇÐ Ë àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÍÎÂÔÔ ÔÄÇÕÑÄÞØ
ÒÑÎÇÌ ì ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ ¿ÓÏËÕÂ ë­ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ
(¿­¤), ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÌ ÒÑÎÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ, ÊÂÄËÔâÜËØ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ, ÒÓËÚÈÏ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ
ÒÖÚÍË ¿¤ Ë ­¤ âÄÎâáÕÔâ ÇÅÑ ÚÂÔÕÐÞÏË ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕÇ-
ÎâÏË. ±ÓËÄÑÆâÕÔâ ÑÒËÔÂÐËÇ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÔØÇÏ, ÓÇÂÎËÊÖá-
ÜËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÒÖÚÍÑÄ ¿¤ Ä ÒÖÚÍË ­¤, Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ.

£ ÒÂÓÂÍÔËÂÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÕÂÄËÕÔâ Ë ÓÇÛÂÇÕÔâ
ÊÂÆÂÚÂ ÒÑËÔÍÂ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ, ÔÑØÓÂÐâáÜËØ ÔÄÑá ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÖ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ë ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÇ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ
ÏÂÔÛÕÂÃÂ Ë ÄÓÂÜÇÐËâ. ±ÓËÄÑÆËÕÔâ ÒÑÎÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ
ÕÂÍËØ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ, ÐÂÊÄÂÐÐÞØ ÔÒËÓÂÎßÐÞÏË ÒÖÚ-
ÍÂÏË, ÊÂÍÑÐÞ ËØ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ Ë ÄÓÂÜÇÐËâ. ²ÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐÂ ÔÄâÊß ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÑÌ.
°ÒËÔÂÐÞ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÒÑÔÑÃÞ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËË ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ.

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÏÇÕÑÆÞ ÔËÐÕÇÊÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÞØ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. ¯Â ÑÔÐÑÄÇ ÑÒÕËÍË ÔÒË-
ÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÔÄÇÕÑÄÞÇ ÒÑÎâ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÍÑÕÑÓÞØ ËÏÇÇÕ ×ÑÓÏÖ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÌ ÍÓËÄÑÌ. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚ-
ÍÑÄ ÆÎâ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÍÓËÄÞØ.µÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ, ÚÕÑ ÕÂÍËÇ ÒÖÚÍË
ÒÓÑâÄÎâáÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ: ÄÑ-ÒÇÓ-
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ÄÞØ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÓÇÕÇÓÒÇÄÂÇÕ ÓÂÆË-
ÍÂÎßÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÓË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâØ ÒÑÆÑÃËâ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ Ë ËÏÇÇÕ ×ÑÓÏÖ àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ ÎËÛß
ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÒÑÆÑÃËâ;
ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ, ÆÎâ àÕËØ ÉÇ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÒÑÆÑÃËâ
ÒÎÑÜÂÆß ÒÑÆ ÍÓËÄÑÌ ÒÖÚÍÂ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÏ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ, ÒÓË àÕÑÏ ÚËÔÎÑ ×Â-
ÊÑÄÞØ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕÇÌ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÄÐÖÕÓË ÍÓËÄÑÌ
ÕÂÍÉÇ ÍÄÂÐÕÖÇÕÔâ Ë ËØ ÚËÔÎÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÎÑ-
ÜÂÆßá ÄÐÖÕÓË ÍÓËÄÑÌ, ÐÑ ÐÇ ÇÈ ×ÑÓÏÑÌ.

±ÓËÄÑÆâÕÔâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÓËÎÑÉÇÐËâ ÑÒÕËÍË ÔÒË-
ÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Í ÊÂÆÂÚÇ ÔËÐÕÇÊÂ ×ÂÊÑÄÞØ ÆË×ÓÂÍÙËÑÐ-
ÐÞØ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÆÎâ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä ÒÎÑÔÍÖá ÍÓËÄÖá Ë ÆÄÖÏÇÓÐÖá ÑÃÎÂÔÕß ÊÂÆÂÐÐÑÌ
×ÑÓÏÞ. ±ÓÇÆÎÑÉÇÐÞ ÐÑÄÞÌ ËÕÇÓÂÕËÄÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ÓÇÛÇ-
ÐËâ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË
×ÂÊÑÄÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÃÎËÉÐÇÌ
ÊÑÐÇ Ë ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÇÅÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÆÂÎßÐÇÌ ÊÑÐÇ
ÆÎâ ÍÓËÄÞØ, Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ×ÖÓßÇ-
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÆÎâ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË Ä ÑÃÎÂÔÕß Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÌ ÒÓË ÔËÐÕÇÊÇ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ×ÂÊÑÄÞØ ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÞØ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ àÎÇÏÇÐ-
ÕÑÄ. ±ÓËÄÇÆÇÐÞ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÞØ Ë ÐÂÕÖÓÐÞØ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ.

2. £ÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËÇ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÅÑ
ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ
ÒÑ ËÊÏÇÓÇÐËâÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÊÑÐÇ ¶ÓÇÐÇÎâ
£ÞâÔÐËÏ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá Ë×ÂÊÑÌ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä ÊÑÐÇ ¶ÓÇÐÇÎâ. µÓÂÄÐÇÐËÇ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÇ ¶ÓÇÐÇÎâ, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

F�x��
�������
k

2pl

r
exp

�
ÿ 1

4
pi
��b

a

exp

�
ik

2l
�xÿ x�2

�
U�x� dx :

�1�
¢ÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ÓÂÃÑÕ ÒÑ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÓÑ-

ÃÎÇÏÇ ÒÑÔÄâÜÇÐÑ ÂÎÅÑÓËÕÏËÚÇÔÍËÏ, ÚËÔÕÑ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ,
ÏÇÕÑÆÂÏ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ÑÃÝÇÍÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËâÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ËÐÕÇÓÇÔ ÄÞâÔÐÇÐËÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ ÒÓÑÃÎÇÏÞ Ë ÇÈ
ÔÄâÊß Ô ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÑÌ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÒÑÎÖ-
ÚÇÐËÇ âÄÐÞØ ×ÑÓÏÖÎ, ÄÞÓÂÉÂáÜËØ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕßá Ë ×ÂÊÑÌ. ´ÂÍÂâ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË ÑÒÓÂÄÆÂÐÂ
ÇÜÈ Ë ÒÑÕÑÏÖ, ÚÕÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ âÄÐÞØ ×ÑÓÏÖÎ ÆÂÈÕ ÓâÆ
ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄ Ô ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ: ÔÑÍÓÂÜÂÇÕ
ÄÓÇÏâ ÓÂÔÚÈÕÂ Ë ÒÑÊÄÑÎâÇÕ, Ä ÒÓËÐÙËÒÇ, ÑÙÇÐËÕß ÄÎËâÐËÇ
ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕË ËÊÏÇÓÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÐÂ ÕÑÚÐÑÔÕß
ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ×ÂÊÞ.

©ÂÆÂÚÂ Ä ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÆÎâ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ËÊÖÚÂÎÂÔß Ä ÓâÆÇ ÓÂÃÑÕ (ÔÏ. [1] Ë
ÙËÕËÓÖÇÏÖá ÕÂÏ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÖ), ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÕÂÍÉÇ ÔÎÇ-
ÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß
ËÊÄÇÔÕÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ×ÂÊÞ qj=qx Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÕÑÚÍÇ.
±ÓË àÕÑÏ ÖÕÄÇÓÉÆÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÐÂØÑÉÆÇÐËâ
ÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ ÆÎâ qj=qx ËÊ ËÊÏÇÓÇÐËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÏÂÎÑÄÇÓÑâÕÐÂ.

±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÖÍÂÊÂÐÐÖá ÕÓÖÆÐÑÔÕß ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÑÆÑ-
ÎÇÕß Ë ÒÑ ËÊÏÇÓÇÐËá ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I�x; l � Ë ÇÈ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÑÌ ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÑÎâ Il�x; l � Ä
ÊÑÐÇ ¶ÓÇÐÇÎâ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÑÎÇ F�x; l � Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÑÃÝÇÍÕÐÑÇ ÒÑÎÇ U�x� [1]. £ ÊÑÐÇ ¶ÓÇÐÇÎâ U�x� � F�x; 0� Ë
F�x; l � ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (1). ®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß [2],
ÚÕÑ ÒÑÎÇ F�x; l � ËÊ (1) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÏÖ

ÖÓÂÄÐÇÐËá

q 2F

qx 2
� 2ik

qF
ql
� 0 : �2�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ F�x; l � Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2) Ä ÄËÆÇ F�x; l � �
� �������������

I�x; l �p
exp �ij�x; l �� Ë ÓÂÊÆÇÎââ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÖá Ë ÏÐË-

ÏÖá ÚÂÔÕË, ÒÑÎÖÚËÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ë ×ÂÊÞ ÒÑÎâ F�x; l � Ä ÊÑÐÇ
¶ÓÇÐÇÎâ:

q
qx

�
I
qj
qx

�
� k

qI
ql
� 0 ;

�3�

2I
q 2I

qx 2
ÿ
�
qI
qx

�2

ÿ 4I 2
��

qj
qx

�2

� 2k
qj
ql

�
� 0 :

±ÇÓÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË
ÆÎâ ÒÑÕÑÍÂ j � � jx; jl� � �I qj=qx; kI � Ë ÄÞÓÂÉÂÇÕ ÊÂÍÑÐ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÌ×ÑÓÏÇ
[1]. ªÐÕÇÅÓËÓÖâ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÒÑÎÖÚËÏ

I�x; l � qj�x; l �
qx

� ÿk
�x
x0

Il�t; l � dt� c ; �4�

ÅÆÇ c � I�x0� qj=qx �x0�. ±ÑÄÕÑÓÐÑÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÆÂÈÕ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÂÊÞ ÒÑÎâ Ä ÊÑÐÇ ¶ÓÇÐÇÎâ:

j�x� � j�a� ÿ k

�x
a

dt

I�t�
�t
x0

Il�t� dt� c

�x
a

dt

I�t� : �5�

ªÊ (4) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ×ÂÊÞ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß
ËÊÄÇÔÕÐÑ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÆÎâ qj=qx Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ
ÕÑÚÍÇ x0, ÒÓË àÕÑÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÔÄâÊË I�x; l � Ô
j�x; l � Ä (4) ÆÇÎÂÇÕ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ. ±ÑÍÂÉÇÏ,
ÚÕÑ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÆÎâ qj=qx ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ
ËÊÏÇÓÇÐËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË.

°ÒÓÇÆÇÎËÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ

L � q 2

qz 2
� 2ik

q
ql
; L� � q 2

qz 2
ÿ 2ik

q
ql

�6�

Ë ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2) Ä ÄËÆÇ

LF�z; l � � L�F ��z; l � � 0 :

¥ÇÌÔÕÄËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ L, L� ÐÂ I�z; l � ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ:

LI�z; l � � 2
q
qz

�
F�z; l � qF

�

qz
�z; l �

�
;

�7�
L�I�z; l � � 2

q
qz

�
F ��z; l � qF

qz
�z; l �

�
:

°ÃÂ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (7) ÆÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ
ÒÓâÏÑÌ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ (2), ÐÂÒÓËÏÇÓ:

LI � F �LF� FLF � � 2
qF
qz

qF �

qz
�

� 2F
q 2F �

qz 2
� 2

qF
qz

qF �

qz
� 2

q
qz

�
F
qF �

qz

�
:

±ÑàÕÑÏÖ, ÇÔÎË z1, z2 âÄÎâáÕÔâ ÐÖÎâÏË ×ÖÐÍÙËË F�z; l � ÒÓË
ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ l, ÕÑ� z2

z1

LI�z; l � dz � 0 ;

� �z2

�z1

L�I�z; l � dz � 0 : �8�

7*
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ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄ (8) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß
(ÓËÔ. 1) ÄÔÇ ÐÖÎË ×ÖÐÍÙËË F ÒÑ ÆÂÐÐÞÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
I�z; l � Ë ÇÈ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ qI�z; l �=ql ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ l �
� l0 � const.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÂÆÂÚÂ ÄÞÆÇÎÇÐËâ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÐÖÎÇÌ
F�z� ËÊ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÐÖÎÇÌ I�z� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÛÇÐÂ ÒÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I�x� Ë ÇÈ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
Il�x� ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË l � const Ô
ÒÑÏÑÜßá ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐËâ ÔÄÑÌÔÕÄ ×ÖÐÍÙËÌ I�z�, Il�z� Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË.

3. £ÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËÇ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÅÑ
ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ
ÒÑ ËÊÏÇÓÇÐËâÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÊÑÐÇ ¶ÓÇÐÇÎâ
³ÄâÊß ÏÇÉÆÖ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá Ë ×ÂÊÑÌ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÔÄÇÕÑ-
ÄÑÅÑ ÒÑÎâ F�x; y� ËÊÖÚÇÐÂ ÅÑÓÂÊÆÑ ÔÎÂÃÇÇ ÇÈ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ
ÂÐÂÎÑÅÂ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÇ ÄÒÑÎÐÇ âÔÐÞ ÒÓËÓÑÆÂ ÐÇÇÆËÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÔÕË ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË Ë ÑÃÝÈÏ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞØ ËÊÏÇ-
ÓÇÐËÌ ÆÎâ ÇÈ ÓÇÛÇÐËâ.

¥Îâ ÔÑÆÇÓÉÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÓÂÊÎËÚËÌ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ Ë
ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÓÑÃÎÇÏ ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÕß ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÄÂÓËÂÐÕ ÊÂÆÂÚË, ÓÇÛÈÐÐÑÌ Ä ÑÆÐÑÏÇÓ-
ÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ.

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ËÊÖÚÂÇÕÔâ ÊÂÆÂÚÂ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÒÑÔÕÂ-
ÐÑÄÍÇ, ËÎË ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËÇ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ F�x; y� ÒÓË
l � const ÒÑ ËÊÏÇÓÇÐËá ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I�x; y� Ë ÇÈ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÑÌ ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ËÊÎÖÚÇÐËâ
Il�x; y� Ä ÊÑÐÇ ¶ÓÇÐÇÎâ. ´ÂÍÂâ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÓÑÃ-
ÎÇÏÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓË ÍÑÐÕÓÑÎÇ ÍÂÚÇÔÕÄÂ ÍÓÖÒ-
ÐÑÅÂÃÂÓËÕÐÑÌ ÑÒÕËÍË, ÔËÐÕÇÊÇ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ Ë
ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ë ÆÎâ ÓâÆÂ ÆÓÖÅËØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ.

ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä ÑÃÎÂÔÕË ¶ÓÇÐÇÎâ
U�x; Z� Ë I�x; y; l � ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

I�x; y; l � � F�x; y; l �F �x; y; l � �

�
���� k

2pil

��
O
exp

�
ik

2l

��xÿ x�2 � �yÿ Z�2��U�x; Z� dx dZ
����2:
�9�

ÅÆÇ Oì ÐÑÔËÕÇÎß U�x; Z�, Õ.Ç. U�x; Z� � 0 ÒÓË �x; Z� 62 O.

¡ÏÒÎËÕÖÆÂ F�x; y; l � ËÊ (9) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÍÄÂÊËÑÒÕË-
ÚÇÔÍÑÏÖ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá [1]:

q 2F

qx 2
� q 2F

qy 2
� 2ik

qF
ql
� 0 : �10�

±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄËÕß F�x; y; l � Ä ÄËÆÇ F�x; y; l � � �����������������

I�x; y; l �p
exp �ij�x; y; l ��

Ë, ÒÑÆÔÕÂÄËÄ Ä (10), ÓÂÊÆÇÎËÕß ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÖá Ë ÏÐËÏÖá
ÚÂÔÕË.

­ÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ

IHj
k
� F HFÿ FHF

2ik
� j � � jx; jy� ; �11�

ÅÆÇ j ì ÄÇÍÕÑÓÐÂâ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ
àÐÇÓÅËË Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË (x, y), Ë ÒÑÎÖÚËÕß ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ
ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË, ËÎË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË, ÍÑÕÑ-
ÓÑÇ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÕÓÈØÏÇÓÐÖá ÆËÄÇÓÅÇÐÙËá
ÄÇÍÕÑÓÂ j � � jx; jy; I � ÎËÃÑ ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ

qr
ql
� Hj � 0 ; �12�

ÅÆÇ r � I�x; y; l �, j � � jx; jy�. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ F�x; y; l � �
� U�x; y; l � � iV�x; y; l � Ä (11) ÆÂÈÕ

j � UHVÿ VHU
k

� 1

k

�
U

qV
qx
ÿ V

qU
qx

; U
qV
qy
ÿ V

qU
y

�
:

�13�

ªÊ (11) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ×ÂÊÞ Ä
ÆÂÐÐÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÊÂÆÂÚÇ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ
ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ ÇÅÑ ÓÑÕÑÓÖ Ë ÆËÄÇÓÅÇÐÙËË. ²ÑÕÑÓ
ÒÑÕÑÍÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ

rot0 j � 2

k

�
qU
qx

qV
qy
ÿ qU

qy
qV
qx

�
� 1

k

�
qI
qx

qj
qy
ÿ qI
qy

qj
qx

�
: �14�

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ
×ÂÊÑÄÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÑÕ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ, ²ÇÛÇ-
ÐËÇ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÒÑÆÑÃÐÑ ÓÇÛÇÐËá ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ
ÎËÛß Ä ÔÎÖÚÂÇ rot0 j�x; y� � 0. ¿ÕÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÆÎâ ÒÑÎÇÌ F�x; y; l � � F�g�x; y�; l �, ÅÆÇ g�x; y� ì
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ. ¶ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÑÕÎËÚËâ ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÑÕ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÏÑÉÐÑ ÕÓÂÍÕÑÄÂÕß
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÎ ÂÐÂÎËÊ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ
ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚË, ×ÂÊÑÄÞÇ, ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÒÑÎâ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Ë ÒÑÎÐÑÔÕßá ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐÞ ÇÅÑ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË, ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ë ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÒÑÊÄÑ-
ÎËÎË ÒÑÎÖÚËÕß âÄÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ×ÂÊÞ ÒÑÎâ. ¬ÂÍ
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ËÊ (12), Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓ-
ÐÞÇ, ×ÂÊÑÄÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÑÎâ ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÞ
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÇÅÑ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕË-
ÍÂÏË.

±ÑÎÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ rot0 j�x; y� ÚÇÓÇÊ ÆÂÐÐÞÇ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ
ÏÑÉÐÑ ÆÑÍÂÊÂÕß ÓâÆ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËØ
ÎÑÍÂÎßÐÞÇ Ë ÅÎÑÃÂÎßÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ rot0 j�x; y� [3].

±ÖÔÕß F�x; y� � �������������
I�x; y�p

exp �ij�x; y��ìÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÇ ¶ÓÇÐÇÎâ ÒÓË l � const ÑÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ô
×ËÐËÕÐÞÏ ÐÑÔËÕÇÎÇÏ Ë ÔÍÂÎâÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ rot0 j�x; y�
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (14). ´ÑÅÆÂ:

y

x

²ËÔ. 1. ±ÂÓÞ ÐÖÎÇÌ (zm, �zm) ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË I�z; l �. ¹ÈÓÐÞÏË ÍÓÖÉÍÂÏË ÑÕÏÇÚÇÐÞ ÐÖÎË ÒÑÎâ F�z; l �, ÆÎâ
ÍÑÕÑÓÞØ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÒÇÓÄÑÇ ËÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄ (8).
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1) ÇÔÎË (x0, y0) ì àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÂâ ÕÑÚÍÂ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
Ë I�x0; y0� 6� 0, ÕÑ rot0 j�x0; y0� � 0; ÇÔÎË I�x0; y0� � 0, ÕÑ

��rot0 j�x0; y0��� � 1

k

��������������������������������������������
q 2I

qx 2

q 2I

qy 2
ÿ
�

q 2I

qx qy

�2
s

�x0; y0� ; �15�

2) ÇÔÎË (x0, y0) ì ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÒÓÑÔÕÑÌ ÐÖÎß
×ÖÐÍÙËË F�x; y� Ë LìÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÍÑÐÕÖÓ, ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÜËÌ
ÆÓÖÅËØ ÐÖÎÇÌ ÍÓÑÏÇ (x0, y0), ÕÑ�

L

Hj dr � 2p sign rot0 j�x0; y0� ; �16�

3) ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÔÎÇÆÖáÜËÌ "ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ"
ÓÑÕÑÓÂ:��

R2

rot0 j�x; y� dx dy � 0 : �17�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ ÄÑÒÓÑÔ
Ñ ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá Ë ×ÂÊÑÌ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
F�x; y; l �. ±ÓË àÕÑÏ ÄÞâÄÎÇÐÑ ÓÂÆËÍÂÎßÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ
ÏÇÉÆÖ ÓÇÛÇÐËâÏË ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ Ë ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ×ÂÊÑÄÞØ
ÒÓÑÃÎÇÏ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÇ ÐÂÎËÚËÇÏ ÓÑÕÑÓÂ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑ-
ÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË rot0 j, ÍÑÕÑÓÂâ Ë ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÖÍÂÊÂÐÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ.

4. ³ÄâÊß ÏÇÉÆÖ ×ÂÊÑÌ Ë ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
£ ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÒÂÔÔËÄÐÞÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÆÄÖÏÇÓ-
ÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÊÑÐÇ ¶ÓÇÐÇÎâ ÐÇ
ÒÑÊÄÑÎâáÕ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎÖÚËÕß âÄÐÖá ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍÖá ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ I�x; y; l � Ë j�x; y; l ). ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË,
ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ Ñ ÆÇÌÔÕÄËË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ
ÒÑÎâ L � q 2=qx 2 � q 2=qy 2 � 2ik q=ql ÐÂ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÐÇ
ÆÂÈÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÅÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏÖ ÆÎâ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ L � q 2=qx 2 � 2ik q=ql Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ. ©ÂÍÑÐÑ-
ÏÇÓÐÑ ÒÑàÕÑÏÖ ÒÑÔÕÂÄËÕß ÄÑÒÓÑÔ: ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÎË ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÞ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÓÇÂÎßÐÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÔËÕÖÂÙËË Ë
ÆÂáÜËÇ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ?

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÙÇÔÔ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ. ¥Îâ ÖÒÓÑÜÇÐËâ ÄÞÍÎÂÆÑÍ Ä àÕÑÏ
ÓÂÊÆÇÎÇ ÒÑÎÑÉËÏ x � x1, y � x2. ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâF�x1; x2� ÔÄâÊÂÐÂ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ¶ÖÓßÇ Ô ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ ÐÂ ÄÞØÑÆÐÑÏ
ÊÓÂÚÍÇ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ U0�x1; x2�:

F�x1; x2��
��

R2

exp
�ÿ i�x1x1�x2x2�

�
U0�x1; x2� dx1 dx2 ;

�18�

ÅÆÇU0�x1; x2� � P�x1; x2� f�x1; x2�, P�x1; x2�ìÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ
×ÖÐÍÙËâ ÊÓÂÚÍÂ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, f�x1; x2� ì ×ÖÓßÇ-
ÔÒÇÍÕÓ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ.

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ F�x1; x2� Ë I�x1; x2� � F�x1; x2�F �x1; x2�
ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖÇÏÞØ ×ÖÐÍÙËÇÌ P�x1; x2�.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÊÂÆÂÚÖ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ F�x1; x2� ÒÑ ËÊÏÇ-
ÓÇÐËâÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I�x1; x2) ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË àÕËØ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÄ.±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÕÇÑÓËÇÌ ÂÃÇÓÓÂÙËÌ [1], ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ
P�x1; x2� Ä ÄËÆÇ

P�x1; x2� � w�x1; x2� exp
ÿÿ iW�x1; x2�

�
; �19�

ÅÆÇ w�x1; x2�ì ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÊÓÂÚÍÂ O,

w�x1; x2� � 1; �x1; x2� 2 O ;
0; �x1; x2� =2 O ;

�

W�x1; x2� �W21x
2
1 �W22x

2
2 ; ÊÆÇÔß W2n ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ

ÂÔÕËÅÏÂÕËÊÏÖ.
¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß W2n � a2n, ÕÑ ÊÂÆÂÚÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÄÑÔÔÕÂ-

ÐÑÄÎÇÐËá F�x1; x2� ÒÑ ËÊÏÇÓÇÐËâÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
I�x1; x2� Ë ÇÈ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÑ a2n ÒÓË n � 1, 2.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (12) ÒÑÔÎÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ:

qI
qa2n
� 2

q
qxn

�
I
qj
qxn

�
� 0 ; n � 1; 2 : �20�

³ËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (20) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ
ÔØÇÏÇ Ô ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÏÂÔÍÑÌ exp �ÿika2nx 2

n �
ÐÂ ÄÞØÑÆÐÑÏ ÊÓÂÚÍÇ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÎËÃÑ ÔËÔÕÇÏÇ Ô
ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÆÇ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÑÌ ÑÔÄÇÜÂáÜÇÅÑ ÒÖÚÍÂ Ë
ÓÇÅËÔÕÓÂÙËÇÌ Ä ÆÂÎßÐÇÌ ÊÑÐÇ ËÊÎÖÚÇÐËâ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÊÂÆÂÚÂ Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÑÎâ ÒÓË ÙÇÎÇÐÂÒÓÂÄÎÇÐ-
ÐÑÏ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËË ÐÂ ÐÇÅÑ ÃÑÎÇÇ ËÐ×ÑÓÏÂÕËÄÐÑ, ÚÇÏ ÇÅÑ
ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÓË ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË. £ËÆËÏÑ,
àÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ËÎÎáÔÕÓÂÙËÇÌ ËÊÄÇÔÕÐÑÅÑ ×ÂÍÕÂ, ÚÕÑ ÂÍÕËÄ-
ÐÞÌ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ ÎÖÚÛÇ ÒÂÔÔËÄÐÑÅÑ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ.

¯ÖÉÐÞÇ ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËâ (20) ÐÂ ÒÑÎÇ
ÏÑÉÐÑ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÕß Ë ÒÓâÏÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ, ËÔÒÑÎßÊÖâ
ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËÇ ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ [4].

£ÞÃÇÓÇÏ ×ÂÊÑÄÖá ×ÖÐÍÙËáW�x1; x2� ËÊ (19) Ä ÄËÆÇ

W�x1; x2��T0

�
T

2p
ax 2

1 � x1

�
� T0

�
T

2p
ax 2

2 � x2

�
; �21�

ÅÆÇ T0�x�ì T-ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ x, a ì
ÒÂÓÂÏÇÕÓ. ¶ÂÊÑÄÞÌ àÎÇÏÇÐÕ Ô ÒÓÑ×ËÎÇÏ (21) ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ¶ÖÓßÇ:

exp
ÿ
iW�x1; x2�

� �X
m; n

cmcn exp

�
imax 2

1 � im
2p
T

x1

�
�

� exp

�
inax 2

2 � in
2p
T

x2

�
; �22�

ÅÆÇ

cm � 1

T

� T

0

exp

�
ÿ 2p

T
imx� iT0�x�

�
dx :

­ÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÕÂÍÑÌ ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ
ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÍÂÍ ÔËÔÕÇÏÂ ÄÐÇÑÔÇÄÞØ ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÎËÐÊ
Ô ÅÎÂÄÐÞÏË ×ÑÍÖÔÐÞÏË ÓÂÔÔÕÑâÐËâÏË fm � p=aml,
fn � p=anl Ä (m, n)-Ï ÒÑÓâÆÍÇ ÆË×ÓÂÍÙËË (ÓËÔ. 2). µÅÎÞ
ÆË×ÓÂÍÙËË (m, n)-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÓÂÄÐÞ bm � arcsin �ml=T �,
bn � arcsin�nl=T � ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, Ë ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ (19) ÆÎâ ×ÂÊÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË
(21) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

F�x1; x2� �
X
m; n

cmcn

� �
R2

exp �ÿix1x1 ÿ ix2x2�U�x1; x2��

� exp

�
imax 2

1 � im
2p
T

x1

�
exp

�
inax 2

2 � in
2p
T

x2

�
dx1 dx2�

�
X
m; n

cmcnFmn

�
x1 ÿ 2p

T
m; x2 ÿ 2p

T
n

�
: �23�
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5. ±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÒÖÚÍÑÄ ¿ÓÏËÕÂ ë¤ÂÖÔÔÂ
Ä ÒÖÚÍË ­ÂÅÇÓÓÂ-¤ÂÖÔÔÂ
¶ÂÊÑÄÖá ÒÓÑÃÎÇÏÖ Ä ÑÒÕËÍÇ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ
ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÔÄâÊË àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ Ë ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ. £ ÓÂÊÆÇÎÂØ 2 ë 4 ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÂÔß
ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá Ë ×ÂÊÑÌ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ,
ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÊÑÐÇ ¶ÓÇÐÇÎâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÍÄÂÊËÑÒÕËÚÇ-
ÔÍÑÏÖ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá.

²ÂÊÎËÚÐÞÇ ÏÑÆË×ËÍÂÙËË ÆÂÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÕ ÛËÓÑÍËÌ ÍÎÂÔÔ âÄÎÇÐËÌ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ Ë
ÑÒÕËÍÇ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÎâ, ÑÃÎÂÆÂáÜËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË, ÊÂÐËÏÂáÕ ÑÔÑÃÑÇ
ÏÇÔÕÑ Ë ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá Ë ×ÂÊÑÌ ÐÂØÑÆËÕ Ä
ÐËØ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÑÒÎÑÜÇÐËÇ.

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÍÂÍ ÑÕÏÇÚÇÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4, ÒÖÚÑÍ ¿¤
ÒÓË ÆË×ÓÂÍÙËË ÐÂ ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÑÏ
àÎÇÏÇÐÕÇ (ÓËÔ. 3) ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Ä ÒÖÚÑÍ ­¤. £ ÔÄâÊË Ô
àÕËÏ ÔÕÖÍÕÖÓÐÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕÓÇÃÖáÕ ÃÑÎÇÇ ÒÓËÔÕÂÎßÐÑÅÑ ËÊÖÚÇÐËâ.

±ÖÚÍË¿¤ âÄÎâáÕÔâ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÏË ÔÇÏÇÌÔÕÄÂÏË
ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÑÒÕË-
ÍÇ:

Hn;m�x; y� � exp �ÿx 2 ÿ y 2�Hn�
���
2
p

x�Hm�
���
2
p

y� ;
n; m � 0; 1; . . . ; �24�

ÍÂÍ Ë ÒÖÚÍË ­¤:

Ln;�m�x; y� � exp�ÿx 2 ÿ y 2��x� iy�mLm
n �2x 2 � 2y 2� ;

n; m � 0; 1; . . . ; �25�

Ë ËÅÓÂáÕ ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß Ä ÕÇÑÓËË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ Ë ÔÄÇÕÑÄÑ-
ÆÑÄ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ-×ÂÊÑ-
ÄÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÖÚÍÑÄ ¿¤ ÒÓË ÆÇ×ÑÍÖÔË-
ÓÑÄÍÇ ÔÄÑÆËÕÔâ ÎËÛß Í ËÊÏÇÐÇÐËá ÏÂÔÛÕÂÃÂ.

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÂÔÕËÅÏÂÕËÊÏ ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

c�x; Z; a; a� � a
��x 2 ÿ Z 2� cos 2a� 2xZ sin 2a

�
: �26�

ªÊ (26) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÆÇ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË, ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÑÌ Í ÄÓÂÜÇÐËâÏ, ÄËÆ ÒÑÎâ

F�x; y; a� �
� �

R2

exp
ÿÿ i�xx� yZ� � ic�x; Z; a; a���

�U�x; Z� dx dZ �27�

ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ä "ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍÑÏ" ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ a.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÒÖÚÍÑÄ ¿¤ ÒÓË
ÑÃÜÇÏ ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËË (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [1]):

Fn;m�x; y; a; a��
� �

R2

exp
ÿÿ i�xx� yZ� � ic�x; Z; a; a���

�Hn;m

�
x
r
;
Z
r

�
dx dZ : �28�

¹ÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (28) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÑÔÑÃÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ: ÒÓË a � 1=r 2, a � p=4 ÒÖÚÍË ¿¤ ÒÇÓÇ-
ØÑÆâÕ Ä ÒÖÚÍË ­¤ [4]:� �

R2

exp

�
ÿ i�xx� yZ� � 2ixZ

r 2

�
Hn;m

�
x
r
;
Z
r

�
dx dZ �

� pr 2���
2
p �ÿ1�n�m exp

�
ÿ 1

4
ir 2xy

�
�

�29�

�
�2i�nm!Lm; nÿm

�
rx

2
���
2
p ;

ry

2
���
2
p
�

pri n5m ;

�2i�mn!Ln;mÿn

�
ry

2
���
2
p ;

rx

2
���
2
p
�

pri n4m :

8>>><>>>:
¥Îâ ÎáÃÑÅÑ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ a ÐÂÃÑÓ ÒÑÎÇÌ âÄÎâÇÕÔâ

ÕÂÍËÏ ÉÇ ÒÑÎÐÑÙÇÐÐÞÏ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑÏ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞØ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ ÍÂÍ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÏÑÆ ¿¤
fHn;m�x; y�; n;m�0; 1; :::g Ë­¤ fLn;m�x; y�; n;�m�0; 1; :::g.
¿ÕË ÒÑÎâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÃÞÎË ÐÂÊÄÂÐÞ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÏË ÒÖÚÍÂÏË
¿ÓÏËÕÂ ë­ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ, ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ a ÃÞÎË ÒÑÎÖ-
ÚÇÐÞ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ. ±ÓË ÒÑÄÑÓÑÕÇ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ
ÎËÐÊÞ ÄÑÍÓÖÅ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÔË ÐÂ ÖÅÑÎ a ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÎÂÔß
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÆÂÐÐÞØ ÒÑÎÇÌ. ±ÓËÏÇÓ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ ÆÎâ
ÔÎÖÚÂâ n � 5, m � 4 ÒÓËÄÇÆÈÐ ÐÂ ÓËÔ. 4.

Â Ã

Ä Å

²ËÔ. 2. ¬ÂÓÕËÐÂ ÆË×ÓÂÍÙËË ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ: ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß (Â, Ã) Ë
×ÂÊÂ (Ä, Å) ÐÂ ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÑÏ àÎÇÏÇÐÕÇ (21) ÃÇÊ ÂÔÕËÅÏÂÕËÊÏÂ ÐÂ
ÓËÔ. a, Ä, ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÂÔÕËÅÏÂÕËÊÏÂ p�x 2

2 ÿ x 2
1 �=lfg, fg � p=al, ÐÂ

ÓËÔ. Ã, Å.

Â Ã

²ËÔ. 3.¬ÂÓÕËÐÂ ÆË×ÓÂÍÙËË ÒÖÚÍÂ ¿ÓÏËÕÂ ë¤ÂÖÔÔÂ: ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß (Â)
Ë ×ÂÊÂ (Ã) ÐÂ ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÑÏ àÎÇÏÇÐÕÇ (21).
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6. ±ÑÎâ Ô ÄÓÂÜÇÐËÇÏ Ë ËØ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÖÚÍÑÄ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ë
×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÇ ÂÔÔÑÙËËÓÖÇÕÔâ Ô ÆÇ×ÑÓÏÂÙËâÏË ÓÂÔÛËÓÇ-
ÐËâ ë ÔÉÂÕËâ: ÔØÑÆâÜËÇÔâ Ë ÓÂÔØÑÆâÜËÇÔâ ÒÖÚÍË. ³ ÆÓÖ-
ÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÂÉÇ ÒÓË ÒÓÑÔÕÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑ-
ÒËË ×ÂÊÞ ÒÖÚÍÂ ÇÅÑ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß (ÆÇ×ÑÓÏÂÙËâ) ÕÂÍÉÇ
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ. ©ÂÍÑÐÑÏÇÓÇÐ ÄÑÒÓÑÔ: ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÖÇÕ ÎË ÐÇÍÂâ ÂÐÂÎÑÅËâ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÍÓÖÚÇÐËâ Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÒÖÚÍÂ Ô ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕßá? ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 2, ÒÑÕÑÍ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ËÊ ÆÄÖØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ: ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÌ Ë ÄËØÓÇÄÑÌ. £
ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÒÇÓÄÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÆÇ×ÑÓÏÂÙËâÏ ÓÂÔÕâÉÇÐËâ ë ÔÉÂÕËâ, Â ÄÕÑÓÂâìÆÇ×ÑÓÏÂ-
ÙËâÏ ÍÓÖÚÇÐËâ.

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 5 ÃÞÎË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ ÒÖÚÍÂÏË
¿¤ Ë ­¤. ·ÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ àÕËØ ÒÖÚÍÑÄ âÄÎâÇÕÔâ
ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ë ×ÑÍÖÔË-
ÓÑÄÍÇ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ. ±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ
ÄËØÓÇÄÖá ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË,
ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÛËÓËÕß ÒÑÐâÕËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ, Â ËÏÇÐÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÄÑÒÓÑÔ ÔÖÜÇÔÕÄÑ-
ÄÂÐËâ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ, ÔÑØÓÂÐâáÜËØ ÔÄÑá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ Ô
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ÄÓÂÜÇÐËâ.

µÔÎÑÄËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓË àÕÑÏ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

I�x; y; l � � D�l ��
�I0

�
x cos y�l �ÿy sin y�l �

d�l � ;
x sin y�l ��y cos y�l �

d�l �
�
; �30�

ÅÆÇ y�l �ìÄÓÂÜÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË
ÒÑÎâ F�x; y; l �, d�l � > 0 ì ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË. °ÒÓÇÆÇÎËÏ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑÏ X� iY � �x� iy� exp �iy�l ��=d�l �. ¿ÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÇ ÖÃÞÄÂÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË (28)
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞâÄËÕß ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ×ÂÊÞ j0�X;Y; l � Ë ÒÇÓÇ-
ÒËÔÂÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÆÎâ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÄËÆÇ

F�x; y; l � � 1

d�l � F0�X;Y ��

� exp

�
1

2
ikd�l � d 0�l ��X 2 � Y 2� � ig�l �

�
; �31�

ÅÆÇ F0�X;Y � �
������������������
I0�X;Y �

p
exp

ÿ
ij0�X;Y; 0�

�
. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ

ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÂâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÖá ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ×ÂÊÞ.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (31) Ä ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÒÑÎÖ-
ÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË F0�X;Y�:

H 2F0 � 4iy0

�
X

qF0

qY
ÿ Y

qF0

qX

�
ÿ 4F0�X 2 � Y 2 ÿ g0��0 :

�32�

±ÓË y0 � 0 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (32) âÄÎâÇÕÔâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇÏ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ë
ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞ. ¿ÕÑ ×ÖÐÍÙËË ¿ÓÏËÕÂ ë
¤ÂÖÔÔÂ Hn;m�X;Y �, g0 � n�m� 1 ÒÓË n;m � 0, 1, . . . Ë
­ÂÅÇÓÓÂ ë ¤ÂÖÔÔÂ Ln;m�X;Y �, g0 � 2n� jmj � 1 ÒÓË
n;�m � 0, 1, . . .

¢ÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (32) Ä ÄËÆÇ

F0�X;Y � �
X1

n;�m�0
cnmLn;m�X;Y � : �33�

²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ (33) ÄÔÇÅÆÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË
àÐÇÓÅËË ÒÑÎâ F0�X;Y � Ë ÒÑÎÐÑÕÇ ÔËÔÕÇÏÞ ×ÖÐÍÙËÌ
fLn;m�X;Y �; n; �m � 0; 1; . . .g Ä L2�R2�. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ (33)
Ä (32), ÒÑÎÖÚËÏX

n;m

cnmLn;m�X;Y ��2n� jmj � y0mÿ g0 � 1� � 0 ;

Ë Ä ÔËÎÖ ÒÑÎÐÑÕÞ ÔËÔÕÇÏÞ ×ÖÐÍÙËÌ ­¤

cnm�2n� jmj � y0mÿ g0 � 1� � 0 dlq wseh n; m :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÒÑËÔÍÂ F0�X;Y � ÔÄÑÆËÕÔâ Í
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÙÇÎÞØ ÚËÔÇÎ n; m ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

2n� jmj � y0m � g0 ÿ 1 : �34�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÂÄÇÓÛÇÐÑ ÒÑÎÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÄÓÂÜÂá-
ÜËØÔâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÎÖÚËÎË ÐÂÊÄÂÐËÇ "ÔÒËÓÂÎß-
ÐÞÇ ÒÖÚÍË ÔÄÇÕÂ" [2].

µÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÊÂÓâ-
ÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÏÂÔÔÑÌ M Ë ÊÂÓâÆÑÏ e Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ
ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇH ËÏÇÇÕ ÄËÆ

H 2c� 4i sign �eH� qc
qj
ÿ 4c

�
R 2 ÿ 2cME1

�hjeHj
�
� 0 ;

1 2

5 6

3 4

7 8

²ËÔ. 4.±ÖÚÍË ¿ÓÏËÕÂ ë­ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÖÅÎÂ a ÑÕ 0 ÆÑ p=4.
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ÅÆÇ E1 � Eÿ p 2
z =2M, E ì àÐÇÓÅËâ ÚÂÔÕËÙÞ, pz ì ÍÑÏÒÑ-

ÐÇÐÕÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ÚÂÔÕËÙÞ ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÒÑÎâ. £ËÆÐÂ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕß ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ (32).

7. ³ÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË
Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ªÊ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÓÂÃÑÕ ÒÑ ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÇ ØÑÓÑÛÑ
ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá Ë ×ÂÊÑÌ Ä
ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ Ë ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂâØ ÓÂÆËÍÂÎßÐÑ ÓÂÊÎË-
ÚÂáÕÔâ. ¶ËÊËÚÇÔÍËÇ ÔÕÑÓÑÐÞ àÕÑÅÑ ÓÂÊÎËÚËâ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÎËÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 2 Ë 3, ÅÆÇ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÑÐÑ ÕÇÔÐÑ
ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕßá ÒÑâÄÎÇÐËâ ÄËØÓÇÄÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâá-
ÜÇÌ Ö ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ. ¯ÇÐÖÎÇÄÑÌ ÓÑÕÑÓ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÕÑÍÂ ÔÄÇÕÑÄÑÌ àÐÇÓ-
ÅËË ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÑÔÎÑÉÐâÇÕ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá
Ë ×ÂÊÑÌ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, àÕÂ ÔÎÑÉÐÑÔÕß
ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ Ë ÐÑÄÞÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË.

ªÊ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6, ÔÎÇÆÖÇÕ,
ÚÕÑ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÍÎÂÔÔ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ
ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ ì ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ ì ÄËÆÂ

F�x; y; l � � 1

s
exp

�
ÿ x 2 � y 2

r 2s

�
f

�
x� iy

rs

�
; �35�

ªÊ ÆÂÐÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÍÎÂÔÔ ÒÑÎÇÌ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÛËÓÑÍ, ÑÆÐÂÍÑ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂ-
ÐËâ ÒÖÚÍÂ Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË Ë ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÞÌ
ÔÒÑÔÑÃ ÄÞÆÇÎÇÐËâ ÇÅÑ ËÊ àÕÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÕÓËÄË-
ÂÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ. ¿ÕÑÕ ÓÂÊÆÇÎ ÒÑÔÄâÜÈÐ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕÇÌ ÙÇÎÇÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÔËÐÕÇÊÂ ÒÖÚÍÑÄ (35).

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÄÞÕÇÍÂáÜËÇ ËÊ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËâ (35) ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÆÂÐÐÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ,
ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÇ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ.

³ÄÑÌÔÕÄÑ ¡. ¦ÔÎË Sn�z; �z� � exp �ÿz�z=r 2� fn�z=r� ì
ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ, ÕÑ ËØ ÎËÐÇÌ-
ÐÂâ ÍÑÏÃËÐÂÙËâ

S�z; �z� �
X
n

cnSn�z; �z�

ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÒËÓÂÎßÐÞÏ ÒÖÚÍÑÏ. £ÑÑÃÜÇ, ÇÔÎË
Sn�z; �z; a� � exp �ÿz�z=r 2� fn�z=r; a� ì ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ
ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ, ÕÑ

S�z; �z� �
�
S�z; �z; a� da

ì ÕÂÍÉÇ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ.
³ÄÑÌÔÕÄÑ ¢. ¦ÔÎË S0�z; �z� � exp �ÿz�z=r 2� f�z=r� ì

ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ, ÕÑ

S�z; �z� � exp

�
ÿ z�z

r 2

�
f

�
z exp �ÿia�

r

�
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ, ÑÃÎÂÆÂáÜËÌ ÕÇÏ
ÉÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, ÚÕÑ Ë S0�z; �z�, ÐÑ
ÒÑÄÈÓÐÖÕÞÏ ÐÂ ÖÅÑÎ a.

³ÄÑÌÔÕÄÑ £. ¦ÔÎË S0�z; �z� � exp �ÿz�z=r 2� f�z=r� ì
ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ, ÕÑ

S�z; �z� � exp

�
ÿ z�zÿ 2z�z0 � z0�z0

r 2

�
f

�
zÿ z0
r

�
�36�

ÕÂÍÉÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ, ÑÃÎÂÆÂá-
ÜËÌ ÕÇÏ ÉÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, ÚÕÑ Ë
S0�z; �z�, ÐÑ ÔÏÇÜÈÐÐÞÏ Ä ÕÑÚÍÖ z0. ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÑÓÑÉÆÂáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄÑÒÓÑÔ.±ÖÔÕß
ËÏÇÇÕÔâ ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÍÓËÄÂâ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÊÂÆÂÐÐÂâ Ä
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÇ z � z�t�, ÅÆÇ ÒÂÓÂ-

ÏÇÕÓ t ÒÓÑÃÇÅÂÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ËÐÕÇÓÄÂÎ [0, T ]. ³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÎË ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ S�z; �zjz�t�; t 2 �0;T ��, ËÏÇáÜËÌ
×ÑÓÏÖ àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ? °ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÕÂÍÑÌ ÒÖÚÑÍ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÖÇÕ Ë ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Sÿz; �zjz�t�; t 2 �0;T �� �
� exp

�
ÿ z�z

r 2

��T
0

exp

�
ÿ z�t��z�t�

r 2
� 2z�z�t�

r 2
�

� 1

r 2

� t

0

ÿ
�z�t� z 0�t� ÿ z�t��z 0�t�� dt� ��z 0�t��� dt : �37�

·ÂÓÂÍÕÇÓÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËØ ÒÓËÏÇÐÇÐËÌ, Õ.Ç. ÒÓË
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÒÎÑÔÍÑÌ ÍÓËÄÑÌ Ä ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏ ÄËÆÇ ÃÑÎÇÇ
ÖÆÑÃÐÞÏË ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÐÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎÞ, Â ÍÑÐÇÚÐÞÇ
ÒÓËÓÂÜÇÐËâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ ÕÓÇÃÖÇÕÔâ
ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, ÚÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ
ÒÓËâÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ.

±ÖÚÍË ÆÎâ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÍÓËÄÞØ ÊÂÐËÏÂáÕ ÑÔÑÃÑÇ ÏÇÔÕÑ
Ë ÊÂÔÎÖÉËÄÂáÕ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ. ±ÖÔÕß ×ÖÐÍ-
ÙËâ z�t�, t 2 �0;T �, ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÍÓËÄÖá ÃÇÊ
ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ. ¢ÇÊ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÑÃÜÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ
ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ Ô ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ t ÍÓËÄÂâ ÑÃØÑÆËÕÔâ Ä
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÒÓÑÕËÄ ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍË. °ÒÓÇÆÇÎËÏ z�t�
ÆÎâ ÄÔÇØ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ t, ÒÓÑÆÑÎÉÂâ ÇÈ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË ÊÂ
ÒÓÇÆÇÎÞ ÑÕÓÇÊÍÂ [0;T ]. ´ÑÅÆÂ ×ÖÐÍÙËË z�t� a�, t 2 �0;T �,
ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ a ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÑÆÐÖ ÍÓËÄÖá. ³ÑÄÒÂÆÂáÕ ÎË
ÔÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË ÆÎâ ÍÓËÄÞØ z�t� a� ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ a?

±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÒÖÚÍË, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ
ÍÓËÄÞØ, ÒÓÑâÄÎâáÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ.
¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐ-
ÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÕÂÍËØ ÒÖÚÍÑÄ ÒÓÇÕÇÓÒÇÄÂÇÕ ÓÂÆËÍÂÎßÐÞÇ ËÊÏÇ-
ÐÇÐËâ ÒÓË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË ÒÑÆÑÃËâ z�t� ! nz�t� Ë ÑÃÎÂÆÂÇÕ
ÕÑÒÑÎÑÅËÇÌ ÍÓËÄÑÌ nz�t� ÎËÛß ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÆËÔÍÓÇÕ-
ÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ n. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÕÑÎßÍÑ ÒÓË àÕËØ ÉÇ
ÊÐÂÚÇÐËâØ n ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÖÚÍÑÄ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞØ ÒÑ ÍÓËÄÞÏ
nz�t� a� ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ a, ÑÆËÐÂÍÑÄÞ.

¯ÂÌÆÈÏ ÖÔÎÑÄËÇ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÔÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË,
ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÍÓËÄÞØ z�t� Ë z�t� a�, ÔÑÄÒÂÆÂáÕ:��Sÿz; �zjz�t�; t 2 �a; a� T ����2 � ��Sÿz; �zjz�t�; t 2 �0;T ����2 :
±ÇÓÇÒËÛÇÏ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ Ä ÄËÆÇ

exp
ÿ
iF�a��Sÿz; �zjz�t�; t 2 �a; a� T �� �

� Sÿz; �zjz�t�; t 2 �0;T �� ; �38�

ÅÆÇ F�a� ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÐÇÊÂÄËÔâ-
ÜÂâ ÑÕ z (ËÐÂÚÇ, ÔÑÍÓÂÜÂâ ÑÃÇ ÚÂÔÕË (38) ÐÂ ÅÂÖÔÔÑÄÖ
×ÖÐÍÙËá, ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÚÕÑ F âÄÎâÇÕÔâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ ÑÕ z Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÇÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑÌ ÒÓË ÄÔÇØ z). ¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ (38) ÒÑ a Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ
ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕß z�t�, ÒÑÎÖÚËÏ

exp �iF�a��Sÿz; �zjz�t�; t 2 �a; a� T ���
�
�
iF 0�a� ÿ

�z�a� z 0�a� ÿ z�a��z 0�a�
r 2

�
�

� exp

�
iF�a� ÿ z�zÿ 2z�z�a� � z�a��z�a�

r 2

�
�

�
�
exp

�
1

r 2

� T

0

��zz 0 ÿ z�z 0� dt
�
ÿ 1

�
jz 0�a�j � 0 :

©ÂÏÇÐââ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÂÅÂÇÏÑÏ Ä ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄËË Ô (38) Ë ÔÑÍÓÂÜÂâ ÐÂ ÅÂÖÔÔÑÄÖ ×ÖÐÍÙËá, ÒÇÓÇ-
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ÒËÛÇÏ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÔËÏÄÑÎËÚÇÔÍÑÏ ÄËÆÇ:

f�z�F1�a� � exp

�
2z�z�a�
r 2

�
F2�a� � 0 ;

ÅÆÇ f�z� ì ÙÇÎÂâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ, F1�a�, F2�a� ì
ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ a. ¿ÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÆÎâ
ÄÔÇØ z, a ÕÑÎßÍÑ ÒÓË F1�a� � F2�a� � 0 (ÇÔÎË f�z� ËÏÇÇÕ
ÐÖÎß, àÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ; ÔÎÖÚÂÌ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ f�z� ÐÇ
ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÌ, ÕÂÍÉÇ ÒÓÑÔÕ). ±ÑàÕÑÏÖ

F�a� � 1

ir 2

�a
0

��zz 0 ÿ z�z 0� dt; exp
�

1

r 2

�T
0

��zz 0 ÿ z�z 0� dt
�
� 1

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, [4]:

1

ir 2

� T

0

ÿ
�z�t� z 0�t� ÿ z�t��z 0�t�� dt � 4S

r 2
� 2pN ;

ÅÆÇ Sì ÒÎÑÜÂÆß, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÂâ ÍÑÐÕÖÓÑÏ z�t�.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÒÖÚÍÂ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ

ÐÂÚÂÎÂ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ a ÎËÛß ÆÎâ ÍÓËÄÞØ, ÒÎÑÜÂÆß
ÍÑÕÑÓÞØ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ:

S � 1

2
pr 2N; gde N � 1; 2; . . . �39�

¢ÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ ÍÓËÄÞÇ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâáÕ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (39), N-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÞÏË ÍÓËÄÞÏË, Â
ÔÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË ÆÎâ ÕÂÍËØ ÍÓËÄÞØ ì N-ÍÄÂÐÕÑÄÂÐ-
ÐÞÏË ÒÖÚÍÂÏË 1.

¬ÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÏÖ ÒÖÚÍÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÕÓÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÈÐÐÑÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÄËØÓÇÌ ÄÐÖÕÓË ÑÃÎÂÔÕË,
ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÒÎÑÜÂÆË ÑÃÎÂÔÕË, ÐÑ ÐÇ ÑÕ ÇÈ ×ÑÓÏÞ (ÓËÔ. 5) [3, 4].
°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÒÎÑÜÂÆË ÑÃÎÂÔÕË,
ÐÂÒÓËÏÇÓ ÑÕ S � �1=2� pr 2N ÆÑ S � �1=2� pr 2�N� 1�,
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ ÚËÔÎÂ ÐÖÎÇÌ ÄÐÖÕÓË ÑÃÎÂÔÕË Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËØÑÆÂ ÑÆÐÑÅÑ ÐÖÎâ ËÊÄÐÇ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 6,
ÅÆÇ ÒÑÍÂÊÂÐÂ àÄÑÎáÙËâ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÆÎâ ÑÍÓÖÉÐÑ-
ÔÕË z�t� � R exp �it�, t 2 �0; 2p�, ÒÓË 2R 2=r 2 2 �4;0; 5;0�,
ÄËÆÇÐ ÒÓÑÙÇÔÔ ÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÐÖÎâ ÄÐÖÕÓß ÍÑÐÕÖÓÂ.
©ÑÐÂ ÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÐÖÎâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ, ÍÂÍ ÖÉÇ ÑÕÏÇÚÂ-
ÎÑÔß, ÐÂÚÂÎÑÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ.

8. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ
¸ÇÎß ÊÂÍÎáÚÇÐËâ ì ÆÂÕß ÔÖÏÏÂÓÐÞÌ Ë ÔÑÒÑÔÕÂÄËÕÇÎß-
ÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ ÐÑÄÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, Â ÕÂÍÉÇ
Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ ÓÇÛÈÐÐÞÇ ÆÑ ÍÑÐÙÂ ÒÓÑÃ-
ÎÇÏÞ.

°ÃÑÃÜÈÐÐÞÇ ÒÖÚÍË ¿ÓÏËÕÂ ë­ÂÅÇÓÓÂ ë¤ÂÖÔÔÂ, ÐÂÌ-
ÆÇÐÐÞÇ ÒÓË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÌ ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÓÂÐÇÇ ÒÖÚÍË ¿¤ Ë
­¤ âÄÎâáÕÔâ ÚÂÔÕÐÞÏË ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕÇÎâÏË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÏË ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÆÄÖÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ. ¬ÓÑÏÇ
ÕÑÅÑ, ÂÔÕËÅÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÒÖÚ-
ÍÑÄ ÒÑÊÄÑÎËÎË ÒÓÇÆÎÑÉËÕß ÐÑÄÞÌ ÒÑÆØÑÆ Í ÔËÐÕÇÊÖ
×ÂÊÑÄÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÆÎâ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ä
ÄËÆÇ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÞ. ¥ÂÐÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ
ÔÇÌÚÂÔ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÔÕÂÆËË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ, Ë ÖÓÑÄÇÐß ÇÈ
ÓÇÛÇÐËâ ÒÑÍÂ ÆÂÎÈÍ ÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÆÎâ
ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ä ÄËÆÇ ÍÓËÄÞØ. ±ÓËÚËÐÑÌ àÕÑÅÑ, ÐÂ ÐÂÛ
ÄÊÅÎâÆ, âÄÎâáÕÔâ ÆÄÂ ÄÊÂËÏÑÔÄâÊÂÐÐÞØ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂ:
ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ÑÃÎÂÔÕß, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÍÓËÄÑÌ, ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ

1 ¦ÔÎË ÑÃÓÂÕËÕßÔâ Í ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÌ ÂÐÂÎÑÅËË, ÑÕÏÇÚÇÐÐÑÌ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 6, ÕÑ ÔÒËÓÂÎßÐÞÏ ÒÖÚÍÂÏ Ô y0 � �1, g0 � 1 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ
ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ Ä ÑÔ-
ÐÑÄÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË. ±ÓË àÕÑÏ ÖÔÎÑÄËÇ (39) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐ-
ÐÑÏÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÕÑÍÖ ÚÇÓÇÊ ÍÑÐÕÖÓ z�t�: F � �2p�hc=jej�N (ÔÏ.
ÕÂÍÉÇ [2]).

Â Ã Ä

Å Æ Ç

²ËÔ. 5. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß (a, Å), ×ÂÊÂ (Ã, Æ) Ë ×ÂÊÂ ÄÐÇ ÒÇÓÇÕâÉÍË (Ä, Ç)
ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ×ÑÓÏÇ ÅÓÂÐËÙÞ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÐÂ ÓËÔ. Â ë Ä Ë
ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÐÂ ÓËÔ. Å ë Ç.

²ËÔ. 6. ¿ÄÑÎáÙËâ ÔÒËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÓÂÆËÖÔÂ ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË.
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ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÏ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑÏ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÔÄÇÕÑÄÞÇ ÒÑÎâ
Ä ÄËÆÇ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÔÑÆÇÓÉÂÕ ×ÂÊÑÄÞÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË ÑÃÑËØ
ÊÐÂÍÑÄ Ë ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË Ä ÊÑÐÇ
¶ÓÇÐÇÎâ. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÔËÐÕÇÊ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ×ÂÊÑ-
ÄÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÑÔÎÑÉÐâÇÕÔâ ÓâÆÑÏ ×ÂÍÕÑÓÑÄ: ×ÑÓÏÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË, ÔÒÑÔÑÃÑÏ ÔËÐÕÇÊÂ Ë Õ.Ò.

³ËÐÅÖÎâÓÐÑÌ ÑÒÕËÍÑÌ Ä ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ ÐÂÊÞÄÂáÕ
ÑÃÎÂÔÕß ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ, ÍÂÔÂáÜÖáÔâ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ô
ÆËÔÎÑÍÂÙËâÏË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ, ËÎË ÑÒÕËÚÇÔÍËÏË ÄËØ-
ÓâÏË.±ÑÎâ ÕÂÍÑÅÑ ÄËÆÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ Ë ÐÂÃÎá-
ÆÂáÕÔâ ÍÂÍ Ä ÎËÐÇÌÐÞØ, ÕÂÍ Ë Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ
ÔÓÇÆÂØ, âÄÎâáÕÔâ ÒÓÇÆÏÇÕÑÏ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÅÑ
ËÊÖÚÇÐËâ, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÑÕÓÇÃÐÑÔÕß Ä ÂÆÇÍÄÂÕÐÞØ ÕÇÑÓÇÕËÚÇ-
ÔÍËØ Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÒÑÆØÑÆÂØ ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
ÒÑÎÇÌ Ô ÑÒÕËÚÇÔÍËÏË ÄËØÓâÏË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÂÍÕÖ-
ÂÎßÐÖá ÊÂÆÂÚÖ.

¬ÑÐÇÚÐÑ, Ô ×ÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ, ÎáÃÑÇ ÍÑÅÇ-
ÓÇÐÕÐÑÇ ÔÄÇÕÑÄÑÇ ÒÑÎÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÔÖÒÇÓ-
ÒÑÊËÙËÌ ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ ¿¤ Ë­¤, ÑÆÐÂÍÑ ÕÂÍÑÌ ÒÑÆØÑÆ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÑÒÕËÏÂÎßÐÞÏ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ Ë ÔËÐÕÇÊÂ
ÒÑÎÇÌ Ô ×ÂÊÑÄÞÏË ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕâÏË.

£ËØÓÇÄÞÇ ÔÄÇÕÑÄÞÇ ÒÑÎâ, ÔÑØÓÂÐâáÜËÇ ÔÄÑá ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÖ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑÏÂÔÛÕÂÃÂ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ÄÓÂÜÇÐËâ ÒÓË
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË, ËÎË ÔÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË, ÍÑÕÑÓÞÏ ÒÑ-
ÔÄâÜÈÐ ÓÂÊÆÇÎ 7, âÄÎââÔß ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÞÏË "ÄËØÓÇÄÞÏË
ÏÑÆÂÏË" Ä ÍÎÂÔÔÇ ÒÑÎÇÌ Ô ×ÂÊÑÄÞÏË ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕâÏË,
ÊÂÔÎÖÉËÄÂáÕ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÄÐËÏÂÐËâ ÍÂÍ ÑÃÝÇÍÕ ÍÑÅÇÓÇÐÕ-
ÐÑÌ ÑÒÕËÍË.

¯Â ÐÂÛ ÄÊÅÎâÆ, àÕÑ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÑÔÐÑÄ-
ÐÞÏË ÒÓËÚËÐÂÏË. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÔÒËÓÂÎßÐÞÇ ÒÖÚÍË, ÐÇÔÏÑÕ-
Óâ ÐÂ ÕÑ ÚÕÑ ÑÐË ÑÃÎÂÆÂáÕ ÄÇÔßÏÂ ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÑÌ ×ÑÓ-
ÏÑÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ âÄÐÞÏË
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏË ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË, ÚÕÑ ÆÇÎÂÇÕ ËØ à××ÇÍÕËÄ-
ÐÞÏ ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕÑÏ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÊÂÍÑÐÑÏÇÓÐÑÔÕÇÌ ×ÑÓ-
ÏËÓÑÄÂÐËâ Ë ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ô ×ÂÊÑ-
ÄÞÏË ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕâÏË ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ.

£Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ËÏÇÇÕÔâ ÒÓâÏÑÌ ÂÐÂÎÑÅ ÔÒËÓÂÎßÐÞÏ ÒÖÚ-
ÍÂÏ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌÏÇØÂÐËÍÇì ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÊÂÓâÉÇÐ-
ÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, Â ÊÂÍÑÐÞ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ ËÏÇáÕ ÔÄÑÈ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ä ÕÇÑÓËË ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ. £ÒÑÎÐÇ
ÄÑÊÏÑÉÐÑ, àÕË ÂÐÂÎÑÅËË ÃÖÆÖÕ ÄÊÂËÏÐÑ ÒÑÎÇÊÐÞ Ë ÆÎâ
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË, Ë ÆÎâ ÑÒÕËÍË. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕß ÅËÃÍÑÅÑ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÔÒËÓÂÎßÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ô ÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ ËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ë ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ÆÎâ ÎÂÊÇÓÐÞØ ÕÇØÐÑÎÑÅËÌ, ÔÑÊÆÂÐËâ ÔÒÇÙË-
×ËÚÇÔÍËØ ÂÕÑÏÐÞØ ÎÑÄÖÛÇÍ, Â ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÖÅÎÑÄÑÌ ÏÑÏÇÐÕ
àÕËØ ÒÖÚÍÑÄ ÑÕÍÓÞÄÂÇÕ ÐÑÄÞÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÆÎâ ÏÂÐËÒÖ-
ÎËÓÑÄÂÐËâ ÏËÍÓÑÑÃÝÇÍÕÂÏË.
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®ÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÂÕÇÓËÂÎÞ
ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ËÐÕÇÓÏÇÕÂÎÎËÚÇÔÍËØ ÔÑÇÆËÐÇÐËÌ

¯.£. ®ÖÛÐËÍÑÄ

1. £ÄÇÆÇÐËÇ
ªÐÕÇÓÏÇÕÂÎÎËÚÇÔÍËÇ ÔÑÇÆËÐÇÐËâ ÒÇÓÇØÑÆÐÞØ f- Ë d-ÏÇ-
ÕÂÎÎÑÄ ËÐÕÇÓÇÔÐÞ ÕÇÏ, ÚÕÑ Ä ÐËØ ÏÑÅÖÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß
ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÒÑ ÔÄÑÇÌ ÒÓËÓÑÆÇ ÔËÔÕÇÏÞ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÂ ÏÂÅÐÇÕËÊÏ: ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÂâ Ë ÍÑÎÎÇÍÕËÄËÊË-
ÓÑÄÂÐÐÂâ. £ ÓÇÆÍÑÊÇÏÇÎßÐÞØ ÂÕÑÏÂØ 4f-àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ Ë àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍË ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÞ. £ÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ Ô ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ
ÓÇÛÈÕÍË ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÄÞÔÑÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÂÐË-
ÊÑÕÓÑÒËË Ë ÏÂÅÐËÕÑÔÕÓËÍÙËË. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÍÑÔÄÇÐÐÑÇ
ÑÃÏÇÐÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ 4f-àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÔÎÂÃÑ Ë ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËâ
ÓÇÆÍÑÊÇÏÇÎßÐÞØ ÏÇÕÂÎÎÑÄ ÐËÊÍË. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ àÐÇÓÅÇÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ 4f-ÏÇÕÂÎÎÑÄ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÐÞØ 3d-ÏÇÕÂÎÎÑÄ ËÏÇÇÕ ÍÄÂÊËÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÌ, ÊÑÐÐÞÌ
ØÂÓÂÍÕÇÓ. ¥Îâ 3d-ÏÇÕÂÎÎÑÄ ÅÓÖÒÒÞ ÉÇÎÇÊÂ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞ
ÄÞÔÑÍËÇ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËâ, ÐÑ
ÐÇÃÑÎßÛÂâ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËâ. ²ÇÆÍÑÊÇÏÇÎßÐÞÇËÐÕÇÓÏÇÕÂÎÎË-
ÚÇÔÍËÇ ÔÑÇÆËÐÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÚÂÔÕÑ ÔÑÚÇÕÂáÕ Ä ÔÇÃÇ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ, ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÆÎâ ÚËÔÕÞØ 4f- Ë 3d-ÏÇ-
ÕÂÎÎÑÄ, ÏÑÅÖÕ ËÏÇÕß ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÄÞÔÑÍÖá ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÖ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËâ Ë ÅËÅÂÐÕÔÍÖá ÂÐËÊÑÕÓÑÒËá ËÎË
ÏÂÅÐËÕÑÔÕÓËÍÙËá. ¿ÕÑ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ËØ
ÒÓËÏÇÐÇÐËâ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÏÂÕÇÓËÂÎÑÄ ÆÎâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ
ÏÂÅÐËÕÑÄ Ë ÆÎâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÑØÎÂÉÆÇÐËâ, Â ÕÂÍÉÇ ÏÂÅÐË-
ÕÑÔÕÓËÍÙËÑÐÐÞØ Ë ÏÂÅÐËÕÑÓÇÊËÔÕËÄÐÞØ ÏÂÕÇÓËÂÎÑÄ.

®ÂÅÐËÕÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÓÇÆÍÑÊÇÏÇÎßÐÞØ ËÐÕÇÓÏÇÕÂÎÎË-
ÆÑÄ âÄÎâáÕÔâ ÒÓÇÆÏÇÕÑÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ Ô
ÍÑÐÙÂ 1960-Ø ÅÑÆÑÄ. ±ËÑÐÇÓÔÍËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÃÞÎË ÒÑÎÖ-
ÚÇÐÞ ÒÑÆ ÓÖÍÑÄÑÆÔÕÄÑÏ ¬.±. ¢ÇÎÑÄÂ Ä ®ÑÔÍÑÄÔÍÑÏ
ÅÑÔÖÆÂÓÔÕÄÇÐÐÑÏ ÖÐËÄÇÓÔËÕÇÕÇ ËÏ. ®.£. ­ÑÏÑÐÑÔÑÄÂ.
ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÏÂÅÐÇÕËÊÏÂ ÓÇÆÍÑÊÇÏÇÎßÐÞØ ËÐÕÇÓÏÇÕÂÎ-
ÎËÆÑÄÃÞÎËËÐËÙËËÓÑÄÂÐÞ³.£.£ÑÐÔÑÄÔÍËÏËÁ.³.ºÖÓÑÏ
Ä ªÐÔÕËÕÖÕÇ ×ËÊËÍË ÏÇÕÂÎÎÑÄ (ª¶®) µÓ° ²¡¯ (¦ÍÂ-
ÕÇÓËÐÃÖÓÅ) Ë ¡.£. ¥ÇÓâÅËÐÞÏ Ä µÓÂÎßÔÍÑÏ ÅÑÔÖÆÂÓÔÕÄÇÐ-
ÐÑÏ ÖÐËÄÇÓÔËÕÇÕÇ ËÏ.¡.®. ¤ÑÓßÍÑÅÑ. ©Â ÒÓÑÛÇÆÛËÇ ÅÑÆÞ
ÄÏËÓÇ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÑÅÓÑÏÐÑÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ËÐÕÇÓÇÔÐÞØ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÑÄ. ¥ÂÐÐÑÇ ÔÑÑÃÜÇÐËÇ ÐÇ ÒÓÇÕÇÐÆÖÇÕ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑÃÞ
ÒÑÍÂÊÂÕß ÄÔÇ ÆÑÔÕËÉÇÐËâ Ä àÕÑÏ ÑÃÛËÓÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ
×ËÊËÍËÏÂÅÐËÕÐÞØ âÄÎÇÐËÌ. ²ÇÚß ÒÑÌÆÈÕ ÎËÛß Ñ ÓÇÊÖÎßÕÂ-
ÕÂØ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÅÐÇÕËÊÏÂ ËÐÕÇÓÏÇÕÂÎÎËÆÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ
Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ Ä ª¶® µÓ° ²¡¯ Ä
ÕÇÔÐÑÌ ÍÑÑÒÇÓÂÙËË Ô ÖÚÈÐÞÏË ÆÓÖÅËØ ÐÂÖÚÐÞØ ÙÇÐÕÓÑÄ
ÔÕÓÂÐÞ Ë ÊÂÓÖÃÇÉßâ.

2. ®ÂÕÇÓËÂÎÞ ÆÎâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ÏÂÅÐËÕÑÄ
¯ÂÚËÐÂâ Ô ÔÇÓÇÆËÐÞ 1970-Ø ÅÅ. ÄÔÇ ÏÂÕÇÓËÂÎÞ ÆÎâ
ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ÏÂÅÐËÕÑÄ Ô ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË
ÖÆÇÎßÐÑÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÑÔÐÑÄÂÐÞ ÐÂ ÄÞÔÑÍÑÂÐËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÞØ ËÐÕÇÓÏÇÕÂÎÎËÆÐÞØ ×ÂÊÂØ: SmCo5, Sm2Co17,
Nd2Fe14B Ë ÆÓ. [1]. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ÄÂÉÐÞÏ ÆÎâ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ

¯.£. ®ÖÛÐËÍÑÄ.ªÐÔÕËÕÖÕ ×ËÊËÍË ÏÇÕÂÎÎÑÄ µÓ° ²¡¯,
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