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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

©ÂÆÂÚÂ Ñ ÄÞÚËÔÎÇÐËË ×ÂÊ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÏÇÆÎÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÐÂ
ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÂÕÑÏÐÑÏ) ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ ÒÓËÐÂÆÎÇ-
ÉËÕ Í ÚËÔÎÖ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ.
³ÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÇÈ ÓÇÛÇÐËâ ËÊÎÑÉÇÐÞ Ä ÖÚÇÃÐËÍÂØ
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [1]). ³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÇ ÚËÔÎÑ ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÞØ ÒÓÑÙÇÆÖÓ,
ÒÑÊÄÑÎâáÜËØ ÚËÔÎÇÐÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ×ÂÊ dl
ÑÕ àÐÇÓÅËË ÚÂÔÕËÙÞ k 2 (ÆÂÎÇÇ ÏÞ ÄÞÃËÓÂÇÏ ÇÆËÐËÙÞ

ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑ �h � 2m � 1, m ì ÏÂÔÔÂ ÚÂÔÕËÙÞ).
³ÂÏÂ ÊÂÆÂÚÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ×ÂÊ dl Ô ÏÑÏÇÐÕÑÏ l 6� 0 ËÏÇÇÕ
ÓÂÊÖÏÐÞÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ àÕË ×ÂÊÞ ÐÇ
ÏÂÎÞ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ×ÂÊÑÌ d0. ´ÂÍÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
Ä ÕÇØ ÔÎÖÚÂâØ, ÍÑÅÆÂ ËÏÇáÕÔâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÞ Ä ÒÂÓÙËÂÎßÐÞØ
ÂÏÒÎËÕÖÆÂØ Ô l 6� 0.

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ Ë ÕÂÍËÇ ÊÂÆÂÚË, Ä ÍÑ-
ÕÑÓÞØ ØÑÓÑÛËÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÎâ×ÂÊ dl ÐÖÉÐÞËÃÇÊÑÕÐÑ-
ÔËÕÇÎßÐÑ Í ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÏ ÔËÕÖÂÙËâÏ. µÍÂÉÇÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ×ÂÊÞ dl ÄØÑÆâÕ Ä ÒÓÂÄËÎÑ ÔÖÏÏ ¶ÓËÆÇÎâ ÆÎâ
ÔÒÎÂÄÑÄ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÇ ÓÂÊÐÑÔÕß ÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕÇÌ ËÎË ËÊÃÞ-
ÕÑÚÐÞÌ ÊÂÓâÆ ÒÓËÏÇÔÐÑÅÑ ËÑÐÂ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ËÑÐÂÏ
ÏÂÕÓËÙÞ. ¿ÕË ÉÇ ×ÂÊÞ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÒÓË ÓÂÔÚÈÕÂØ ÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑÅÑ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ Ë ÐÂÌÕÑÄÔÍÑÅÑ ÔÆÄËÅÂ.¯ÂÒÑÏÐËÏ
ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÐÂ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕË ¶ÇÓÏË, ÄÞÊÄÂÐÐÑÇ ÒÓËÏÇÔÐÞÏË ÂÕÑÏÂÏË Ä ÏÇÕÂÎ-
ÎËÚÇÔÍÑÌ ÏÂÕÓËÙÇ, ËÊÏÇÐâÇÕ ÄÍÎÂÆ Ä ÖÆÇÎßÐÖá ÕÇÒÎÑÈÏ-
ÍÑÔÕß ÏÇÕÂÎÎÑÄ. ¿ÕÑ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÒÓÑËÊ-
ÄÑÆÐÞÏË ×ÂÊ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÐÂ ÄÑÊÏÖÜÂáÜÇÏ (ÒÓËÏÇÔÐÑÏ)
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ ÒÑ àÐÇÓÅËË ÐÂ ÖÓÑÄÐÇ ¶ÇÓÏË. ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ
ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÒÓËÏÇÔÐÞÇ ÂÕÑÏÞ ÒÓËÄÑÆâÕ Ä ÏÇÕÂÎÎÇ Í
ÑÔÙËÎÎâÙËâÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÊÂÓâÆÂ (ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÏ ÑÔÙËÎ-
ÎâÙËâÏ¶ÓËÆÇÎâ) ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ. ¡ÏÒÎËÕÖÆÞ Ë
×ÂÊÞ ÕÂÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÕÑÉÇ âÄÎâáÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË ×ÂÊ
ÓÂÔÔÇâÐËâ Ô ÓÂÊÐÞÏË l [2].

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÄÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ×ÂÊÞ dl ÄÑÄÔÇ ÐÇ
âÄÎâáÕÔâ ÄÔÇÅÆÂ ÏÂÎÞÏË Ë Ä ÊÂÆÂÚÂØ âÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÇâ-
ÐËâ. £Ñ ÄÔÇØ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÓÂÔÚÈÕÂØ ÐÖÉÐÞ ËÏÇÐÐÑ ÒÂÓÙË-
ÂÎßÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÓÂÔÔÇâÐËâ Ô ÓÂÊÐÞÏË l. ±ÑàÕÑÏÖ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ÊÂÆÂÚÂ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÒÓËÅÑÆÐÞØ Ä
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÓÇÊÑÐÂÐÔÑÄ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ, ÑÒË-
ÔÞÄÂáÜËØ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ×ÂÊ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÑÕ àÐÇÓÅËË Ë
ÏÑÏÇÐÕÂ ÚÂÔÕËÙÞ, Â ÕÂÍÉÇ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ.
¿××ÇÍÕËÄÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ×ÂÊ dl (l 6� 0) ÆÎâ
ÏÇÆÎÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ, Â ÕÂÍÉÇ ÑÕÞÔÍÂÐËâ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÐÞØ ÔËÕÖÂÙËÌ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ÆÂÎÇÇ Ä àÕÑÌ ÔÕÂÕßÇ,
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÃÑÃÜÂáÜÇÌ Ë ÆÑÒÑÎÐâáÜÇÌ ÓÂÃÑÕÖ [3].
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®Þ ÃÖÆÇÏ ËÔØÑÆËÕß ËÊ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ (ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ×ÂÊÞ dl) ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÏ
ÏÇÕÑÆÑÏ ±ÂÌÔÑÏ [4]:

2l� 1ÿ 2dl=p
2l� 1ÿ 4dl=p

dl � ÿ p
2

�1
0

U�r� J 2
l�1=2ÿ2dl=p�kr� r dr : �1�

©ÆÇÔß U�r�ì ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, k 2 � E > 0 ì àÐÇÓÅËâ ÚÂÔÕËÙÞ.
±ÂÌÔ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÖá ÊÂÆÂÚÖ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÐÂ ÍÎÂÔÔÇ ×ÖÐÍÙËÌ Jl�1=2�l, Jm ì ×ÖÐÍÙËâ
¢ÇÔÔÇÎâ Ô ËÐÆÇÍÔÑÏ m, ÒÂÓÂÏÇÕÓ l ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÄâÊÂÐÐÞÏ
Ô ×ÂÊÑÌ dl ÒÓÑÔÕÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ: dl � ÿ�p=2� l.

¬ÓÂÕÍÑ ÑÒËÛÇÏ ËÆÇá ÒÑÎÖÚÇÐËâ ËÐÕÇÅÓÑ-×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1), ÔÎÇÆÖâ ÑÓËÅËÐÂÎßÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ
±ÂÌÔÂ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ÒÑÎÖÚÇÐËâ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÆÑÄÑÎßÐÑ âÔÐÑ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÇÆÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ [5]. ³ÄÑ-
ÆËÕÔâ ÑÐÂ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ. ©ÂÒËÛÇÏ ÓÂÆËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÒÂÓÙËÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ô ÏÑÏÇÐÕÑÏ l 6� 0:

�Hl ÿ k 2�Fl�r� � 0 : �2�

¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐHl ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ, ÍÂÍ ÑÃÞÚÐÑ:

Hl � ÿ d2

dr 2
� l�l� 1�

r 2
�U�r� : �3�

¦ÔÎË U�r� � 0, ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÐÂÒËÔÂÕß ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ:

Fl�r� � r 1=2Jl�1=2�kr� : �4�

©ÆÇÔß Jl�1=2 ì×ÖÐÍÙËâ ¢ÇÔÔÇÎâ Ô ÒÑÎÖÙÇÎÞÏ ËÐÆÇÍÔÑÏ.
¦ÔÎË ÒÑÕÇÐÙËÂÎ U�r� ÏÂÎ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô l�l� 1�=r 2

ÒÓË r!1, ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÒÑÒÞÕÂÕßÔâ ÒÓË l 6� 0 ÒÑÔÕÓÑËÕß
ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÄÊâÄ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓÑÃÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË

FP
l �r� � r 1=2Jl�1=2�l�kr� : �5�

±ÂÓÂÏÇÕÓ l ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ, Â
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÒÓË r!1

FP
l �r� � sin

�
krÿ p

2
�l� l�

�
: �6�

°ÕÔáÆÂ Ë ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÍÂÊÂÐÐÂâ ÄÞÛÇ ÔÄâÊß dl � ÿ�p=2� l.
¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ l ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÓÇÛÇÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�1
0

FP
l �Hl ÿ k 2�FP

l dr � 0 : �7�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÒÓË ÕÂÍÑÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÇ
ÏÂÎÑÔÕß U�r� ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô l�l� 1�=r 2, ÐÑ ÐÇ ÐÂÍÎÂÆÞ-
ÄÂÇÏ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ ÑÕÐÑÛÇÐËâ k 2=U, ÒÑàÕÑÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ±ÂÌÔÂ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏ ÆÎâ ÊÂÆÂÐ-
ÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ Ë ÒÓË ÃÑÎßÛËØ, Ë ÒÓË ÏÂÎÞØ àÐÇÓÅËâØ.

¥ÓÖÅÑÌ ÄÞÄÑÆ (1), ÒÑØÑÉËÌ ÐÂ ÄÞÄÑÆ ÑÃÞÚÐÑÌ ÃÑÓ-
ÐÑÄÔÍÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐ ´ËÕÙÇÏ [6, 7]. µÓÂÄÐÇÐËÇ
(1) ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÒÓË l 6� 0. ªÊ ÄÞÄÑÆÂ ´ËÕÙÂ âÄÐÑ ÔÎÇÆÖÇÕ,
ÚÕÑ ×ÂÊÖ ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÕß ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÄÞÒÑÎÐâÎÑÔß
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ dl < �p=2��l� 1�. ´ËÕÙ ÒÑÍÂÊÂÎ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ (1) ØÑÓÑÛÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÐÇÌÕÓÑÐÂ ÐÂ ÒÓÑÕÑÐÇ
ÒÓË àÐÇÓÅËâØ, ÃoÂ ÎßÛËØ ÅÎÖÃËÐÞ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÌ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1) ÆÑÎÉÐÑ ÅÑ-
ÓÂÊÆÑ ÎÖÚÛÇ "ÓÂÃÑÕÂÕß" Ä ÑÃÓÂÕÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ,
E < jU j (ÔÏ. [8]). ±ÓËÏÇÓ, âÄÐÑ ËÎÎáÔÕÓËÓÖáÜËÌ ÔÒÓÂ-
ÄÇÆÎËÄÑÔÕß àÕÑÅÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ, ÒÓËÄÑÆËÕÔâ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.
³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß (1) ì àÕÑ ÐÂÎËÚËÇ ×ÂÊÞ dl Ä

ËÐÆÇÍÔÇ ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ ÒÑÆ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ. ±ÑàÕÑÏÖ
ÓÇÛÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) Ä ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÄËÆÇ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÑÎßÍÑ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ. £
ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË àÕËÏ ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ ÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËÇ ±ÂÌÔÂ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÑÔÕÂÄÂÎÑÔß ÊÂÃÞÕÞÏ Ä ÕÇ-
ÚÇÐËÇ ÆÑÎÅÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÆÂÉÇ ÆÎâ ÕÇØ ÊÂÆÂÚ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ
ÑÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÑÔß ÔÂÏËÏ ±ÂÌÔÑÏ (ÓÂÔÔÇâÐËÇ âÆÇÓÐÞØ
ÚÂÔÕËÙ).

³ËÕÖÂÙËâ ÏÇÐâÇÕÔâ, ÇÔÎË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÓÂÔÔÇâÐËÇ
ÏÇÆÎÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ. µÓÂÄÐÇÐËÇ (1) ÕÑÅÆÂ ÖÆÂÈÕÔâ ÓÇÛËÕß
ÆÎâ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÛËÓÑÍÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ: àÍÓÂÐËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÅÑ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ, ÔÕÇÒÇÐÐ�yØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ, Â ÕÂÍÉÇ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ, ÄÍÎáÚÂáÜËØ Ä ÔÇÃâ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÍÑÏÃËÐÂ-
ÙËË ÔÕÇÒÇÐË Ë àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ. ¬ÑÓÓÇÍÕÐÑÔÕß ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ
ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ, ÒÓËÏÇÐâÄÛÇÌÔâ ÒÓË ÄÞÄÑÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1),
ÕÓÇÃÖÇÕ, ÚÕÑÃÞ ÒÓË r!1 ÒÑÕÇÐÙËÂÎ U�r� ÔÕÓÇÏËÎÔâ Í
ÐÖÎá ÐÇ ÏÇÆÎÇÐÐÇÇ, ÚÇÏ ÙÇÐÕÓÑÃÇÉÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
l�l� 1�=r 2. £ àÕÑÏ, ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, Ë ÔÑÔÕÑËÕ ÖÔÎÑÄËÇ
ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1). ¯Â ÓÇÂÎßÐÞÇ ÍÑÓÑÕÍÑÆÇÌ-
ÔÕÄÖáÜËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ, Ô ÍÑÕÑÓÞÏË ÒÓËØÑÆËÕÔâ ËÏÇÕß
ÆÇÎÑ Ä ÕÇÑÓËË àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ËÎË Ä ÕÇÑÓËË
ÒÔÇÄÆÑÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ Ä ÕÄÈÓÆÞØ ÕÇÎÂØ, àÕÑ ÐÇ ÐÂÍÎÂÆÞ-
ÄÂÇÕ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÐËÍÂÍËØ ÉÈÔÕÍËØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ. ©ÂÒËÔÞ-
ÄÂâ ÍÂÍÑÇ-ÎËÃÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎâ ÕÑÏÂÔ-
×ÇÓÏËÇÄÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ Ë ÆÎâ àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ.

£ ËÐÕÇÓÇÔÐÑÌ Ë ÔÑÆÇÓÉÂÕÇÎßÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ [5] ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ±ÂÌÔÂ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ
ÆÎâ ÏÇÆÎÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÒÑÎÖ-
ÚÇÐÐÞÇ ÐÂÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÆÎâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÑÄ (Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ [3]) ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ë
ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇØÑÆÑÏ (ÒÓË ÏÂÎÞØ àÐÇÓÅËâØ ÚÂÔÕËÙ) ËÊ
×ÑÓÏÖÎ ÓÂÃÑÕÞ [5]. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ËÏÇÐÐÑ ÔÎÖÚÂÌ ÓÂÔÔÇâ-
ÐËâ ÚÂÔÕËÙ Ô ÏÂÎÞÏË àÐÇÓÅËâÏË ÐÂÏ ÍÂÉÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ
ÄÂÉÐÞÏ, ÒÑÕÑÏÖ ÚÕÑ ËÏÇÐÐÑ Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÏÑÅÖÕ
ÄÑÊÐËÍÂÕß ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÔËÕÖÂÙËË.

¬ÂÚÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÑÄ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÐÂ ÕÂÍ. ±ÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÏ ÔÇÃÇ, ÚÕÑ ÏÞ à××ÇÍÕËÄÐÑ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÏ ÅÎÖÃËÐÖ
ÍÂÍÑÌ-ÕÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ. ´ÑÅÆÂ Ä ÐÇÌ ÏÑÅÖÕ ÒÑâÄ-
ÎâÕßÔâ ÐÑÄÞÇ ÖÓÑÄÐË Ô ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ l. ¿ÕË ÖÓÑÄÐË ËÏÇáÕ
ÒÑÚÕË "ÐÖÎÇÄÖá" àÐÇÓÅËá, Ë ËÏÇÐÐÑ ÒÓË àÕÑÏ ÏÑÅÖÕ
ÄÑÊÐËÍÂÕß ÓÇÊÑÐÂÐÔÞ Ä ÓÂÔÔÇâÐËË ÚÂÔÕËÙ.

´ÂÍÂâ ÔËÕÖÂÙËâ, ÍÑÕÑÓÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂ ÒÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË
ÕÇÑÓËË àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÑÃÑÎÑÚÇÍ Ä ÂÕÑÏÂØ (ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË
ÊÂÓâÆÂ âÆÓÂ Z), ØÑÓÑÛÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÏÑ-
ÆÇÎßá ´ÑÏÂÔÂ ë¶ÇÓÏË (ÔÏ. [1]). £ âÆÇÓÐÑÌ ×ËÊËÍÇ ÚÂÔÕÑ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ £ÖÆÔÂ ë³ÂÍÔÑÐÂ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 4);
ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÇÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄâÊÂÐÑ Ô
ÒÑâÄÎÇÐËÇÏ ÐÑÄÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ô ÓÇÊÑÐÂÐ-
ÔÂÏË Ä ÓÂÔÔÇâÐËË (ÑÃÑÎÑÚÇÚÐÂâ Ë ÑÒÕËÚÇÔÍÂâ ÏÑÆÇÎË
âÆÓÂ). ±ÓËÃÎËÉÇÐËÇ ±ÂÌÔÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÒÑÎÐÇ ÂÍÍÖÓÂÕÐÑ
ÄÞÚËÔÎâÕß ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÓÂÔÔÇâÐËâ ÏÇÆÎÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ,
ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÑÙÇÐÍË àÐÇÓÅËË ÄÐÑÄß
ÒÑâÄÎâáÜËØÔâ ÐÇÅÎÖÃÑÍËØ ÖÓÑÄÐÇÌ. ³ËÔÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ
(Ë ÕÇÏ ÃÑÎÇÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ) ÔÓÂÄÐÇÐËâ àÐÇÓÅËÌ ÕÂÍËØ
ÖÓÑÄÐÇÌ Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÓÇÊÑÐÂÐÔÑÄ ÒÓË l 6� 0 ÆÎâ ÓÂÊÐÞØ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ÒÑÍÂ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÐÇ ÒÓÑÄÇÆÇÐÑ.

±Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, ÒÂÌÔÑÄÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÓÇÛËÕß Ë ÑÃÓÂÕÐÖá ÊÂÆÂÚÖ ì ÐÂÌÕË ÔÄâÊß ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ë àÐÇÓÅËË ÓÂÔÔÇËÄÂáÜÇÌÔâ ÚÂÔÕËÙÞ, ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÂÅÂâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ Ô ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÏ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇÏ l. ¿ÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6, ÕÂÏ ÉÇ
ÖÍÂÊÂÐ ÏÇÕÑÆ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ "ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ" ÍÓËÄÞØ.
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2. ®ÇÕÑÆËÍÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ×ÂÊ ÓÂÔÔÇâÐËâ
ÏÇÆÎÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ Ô ÐÇÐÖÎÇÄÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË
Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ±ÂÌÔÂ

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ ÐËÉÇ ÒÓËÏÇÓÞ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß,
ÚÕÑ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÔÎÖÚÂâØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ±ÂÌÔÂ à××ÇÍÕËÄÐÑ
ÓÂÃÑÕÂÇÕ ÎÖÚÛÇ ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÅÑ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÑÐÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß ÔËÕÖÂÙËË, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÐÇ ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ËÊÖÚÇÐÞ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ¢ÑÓÐÂ. £ÑÊÏÑÉÐÑÔÕß
ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÓÏÖÎ ÆÎâ ×ÂÊ ËÎË ÔÄÇÆÇÐËâ
ÔÎÑÉÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÑ-×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) Í
ÒÓÑÔÕÞÏ ÕÓÂÐÔÙÇÐÆÇÐÕÐÞÏ ËÎË ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÑàÕÑÏÖ Ë ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËÌ, Ë ÏÇÕÑÆËÚÇ-
ÔÍËÌ ËÐÕÇÓÇÔ.

2.1. ±ÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÌ âÏÞ
±ÇÓÄÞÌ ÒÓËÏÇÓ ì ÒÑÕÇÐÙËÂÎ

U�r� � ÿU0 ; r < a ,
0 ; r > a .

�
�8�

¬ÄÂÆÓÂÕ ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ, ÔÕÑâÜÇÌ ÒÑÆ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ Ä (1),
ÏÑÉÐÑ ÓÂÊÎÑÉËÕß Ä ÓâÆ [9]:

J 2
m �z� �

X1
n�0

�ÿ1�n G�2m� 2n� 1��z=2�2m�2n
n!
�
G�m� n� 1��2 G�2m� n� 1�

; �9�

z � kr, G�x� ì ÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËâ, m � l� 1=2ÿ 2dl=p. µÚË-
ÕÞÄÂâ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÔÕß ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (8), ÒÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÏÂÎÞØ àÐÇÓÅËâØ k 2 ÏÑÉÐÑ ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÒÇÓÄÞÏ ÚÎÇÐÑÏ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (9), ÒÑÔÎÇ ÚÇÅÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä (1) Ë
àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ×ÑÓÏÖÎÇ

F1�l; s� � �U0a
2��ka�2sÿ1 ; �10�

ÅÆÇ

F1�l; s� �
22sÿ1�l� s��lÿ s� 1��2s� 1�ÿG�s� 1=2��2

2sÿ 1
;

�11�

s � m� 1

2
� l� 1ÿ 2dl

p
: �12�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (10) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÞØ l, k 2 Ë ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÂØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U0 Ë a ÎËÐÇÌÐÑ ÊÂÄËÔâÜÖá ÑÕ ×ÂÊÞ dl
ÄÇÎËÚËÐÖ s. ²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ (9) ØÑÓÑÛÑ ÒÑÏÑÅÂÇÕ Ë Ä ÆÓÖÅËØ
ÔÎÖÚÂâØ, ÍÑÅÆÂ ÒÓËØÑÆËÕÔâ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÇÅÑ
ÚÎÇÐÞ.

2.2. ±ÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÀÍÂÄÞ Ë ´ÑÏÂÔÂ ë¶ÇÓÏË
£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
ÀÍÂÄÞ

U�r� � ÿ exp �ÿlr� Z
r
: �13�

£ÑÊÐËÍÂáÜËÌ Ä (1) ËÐÕÇÅÓÂÎ I � Z
�1
0 exp �ÿlr� J 2

m �kr� dr
ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá ÇÉÂÐÆÓÂ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ:

I � Z

pk
Qlÿ�2dl=p�

�
l 2 � 2k 2

2k 2

�
: �14�

£ ËÐÕÇÓÇÔÖáÜÇÏ ÐÂÔ ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÎÞØ àÐÇÓÅËÌ l 2=k 2 4 1.
£ÞÚËÔÎââ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ×ÖÐÍÙËË
ÇÉÂÐÆÓÂ Qn�x�,

x � 1� l 2

2k 2
4 1 ; n � lÿ 2dl

p
� mÿ 1

2
;

ÏÞ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ
ÂÒÎÂÔÂ àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË [10]:

Qn�x� �
�1
0

dc�
x� �x 2 ÿ 1�1=2 coshc�n�1

(ÆÎâ ÐÇÙÇÎÑÅÑ n ÓÂÊÓÇÊ ÒÑ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË ÒÓÑØÑÆËÕ ÑÕ
x � ÿ1 ÆÑ x � �1, ÇÔÎË n � n > 0 ì ÙÇÎÑÇ ÚËÔÎÑ, ÕÑ
ÓÂÊÓÇÊ ÒÑ ÕÑÌ ÉÇ ÑÔË ì ÑÕ x � ÿ1 ÆÑ x � �1). ¥Îâ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ x4 1

Qn�x� � 2

�2x�n�1
�1
0

dc
�coshc� r ; r � 2�n� 1� :

±ÑÔÎÇÆÐËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÃÇÕÂ-×ÖÐÍÙËá.
±ÑÔÎÇ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ËÐÕÇÓÇ-
ÔÖáÜÂâ ÐÂÔ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ (14) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

I � Z���
p
p

k

�
k 2

l 2

�s G�s�
G�s� 1=2� : �15�

±ÂÓÂÏÇÕÓ s ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ, ÍÂÍ Ë ÄÞÛÇ, ×ÑÓÏÖÎÑÌ (12).
µÓÂÄÐÇÐËÇ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÇ s, Â ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ë ×ÂÊÖ dl,
ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÕÇÒÇÓß ÕÂÍ:

�l� s��l� 1ÿ s�
2sÿ 1

� Z���
p
p

k

�
k 2

l 2

�s G�s�
G�s� 1=2� : �16�

±ÑÔÕÑâÐÐÖá l ÏÑÉÐÑ ÒÑÆÑÃÓÂÕß ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ
ÀÍÂÄÞ Ë ´ÑÏÂÔÂ ë¶ÇÓÏË ËÏÇÎË ÑÆËÐÂÍÑÄÞÇ ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÍË:

Z

r
w
�
rZ 1=3

b

�
� Z

r
exp �ÿlr� pri r! 0 ;

ÅÆÇ w ì ×ÖÐÍÙËâ ´ÑÏÂÔÂ ë¶ÇÓÏË, l � l0Z 1=3, b � 0;885,
l0 � 1;8. ±ÇÓÇÐÑÔâ ÏÐÑÉËÕÇÎË, ÊÂÄËÔâÜËÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ s, Ä
ÎÇÄÖá ÚÂÔÕß ×ÑÓÏÖÎÞ (16), ÒÑÎÖÚËÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (ÔÓ. Ô
(10))

F2�l; s� � Z 2=3

�
k

Z 1=3

�2sÿ1
: �17�

³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÒÓÑÔÕÂâ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ, ÒÑÊÄÑÎâáÜÂâ ÔÄÇÔÕË
ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ s ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (10) ËÎË (17) Í ÓÂÃÑÕÇ Ô
ÐÑÏÑÅÓÂÏÏÑÌ. ±ÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÏ àÕÖ ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÐÂ
ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ×ÑÓÏÖÎÇ. ±ÑÔÎÇ ÎÑÅÂÓË×ÏËÓÑÄÂÐËâ (17) Ä
ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÃÖÆÇÕ ÔÕÑâÕß ×ÖÐÍÙËâ y1�s� �
� f �l; s�, Â Ä ÒÓÂÄÑÌ ì ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÄËÆÂ A�Z��
�B�k;Z��2sÿ 1� � y2�s�. ¥Îâ ÍÂÉÆÑÅÑ l ÏÑÉÐÑ ÊÂÕÂÃÖÎË-
ÓÑÄÂÕß y1�s� Ë ËÊÑÃÓÂÊËÕß ÔÇÓËá ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ
ÍÓËÄÞØ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË (s, y). ¥ÂÎÇÇ, ×ËÍÔËÓÖâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ
Z Ë k Ë ÔÕÓÑâ ÒÓâÏÞÇ y2�s� ÐÂ àÕÑÌÉÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÏÞ ÎÇÅÍÑ
ÐÂÌÆÈÏ ÕÑÚÍË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ y1�s� Ë y2�s�. ¦ÔÎË ÕÂÍÂâ ÕÑÚÍÂ
s � s0, ÕÑ dl � �p=2��l� 1ÿ s0� ÆÎâ ÊÂÆÂÐÐÞØ (l, k, Z ).
®ÂÎÑÔÕß ×ÂÊ dl ÒÓË àÕÑÏ ÐÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ. ¦ÔÎË ÉÇ
dl 5 1, ÕÑ

dl � DlZ
2=3

�
k

Z 1=3

�2l�1
;

ÍÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÒÑ ÑÃÜËÏ ÒÓÂÄËÎÂÏ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÏÇØÂÐËÍË (Dl ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ, ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ l ).
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³ÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ ÕÑÎßÍÑ ÚÕÑ ËÊÎÑÉÇÐÐÑÌ
ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ×ÂÊ ÆÎâ ÏÑÆÇÎßÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ

U�r� � ÿ�1� br 3=2� exp �ÿar� Z
r

�18�

Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË b � 4=3Z 1=2bÿ3=2, a � 1;59Z 1=3=b,
b � 0;885. ±ÓË r! 0 àÕÑÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÕÂÍÉÇ ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ´ÑÏÂÔÂ ë¶ÇÓÏË. ²ÇÊÖÎßÕÂÕ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÒÓË
ÖÔÎÑÄËâØ �k 2=Z 2=3�5 1 Ë dl < �p=2��l� 1� (ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ì àÕÑ, ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ
ÖÔÎÑÄËâ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÒÓË r � 0) ËÏÇÇÕ ÄËÆ [3]

I �
�1
0

�1� br 3=2� exp �ÿar� J 2
m �kr� dr �

� 1

l 2s
0

k 2sÿ1Z 1ÿ�2=3�s G�s�
G�s� 1=2� �

�
�

1���
p
p � b0

l 3=2
0 22s

G�2s� 3=2�
G�s�G�s� 1=2�

�
:

©ÆÇÔß l0 � 1;59=b, b0 � 4=3bÿ3=2. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ (17) ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÂ ×ÑÓÏÖÎÂ

F3�l; s� � Z 2=3

�
k

Z 1=3

�2sÿ1
: �19�

¬ÑÐÍÓÇÕÐÞÌ ÄËÆ ×ÖÐÍÙËÌ Fi�l; s� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ, ÍÑÐÇÚÐÑ,
ÔÂÏËÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ, ÐÑ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ
Fi�l; s� ì ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ s, ÚÕÑ Ë
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÄÇÔÕË ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ×ÂÊ dl Í àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÏ
ÑÒÇÓÂÙËâÏ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË sÿ y.

¶ÑÓÏÖÎÞ ÕËÒÂ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÒÑÊÄÑÎâáÕ Ä ÒÓËÐ-
ÙËÒÇ ÓÇÛËÕß Ë ÆÓÖÅÖá ÊÂÆÂÚÖ ì ÐÂÌÕË ÕÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ (Ä
ÆÂÐÐÑÏ ÍÎÂÔÔÇ!), ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË
ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÏÑÏÇÐÕÑÏ l ËÏÇÇÕÔâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÌ ÖÓÑÄÇÐß.
¥Îâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÏÑÆÇÎßÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ àÕÂ ÊÂÆÂÚÂ
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÑÕÞÔÍÂÐËá ÕÂÍËØ Z, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÆÎâ ÊÂÆÂÐ-
ÐÑÌ àÐÇÓÅËË k 2 ×ÂÊÂ dl ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÓÂÄÐÑÌ (ËÎË ÒÓËÃÎËÊË-
ÕÇÎßÐÑ ÓÂÄÐÑÌ) �p=2�mod p. µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÒÓË
l 6� 0 ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÒÓË l � 0 ÐÂÎËÚËÇÏ ÙÇÐÕÓÑ-
ÃÇÉÐÑÅÑ ÃÂÓßÇÓÂ, ÎÇÅÍÑ ÒÑÐâÕß, ÚÕÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÌ ÖÓÑÄÇÐß
Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß Ë ÍÄÂÊËÆËÔÍÓÇÕÐÞÏ, Õ.Ç. ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÞÏ.

3. ³ÕÇÒÇÐÐÞÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ Ë ÔÓÂÄÐÇÐËÇ
Ô ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ

°ÔÑÃÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÐÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂØ
U�r� � ÿa=r n. ®Þ ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÏ àÕÑ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ
ÄÂÉÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÑÐÐÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ: n � 4. ¬ÂÍ ÏÞ ÖÄËÆËÏ ÐËÉÇ, ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ÆÎâ ÏÇÆÎÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÏÇÕÑÆÑÏ ±ÂÌÔÂ ÒÓËÄÑÆâÕ Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ Í ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ËÊ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ×ÂÊ dl
(ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ � rÿ4 ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ
ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËË ®ÂÕßÇ [11]).

³ÕÑâÜËÌ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (1) ËÐÕÇÅÓÂÎ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ®ÇÎÎËÐÂ ÑÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÌ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË. µÔÎÑÄËÇ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ
ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ®ÇÎÎËÐÂ, ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÉÈÔÕÚÇ,
ÚÇÏ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÒÓËÏÇÓÂØ. °ÐÑ ËÏÇÇÕ ÄËÆ
dl < �p=2��lÿ 1=2�, ÐÑ ÒÓË dl 5 1 àÕÑ ÄÔÇÅÆÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ
(l 6� 0), Â ÒÓË l > 1 ÐÂÒËÔÂÐÐÑÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ Ë
ÒÓË dl � 1 (ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ×ÂÊÞ ÄÞÚËÔÎâáÕÔâ ÒÑ ÏÑÆÖÎá
p). £ÞÚËÔÎââ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ®ÇÎÎËÐÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÕÇÐ-

ÙËÂÎÂ U�r� � ÿa=r 4, ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÒÓË ÏÂÎÞØ àÐÇÓÅËâØ
�ak 2 5 1� ÄÏÇÔÕÑ (1) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ��

l� 1

2

�2

ÿ m 2

�
�m 2 ÿ 1� � ak 2

2
: �20�

©ÆÇÔß, ÍÂÍ Ë ÄÞÛÇ, m � l� 1=2ÿ 2dl=p. µÓÂÄÐÇÐËÇ (20)
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑÔÕÑ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÕÐÑ-
ÔËÕÇÎßÐÑ m 2. ¶ÂÊÞ ÆÎâ l � 1, 2, 3, 4, 5,... ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
ËÏÇáÕ ÄËÆ

d1 � pak 2

1 � 3 � 5 ; d2 � pak 2

3 � 5 � 7 ; d3 � pak 2

5 � 7 � 9 ;

d4 � pak 2

7 � 9 � 11 ; d5 � pak 2

9 � 11 � 13 ; . . .

´ÑÚÐÑ ÕÂÍÑÌ ÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÕÑÚÐÑÌ (ÒÓË
ÏÂÎÞØ ak 2) ×ÑÓÏÖÎÞ [11]:

dl � pak 2

8�l� 3=2��l� 1=2��lÿ 1=2� : �21�

µÍÂÉÇÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ
Ë ÆÎâ ÔÕÇÒÇÐÇÌ n 6� 4. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË n � 6 Ë ~ak 4 5 1
(ÒÑÕÇÐÙËÂÎ U�r� � ÿ~a=r 6) ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ×ÂÊ ËÏÇáÕ
ÕÂÍÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ:

dl � 3~apk 4

16�2l� 1��l 2 � lÿ 15=4��l 2 � lÿ 3=4� : �22�

µÓÂÄÐÇÐËÇ, ËÊ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ (22), ËÏÇÇÕ ÄËÆ
(ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ®ÇÎÎËÐÂ)��

l� 1

2

�2

ÿ m 2

�
� m 2 ÿ 4�� m 2 ÿ 1� � 3

8
~ak 4 : �23�

¡ÔËÏÒÕÑÕËÍÂ (22) ÒÓË l4 1 ÕÂÍÑÄÂ:

dl � 3

32

p~ak 4

l 5
: �24�

³ÓÂÄÐËÄÂâ (24) Ô ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÖ-
ÎÑÌ, ÏÞ ÖÃÇÉÆÂÇÏÔâ Ä ËØ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑÔÕË. ¶ÑÓÏÖÎÂ (22)
Ä ËÊÄÇÔÕÐÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÖÕÑÚÐÇ-
ÐËÇ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ (ÕÂÍÉÇ ÍÂÍ Ë×ÑÓÏÖÎÂ
(21)).

ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÔÓÂÄÐÇÐËÇ
×ÑÓÏÖÎ ÕËÒÂ (22) ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ Ô ÃÑÓÐÑÄ-
ÔÍËÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÆÇâÕßÔâ ÐÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ
ÏÇÕÑÆÑÏ ±ÂÌÔÂ "ËÐÕÇÓÒÑÎâÙËÑÐÐÞØ" ×ÑÓÏÖÎ ÆÎâ ×ÂÊ dl,
Õ.Ç. ×ÑÓÏÖÎ, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞØ Ë ÒÓË ÐÇ ÑÚÇÐß ÏÂÎÞØ
àÐÇÓÅËâØ. ¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÏ ÔÎÖÉËÕ ÕÑ, ÚÕÑ
×ÑÓÏÖÎÂ (1) ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ "ÑÃÑÃÜÇÐËÇ"
ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ. ©ÂÆÂÚÂ "ËÐÕÇÓÒÑÎâÙËË" ×ÂÊ
ÏÇÉÆÖ ÑÃÎÂÔÕâÏË ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ, Ô ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, Ë ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÅÑ, Ô ÆÓÖ-
ÅÑÌ, ÄÇÔßÏÂ ÊÂÏÂÐÚËÄÂ. °ÆÐÂÍÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÔÕÓÑ-
ÅËÇ ÊÂÍÎáÚÇÐËâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÒÑÎÖÚËÕß ÊÂÕÓÖÆÐËÕÇÎßÐÑ
ì ÊÆÇÔß ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÊÂÆÂÚ.

4. ²ÂÔÔÇâÐËÇ ÐÂ âÆÇÓÐÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ
£ÖÆÔÂ ë³ÂÍÔÑÐÂ

±ÑÕÇÐÙËÂÎ £ÖÆÔÂ ë³ÂÍÔÑÐÂ ÃÑÎÇÇ ÕÑÚÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÂÔ-
ÔÇâÐËÇ ÐÂ ÂÕÑÏÐÞØ âÆÓÂØ, ÚÇÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÕËÒÂ ÒÓÑÔÕÑÌ
ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÌ âÏÞ ËÎË ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ.
ªÏÇÐÐÑ àÕË ÕÓË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÚÂÜÇ ÄÔÇÅÑ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ Ä
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âÆÇÓÐÑÌ ×ËÊËÍÇ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÎÈÅÍËØ âÆÇÓ (Ô
ÏÂÔÔÑÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË A � 10) ÒÑÕÇÐÙËÂÎ £ÖÆÔÂ ë³ÂÍÔÑÐÂ
ÃÎËÉÇ Í ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÐÑÏÖ, Â ÆÎâ ÕâÉÈÎÞØ (A � 200) ì
ÃÎËÉÇ Í ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÌ âÏÇ [12].

°ÃÔÖÆËÏ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÐÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ £ÖÆÔÂ ë³ÂÍÔÑÐÂ Ä
ÒÂÌÔÑÄÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ¿ÕÑÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÑØÑÉ ÐÂ ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÌ âÏÞ, ÐÑ ÇÅÑ ÒÓÂÄÞÌ ÍÓÂÌ "ÓÂÊ-
ÏÞÕ". ªÊÏÇÐËÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ, ÄÄÇÆÈÐÐÞÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.1:
ÒÖÔÕß ÕÇÒÇÓß aìÄÇÎËÚËÐÂ "ÓÂÊÏÞÕËâ" ÒÓÂÄÑÅÑ ÍÓÂâ, Â R
ì à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ. ´ÑÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒË-
ÔÂÕß

U�r� � ÿ U0

1� exp ��rÿ R�=a� : �25�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÂÓßËÓÑÄÂÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇÏ ÐÑÄÞØ âÆÇÓÐÞØ
ÖÓÑÄÐÇÌ. ¥Îâ ÑÕÞÔÍÂÐËâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÔËÕÖÂÙËÌ ÏÑÉÐÑ
ÃÞÎÑ ÃÞ ÄÂÓßËÓÑÄÂÕß ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÔÂÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÐÑ Ë
àÐÇÓÅËá ÓÂÔÔÇËÄÂáÜÇÌÔâ ÚÂÔÕËÙÞ.

±ÓËÏÇÐÇÐËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ±ÂÌÔÂ (1) Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ, ÍÂÍ
Ë ÓÂÐÇÇ, ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (9) ÒÓË ÖÚÈÕÇ ×ÂÍÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐÐÑÔÕË U�r� ÔÄÑÆâÕ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (1) Í
ÄÞÚËÔÎÇÐËá ËÐÕÇÅÓÂÎÂ�1

0

z 2m�1 dz
1� exp ��zÿ z0�=t � ; �26�

ÊÆÇÔß z � kr, z0 � kR, t � ka ËÏÞÑÒâÕß ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÏÔâ Ä
(9) ÒÇÓÄÞÏ ÚÎÇÐÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÕÂÍÑÅÑ ÕËÒÂ ÄÔÕÓÇÚÂÇÕÔâ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË
ÕÇÒÎÑÈÏÍÑÔÕË ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÅÂÊÂ (ÔÏ.
[13]). ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ Ä [13] ×ÑÓÏÖÎÞ Ô ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÏË ÒÇÓÇÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâÏË ÆÎâ ÐÂÛÇÌ ÊÂÆÂÚË, ÒÑÎÖ-
ÚËÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÌ ÓâÆ:�1

0

z 2m�1 dz
1� exp ��zÿ z0�=t � �

1

2m� 2
z 2m�20 � p

6
t 2�2m� 1� z 2m0 �

� 7p 4

360
t 4�2m� 1� 2m�2mÿ 1� z 2mÿ20 � . . . �27�

£ÔÇÏË ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÏË ÚÎÇÐÂÏË Ä (27) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß.
£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1)

ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÄËÆ

p
2

U0a
2ÿ

G� m� 1��2
�
z0
2

�2m�
1

2m� 2

�
R

a

�2

� p 2

6
�2m� 1��

� 7p 4

360
�2m� 1��2m��2mÿ 1�

�
a

R

�2�
:

±ÇÓÇØÑÆâ ÔÐÑÄÂ Í ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ ÚÇÓÇÊ l Ë s � l� 1ÿ 2dl=p
(ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ m � l� 1=2ÿ 2dl=p), ÒÑÎÖÚËÏ

�l� s��lÿ s� 1�ÿG�s� 1=2��2
2sÿ 1

� U0a
2

�
z0
2

�2sÿ1
�

�
� �R=a�2
2s� 1

� p 2

6
2s� 7p 4

360
2s�2sÿ 1��2sÿ 2�

�
a

R

�2�
: �28�

±ÓË a=R5 1 ×ÑÓÏÖÎÂ (28) ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÂÐÂÎÑÅËÚÐÖá
×ÑÓÏÖÎÖ ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÌ âÏÞ:

�l�s��lÿs� 1��2s� 1�ÿG�s� 1=2��2
�2sÿ 1�U0R 2

�
�
kR

2

�2sÿ1
: �29�

£ ×ÑÓÏÖÎÇ (28) ÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÔÆÇÎÂÕß ÊÂÏÇÐÖ: z0 ! kR,
U0a

2 ! U0R
2�a=R�2, ÒÑÔÎÇ ÚÇÅÑ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ

(28) Í (29) ÒÓË a=R5 1 ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔÑÄÔÇÏ ÒÓÑÊÓÂÚÐÞÏ.
´ÇÒÇÓß ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ âÔÐÑ, ÚÕÑ (28) ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ (29)
ÒÑÒÓÂÄÍÂÏË, ÔÄâÊÂÐÐÞÏË Ô ÍÑÐÇÚÐÑÔÕßá ÑÕÐÑÛÇÐËâ
a=R. °ÆÐÂÍÑ ÒÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ àÕË ×ÑÓÏÖÎÞ ÔØÑÉË, Ë Í (28)
ÏÑÉÐÑ ÒÓËÏÇÐËÕß ÑÒËÔÂÐÐÖá ÄÞÛÇ ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÎÑÅÂÓË×-
ÏËÓÑÄÂÐËâ Ë ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ×ÂÊ dl ÆÎâ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ (l, k, U0, a, R).

5. ¬ÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÑÙÇÐÍË
Ë ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÆÓÖÅËÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË
ÒÂÌÔÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ

³ÓÂÄÐÇÐËÇ ×ÂÊ ÓÂÔÔÇâÐËâ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞØ Ä ÒÂÌÔÑÄÔÍÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, Ô "ÕÑÚÐÞÏË" ×ÂÊÂÏË, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏË
ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÒÂÓ-
ÙËÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ, ÆÎâ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ
Ä ÓÂÃÑÕÇ [5].

¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂÀÍÂÄÞ

U�r� � l
�
R

r

�
exp

�
ÿ R

r

�
Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË l � ÿ10;6 Íà£, R � 0;109� 10ÿ8 ÔÏ,
k � 151;36� 108 ÔÏÿ1 (k 2 ì àÐÇÓÅËâ ÚÂÔÕËÙÞ) ÓÂÔØÑÉÆÇ-
ÐËÇ "ÕÑÚÐÑÌ" Ë ÒÂÌÔÑÄÔÍÑÌ ×ÂÊ ÐÇ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ 2,3% ÒÓË
l � 4, 6, 8, ÐÑ ÒÓË l � 2 ÑÐÑ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ 12,6%. ¿ÐÇÓÅËâ
ÊÆÇÔß ÐÇ ÑÚÇÐß ÏÂÎÂ, ÒÑàÕÑÏÖ ÓÂÊÖÏÐÑ ÔÓÂÄÐËÕß "ÕÑÚÐÞÇ"
×ÂÊÞ Ô ÃÑÓÐÑÄÔÍËÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ. ©ÆÇÔß ÓÂÔØÑÉÆÇÐËÇ
ÒÓË l � 4, 6, 8 ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ 2,5%ÆÑ 3,9%, Â ÒÓË l � 2 ÑÐÑ
ÓÂÄÐÑ 3,5%.

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÕÂÃÎËÚÐÞØ Ë ÅÓÂ×ËÚÇÔÍËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ,
ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ Ä [5], ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ´ÑÏÂÔÂ ë¶ÇÓÏË,
¤ÂÖÔÔÂ Ë £ÖÆÔÂ ë³ÂÍÔÑÐÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÆÇÎÂÕß ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ
Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÂÌÔÑÄÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÄÒÑÎÐÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓË-
ÕÇÎßÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÂÔÔÇâÐËÇ, ÒÓË àÕÑÏ ÚÇÏ ÃÑÎßÛÇ l, ÕÇÏ
ÃÎËÉÇ ÒÂÌÔÑÄÔÍËÇ ×ÂÊÞ Í "ÕÑÚÐÞÏ".

¥ÓÖÅÑÌ ÒÓËÏÇÓ ÒÓËÄÇÆÈÐ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3. ¥Îâ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂU�r� � ÿa=r 4, a > 0, ÖÉÇ ÆÎâ ÏÂÎÞØ
×ÂÊ Ë ÄÔÇØ l � 1, 2,. . . ÒÂÌÔÑÄÔÍËÇ ×ÂÊÞ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô
ÕÑÚÐÞÏË (ÒÓË ÏÂÎÞØ ak 2) ×ÂÊÂÏË, ÄÞÓÂÉÂÇÏÞÏË ×ÑÓÏÖ-
ÎÑÌ (21). ¥Îâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U�r� � ÿ~a=r 6 ×ÂÊÞ dl ÆÂáÕ
ÒÓÂÄËÎßÐÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÒÓË l4 1 (×ÑÓÏÖÎÞ (22) Ë (24),
~ak 4 Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ×ÂÊÞ ÏÂÎÞ).

¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ ÔÑÆÇÓÉÂÕÇÎßÐÂâ Ë ÒÑÎÇÊÐÂâ ËÐ×ÑÓ-
ÏÂÙËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞØ ÑÕ ÒÂÌÔÑÄÔÍËØ ×ÂÊ ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏ l, k, R Ë s (ËÎË m)
(ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ s Ë m ÆÂÈÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (12)).

£ [5] ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÕÂÍËØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÆÎâ
ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ. ¬ ÔÑÉÂÎÇÐËá, àÕË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ
ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍËÏË, ÕÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÑÐË
ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÇ (ËÎË ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍËÇ) ×ÖÐÍÙËË Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÄËÆÇ Ë âÄÎâáÕÔâ ÒÓËÅÑÆÐÞÏË
ÆÎâ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ Ä ÛËÓÑÍÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÄ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÑ àÐÇÓÅËâÏ). ±ÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÑÕ ×ÂÊ
ÄØÑÆâÕ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÂÄËÎÂ ÔÖÏÏ Ä ÊÂÆÂÚÂØ, ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐ-
ÐÞØ ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË, Ë ÖÉÇ ÒÑÕÑÏÖ ÑÐË ÄÂÉÐÞ.

£ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÔÎÖÚÂâØ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÖÆÑÃÐÞÏ ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÕß ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ, ÚÇÓÇÊ ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐÞ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ×ÂÊ.

¥ÂÎßÐÇÌÛÇÇ ÓÂÊÄËÕËÇ ÒÂÌÔÑÄÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ Ë
ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÇÅÑ ÏÑÆË×ËÍÂÙËË ÒÑÎÖÚËÎË Ä ÓÂÃÑÕÇ [14], ÅÆÇ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ ÄÂÉÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ âÄÎâÇÕ-
Ôâ ÍÑÏÃËÐÂÙËÇÌ ÍÑÓÑÕÍÑÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÅÑ Ë ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ.
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°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ±ÂÌ-
ÔÂ ÄÒÑÎÐÇ ÅÑÆËÕÔâ Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ.

°ÃÔÖÉÆÇÐËÇ ÆÓÖÅËØ ÒÓËÏÇÓÑÄ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÒÓËÎÑÉÇ-
ÐËÌ ÔØÇÏÞ ±ÂÌÔÂ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÕÂÍÉÇ Ä [14]. °ÕÏÇÕËÏ
ÔÓÇÆË ÐËØ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÚÂÔÕËÙ Ä ÊÂÆÂÚÂØ ØËÏËÚÇ-
ÔÍÑÌ ×ËÊËÍË (ÔÎÑÉÐÞÇ ÏÑÆÇÎßÐÞÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ), ÓÂÔÔÇâ-
ÐËâ ÐÂ ÑÕÕÂÎÍËÄÂáÜËØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂØ Ë ÄÑÒÓÑÔ ÑÃ ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÐËË ÒÂÌÔÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÒÓË ËÊÖÚÇÐËË ÓÂÔÔÇâ-
ÐËâ Ä ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞØ ÒÑÎâØ ÛÄÂÓÙÛËÎßÆÑÄÔÍÑÌ Ë
ÍÇÓÓÑÄÔÍÑÌ ÚÈÓÐÞØ ÆÞÓ.

¡ÐÂÎËÊ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÂÌÔÑÄÔÍËÇ ×ÂÊÞ ÃÎËÉÇ Í
"ÕÑÚÐÞÏ" ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ, ÚÇÏ ÒÑÕÇÐÙËÂ-
ÎÑÄ ÒÓËÕâÉÇÐËâ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ à××ÇÍÕËÄÐÞÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÓË ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËË, Ô ÖÚÈÕÑÏ ÙÇÐÕÓÑÃÇÉÐÑÅÑ
ÄÍÎÂÆÂ, ÄÔÇÅÆÂ ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎÇÐ.

°ÔÑÃÑÌ ÊÂÔÎÖÅÑÌ ÂÄÕÑÓÑÄ [14] ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÚËÕÂÕß
ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ËÏË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÎÑÉÐÑÅÑ ÂÒÒÂÓÂÕÂ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ ±ÂÌÔÂ ë¬ÖÎÑÐÂ, ÒÑÊÄÑÎâáÜËØ ÓÇÛËÕß ÓâÆ ÐÑÄÞØ
ÊÂÆÂÚ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÔËÕÖÂÙËÌ.

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 6 ÏÞ, ÑÆÐÂÍÑ, ÔÐÑÄÂ ÄÇÓÐÈÏÔâ Í ÃÑÎÇÇ
àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÏ ÄÑÒÓÑÔÂÏ Ë ÑÃÔÖÆËÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÔËÕÖÂ-
ÙËË ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ.

6. ²ÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÔËÕÖÂÙËË Ë ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ
ÍÓËÄÞÇ Ä ÒÂÌÔÑÄÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÑÃÔÖÆËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ×ÑÓÏÂÎßÐÖá
ÔØÇÏÖ ÄÑÊÏÑÉÐÑÅÑ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÑÄ ÒÓË ÓÂÔÔÇâÐËË
ÚÂÔÕËÙ Ô ÐÇÐÖÎÇÄÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË ÐÂ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÑÌ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÌ âÏÇ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ, ÐÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÃÑÎßÛÑÌ ÅÎÖÃËÐÑÌ. ¢ÖÆÇÏ ÔÐÑÄÂ, ÍÂÍ Ë Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.1,
ÑÃÑÊÐÂÚÂÕß ÓÂÆËÖÔ âÏÞ ÃÖÍÄÑÌ a.

£ ÖÓÂÄÐÇÐËË (1) ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (8) ÄÇÓØÐËÌ ÒÓÇÆÇÎ Ä
ËÐÕÇÅÓÂÎÇ ÓÂÄÇÐ a, U�r� � ÿU0 � const Ë ËÐÕÇÅÓÂÎ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÄÞÚËÔÎÇÐ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ
[10]:� a

0

J 2
m �kr� r dr �

a 2

2

ÿ
J 2
m �ka� ÿ Jmÿ1�ka� Jm�1�ka�

�
: �30�

£ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ m � l� 1=2ÿ 2dl=p Ë ÖÉÇ ÐÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂ-
ÅÂÇÕÔâ ÍÂÍÂâ-ÎËÃÑ ÏÂÎÑÔÕß àÐÇÓÅËË ÚÂÔÕËÙÞ k 2.

²ÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÏÞ ÔÚËÕÂÇÏ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÔËÕÖÂÙËá, Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ×ÂÊÂ dl ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ p=2� pn, n 2 N0 �
� f0; 1; 2; . . .g. ´ÖÕ ÖÚÕÇÐÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÔÕË
×ÂÊÞ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÓËÕâÉÇÐËâ.

ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÎÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ Ô
àÐÇÓÅËÇÌ k 2

s � 4p
k 2

X1
l�0
�2l� 1� sin2 dl ; �31�

Â sl � �4p=k 2��2l� 1� sin2 dl ì ÒÂÓÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÆÎâ
ÓÂÔÔÇâÐËâ ÚÂÔÕËÙ Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ l.
®Þ ÐÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÔÎÖÚÂÌ s-ÓÂÔÔÇâÐËâ (Ô l � 0).
±ÑàÕÑÏÖ, ÇÔÎË ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÏ
ÊÐÂÚÇÐËË ÒÂÓÙËÂÎßÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ (ÓÇÊÑÐÂÐÔÇ) Ô l 6� 0, ÕÑ
ÒÓË sl � sl max sin2 dl � 1 Ë dl � p=2� pn, n 2 N0.

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ×ÑÓÏÖÎÞ (1)
ÔØÑÆËÎÔâ, ËÐÆÇÍÔ ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß ÐÇÑÕÓË-
ÙÂÕÇÎßÐÞÏ, ÒÑàÕÑÏÖ

dl <
p
2

�
l� 1

2

�
: �32�

£ÑÊÏÑÉÐÞÇ Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ×ÂÊÞ ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß ÍÂÍ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß�

�2mÿ 1� p
2
; m � 1; 2; 3; . . .

�
�
�
p
2
;
3p
2
;
5p
2
; . . .

�
:

¯ÑÏÇÓ m ÚÎÇÐÂ ÕÂÍÑÌ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÐÂÊÑÄÈÏ
"ÕËÒÑÏ" ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ. ¥Îâ ÍÂÉÆÑÌ "ÒÂÓÙËÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ",
ÍÑÕÑÓÂâ ÐÖÏÇÓÖÇÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÏÑÏÇÐÕÂ l, ÏÑÉÐÑ ËÊ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (32) ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÆÑÒÖÔÕËÏÞÇ "ÕËÒÞ" ÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÑÄ. ¥Îâ l � 1 Ë l � 2 ËÊ (32) ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß
ÒÑâÄÎÇÐËâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÑÄ ÕËÒÂ 1 (Õ.Ç. dl � p=2), ÆÎâ l � 3 Ë
l � 4 ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÓÇÊÑÐÂÐÔÞ ÕËÒÑÄ 1 Ë 2 (p=2 Ë 3p=2), ÆÎâ
l � 5 Ë l � 6ìÓÇÊÑÐÂÐÔÞ ÕËÒÑÄ 1, 2 Ë 3 (p=2, 3p=2 Ë 5p=2) Ë
Õ.Æ.

¹ËÔÎÑ "ÕËÒÑÄ" ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÓÇÊÑÐÂÐÔÑÄ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ
Ô ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ l, ÐÑ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÐÂÃÑÓÂ
m � 1, 2, . . ., m0 ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÓÑÄÐÑ ÆÄÇ "ÒÂÓÙËÂÎßÐÞÇ
ÄÑÎÐÞ" Ô ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ÆÑÒÖÔÕËÏÞÏ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏ m0.

£ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÆÂÎÇÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÍÑ-
ÕÑÓÖá ÑÃÓÂÕÐÖá ÊÂÆÂÚÖ: ÒÑÆÔÕÂÄÎââ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ±ÂÌÔÂ
ÒÓË ÍÂÉÆÑÏ l ÆÑÒÖÔÕËÏÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ×ÂÊ, ÏÞ
ÐÂØÑÆËÏ ÔÄâÊß ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ U0a

2 Ë ka ÒÓË àÕËØ ÓÇÊÑÐÂÐ-
ÔÂØ.

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐÞ ÅÓÂ×Ë-
ÍË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ âÏ U0a

2 ÑÕ ÄÇÎËÚË-
ÐÞ ka ÒÓË ÓÂÊÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ l Ë ÆÎâ ÓÂÊÐÞØ "ÕËÒÑÄ" ÓÇ-
ÊÑÐÂÐÔÑÄ. ¯ÂÊÑÄÈÏ àÕË ÅÓÂ×ËÍË ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÏË ÍÓËÄÞÏË.

±ÓËÄÇÆÈÏ ÒÓÑÔÕÞÇ ÒÓËÏÇÓÞ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ
ÓÑÆÂ.

1. ±ÖÔÕß l � 1. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÕÑÎßÍÑ ÒÇÓÄÞÌ
ÕËÒ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ: dl � p=2.

£ ÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÐËÉÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâØ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ
×ÑÓÏÖÎÖ (30) Ë ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÖá ×ÑÓÏÖÎÖ [10]

Jnÿ1�z� � Jn�1�z� � 2n
z

Jn�z� : �33�

µÓÂÄÐÇÐËÇ ±ÂÌÔÂ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

1 � U0

2

� a

0

J 2
n �kr� r dr ; n � 1

2
;

Ë Ä ÔËÎÖ (30)

4

U0a 2
� J 2

1=2�ka� ÿ Jÿ1=2�ka� J3=2�ka� : �34�

µÚÕÈÏ, ÚÕÑ

J1=2�z� �
�����
2

pz

r
sin z ; Jÿ1=2�z� �

�����
2

pz

r
cos z :

¶ÑÓÏÖÎÂ (33) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÚËÔÎËÕß

J3=2�z� � 1

z

�����
2

pz

r
sin zÿ

�����
2

pz

r
cos z :

±ÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË Ä (34) ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (z � ka)

4

U0a 2
� 1

pka

�
2ÿ sin 2ka

ka

�
: �35�

ÇÅÍÑ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
ÅÓÂ×ËÍÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË U0a

2 ÑÕ ka:

U0a
2 � 3p

ka
pri ka5 1 ;

U0a
2 � 2pka pri ka4 1 :

178 À.®. ¢²µ¬, ¡.¯. £°°»µ¬ [µ¶¯ 2012



±ÑÐâÕÐÑ, ÚÕÑ ÐÂ ÍÓËÄÑÌ ËÏÇÇÕÔâ ÏËÐËÏÖÏ Ë ÇÔÎË
×ËÍÔËÓÑÄÂÕß ÄÇÎËÚËÐÖ U0a

2 Ë ÒÓÑÄÇÔÕË ÄÞÛÇ ÏËÐËÏÖÏÂ
ÅÓÂ×ËÍÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÖá ÒÓâÏÖá U0a

2 � const, ÕÑ ÒÑ
ÕÑÚÍÂÏ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÞ ka ÆÎâ àÕÑÅÑ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ âÏ.

2. ±ÖÔÕß l � 2. ¬ÂÍ Ë ÒÓË l � 1, ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÕÑÎßÍÑ
ÒÇÓÄÞÌ ÕËÒ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ: dl � p=2.

µÓÂÄÐÇÐËÇ ±ÂÌÔÂ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

4

3
� U0

� a

0

J 2
3=2�kr� r dr :

£ÞÚËÔÎÇÐËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÆÂÈÕ� a

0

J 2
3=2�kr� r dr �

a 2

2

�
J 2
3=2�ka� ÿ J1=2�ka� J5=2�ka�

�
:

£ÞÒËÛÇÏ ÄØÑÆâÜËÇ ÔáÆÂ ÃÇÔÔÇÎÇÄÞ ×ÖÐÍÙËË. °ÐË ÑÒâÕß
ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ sin z, cos z Ë ÔÕÇÒÇÐË z:

J3=2�z� � 1

z

�����
2

pz

r
sin zÿ

�����
2

pz

r
cos z ;

J1=2�z� �
�����
2

pz

r
sin z ;

J5=2�z� �
�����
2

pz

r ��
3

z 2
ÿ 1

�
sin zÿ 3

z
cos z

�
:

¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ Jn�1=2�z� ÒÓË ÙÇÎÞØ n ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (33) ËÎË ÑÃÜÇÌ ×ÑÓÏÖ-
ÎÑÌ ËÊ ÕÇÑÓËË ÃÇÔÔÇÎÇÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ:

Jn�1=2�z� � �ÿ1�n z n�1=2
���
2

p

r �
1

z

d

dz

�n�
sin z

z

�
:

±ÑÔÎÇ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ±ÂÌÔÂ
ÊÂÒËÛÇÕÔâ Ä ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÏ ÄËÆÇ ÕÂÍ:

4

3U0a 2
� 1

pka

�
1� sin ka cos ka

ka
ÿ 2 sin2 ka

�ka�2
�
: �36�

¡ÔËÏÒÕÑÕËÍË (36) ÔÎÇÆÖáÜËÇ:

U0a
2 � 30p

�ka�3 pri ka5 1 ;

U0a
2 � 4

3
pka pri ka4 1 :

²ÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ka ÑÕÞÔÍËÄÂáÕÔâ Ä ÍÎÂÔÔÇ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ Ô ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ U0a

2, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë Ä
ÔÎÖÚÂÇ l � 1.

²ÂÃÑÕÂâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÕÑÚÇÍ, ÏÞ ÆÑÎ-
ÉÐÞ ÒÓËÐâÕß ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÏÖ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËá
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÍÓËÄÞØ Ä ÕÑÚÍÇ (U0a

2, ka) ÏÑÅÖÕ ÑÕÄÇÚÂÕß ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ÓÂÊÐÞÇ ÒÂÓÞ ÚËÔÇÎ (l,m), ÐÑ Ë ÓÇÂÎßÐÞÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÞ
Ä ÓÂÊÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ âÏÂØ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ
ÖÔÎÑÄËá U0a

2 � const ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÐÇ ÑÕÆÇÎßÐÞÇ ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎßÐÞÇ âÏÞ, Â ÙÇÎÞÌ ÍÎÂÔÔ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ÒÓâÏÑ-
ÖÅÑÎßÐÞØ âÏ Ô ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÌ ÅÎÖÃËÐÑÌ.

¯ËÉÇ ÏÞ ÒÓËÄÇÆÈÏ ÑÃÜËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÍÓËÄÞØ ÒÓË ka5 1 Ë ka4 1 ÆÎâ ÎáÃÞØ ÒÂÓ
(l, m). ¢ÖÆÇÕ ÒÓËÄÇÆÇÐÑ ÕÂÍÉÇ ÒÓÑÔÕÑÇ ÒÓÂÄËÎÑ ÐÂØÑÉÆÇ-
ÐËâ ÕÑÚÇÍ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÍÓËÄÞØ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
(U0a

2, ka).
¡ÔËÏÒÕÑÕËÍË ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÍÓËÄÞØ ÆÎâ ka5 1 Ë

ka4 1 ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÌ âÏÞ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (1) Ë (30). ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÇÚß
ËÆÈÕ Ñ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÔËÕÖÂÙËË, ÒÑÎÑÉËÏ dl � �2mÿ 1� p=2,

l� 1=2ÿ 2dl=p � m � l� 3=2ÿ 2m > 0, z � ka. ±ÑÔÎÇ
àÕÑÅÑ ÄÞÚËÔÎËÏ ÎÇÄÖá ÚÂÔÕß (1). ¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÂ Ä (1), ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÅÑ ÍÄÂÆÓÂÕ ÃÇÔÔÇÎÇÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË,
ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (30), ÒÑÆÔÕÂÄËÄ Ä ÐÇÈ ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÚÇÔÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÓË z! 0:

Jn�z� � �z=2�n
G�n� 1� ;

n � mÿ 1, m, m� 1. ¿ÕË ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ
ÔÎÇÆÖáÕ ËÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ [10]:

Jm�z� �
X1
k�0

�ÿ1�k�z=2�2k�m
k!G�k� m� 1� :

±ÑÔÎÇ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÐÇÔÎÑÉÐÑÅÑ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËâ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÅÑ ÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËË, ÒÑÎÖÚËÕÔâ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ

U0a
2�ka�2m � j�l;m� ; �37�

m � l� 3=2ÿ 2m. ¶ÖÐÍÙËâ j�l;m� ÒÓÑÔÕÑ Ë ÕÑÚÐÑ ÄÞÚË-
ÔÎâÇÕÔâ. ®Þ ÐÇ ÄÞÒËÔÞÄÂÇÏ ÇÈ ÊÆÇÔß ÄÄËÆÖ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ
ÅÓÑÏÑÊÆÍÑÔÕË àÕÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ. µÓÂÄÐÇÐËÇ (37) ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ
ÒÓË ka5 1. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ ÒÓË ka4 1.

±ÑÔÎÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (30) Ä ÐÇÅÑ ÏÑÉÐÑ
ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË

Jn�z� �
�����
2

pz

r
cos

�
zÿ pn

2
ÿ p

4

�
ÒÓË z!1. ¬ÂÍ Ë ÄÞÛÇ, n � mÿ 1, m, m� 1 .

µÓÂÄÐÇÐËÇ ±ÂÌÔÂ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÑÄÔÇÏ
ÒÓÑÔÕÑ:

2l� 1ÿ 2dl=p
2l� 1ÿ 4dl=p

dl � p
2

U0a
2

pka
:

¥ÇÎÂâ ÊÂÏÇÐÖ dl ! �2mÿ 1� p=2, ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ÒÑÎÖÚËÏ:

U0a
2 � pka

2�l� 1ÿm��2mÿ 1�
2l� 3ÿ 4m

: �38�

¿ÕÑ Ë ÇÔÕß ËÔÍÑÏÂâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ ÒÓË
ka4 1.

±ÑÔÎÇÆÐËÌ ÄÑÒÓÑÔ ÊÆÇÔß ì ÑÕÞÔÍÂÐËÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ
ÕÑÚÇÍ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÍÓËÄÞØ. ¬ÑÏÒßáÕÇÓÐÞÌ
ÂÐÂÎËÊ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÕÂÍËÇ ÕÑÚÍË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÄÑÄÔÇ ÐÇ
âÄÎâáÕÔâ àÍÊÑÕËÍÑÌ. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÓÂÊÐÞÇ ÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÒÇÓÇÔÇÍÂáÕÔâ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË (U0a

2, ka).
±ÓÑÄÇÆÈÏ ÚÇÓÇÊ ÕÑÚÍÖ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÖá
ÒÓâÏÖá, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÍÎÂÔÔÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ Ô ×ËÍÔË-
ÓÑÄÂÐÐÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ U0a

2. ©ÂÒËÛÇÏ ÊÂÕÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
±ÂÌÔÂ ÆÎâ àÕËØ ÍÓËÄÞØ, ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÑÐË ÊÂÆÂáÕÔâ
ÒÂÓÂÏË ÚËÔÇÎ (l, m) Ë (~l, ~m) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. £ ÒÓÂÄÑÌ
ÚÂÔÕË (1) ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÑÒâÕß ÄÞÚËÔÎâáÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá (30).
´ÑÅÆÂ ÒÑÎÖÚËÕÔâ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÒÇÓÄÑÇ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ

2�l� 1ÿm��2mÿ 1�
2l� 3ÿ 4m

�

� U0a
2

2

�
J 2
m �ka� ÿ Jmÿ1�ka� Jm�1�ka�

	
:

£ÕÑÓÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÕÑÚÐÑ ÕÂÍÑÌ ÉÇ ÄËÆ Ô ÖÚÈÕÑÏ
ÊÂÏÇÐÞ l! ~l, m! ~m, m! ~m.

²ÂÊÆÇÎËÄ àÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÓÖÅ ÐÂ ÆÓÖÅÂ, ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ka Ä ÕÑÚÍÇ ÒÇÓÇ-
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ÔÇÚÇÐËâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÍÓËÄÞØ. ±ÑÔÎÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÅÑ kaÏÑÉÐÑ ÒÑÆÔÕÂÄËÕß àÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ Ä ÎáÃÑÇ ËÊ
ÆÄÖØ ËÔØÑÆÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ
U0a

2 Ä ÕÑÚÍÇ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ. ¿ÕÂ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ, àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÂâ
ÒÑ ÔÖÕË, ÕÓÇÃÖÇÕ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ, ÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ
ÆÂÈÕ ÑÕÄÇÕ ÐÂ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÓÂÊÐÞØ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÍÓËÄÞØ. ¬ÑÐÇÚÐÑ, ÄÑÊÏÑÉÐÞ Ë ÔËÕÖÂÙËË, Ä
ÍÑÕÑÓÞØ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÐÇ ÒÇÓÇÔÇÍÂáÕÔâ.

7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

®ÑÉÇÕ ÒÑÍÂÊÂÕßÔâ ÖÆËÄËÕÇÎßÐÞÏ, ÚÕÑ Ä ÕÂÍÑÌ, ÖÉÇ
"ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ", ÑÃÎÂÔÕË, ÍÂÍ ×ÂÊÑÄÂâ ÕÇÑÓËâ ÓÂÔÔÇâÐËâ
Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ, ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÐÂØÑÆâÕÔâ ÊÂÆÂÚË,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÉÐÑ Ë ÐÖÉÐÑ ÓÇÛÂÕß. ¬ ÚËÔÎÖ ÕÂÍËØ ÊÂÆÂÚ
ÑÕÐÑÔËÕÔâ Ë ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÐÂØÑÉÆÇÐËË ×ÂÊ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÚÂÔÕËÙ Ô
ÐÇÐÖÎÇÄÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÑÄ. ²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÓÇÚß ËÆÈÕ Ñ ÏÇÕÑÆÂØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ,
ÄÞØÑÆâÜËØ ÊÂ ÓÂÏÍË ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ, ÐÇ
ÒÑÊÄÑÎâáÜÇÅÑ ÄÑÑÃÜÇ ÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ
ÔËÕÖÂÙËË Ä ÄÞÔÛËØ ÒÂÓÙËÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐÂØ.

±ÓËÃÎËÉÇÐËÇ ±ÂÌÔÂ, ÇÅÑ ËÐÕÇÅÓÑ-×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ×ÂÊ dl, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ä ÓÇÊÑÐÂÐÔ-
ÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ, ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ, Í ÔÑÉÂÎÇÐËá, ÏÂÎÑËÊÄÇÔÕÐÑ ÍÂÍ
ÔÒÇÙËÂÎËÔÕÂÏ, ÕÂÍ Ë ÒÓÇÒÑÆÂÄÂÕÇÎâÏ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂ-
ÐËÍË. ªÏÇÐÐÑ ÒÑàÕÑÏÖ ÐÂÏ ÍÂÊÂÎÑÔß ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÞÏ
ÐÂÒËÔÂÕß àÕÖ ÔÕÂÕßá Ë ÑÃÓÂÕËÕß ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÐÑÄÞÇ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÊÆÇÔß ÄÑÊÐËÍÂáÕ.

°ÕÏÇÕËÏ ÇÜÈ ÓÂÊ, ÚÕÑ, ÐÂ ÐÂÛ ÄÊÅÎâÆ, ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ
ÑÔÕÂÈÕÔâ ÐÇÓÇÛÈÐÐÑÌ ÑÚÇÐß ÄÂÉÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÔÄâÊË
ÐÇÅÎÖÃÑÍËØ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ô ÒÑâÄÎÇÐËÇÏ ÓÇÊÑÐÂÐ-
ÔÑÄ ÒÓË ÓÂÔÔÇâÐËË ÚÂÔÕËÙ Ô ÏÂÎÞÏË àÐÇÓÅËâÏË (ÒÓË
l 6� 0). ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ËÆÇË Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË ÕÂÍÑÌ ÔÄâÊË Ä
ÔÇÓßÈÊÐÞØ ÓÖÍÑÄÑÆÔÕÄÂØ ÒÑ ÕÇÑÓËË ÓÂÔÔÇâÐËâ ÄÞÔÍÂÊÞÄÂ-
ÎËÔß ÐÇÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [15, ÅÎ. 13]). ¹ËÔÎÇÐ-
ÐÞÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ "ÒÑÒÖÎâÓÐÞØ" ÒÑÕÇÐÙËÂ-
ÎÑÄ ÕÂÍÉÇ ÖÍÂÊÞÄÂáÕ ÐÂ âÄÐÖá ÍÑÓÓÇÎâÙËá ÔÄâÊÂÐÐÞØ
ÖÓÑÄÐÇÌ Ô ÓÇÊÑÐÂÐÔÂÏË.

°ÕÆÂÄÂâ ÆÑÎÉÐÑÇ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÞÏ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÏÇÕÑÆÂÏ
Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ, ÏÞ ØÑÕÇÎË ÃÞ, ÑÆÐÂÍÑ, ÒÑÆÚÇÓ-
ÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÑÐË ÚÂÔÕÑ ÑÔÐÑÄÂÐÞ ÐÂ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ.
¿ÕÑ ÑÕÐÑÔËÕÔâ, ÍÑÐÇÚÐÑ, Ë Í ÓÂÔÚÈÕÂÏ Ä ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË.

±ÓËÃÎËÉÇÐËÇ ±ÂÌÔÂ Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË ÏÂÎÑÔÕË ×ÂÊ
ÓÂÔÔÇâÐËâ dl, l 6� 0, ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÇ. ³ ÆÓÖÅÑÌ
ÔÕÑÓÑÐÞ, ÑÐÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ (ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞØ
ÔÎÖÚÂâØ) ÒÑÎÖÚËÕß Ë ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ. £
ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË àÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÓÂÔÛËÓÇÐËÇÏ ÍÎÂÔÔÂ
×ÖÐÍÙËÌ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÕÂÄâÕÔâ Ë ÓÇÛÂáÕÔâ ÄÂÓËÂÙËÑÐ-
ÐÞÇ ÊÂÆÂÚË. ªÏÇÐÐÑ ÕÂÍÂâ ÒÓÑÅÓÂÏÏÂ ÒÑÊÄÑÎËÎÂ ÒÑÎÖ-

ÚÂÕß ÐÑÄÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ Ä
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ ×ÖÐÍÙËÌ ¢ÇÔÔÇÎâ Ô ÒÑÎÖÙÇÎÞÏ
ËÐÆÇÍÔÑÏ Í ×ÖÐÍÙËâÏ ¢ÇÔÔÇÎâ Ô ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ËÐÆÇÍ-
ÔÑÏ. ²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ËÐÕÇÓÇÔ Ë ÆÓÖÅËÇ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕË ÓÂÔÛËÓÇÐËâ ÍÎÂÔÔÂ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ.

©ÂÆÂÚÂ Ñ ÄÞÚËÔÎÇÐËË ×ÂÊ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÆÎâ ÚÂÔÕËÙ Ô
ÐÇÐÖÎÇÄÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË, ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏË àÐÇÓÅËâÏË Ë
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂÏË Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÓÇÛÇÐÂ ÕÑÎßÍÑ ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÏÇÕÑÆÂÏË. ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ
ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞØ, ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ËÎË ÒÑÎÖÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ
ÏÇÕÑÆÑÄ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÂÍÕÖÂÎßÐÞÏ Ë ÒÑÎÇÊÐÞÏ. ®Þ ÑÃÔÖ-
ÆËÎË ÄÞÛÇ ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÐÇÃÑÎßÛÑÇ ÚËÔÎÑ ÒÓËÏÇÓÑÄ, ÐÑ
ÔÂÏÂ ÏÇÕÑÆËÍÂ ËØ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÆÇâÕßÔâ ÐÂ
ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÇ ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ ÍÓÖÅÂ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÊÂÆÂÚ Ä ÂÕÑÏ-
ÐÑÌ, âÆÇÓÐÑÌ Ë ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ ×ËÊËÍÇ, Í ÍÑÕÑÓÞÏ ÏÑÉÐÑ
ÒÓËÏÇÐâÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÒÂÌÔÑÄÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ.

¡ÄÕÑÓÞ ÔÕÂÕßË ËÔÍÓÇÐÐÇ ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÞ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑÏÖ
ËÏ ÓÇÙÇÐÊÇÐÕÖ ÊÂ ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÞÇ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐËâ Ñ ÆÑÒÑÎ-
ÐÇÐËâØ Í ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ ÕÇÍÔÕÖ Ë ÊÂ ÖÍÂÊÂÐËÇ ÐÂ
ÓÂÃÑÕÞ [5, 7, 14].
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Scattering phases for particles with nonzero orbital momentum and resonance regimes in the Pais approximation
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The functional Pais equation for scattering phases with nonzero orbital momentum is solved in the case of low energy particles. For
short range screening potentials, in particular, those of the Yukawa or Thomas ëFermi type, the Pais equation is shown to reduce to
transcendental equations. For the potentials� rÿn, n > 0, simple algebraic equations are obtained for determining the phases dl, l 6� 0.
Possible applications of the Pais equation to the problem of énding resonance regimes in the scattering of low energy particles with
nonzero orbital momentum are discussed.
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