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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ÔÇÏ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÂ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ. £ÔâÍËÌ ÓÂÊ, ÍÑÅÆÂ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÆÇÎÑ Ô
ÔËÔÕÇÏÑÌ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÌ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÞ, ÇÈ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
(ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÇ) ÑÒËÔÞ-

ÄÂáÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. ±ÑÆÑÃÐÑÇ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ âÄÎâÇÕÔâ ÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ Ë ÐÇ
ÑÔÑÃÇÐÐÑ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÏ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÎáÃÂâ ÐÇÕÓË-
ÄËÂÎßÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÑÃÞÚÐÑ ÕÓÇÃÖÇÕ ËÐÆËÄËÆÖÂÎßÐÑÅÑ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ Ë, ØÑÕâ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÚÂÔÕÑ ÑÃÐÂÓÖÉËÄÂáÕÔâ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÇ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÓÇÆË ÏËÍÓÑ-
ÔÍÑÒËÚÇÔÍË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔËÔÕÇÏ (ÐÂÒÓËÏÇÓ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ
ËÐÆÇÍÔÞ ÒÓË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ), ÆÑ
ÔÂÏÑÅÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÐËÍÑÅÆÂ ÐÇ ÐÂÃÎáÆÂÎÑÔß
ÕÂÍÑÅÑ âÄÎÇÐËâ, ÚÕÑÃÞ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÙÇÎÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÔËÔÕÇÏ ÑÒËÔÞÄÂÎËÔß ÃÞ ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ
(ÐÇ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ) ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ

±ÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ ´ÓÇÌÔË Ë £ËÆÑÏÂ [1] ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÎÂÔß ÆÑÄÑÎßÐÑ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍÂâ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ
ÒÓÑÃÎÇÏÂ, Â ËÏÇÐÐÑ, ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÂËÃÑÎß-
ÛÇÅÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ àÓÏËÕÑÄÑÌ ÏÂÕ-
ÓËÙÞ (Gaussian Unitary Ensemble, GUE) ÓÂÊÏÇÓÂ N�N Ä
ÒÓÇÆÇÎÇ N!1. ³ ÕÇØ ÒÑÓ ÒÓÑÛÎÑ ÏÐÑÅÑ ÎÇÕ, Ë Ä
ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÑÃÛËÓÐÞÌ ÔÒËÔÑÍ
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔËÔÕÇÏ, ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ´ÓÇÌÔË ë£ËÆÑ-
ÏÂ. ¬ ÕÂÍËÏ ÔËÔÕÇÏÂÏ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÕÐÑÔâÕÔâ ÍÑÏÃËÐÂ-
ÕÑÓÐÂâ ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜËØ ÒÑÆÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔ-
ÕÇÌ ÒÓË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂØ ÐÂÕÖÓÂÎßÐÞØ ÚËÔÇÎ [2,
3], ÓÇÛÈÕÑÚÐÞÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÇ ÒÑÎËÏÇÓÞ Ô ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍËÏ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÑÏ [4], ÏÑÆÇÎß ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÑÔÕÂ ÔÑ
ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ÊÂÓÑÆÞÛÂÏË [5], ÏÑÆÇÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ
ÍËÒÇÐËâ [6], ÏÑÆÇÎß ÃÂÎÎËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÆÇÍÑÏÒÑÊËÙËË [7],
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌKPZ
[8] (ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÆÄËÉÇÐËÇ ÆÑÏÇÐÐÞØ ÔÕÇÐÑÍ, ÓÂÊÆÇÎâá-
ÜËØ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÞ) Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË [9, 10], Ë, ÐÂÍÑ-
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ÐÇÙ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÑÄ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ Ô
ÎÑÍÂÎßÐÞÏË ÍÑÓÓÇÎâÙËâÏË [11 ë 14]. ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß,
ÚÕÑ àÕÂ ÒÑÔÎÇÆÐââ ÔËÔÕÇÏÂ ÃÞÎÂ ÒÓÇÆÏÇÕÑÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÞØ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ ÐÂ ÒÓÑÕâÉÇÐËË ÒÑÔÎÇÆÐËØ ÕÓÈØ ÆÇÔâÕËÎÇ-
ÕËÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÃÊÑÓ [15]). £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, àÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô
ÕÇÏ, ÚÕÑ ÏÑÆÇÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÑÄ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÏÐÑÅËÏ ÆÓÖÅËÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÏ ÔËÔÕÇ-
ÏÂÏ, ÕÂÍËÏ ÍÂÍ ÆÑÏÇÐÐÞÇ ÔÕÇÐÍË Ä ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÎÈÐÍÂØ
[16], ÄËØÓÇÄÞÇ ÎËÐËË Ä ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆÐËÍÂØ [17], ÅÓÂÐËÙÞ
ÔÏÂÚËÄÂÐËâ Ä ÒÎÂÐÂÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ [18], ÃáÓÅÇÓÔÑÄÔÍÂâ
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß [19] Ë Õ.Æ.

£Ñ ÄÄÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕË àÕÑÅÑ ÑÃÊÑÓÂ, Ä ÄËÆÇ ÒÓËÏÇÓÂ, ÏÞ
ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÂ ÒÓÑÔÕÑÏ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÕÓË ÔÕÂ-
ÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ: ÍÑÏÃËÐÂÕÑÓÐÖá ÏÑÆÇÎß ÄÑÊÓÂÔ-
ÕÂáÜËØ ÒÑÆÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕÇÌ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ ÒÓË
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂØ ÐÂÕÖÓÂÎßÐÞØ ÚËÔÇÎ (ÓÂÊÆÇÎ 1.1),
ÏÑÆÇÎß ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÑÔÕÂ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ÊÂÓÑÆÞ-
ÛÂÏË (ÓÂÊÆÇÎ 1.2) Ë ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÇ ÒÑÎË-
ÏÇÓÞ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ (ÓÂÊÆÇÎ 1.3). £ ÓÂÊÆÇÎÇ 1.4
ÃÖÆÖÕ ËÊÎÑÉÇÐÞ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ËÆÇË ÏÇÕÑÆÂ ÓÇÒÎËÍ, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÃÖÆÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚË
Ñ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÂØ Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ, Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 1.5 ÏÞ
ÆÂÆËÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ´ÓÇÌÔË ë
£ËÆÑÏÂ Ë ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÇÈ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ.

²ÂÊÆÇÎÞ 2 Ë 3 ÒÑÔÄâÜÇÐÞ ÕÑÚÐÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá ÊÂÆÂÚË ÑÃ
ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÂØ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ. £
ÓÂÊÆÇÎÇ 2 ËÊÎÑÉÇÐÂ ÑÃÜÂâ ÏÇÕÑÆÑÎÑÅËâ Ë ÑÔÐÑÄÐÞÇ
ËÆÇË ÓÇÛÇÐËâ, Â Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ËÊÎÑÉÇÐ ×ÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÄÞÄÑÆ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ´ÓÇÌÔË ë£ËÆÑÏÂ ÆÎâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÂØ.
£ÕÑÓÂâ ÚÂÔÕß ÑÃÊÑÓÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËâ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ ÄÔá ÐÇÑÃØÑÆËÏÖá ÄÞÚË-
ÔÎËÕÇÎßÐÖá "ÕÇØÐËÍÖ", ÍÑÕÑÓÂâ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ Ä ÒÇÓÄÑÌ
ÚÂÔÕË ÑÃÊÑÓÂ.

1.1. ¬ÑÏÃËÐÂÕÑÓËÍÂ
®Þ ÐÂÚÐÈÏ Ô ÚËÔÕÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ "ËÅÓÖÛÇÚÐÑÌ"
ÏÑÆÇÎË, ÍÑÕÑÓÂâ, ÍÂÍ ÏÞ ÖÄËÆËÏ ÒÑÊÉÇ, ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÂ Ô
ÕÂÍËÏË ×ËÊËÚÇÔÍËÏË ÒÓÑÃÎÇÏÂÏË, ÍÂÍ ÏÑÆÇÎß ÍÓËÔÕÂÎ-
ÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÑÔÕÂ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ÊÂÓÑÆÞÛÂÏË Ë ÑÆÐÑ-
ÏÇÓÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÑÄ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ. £ àÕÑÌ ÍÑÏÃËÐÂÕÑÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÂÏÑÌ ÆÎËÐÐÑÌ ÒÑÆÒÑÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑÔÕË ÒÓË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂØ N ÐÂÕÖÓÂÎßÐÞØ
ÚËÔÇÎ f1; 2; :::;Ng [20]. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÖá ÒÇÓÇ-
ÔÕÂÐÑÄÍÖ àÕËØ ÚËÔÇÎ Ë ÄÞÆÇÎËÏ ÄÔÇ ËÏÇáÜËÇÔâ Ä ÐÇÌ
ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜËÇ ÒÑÆÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË. ¥ÎËÐÖ ÔÂÏÑÌ
ÆÎËÐÐÑÌ ËÊ ÐËØ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ lN. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË
ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÖá ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÖ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ
N � 11:

f3; 5; 10; 1; 9; 6; 8; 4; 7; 11; 2g : �1:1�
£ àÕÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÇ ËÏÇÇÕÔâ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÓÂÊÎËÚÐÞØ
ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜËØ ÒÑÆÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕÇÌ (ÕÂÍËØ, ÍÂÍ
f3; 5; 10; 11g, f1; 9; 11g Ë Õ.Æ.), Ë ÔÓÇÆË ÐËØ ÔÂÏÞÏË
ÆÎËÐÐÞÏË âÄÎâáÕÔâ ÆÄÇ: f3; 5; 6; 7; 11g Ë f3; 5; 6; 8; 11g.
ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË lN � 5. ±ÓÑ-
ÔÕÑÇ ÅÓÂ×ËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂ-
ÐÑÄÍË ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 1. ©ÆÇÔß 11 ÕÑÚÇÍ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ
ÄÐÖÕÓË ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÓÂÊÏÇÓÑÏ �12� 12� ËÊÑÃÓÂÉÂáÕ ÒÇÓÇ-
ÔÕÂÐÑÄÍÖ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÖá Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (1.1): ÍÂÉÆÑÏÖ ÐÂÕÖ-
ÓÂÎßÐÑÏÖ ÚËÔÎÖ ÐÂ ÑÔË x ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÆÐÑ Ë ÕÑÎßÍÑ
ÑÆÐÑ ÚËÔÎÑ ÐÂ ÑÔË y (ÚËÔÎÖ x � 1 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ y � 3,

ÚËÔÎÖ x � 2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ y � 5 Ë Õ.Æ.). ²ÂÊÎËÚÐÞÇ
ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜËÇ ÒÑÆÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕÔâ
ÊÆÇÔß ÄÔÇÄÑÊÏÑÉÐÞÏË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÏË ÒÖÕâÏË, ÔÑÇÆË-
ÐâáÜËÏË ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ �0; 0� Ô ÒÓÂÄÞÏ ÄÇÓØÐËÏ
ÖÅÎÑÏ ÍÄÂÆÓÂÕÂ �12; 12� Ë ÒÓÑØÑÆâÜËÏË ÚÇÓÇÊ ÓÂÔÒÑÎÑ-
ÉÇÐÐÞÇ ÄÐÖÕÓË ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÕÑÚÍË. "¯ÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÔÕß" àÕËØ
ÒÖÕÇÌ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ ÕÑÚÍË Í ÕÑÚÍÇ
ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÆÄËÉÇÐËÇ ÎËÛß ÄÒÓÂÄÑ Ë ÄÄÇÓØ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ËÊ
ÕÑÚÍË �6; 6� ÐÂ ÓËÔ. 1 ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÒÇÓÇØÑÆ ÎËÛß Ä ÕÑÚÍË
�7; 8�, �9; 7� Ë �10; 11�. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË ËÊ
ÕÑÚÍË �0; 0� Ä ÕÑÚÍÖ �12; 12� ÑÃÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x Ë y ÐÂ
ÍÂÉÆÑÏ ÛÂÅÇ ÏÑÅÖÕ ÎËÛß ÄÑÊÓÂÔÕÂÕß. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô
àÕËÏË ÒÓÂÄËÎÂÏË ÔÂÏÂâ ÆÎËÐÐÂâ ÒÑÆÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÏ ÒÖÕÈÏ, ÒÓÑØÑÆâÜËÏ ÚÇÓÇÊ
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÕÑÚÇÍ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÆÂÐÐÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË ÔÂÏÂâ ÆÎËÐÐÂâ ÒÑÆÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑÔÕß ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ âÄÎâÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ. £ ÚÂÔÕÐÑ-
ÔÕË, Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÏ ÒÓËÏÇÓÇ ËÏÇÇÕÔâ ÆÄÇ ÔÂÏÞØ
ÆÎËÐÐÞØ ÒÑÆÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË: f3; 5; 6; 7; 11g Ë
f3; 5; 6; 8; 11g.

²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÄÔÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË ËÊ N
ÚËÔÇÎ, ÏÞ ÑÃÐÂÓÖÉËÄÂÇÏ, ÚÕÑ ÆÎËÐÂ lN âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ. ±ÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÄÔÇ àÕË ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË ËÏÇáÕ
ÓÂÄÐÖá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß, ÒÓÑÃÎÇÏÂ ×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÕÔâ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ: ÍÂÍÑÄÂ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÞ lN?

°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ N ÔÓÇÆÐââ
ÄÇÎËÚËÐÂ ÔÂÏÑÌ ÆÎËÐÐÑÌ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÇÌ ÒÑÆÒÑÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑÔÕË, lN, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ

����
N
p

, Â ËÏÇÐÐÑ, lN '
' 2

����
N
p

[21]. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, Ä ÒÓÇÆÇÎÇ N!1 ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ
ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ âÄÎÇÐËÇ ÔÂÏÑÖÔÓÇÆÐÇÐËâ, Â ËÏÇÐÐÑ,
limN!1 lN=

����
N
p � 2. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ

Ä ÒÓÇÆÇÎÇ N!1 ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÞ lN=

����
N
p

ÔÉËÏÂÇÕÔâ Ä d-×ÖÐÍÙËá.
¯Â ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÎÇÅÍÑ ÒÑÐâÕß, ÒÑÚÇÏÖ ÒÓË

ÃÑÎßÛËØ N ÕËÒËÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ lN ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ

����
N
p

. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÓË ÃÑÎßÛÑÏ N
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂ ÚËÔÇÎ f1; 2; . . . ;Ng Ä ÕÇÓÏË-

11
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7

6
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4

3

2

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

²ËÔ. 1. ¤ÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË, ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÌ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË (1). ±ÖÐÍÕËÓÐÂâ ÎËÐËâ ËÊÑÃÓÂÉÂÇÕ ÑÆÐÖ ËÊ ÆÄÖØ ÔÂÏÞØ
ÆÎËÐÐÞØ ÒÑÆÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕÇÌ f3; 5; 6; 7; 11g.
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ÐÂØ ÏÂÕÓËÙÞ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÌ ÐÂ ÓËÔ. 1, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇN ÕÑÚÇÍ ÄÐÖÕÓË ÍÄÂÆÓÂÕÂN�N.
£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÕÑÚÇÍ Ä ÕÂÍÑÏ ÍÄÂÆÓÂÕÇ ÃÖÆÇÕ
ÒÑÓâÆÍÂ 1=N, Ë, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ
ÏÇÉÆÖ ÃÎËÉÂÌÛËÏË ÕÑÚÍÂÏË ÃÖÆÇÕ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ����
N
p

. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÕËÒËÚÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÕÑÚÇÍ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÑÍÂÉÖÕÔâ ÐÂ ÃÎËÊÍÑÏ Í ÆËÂÅÑÐÂÎË ÒÖÕË ËÊ ÖÅÎÂ �0; 0� Ä
ÖÅÑÎ �N� 1;N� 1� (ËÏÇáÜÇÏ ÆÎËÐÖ ÒÑÓâÆÍÂ N) ÃÖÆÇÕ
ÒÑÓâÆÍÂ N=

����
N
p � ����

N
p

.
°ÆÐÂÍÑ ÐÂËÃÑÎßÛËÌ ËÐÕÇÓÇÔ Ä àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÒÓÇÆ-

ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÐÇ ÔÂÏÂ ÔÓÇÆÐââ ÄÇÎËÚËÐÂ lN, Â ÔÕÂÕËÔ-
ÕËÍÂ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ lN ÄÑÍÓÖÅ ÇÈ
ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ 2

����
N
p

. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ àÕÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ
ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÄÇÔßÏÂ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ, Ë ÎËÛß ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ
ÐÇÆÂÄÐÑ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
N ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ lN ÓÂÔÕÈÕ ÍÂÍ N 1=6

(ÚÕÑ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÏÇÐßÛÇ ÇÈ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ 2
����
N
p

).
¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÒÓË ÃÑÎßÛËØ N ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ
lN ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ÄËÆÇ [2, 22]:

lN ' 2
����
N
p
�N 1=6 s ; �1:2�

ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÂ ÐÑÄÂâ ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ s � 1 Ë àÕÂ
ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ N!1 ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÏ ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÏ ÑÕ N ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ´ÓÇÌÔË ë £ËÆÑÏÂ
(ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ àÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÃÖÆÖÕ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐÞ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 1.5):

lim
N!1

Prob

�
lN ÿ 2

����
N
p

N 1=6
� s

�
� PTW�s� : �1:3�

1.2. ²ÑÔÕ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ÊÂÓÑÆÞÛÂÏË
²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÂâ ÄÞÛÇ ÚËÔÕÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ "ËÅÓÖÛÇÚ-
ÐÂâ" ÏÑÆÇÎß Ä ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÑÔÕÂ ÒÓÑËÔØÑÆâÜÇÅÑ
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÓÂÊÃÓÑÔÂÐÐÞÏ ÊÂÓÑÆÞÛÂÏ. ¿ÕÑ ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÏÑÆÇÎß PNG (polynuclear growth) ÓÂÊÏÇÓÐÑ-
ÔÕË �2� 1�, ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ ÓÑÔÕ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÏÑÐÑÍÓËÔÕÂÎ-
ÎËÚÇÔÍËØ ÔÎÑÈÄ.

£ÇÓÐÈÏÔâ Í ÓËÔ. 1, ÅÆÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÇ N
ÕÑÚÇÍ ÃÖÆÖÕ ÕÇÒÇÓß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÕß ÔÑÃÑÌ ÊÂÓÑÆÞÛË ÍÓË-
ÔÕÂÎÎËÊÂÙËË. £ àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍËÇ ÏÑÐÑÔÎÑË
ÓÂÔÕÖÕ Ä "ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÏ" ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË (ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá Í
ÚËÕÂÕÇÎá) ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÒÓÂÄËÎÖ. ªÊ ÍÂÉÆÑÅÑ
ÊÂÓÑÆÞÛÂ ÏÞ ÒÓÑÄÑÆËÏ "ÔÕÖÒÇÐßÍÖ" ÏÑÐÑÔÎÑâ ÅÑÓËÊÑÐ-
ÕÂÎßÐÑ ÄÒÓÂÄÑ Ë ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑ ÄÄÇÓØ ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ ÒÑÍÂ àÕÂ
ÎËÐËâ ÔÕÖÒÇÐßÍË ÐÇ ÄÔÕÓÇÕËÕÔâ Ô ÕÂÍÑÌ ÉÇ ÎËÐËÇÌ,
ÄÞØÑÆâÜÇÌ ËÊ ÆÓÖÅÑÅÑ ÊÂÓÑÆÞÛÂ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ
ÒÑÎÖÚËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËá "ÕÇÓÓÂÔ", ÒÑÆÐËÏÂá-
ÜËØÔâ ÑÕ ÐËÉÐÇÅÑ ÎÇÄÑÅÑ Í ÄÇÓØÐÇÏÖ ÒÓÂÄÑÏÖ ÖÅÎÖ
ÍÄÂÆÓÂÕÂ (ÓËÔ. 2).

­ÇÅÍÑ ÒÑÐâÕß, ÚÕÑ ÆÎâ ÆÂÐÐÑÅÑ (ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ)
ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËâ ÊÂÓÑÆÞÛÇÌ ÚËÔÎÑ ÕÇÓÓÂÔ hN Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎË ÓÂÄÐâÇÕÔâ ÓÂÊÏÇÓÖ ÔÂÏÑÌ ÆÎËÐÐÑÌ ÄÑÊ-
ÓÂÔÕÂáÜÇÌ ÒÑÆÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË lN Ä ÍÑÏÃËÐÂÕÑÓÐÑÌ
ÏÑÆÇÎË ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÍ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 1.1. £
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËâ ÊÂÓÑÆÞÛÇÌ
ÄÐÖÕÓË ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÓÂÊÏÇÓÂ N�N, ÚËÔÎÑ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÞØ
ÏÑÐÑÔÎÑâÏË ÕÇÓÓÂÔ hN âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ,
ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ ÍÑÕÑÓÑÌ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ N!1, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ´ÓÇÌÔË ë£ËÆÑÏÂ, ÍÂÍ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË (1.3) [5]. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ËÊÖÚÇÐËÇ ÄÔÇÄÑÊ-
ÏÑÉÐÞØ ÄÂÓËÂÐÕÑÄ Ë ÏÑÆË×ËÍÂÙËÌ, Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÄÞÛÇ ÏÑÆÇÎË ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÑÔÕÂ ÕËÒÂ PNG, ÒÓÇÆ-

ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÑÃÛËÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ÆÇâÕÇÎßÐÑÔÕË (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [23]). ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÕÂÍÉÇ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÔÑÄÔÇÏ ÐÇÆÂÄÐÑ
ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ´ÓÇÌÔË ë£ËÆÑÏÂ Ä ÏÑÆÇ-
ÎâØ ÕËÒÂ PNG ÃÞÎÑ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÐÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÑ [24].

1.3. ¯ÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÇ ÒÑÎËÏÇÓÞ
±ÑÐâÕÐÑ, ÚÕÑ ÇÔÎË Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÒÓËÏÇÓÂØ
ÓÂÊÏÇÓ ÔËÔÕÇÏÞ âÄÎâÇÕÔâ ÃÑÎßÛËÏ, ÕÑ ÐÂÎËÚËÇ Ä ÐÇÌ
"ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ" ÓÇÛÈÕÍË ÐÇ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÞÏ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÏÇÔÕÑ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ×ÑÓÏÖÎË-
ÓÑÄÂÕß ÒÓÑÃÎÇÏÖ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÍ ÙÇÎÞØ ÚËÔÇÎ
(ÍÂÍ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 1.1), ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÔÕÑ ÄÄÇÔÕË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ N ÕÑÚÇÍ ÒÑ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ,
ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÏÖ ÍÄÂÆÓÂÕÑÏ (ÓËÔ. 3). £ÄÇÆÈÏ ÑÔß "ÄÓÇ-
ÏÇÐË", ÍÑÕÑÓÂâ ÃÖÆÇÕ ÄÞØÑÆËÕß ËÊ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
(ÎÇÄÞÌ ÐËÉÐËÌ ÖÅÑÎ ÍÄÂÆÓÂÕÂ) Ë ÒÓÑØÑÆËÕß ÄÆÑÎß
ÆËÂÅÑÐÂÎË ÚÇÓÇÊ ÒÓÂÄÞÌ ÄÇÓØÐËÌ ÖÅÑÎ ÍÄÂÆÓÂÕÂ. ¯ÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐÐÞÌ ÒÑÎËÏÇÓ Ä àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ì àÕÑ ÒÖÕß, ÒÓÑØÑÆâÜËÌ
ÚÇÓÇÊ ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÓÂÊÃÓÑÔÂÐÐÞÇ ÕÑÚÍË ÍÄÂÆÓÂÕÂ Ë ËÆÖÜËÌ
ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá "ÄÓÇÏÇÐË", Õ.Ç. àÕÑÕ ÒÖÕß ÄÞØÑÆËÕ ËÊ
ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÊÂÍÂÐÚËÄÂÇÕÔâ Ä ÒÓÂÄÑÏ ÄÇÓØÐÇÏ ÖÅÎÖ
ÍÄÂÆÓÂÕÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÓÂÊÓÇÛÇÐÞ ÕÑÎßÍÑ ÕÂÍËÇ "ÒÓÞÉÍË"
ËÊ ÑÆÐÑÌ ÕÑÚÍË ÐÂ ÆÓÖÅÖá ÕÑÚÍÖ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÄÓÇÏÇÐÐaÂ â
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÒÖÕË ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ. ¥Îâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËâ ÕÑÚÇÍ ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ÄÞÃÓÂÕß ÕÂÍÑÌ ÒÖÕß,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓÑØÑÆËÕ ÚÇÓÇÊ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÇ ÚËÔÎÑ
ÕÑÚÇÍ, Ë àÕÑ ÚËÔÎÑ ÏÞ ÐÂÊÑÄÈÏ "ÆÎËÐÑÌ" ÒÑÎËÏÇÓÂ.
¶ÑÓÏÂÎßÐÑ, Ä ÕÂÍÑÌ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÇ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÍÑÏÃËÐÂÕÑÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚË, Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 1.1. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÏÑÉÐÑ ÆÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä
ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t Ë ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ N àÕË
ÆÄÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏË [22].

±ÖÔÕß ÓÂÊÏÇÓ ÆËÂÅÑÐÂÎË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÍÄÂÆÓÂÕÂ
ÓÂÄÇÐ t. £ÄÇÆÈÏ ÄÏÇÔÕÑ ÒÑÎÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÕÑÚÇÍN, Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÊÂÆÂÚË ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÕÑÚÇÍ r Ë
ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ t!1 àÕÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓ
ÑÔÕÂÈÕÔâ ÍÑÐÇÚÐÞÏ. ¥ÎËÐÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÒÑÎËÏÇÓÂ

11

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

1

h � 0

h � 1

h � 2

h � 3

h � 4

h � 5

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

²ËÔ. 2.¬ÑÐ×ËÅÖÓÂÙËâ ÕÇÓÓÂÔ ÏÑÐÑÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍËØ ÔÎÑÈÄ, ÄÑÊÐËÍÂá-
ÜËØ ËÊ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÊÂÓÑÆÞÛÇÌ, ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÏÑÆÇÎË ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÍ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÞØ ÐÂ ÓËÔ. 1.
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(Õ.Ç. ÒÑÎÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÒÓÑÌÆÇÐÐÞØ ËÏ ÕÑÚÇÍ) l�t� ÏÞ ÃÖÆÇÏ
ÕÇÒÇÓß ËÊÏÇÓâÕß Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË (ÓÂÊÏÇÓÂ
ÍÄÂÆÓÂÕÂ) t. ±Ñ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá, r � 2N=t 2. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÞ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÊÂÆÂÚÖ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá r � 1,
ÕÑ àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ t / ����

N
p

. £ ÕÂÍÑÌ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÇ
ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ l�t� ÃÖÆÇÕ ÒÓÑÒÑÓ-
ÙËÑÐÂÎßÐÑ t (ÄÏÇÔÕÑ

����
N
p

, ÍÂÍ Ä ÍÑÏÃËÐÂÕÑÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ), Â
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÄÑÍÓÖÅ àÕÑÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÃÖÆÇÕ ÒÑÓâÆÍÂ t 1=3 (ÄÏÇÔÕÑ N 1=6). ³ÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÄÏÇÔÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1.3) ÆÎâ ÔÕÂÕËÔÕËÍË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
ÆÎËÐÞ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÒÑÎËÏÇÓÂ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÏÇÕß

lim
t!1 Prob

�
l�t� ÿ ������

2r
p

t

t 1=3
� s

�
� PTW�s� : �1:4�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ, t!1,
ÄÔÇ ÕÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÔËÔÕÇÏÞ âÄÎâáÕÔâ àÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÞÏË, ÚÕÑ, Ä ÑÃÜÇÏ, ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÑÔÑÃÇÐÐÑ
ÖÆËÄËÕÇÎßÐÞÏ, ÇÔÎË ÔÓÂÄÐËÕß ÓËÔ. 1 ë 3.

£ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ
ÒÑÎËÏÇÓÑÄ ×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÕÔâ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ËÐÂÚÇ. ±ÖÔÕß ÊÂ-
ÆÂÐÂ ÍÄÂÆÓÂÕÐÂâ ÓÇÛÈÕÍÂ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÔß ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑ, t � 1; 2; . . . ;L, Â
ÄÆÑÎß ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÑÔË ÑÕÍÎÂÆÞÄÂáÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËâ ÆËÔ-
ÍÓÇÕÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ f � 0;�1;�2; . . . ;�M (ÓËÔ. 4). £
ÍÂÉÆÑÏ ÖÊÎÇ ÓÇÛÈÕÍË �f; t� ÊÂÆÂÐÞ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ V�f; t�, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ

ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ

P�V� �
Y
f; t

���������
1

2pu

r
exp

�
ÿ 1

2u
V 2�f; t�

�
: �1:5�

©ÆÇÔß ÒÂÓÂÏÇÕÓ u ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ V�f; t�. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËá (1.5), V�f; t� � 0, Ë

V�f; t�V�f 0; t 0� � u df;f 0 dt;t 0 : �1:6�
¯ÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÌ ÒÑÎËÏÇÓ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÖÕß

f�t�, ÄÞØÑÆâÜËÌ ËÊ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ �t � 0;f � 0� Ë
ÒÓÑØÑÆâÜËÌ ÒÑ ÖÊÎÂÏ ÓÇÛÈÕÍË Í ÒÓÂÄÑÌ ÅÓÂÐËÙÇ
ÔËÔÕÇÏÞ, t � L. ¯Â ÍÂÉÆÑÏ ÛÂÅÇ ÄÓÇÏÇÐË t! t� 1
ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÒÑÎËÏÇÓÂ f�t� ÏÑÉÇÕ ÑÕÍÎÑÐâÕßÔâ ÄÄÇÓØ ËÎË
ÄÐËÊ ÐÂ ÑÆËÐ ÛÂÅ, ËÎË ÐÇ ÑÕÍÎÑÐâÕßÔâ ÔÑÄÔÇÏ: f�t� 1� �
� f�t� � s�t� 1�, ÅÆÇ s � �1; 0. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÌ ÒÑÎËÏÇÓ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÖÒÓÖÅÖá
ÔÕÓÖÐÖ, ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË (ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÖá) àÐÇÓÅËá ËÊÅËÃÂ
ÒÑÎËÏÇÓÂ / �f�t� 1� ÿ f�t��2. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÊÂ-
ÆÂÐÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË f�t� ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÄÄÇÔÕË ÒÑÐâÕËÇ ÇÈ
àÐÇÓÅËË:

H
�
f�t�� �XLÿ1

t� 1

�
1

2

�
f�t� 1� ÿ f�t��2 � V

ÿ
f�t�; t�� : �1:7�

±ÓË ÊÂÆÂÐÐÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ V�f; t�
àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÆÄÂ ÍÑÐÍÖÓËÓÖáÜËØ ÄÍÎÂÆÂ:
ÖÒÓÖÅÂâ àÐÇÓÅËâ ÒÞÕÂÇÕÔâ ÔÆÇÎÂÕß ÒÑÎËÏÇÓ ÍÂÍ ÏÑÉÐÑ
ÃÑÎÇÇ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÞÏ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÄÕÑÓÑÌ (ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ)
ÚÎÇÐ "ÓÂÊÃÂÎÕÞÄÂÇÕ" ÕÓÂÇÍÕÑÓËá, ÊÂÔÕÂÄÎâÇÕ ÇÈ ÑÕÍÎÑ-
ÐâÕßÔâ Ä ÒÑËÔÍÂØ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ V�f; t�. °ÒÕËÏÂÎßÐÂâ ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËâ f��t� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÏËÐËÏÖÏÑÏ àÐÇÓÅËË (1.7):

E�L� � min
f�t�

(XLÿ1
t� 1

�
1

2

�
f�t� 1� ÿ f�t��2 � V

ÿ
f�t�; t��) :

�1:8�
¢ÖÆÖÚË ÊÂÄËÔËÏÑÌ ÑÕ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ V�f; t�, àÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÌ. ¿ÐÇÓÅËá E�L� ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÂÐÂÎÑÅ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÆÎËÐÞ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÑÄ Ä ÒÓÇÆÞÆÖ-
ÜÇÌÏÑÆÇÎË, ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÌ ÐÂ ÓËÔ. 3. ³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ
ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, Ä àÕÑÏ
ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÒÓÖÅÑÌ àÐÇÓÅËË ÐÇÕ ÄÑÄÔÇ, Â (ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞÇ) ÄÍÎÂÆÞ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ
ÔÑÃÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÖá àÐÇÓÅËá V0, ÍÑÕÑÓÖá ÐÇÔÖÕ ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÇ ÕÑÚÍË (Ä ÑÕÎËÚËÇ
ÑÕ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂV�f; t�� Ë, ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ,
ÒÑÎËÏÇÓ ÐÂ ÓËÔ. 4 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÎÑÍÂÎßÐÑÇ (Ô
ÑÕÍÎÑÐÇÐËâÏË ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÑÆËÐ ÛÂÅ) ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ÒÑ
ÓÇÛÈÕÍÇ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÐÂ ÓËÔ. 3 ÒÑÊÄÑÎÇÐÑ
ÒÓÞÅÂÕß ÑÕ ÕÑÚÍË Í ÕÑÚÍÇ ÐÂ ÎáÃÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ Ë ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ÏÇÉÆÖ ÃÎËÉÂÌÛËÏË ÔÑÔÇÆâÏË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ àÕËØ ÆÄÖØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ,
E�L�, (1.8), Ë l�t� Ä ÏÑÆÇÎË ÐÂ ÓËÔ. 3, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÄÑÄÔÇ
ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏË. ¦ÔÎË ÉÇ ÏÞ
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ Ä ÔËÎÖ ÍÂÍËØ-ÕÑ ÒÑÍÂ ÐÇ ÑÚÇÐß ÒÑÐâÕ-
ÐÞØ ÅÎÖÃËÐÐÞØ ÒÓËÚËÐ Ä ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ
t � L!1 àÕË ÆÄÂ ÕËÒÂ ÏÑÆÇÎÇÌ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕ-
ÐÞÏË, ÕÑ ÕÑÅÆÂ àÐÇÓÅËâ (1.8) ÆÑÎÉÐÂ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÂ
ÔËÔÕÇÏÞ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ: E�L� ' f0L� L1=3s, ÅÆÇ
f0 ì àÕÑ ÑÃÞÚÐÂâ àÍÔÕÇÐÔËÄÐÂâ (ÔÂÏÑÖÔÓÇÆÐâáÜÂâÔâ)

t

²ËÔ. 3. ¯ÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÌ ÒÖÕß, ÒÓÑØÑÆâÜËÌ ÒÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐ-
ÐÞÏ ÕÑÚÍÂÏ.

f

0
L

fL

²ËÔ. 4.¯ÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÌ ÒÑÎËÏÇÓ ÐÂ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍÇ.
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ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË, Â ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ s � 1 ÆÑÎÉÐÂ
ÑÒËÔÞÄÂÕßÔâ ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ L ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇÏ ´ÓÇÌÔË ë£ËÆÑÏÂ PTW�s�.

³ËÔÕÇÏÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ (1.7),
àÕÑ ÑÃÞÚÐÂâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÂâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÏÑÆÇÎß, ÔÑÆÇÓ-
ÉÂÜÂâ ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÞÌ ÃÇÔÒÑÓâÆÑÍ. £ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÇÈ àÐÇÓÅËâ
ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ E�L� ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÓÂÊÏÇÓÖ
ÔËÔÕÇÏÞ, ÐÇÕ ÐËÚÇÅÑ ÖÆËÄËÕÇÎßÐÑÅÑ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ,
ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÅÎÑÃÂÎßÐÞÌ ÏËÐËÏÖÏ àÐÇÓÅËË (1.7), Ä
ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÑÉÐÑ ÔÎÇÆÑÄÂÕß ÎÑÍÂÎßÐÑÏÖ ÒÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÂÎÅÑÓËÕÏÖ. ¡ ËÏÇÐÐÑ, ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ ÛÂÅÇ ÒÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÔÓÇÆË ÕÓÈØ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕÇÌ ì ÔÆÄËÐÖÕßÔâ ÄÄÇÓØ,
ÄÐËÊ, ËÎË ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑ ì ÃÖÆÇÏ ÄÔÇÅÆÂ ÄÞÃËÓÂÕß ÕÖ,
ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ V�f; t� âÄÎâÇÕÔâ ÐÂË-
ÏÇÐßÛÇÌ (ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÒÓË ÕÂÍÑÌ ÔÕÓÂÕÇÅËË ÏÞ ÐÇ ÖÚËÕÞ-
ÄÂÇÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÓÇÏâ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÄÞÃËÓÂáÕ
ÎÑÍÂÎßÐÑ ÐÇÄÞÅÑÆÐÞÌ ÒÖÕß, ÐÑ ÊÂ ÔÚÈÕ àÕÑÅÑ ÒÑÎÖÚÂáÕ
ÅÎÑÃÂÎßÐÞÌ ÄÞËÅÓÞÛ Ä àÐÇÓÅËË). ±ÓË ÕÂÍÑÏ ÂÎÅÑÓËÕÏÇ
ÄÕÑÓÑÌ ÚÎÇÐ Ä (1.7) ÃÖÆÇÕ ÆÂÄÂÕß ÄÍÎÂÆ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎß-
ÐÞÌ ÿ ���

u
p

L (Â ÐÇ
������
uL
p

, ÍÂÍ ÃÞÎÑ ÃÞ, ÇÔÎË ÃÞ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ
f�t� ÃÞÎÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ). ´ÂÍ ÍÂÍ ÄÍÎÂÆ ÑÕ ÒÇÓÄÑÅÑ
(ÖÒÓÖÅÑÅÑ) ÚÎÇÐÂ Ä (1.7) ÕÂÍÉÇ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ L, ÏÞ
ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ ÅÎÂÄÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä àÐÇÓÅËá ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÌ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË E�L� ' ÿ�const�L, Ë ÃÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÏÞ ÏÑÉÇÏ
ÃÞÕß ÖÄÇÓÇÐÞ, ÚÕÑ àÕÑÕ ÄÍÎÂÆ âÄÎâÇÕÔâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ,
ÕÂÍ ÍÂÍ àÐÇÓÅËâ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá (àÕÑ ÒÓÑÔÕÑ ÒÓâÏÂâ
ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÂâ ÎËÐËâ), Â ÒÓËÔÖÕÔÕÄËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ ÏÑÉÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÐËÊËÕß àÐÇÓÅËá. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑ-
ÓÑÐÞ, ÕÑ, ÚÕÑ ÒÑÒÓÂÄÍË ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ ÆÂáÕ ÄÍÎÂÆ
ÒÑÓâÆÍÂ L1=3, Â ÄÑÄÔÇ ÐÇ L1=2, ÍÂÍ àÕÑ ÑÃÞÚÐÑ ÃÞÄÂÇÕ,
âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ âÄÎÇÐËÇÏ, ÍÑÕÑÓÑÇ
ÑÃÝâÔÐËÕß "ÐÂ ÒÂÎßÙÂØ" ÐÇ ÕÂÍ ÖÉ ÒÓÑÔÕÑ.

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÑÃÞÚÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍË ÓÇÛÈÕÑÚÐÂâ ÏÑÆÇÎß (1.7), (1.8) âÄÎâÇÕÔâ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÐÖÎß-ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ÊÆÇÔß ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
ÏÞ ÖÚËÕÞÄÂÇÏ ÎËÛß ÕÓÂÇÍÕÑÓËá, âÄÎâáÜÖáÔâ ÅÎÑÃÂÎß-
ÐÞÏ ÏËÐËÏÖÏÑÏ. ±ÑÐâÕÐÑ, ÚÕÑ ÒÑËÔÍ ÕÂÍÑÅÑ ÅÎÑÃÂÎß-
ÐÑÅÑ ÏËÐËÏÖÏÂ âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÂÎÅÑÓËÕÏÂ
ÄÑÄÔÇ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ËÐÑÅÆÂ, ÚÕÑÃÞ
ÖÒÓÑÔÕËÕß ÔÇÃÇ ÉËÊÐß, ÐÖÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÖá
(Õ.Ç., ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÖá) ÒÓÑÃÎÇÏÖ. £ÄÇÆÈÏ Ä
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÖá ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÒÑÐâÕËÇ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ T, Ë
ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÓÑÏÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÒÓËÔÖÕ-
ÔÕÄËÇÏ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÏÇÕß ÕÇÓÏÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÄÍÎÂÆÂÏ "ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÈÐÐÞØ" ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ, ÐÇ âÄÎâáÜËØÔâ ÅÎÑÃÂÎßÐÞÏ ÏËÐË-
ÏÖÏÑÏ àÐÇÓÅËË. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÄÏÇÔÕÑ àÐÇÓÅËË E�L�,
(1.8), ÏÞ ÕÇÒÇÓß ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÔÄÑÃÑÆÐÖá àÐÇÓÅËá:

F�L;T � � ÿT ln

"X
f�t�

exp

�
ÿ 1

T
H
�
f�t���# ; �1:9�

ÅÆÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑÆ ÊÐÂÍÑÏ ÎÑÅÂÓË×ÏÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá ÔÖÏÏÖ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ
ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÒÑ ÄÔÇÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ (ÄÞØÑÆâÜËÏ ËÊ
ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ). £ ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÅÎÑÃÂÎßÐÞÌ
ÏËÐËÏÖÏ Ä ÔËÔÕÇÏÇ âÄÎâÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ (ÚÕÑ ÑÃÞÚÐÑ
ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ), àÐÇÓÅËâ,
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (1.8), ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÐÖÎß-ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ: E�L� �
� limT!0 F�L;T �.

²ÇÛÈÕÑÚÐÂâ ÏÑÆÇÎß, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÂâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (1.7)
Ë (1.9), âÄÎâÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÑÔÕÑÌ ÆÎâ ÚËÔÎÇÐÐÞØ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [25]), ÍÑÕÑÓÞÇ, Ä ÚÂÔÕÐÑ-
ÔÕË, ÖÃÇÆËÕÇÎßÐÑ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÕ, ÚÕÑ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÕ
ÍÂÍ � L1=3. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÏÑÆÇÎß, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÂâ ÐÂ
ÓÇÛÈÕÍÇ, ÆÑÄÑÎßÐÑ ÔÎÑÉÐÂ ÆÎâ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËÌ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÂÔ, ÅÎÂÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ ÕÇÓ-
ÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÌ ÒÓÇÆÇÎ L!1, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ
ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ (Ä ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏ
ÒÓÇÆÇÎÇ) ÐÂÎËÚËÇ ÓÇÛÈÕÍË âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ.
±ÇÓÇØÑÆ Í ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏÖ ÒÓÇÆÇÎÖ Ä ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÇ (1.7)
ÔÆÇÎÂÕß ÑÚÇÐß ÒÓÑÔÕÑ. ±ÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂâ, ÚÕÑ ÓÂÊÏÇÓ ÓÇ-
ÛÈÕÍË ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá, Ë ÊÂÏÇÐââ ÍÑÐÇÚÐÞÇ ÓÂÊÐÑÔÕË Ä
ÖÒÓÖÅÑÏ ÚÎÇÐÇ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÏ, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
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ÿ
f�t�; t�� ; �1:10�

ÅÆÇ, ÍÂÍ Ë ÓÂÐßÛÇ, ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ V�f; t� ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ. £ÏÇÔÕÑ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (1.6), Ä ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ
ËÏÇÕß

V�f; t�V�f 0; t 0� � u d�fÿ f 0� d�tÿ t 0� : �1:11�
³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÕÇÒÇÓß
ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ:

Z �
� �1
ÿ1

dfL

� f�L��fL

f�0�� 0

D�f�t�� exp ÿÿbH�f�� ; �1:12�

ÅÆÇ b � 1=T ì ÑÃÓÂÕÐÂâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ, Ë ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ
ËÆÈÕ ÒÑ ÄÔÇÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ, ÄÞØÑÆâÜËÏ ËÊ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕ, f�t � 0� � 0, ÔÑ ÔÄÑÃÑÆÐÞÏË ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑ-
ÄËâÏË ÒÓË t � L. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÏÇÔÕÑ ÓÇÛÈÕÑÚÐÞØ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÞØ ÐÂ ÓËÔ. 4, ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÏÇÕß
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÇ ÅÎÂÆÍËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÍÂÍ ÐÂ ÓËÔ. 5. ´ÂÍ
ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÂâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÆÑÄÑÎßÐÑ ÐÇÒÎÑØÑ
ÒÑÆÆÂÈÕÔâ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÂÐÂÎËÊÖ.

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ, ÎÇÅÍÑ ÒÑÐâÕß, ÚÕÑ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ä ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÇ (1.10), ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇ-
ÏÂâ ÏÑÆÇÎß ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÓÑÔÕÖá ÕÇÒÎÑÄÖá ÆË××ÖÊËá.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÕÑÅÑ, ÚÕÑ Ä ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË
t � L ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÒÓËØÑÆËÕ Ä ÕÑÚÍÖ f�L� � fL, ÆÂÈÕÔâ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÑÌ

Z0�fL� �
� f�L��fL

f�0�� 0
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²ËÔ. 5.¯ÇÒÓÇÓÞÄÐÂâ ÖÒÓÖÅÂâ ÔÕÓÖÐÂ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ (1.10).
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±ÓÑÔÕÑÇ ÅÂÖÔÔÑÄÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ (Ô ÐÂÆÎÇÉÂÜËÏ ÄÞÃÑ-
ÓÑÏ ÏÇÓÞ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÆÎâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÔÖÏÏÞ (1.13) ËÎË (1.12) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÞÌ ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ

Z0�fL� �
1������������

2pTL
p exp

�
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: �1:14�

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ "ÖØÑÆÂ" ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËË hf2

Li1=2 ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÕÇÒÎÑÄÞÏ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ ÓÂÔÕÈÕ
ÍÂÍ

����
T
p

L1=2 (Ë ËÔÚÇÊÂÇÕ Ä ÐÖÎß-ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ).
±ÓË ÐÂÎËÚËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÔËÕÖÂÙËâ ÔÕÂÐÑ-

ÄËÕÔâ ÐÂÏÐÑÅÑ ÔÎÑÉÐÇÇ. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ
ÖÒÓÖÅÂâ àÐÇÓÅËâ Ë àÐÇÓÅËâ, ÔÄâÊÂÐÐÂâ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ, ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÑÆÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ¦ÔÎË ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÑÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÓÂÄÐÑ fL, ÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ
ÖÒÓÖÅÑÌ àÐÇÓÅËË Ë, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÄÔÇÌ àÐÇÓÅËË ÔËÔ-
ÕÇÏÞ, ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÒÑÓâÆÍÂ f2

L=L. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÇÔÎË
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÓÂÔÕÈÕ ÍÂÍ L1=3 (Â Ä
àÕÑÏ ÖÉÇ ÆÂÄÐÑ ÐÇÕ ÐËÍÂÍËØ ÔÑÏÐÇÐËÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
[26 ë 29])), ÕÑ àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ
ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÆÇÌÔÕÄËá ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÆÑÎÉÐÂ ÓÂÔÕË ÍÂÍ fL � L2=3, ÚÕÑ ÐÂÏÐÑÅÑ
ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÒÑÓâÆÍÂ L1=2, ÔÄâÊÂÐÐÑÇ Ô
ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ.

³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÏÑÆÇÎË (1.10), (1.11) âÄÎâ-
áÕÔâ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ, ÍÑÕÑÓÂâ ÃÖÆÇÕ ÒÑÆÓÑÃÐÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ Ä ÒÑÔÎÇÆÖáÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ. °ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ,
ÚÕÑ ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ËÔØÑÆÐÞÇ
ÑÕÎËÚËâ àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ÑÕ ÔËÔÕÇÏ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ Ä ÓÂÊÆÇ-
ÎÂØ 1.1 ë 1.3, Ä ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ L!1 ÄÔÇ
àÕË ÏÑÆÇÎË ÐÇ ÒÓÑÔÕÑ ÑÃÐÂÓÖÉËÄÂáÕ ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ ÉÇ
ÔÍÇÌÎËÐÅ ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ L, Â ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕ-
ÐÞÏË. ¸ÇÐÕÓÂÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÃÖÆÇÕ ÆÑÍÂÊÂÐ
ÆÂÎÇÇ [11 ë 14], ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ L!1
ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ÄËÆÇ

F � f0L� c L1=3 f ; �1:15�
ÅÆÇ f0 ì ÎËÐÇÌÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË, Â
c � �1=2��b 5u 2�1=3. ±ÓË àÕÑÏ, ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ f � 1
(ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË)
ÕÑÚÐÑ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ s Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ
(1.2) ë (1.4), ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ´ÓÇÌÔË ë£ËÆÑÏÂ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 1.5).

1.4. ®ÇÕÑÆ ÓÇÒÎËÍ
®ÇÕÑÆ ÓÇÒÎËÍ ÆÂÄÐÑ Ë ÛËÓÑÍÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÒÓË ËÊÖÚÇ-
ÐËË ÔËÔÕÇÏ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÞÌ ÃÇÔÒÑÓâÆÑÍ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [30, 31]). ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÏÑÆÇÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ
ÒÑÎËÏÇÓÑÄ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ
(1.10), Ë ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÔÎÖÚÂÇÏ ÐÖÎÇÄÞØ
ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ: f�0� � f�L� � 0. ¥Îâ ÆÂÐÐÑÌ ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ
ÔËÔÕÇÏÞ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Z�V � �
� f�L�� 0

f�0�� 0

D�f�t�� exp ÿÿbH�f;V �� : �1:16�

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ ÔÄâÊÂÐÂ ÔÑ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

Z�V � � exp
ÿÿbF�V �� : �1:17�

³ÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ F �V � ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂ-
ÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÕÑÉÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÄÇÎËÚËÐÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ. £ÑÊÄÇÆÈÏ ÑÃÇ ÚÂÔÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ
(1.17) Ä ÙÇÎÖá ÔÕÇÒÇÐß N Ë ÒÓÑËÊÄÇÆÈÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ
ÓÇÂÎËÊÂÙËâÏ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ:

ZN�V � � Z�N;L� � exp
ÿÿbNF �V �� : �1:18�

£ÇÎËÚËÐÂ Z�N;L� Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (1.18)
ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÓÇÒÎËÚÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÑÌ. ´ÇÒÇÓß
ÄÞÓÂÊËÏ ÔÎÖÚÂÌÐÖá ÔÄÑÃÑÆÐÖá àÐÇÓÅËá ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇ-
ÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÄËÆÇ (1.15) F � f0L� cL1=3 f Ë ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇ-
ÎËÏ ÓÇÒÎËÚÐÖá ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá ÔÖÏÏÖ:

Z�N;L� � ~Z�N;L� exp �ÿbN f0L� : �1:19�
£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (1.18) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

~Z�N;L� � exp �ÿlNf � ; �1:20�
ÅÆÇ ÄÄÇÆÈÐ ÐÑÄÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ l � bcL1=3. µÔÓÇÆÐÇÐËÇ Ä
ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (1.20), ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ
ÔÎÖÚÂÌÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ f, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä
ÕÇÓÏËÐÂØ ÇÈ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ PL� f � (ÍÑÕÑÓÂâ,
ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÂ ÔËÔÕÇÏÞ L). ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÑÃÜÇÏÖ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËá ÏÇÉÆÖ ÓÇÒÎËÚÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÑÌ ~Z�N;L�
Ë ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓ-
ÅËË PL� f �:

~Z�N;L� �
� �1
ÿ1

df PL� f � exp �ÿlN f � : �1:21�

²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÐÂËÃÑÎßÛËÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÆÎâ ÐÂÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ä ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ
P�� f � � limL!1 PL� f �, ÍÑÕÑÓÂâ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ, âÄÎâÇÕÔâ ÖÐË-
ÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ, ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÌ ÐËÍÂÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÄ. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (1.21) ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÆÄÖÔÕÑÓÑÐÐÇÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ­ÂÒÎÂÔÂ ÑÕ
×ÖÐÍÙËË PL� f �, Ë ÒÑàÕÑÏÖ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ,
ÑÐÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÕß ×ÖÐÍÙËá PL� f � Ô ÒÑÏÑÜßá
ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ­ÂÒÎÂÔÂ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ×ÖÐÍÙËá
~Z�N;L� ÐÖÉÐÑ ÔÐÂÚÂÎÂ ÄÞÚËÔÎËÕß ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ
ÙÇÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÓÇÒÎËÚÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ N, Â ÊÂÕÇÏ (ÇÔÎË
àÕÑ ÑÍÂÉÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ) ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ
ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÐÂ ÄÔá ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕß. ¬ ÔÑÉÂÎÇÐËá, Ä ÕÂÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÑÚÇÐß ÚÂÔÕÑ
ÒÑÆÑÃÐÑÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÆÑÄÑÎß-
ÐÑ ÔÑÏÐËÕÇÎßÐÑÌ ÑÒÇÓÂÙËÇÌ [32, 33]. ¥ÂÉÇ Ä ÕÇØ ÓÇÆÍËØ
ÔÎÖÚÂâØ, ÍÑÅÆÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÓÇÒÎËÚÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÔÖÏÏÞ Z�N� � ZN ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÕÑÚÐÑ, ÆÂÎß-
ÐÇÌÛÇÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ ÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ
ÐÇÙÇÎÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ N ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÏ. ¬ÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÒÑÆÑÃÐÑÌ ÔËÕÖÂÙËË âÄÎâÇÕÔâ ÏÑÆÇÎß
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ àÐÇÓÅËÌ ¥ÇÓÓËÆÞ [34], Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÇÎËÚËÐÂ
Z�N� ÒÓË ÃÑÎßÛËØ N ÓÂÔÕÈÕ ÍÂÍ exp �N 2�, Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÐÑÅÑ ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÂáÕ ÑÆÐË Ë ÕÇ ÉÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÓÇÒÎËÚÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ Z�N�, ÐÑ
ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÔÓÇÆÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ. £ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ-
ÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ
(1.10), ÔËÕÖÂÙËâ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÇÜÈ ØÖÉÇ, ÒÑÕÑÏÖ ÚÕÑ, ÍÂÍ
ÏÞ ÖÄËÆËÏ ÒÑÊÉÇ, ÓÇÒÎËÚÐÂâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ àÕÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ N ÓÂÔÕÈÕ ÍÂÍ exp �N 3�, Ë ÒÑàÕÑÏÖ,
ÕÇÏ ÃÑÎÇÇ, ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ ÐÂ ÐÇÙÇÎÞÇ N
âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÏ (ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
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ÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË Z�N� Ô ÙÇÎÞØ ÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ N ÃÞÎÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÏ, ÐÖÉÐÑ, ÚÕÑÃÞ Ä
ÒÓÇÆÇÎÇ N!1 ×ÖÐÍÙËâ Z�N� ÓÑÔÎÂ ÐÇ ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ). ¬ ÔÚÂÔÕßá, Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÆÇÔß
ÊÂÆÂÚÇ ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÑÃÑÌÕËÔß ÃÇÊ ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÐÂ ÐÇÙÇÎÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ N. ¥Îâ àÕÑÅÑ
ÄÏÇÔÕÑ ÔÂÏÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ P�� f � ÏÞ ÃÖÆÇÏ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÇÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ:

W�x� �
�1
x

df P�� f � : �1:22�

¶ÖÐÍÙËâ W�x� ÆÂÈÕ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ f ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ ÊÂÆÂÐÐÑÇ ÚËÔÎÑ x.
¶ÑÓÏÂÎßÐÑ àÕÖ ×ÖÐÍÙËá ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

W�x� � lim
l!1

X1
N� 0

�ÿ1�N
N!

exp �lNx� ~ZN �

� lim
l!1

X1
N� 0

�ÿ1�N
N!

exp �lNxÿ lNf � �

� lim
l!1

exp
�ÿ exp

ÿ
l�xÿ f ��� � y� fÿ x� : �1:23�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÄÇÆÈÐÐÂâ ÄÞÛÇ ×ÖÐÍÙËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
W�x� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÚËÔÎÇÐÂ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÓÇÒÎËÚÐÑÌ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ ~Z�N;L� ÒÖÕÈÏ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ
ÙÇÎÞÏ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÓÇÒÎËÚÐÑÅÑ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ N:

W�x� � lim
l!1

X1
N� 0

�ÿ1�N
N!

exp �lNx� ~Z�N;L� : �1:24�

²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ N ÓÇÒÎËÚÐÂâ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ ~Z�N;L� ÓÂÔÕÈÕ ÍÂÍ exp �N 3�, ÏÞ
ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÐÂÒËÔÂÐÐÞÌ ÄÞÛÇ ÓâÆ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÕÂÍËÏ ÖÉ
ÐÇÄËÐÐÞÏ. £ ÕÂÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÊÂÍÑÐÑÏ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÐÇÒÓËâÕÐÑÔÕÇÌ, ÄÏÇÔÕÑ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÂÐÂÎËÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÏÞ ÔÕÂÎÍËÄÂÇÏÔâ Ô ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ
×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÓÂÔØÑÆâÜÇÅÑÔâ ÓâÆÂ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ Ä ÓÂÊÆÇ-
ÎÇ 3 ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ àÕÑÕ ÊÐÂÍÑÒÇÓÇÏÇÐÐÞÌ ÓÂÔØÑÆâ-
ÜËÌÔâ ÓâÆ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÓÇÅÖÎâÓË-
ÊÑÄÂÐ (ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÕÑÏÖ, ÍÂÍ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÓÂÔØÑÆâÜËÌÔâ
ÊÐÂÍÑÒÇÓÇÏÇÐÐÞÌ ÓâÆ

P1
k� 0�ÿ1�kak � �1� a��ÿ1� ÒÓË

jaj > 1 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ ËÊ
ÑÃÎÂÔÕË jaj < 1). £ ËÕÑÅÇ ÖÆÂÈÕÔâ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ
W�x� (1.24) ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÄÞÓÂÉÇÐÂ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ´ÓÇÌÔË ë
£ËÆÑÏÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÃÖÆÇÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÓÂÊ-
ÆÇÎÇ.

1.5. ¶ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ´ÓÇÌÔË ë£ËÆÑÏÂ
±ÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ´ÓÇÌÔË ë £ËÆÑÏÂ ÃÞÎÑ
ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÒÓË ËÊÖÚÇÐËË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞØ àÓÏËÕÑÄÞØ ÏÂÕÓËÙ Ô ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ
(Gaussian Unitary Ensemble, GUE) [1]. ±ÖÔÕß Gi j ì
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ àÓÏËÕÑÄÂ ÏÂÕÓËÙÂ ÓÂÊÏÇÓÂ N�N, àÎÇ-
ÏÇÐÕÞ ÍÑÕÑÓÑÌ âÄÎâáÕÔâ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË
ÄÇÎËÚËÐÂÏË, Ô ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ

P�G� � BN exp

�
ÿ 1

2
Tr �G2�

�
; �1:25�

ÅÆÇ BN ì ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ. ·ÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ,
ÚÕÑ Ä ÕÂÍÑÏ ÂÐÔÂÏÃÎÇ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÇÌN ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ fl1; l2; . . . ; lNg ËÏÇÇÕ ÄËÆ

[35]:

P�l1; l2; . . . ; lN� � CN

YN
i 6� j

jli ÿ ljj2 exp
�
ÿ
XN
i� 1

l2i

�
; �1:26�

ÅÆÇ CN ì ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ. ªÔÒÑÎßÊÖâ àÕÑÕ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ
ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÕÂÍËÏ
ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ âÄÎâÇÕÔâ ËØ ÔÓÇÆÐââ ÒÎÑÕÐÑÔÕß r�l;N� �
� �1=N �PN

i� 1hd�lÿ li�i, ÅÆÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ h. . .i ÒÓÑËÊÄÑ-
ÆËÕÔâ Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË (1.26). ªÔÒÑÎßÊÖâ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËá àÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄ-
ÍÂÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ, ÒÎÑÕÐÑÔÕß r�l;N � ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

r�l;N � �
�YN
i� 2

� �1
ÿ1

dli

�
P�l; l2; . . . ; lN� : �1:27�

®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß [35], ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ N!1 ÒÎÑÕÐÑÔÕß
r�l;N� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ ÄËÅÐÇÓÑÄ-
ÔÍËÌ ÒÑÎÖÍÓÖÅ:

r�l;N � �
��������������������������������
2

Np2

�
1ÿ l2

2N

�s
: �1:28�

¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ N,
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÕÂÍËØ ÏÂÕÓËÙ ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÇ

�ÿ �������
2N
p

< l <
�������
2N
p �

. ¿ÕÑ ÑÆËÐ ËÊ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞØ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÕÇÑÓËË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÏÂÕÓËÙ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÔÓÇÆÐÇÏ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ lmax ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ
ÏÂÕÓËÙÞ ÓÂÄÐÑ

�������
2N
p

. °ÆÐÂÍÑ ÔÂÏÑ àÕÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ, Ë ÏÑÉÐÑ
ÊÂÆÂÕßÔâ ÄÑÒÓÑÔÑÏ, ÚÕÑ ÔÑÃÑÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
lmax? ¿ÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÄÞÓÂÉÇÐÑ ÚÇÓÇÊ ÔÑÄÏÇÔÕÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
(1.26). £ ÕÇÓÏËÐÂØ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÌ ÕÇÑÓËË
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÏÂÕÓËÙ ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ×ÖÐÍÙËá F2�s� �
� Prob �lmax < s�, ÍÑÕÑÓÂâ ÆÂÈÕ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÕÑÅÑ, ÚÕÑ
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ lmax ÐÇ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ
ÐÂÒÇÓÈÆ ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ s (Ä àÕËØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ ×ÖÐÍÙËË
F1�s�, F2�s� Ë F4�s� ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ×ÖÐÍÙËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Ä
ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÏ ÅÂÖÔÔÑÄÑÏ ÂÐÔÂÏÃÎÇ (Gaussian Orthogonal
Ensemble, GOE), Ä ÅÂÖÔÔÑÄÑÏ ÖÐËÕÂÓÐÑÏ ÂÐÔÂÏÃÎÇ
(Gaussian Unitary Ensemble, GUE) Ë Ä ÅÂÖÔÔÑÄÑÏ ÔËÏÒÎÇÍ-
ÕËÚÇÔÍÑÏ ÂÐÔÂÏÃÎÇ (Gaussian Symplectic Ensemble, GSE)
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ [36]). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá

F2�s� �
�YN
i� 1

� s

ÿ1
dli

�
P�l1; l2; . . . ; lN� �

� s

ÿ1
dlPTW�l� :

�1:29�
ªÏÇÐÐÑ àÕÂ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÃÞÎÂ ÓÇÛÇÐÂ ´ÓÇÌÔË Ë £ËÆÑÏÑÏ Ä
1994 Å. [1]. °ÐË ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ N
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ lmax ÄÑÍÓÖÅ ÇÅÑ ÔÓÇÆÐÇÌ ÄÇÎËÚËÐÞ

�������
2N
p

ÖÃÞÄÂÇÕ ÍÂÍ
Nÿ1=6, Â ËÏÇÐÐÑ,

lmax �
�������
2N
p

� 1���
2
p

N 1=6
s ; �1:30�

ÅÆÇ ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ s � 1 ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÐËÄÇÓÔÂÎß-
ÐÞÏ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ N ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ PTW�s� �
� dF2�s�=ds. ¶ÖÐÍÙËâ F2�x� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä
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âÄÐÑÏ ÄËÆÇ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ

F2�s� � exp

�
ÿ
�1
s

dt �tÿ s� q 2�t�
�
; �1:31�

Ë, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ,

PTW�s� � d

ds
F2�s� � exp

�
ÿ
�1
s

dt �tÿ s� q 2�t�
� �1

s

dt q 2�t� ;
�1:32�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ q�t� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
±ÂÐÎÇÄeÂ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ 1,

q 00 � tq� 2q 3 ; �1:33�
Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ q�t! �1� � Ai �t�. ¤ÓÂ×ËÍ ×ÖÐÍ-
ÙËË PTW�s� ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 6. ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ àÕÂ
×ÖÐÍÙËâ âÄÎâÇÕÔâ ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÇÈ ÎÇÄÂâ Ë
ÒÓÂÄÂâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ. ´ÑÅÆÂ
ÍÂÍ ÒÓÂÄÞÌ ØÄÑÔÕ ×ÖÐÍÙËËPTW�s� ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÂÔËÏÒÕÑÕË-
ÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¿ÌÓË, PTW�s! �1� � exp

�ÿ�4=3�s 3=2�, ÇÈ
ÎÇÄÞÌ ØÄÑÔÕ ÔÒÂÆÂÇÕ ÐÂÏÐÑÅÑ ÃÞÔÕÓÇÇ, PTW�s! ÿ1� �
� exp

�ÿ�1=12�jsj3�.
2. ¯ÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÇ ÒÑÎËÏÇÓÞ
Ë ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÃÑÊÑÐÞ

£ âÄÐÑÏ ÄËÆÇ ÓÇÒÎËÚÐÂâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ (1.18)
ÔËÔÕÇÏÞ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ (1.10),
ËÏÇÇÕ ÄËÆ:

Z�N;L� �
YN
a� 1

�fa�L�� 0

fa�0�� 0

Dfa�t��

� exp

"
ÿb
� L

0

dt
XN
a� 1

�
1

2

�
qtfa�t�

�2 � V
�
fa�t�; t

��#
:

�2:1�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ V�f; t� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ, ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÖ

�. . .� Ä àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÑÚÇÐß ÒÓÑÔÕÑ:

exp

�
ÿb
� L

0

dt
XN
a� 1

V
�
fa�t�; t

�� �
� exp

"
b 2

2

�� L

0

dt dt 0
XN

a; b� 1

V
�
fa�t�; t

�
V
�
fb�t 0�; t 0

�#
: �2:2�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (1.11), ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ:

Z�N;L� �
YN
a� 1

� fa�L�� 0

fa�0�� 0

Dfa�t��

� exp

"
ÿ 1

2
b
� L

0

dt
�XN

a� 1

�
qtfa�t�

�2ÿ
ÿ bu

XN
a; b� 1

d
�
fa�t� ÿ fb�t�

��#
: �2:3�

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÄÕÑÓÑÌ ÚÎÇÐ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (2.3)
ÔÑÆÇÓÉËÕ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÓÂÔØÑÆâÜËÇÔâ ÄÍÎÂÆÞ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎßÐÞÇ d�0� (àÕÑ ÚÎÇÐÞ ÔÖÏÏÞ Ô a � b). £ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎß-
ÐÑÔÕË, àÕÑ ÒÓÑÔÕÑ ÑÆÐÑ ËÊ ÒÓÑâÄÎÇÐËÌ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÏÑÆÇÎß
(1.10), (1.11), ÃÖÆÖÚË ÒÎÑØÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ ÐÂ ÏÂÎÞØ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ, ÕÓÇÃÖÇÕ ÐÂÆÎÇÉÂÜÇÌ ÓÇÛÈÕÑÚÐÑÌ ÓÇÅÖÎâÓË-
ÊÂÙËË. ±ÑÐâÕÐÑ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÓÇÛÈÕÑÚÐÂâ
ÏÑÆÇÎß (1.6), (1.7) ÐÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÐËÍÂÍËØ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕÇÌ,
ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÍÎÂÆ ÑÕ ÚÎÇÐÑÄ ÔÖÏÏÞ Ô a � b ÊÆÇÔß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÖá ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ �1=2�Lb 2uNd�0� (ÅÆÇ
ÓÇÛÈÕÑÚÐÞÌ ÄÂÓËÂÐÕ d-×ÖÐÍÙËË ì àÕÑ ÔËÏÄÑÎ ¬ÓÑÐÇ-
ÍÇÓÂ, ËÏÇáÜËÌ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ). ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÇÕÂÎË
ÓÇÛÈÕÑÚÐÑÌ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËË ÐÇ ÄÎËâáÕ ÐÂ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ, àÕÑÕ
ÄÍÎÂÆ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÃÖÆÇÕ ÒÓÑÔÕÑ ÑÒÖÜÇÐ.

°ÒÓÇÆÇÎËÏ ÓÇÒÎËÚÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ,

HN�ff� � 1

2

� L

0

dt

 XN
a� 1

�
qtfa�t�

�2ÿ bu
XN
a 6� b

d
�
fa�t� ÿ fb�t�

�!
;

�2:4�
ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ N ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ff�t� �
� ff1�t�; . . . ;fN�t�g. £ ÕÇÓÏËÐÂØ àÕÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ
ÓÇÒÎËÚÐÂâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ (2.3) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒË-
ÔÂÐÂ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

Z�N;L� �
YN
a� 1

� fa�L�� 0

fa�0�� 0

Dfa�t� exp
ÿÿbHN�ff�

�
: �2:5�

³ÑÅÎÂÔÐÑ àÕÑÏÖ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá, Z�N;L� ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÂN àÎÂÔÕËÚÐÞØ ÔÕÓÖÐfa�t� Ô ÒÂÓÐÞÏ ÒÓËÕâÅËÄÂáÜËÏ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ Ë Ô ÐÖÎÇÄÞÏË ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË.
¹ÕÑÃÞ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ËÊÎÑÉÇÐÐÖá ÄÞÛÇ ÊÂÆÂÚÖ Ä
ÕÇÓÏËÐÂØ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÃÑÊÑÐÑÄ, ÄÏÇÔÕÑ
ÓÇÒÎËÚÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ (2.5) ÏÞ ÄÄÇÆÈÏ ÃÑÎÇÇ
ÑÃÜËÌ ÑÃÝÇÍÕ

C�x; t� �
YN
a� 1

� fa�t�� xa

fa�0�� 0

Dfa�t� exp
ÿÿbHN�ff�

�
; �2:6�

ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ N àÎÂÔÕËÚÐÞØ ÔÕÓÖÐ fa�t�, ÄÞØÑÆâ-
ÜËØ ËÊ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, fa�0� � 0, ÐÑ ÒÓË t � t ÊÂÍÂÐ-
ÚËÄÂáÜËØÔâ Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÕÑÚÍÂØ: fx1; . . . ; xNg. ­ÇÅÍÑ
ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÄÏÇÔÕÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ C�x; t� Ä ÄËÆÇ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÂ ÒÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ (ÍÂÍ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË (2.6)), àÕÂ

1 ³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÛÇÔÕß ÕËÒÑÄ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ±ÂÐÎÇÄeÂ ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÃÞÎË ÑÕÍÓÞÕÞ ÑÍÑÎÑ ÔÕÂ ÎÇÕ ÐÂÊÂÆ [37] (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÑÃÊÑÓ [38]). ¥ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËâ ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
âÄÎâáÕÔâ ÕÓÂÐÔÙÇÐÆÇÐÕÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÄÞÓÂÉÇÐÞ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÍÂÍËØ-ÎËÃÑ ËÊÄÇÔÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÄÍÎáÚÂâ ÄÔÇ
ÔÒÇÙ×ÖÐÍÙËË. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ±ÂÐÎÇÄeÂ ËÏÇáÕÛËÓÑÍÑÇ
ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË, ÕÂÍËØ ÍÂÍ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ×ËÊËÍÂ, ×ËÊËÍÂ ÒÎÂÊÏÞ, ÍÄÂÐÕÑÄÂâ ÕÇÑÓËâ ÒÑÎâ Ë
ÅÓÂÄËÕÂÙËâ.

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

ÿ6 ÿ4 ÿ2 0 2

²ËÔ. 6.¶ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ´ÓÇÌÔË ë£ËÆÑÏÂ PTW�x� (ÔÏ. (1.32)).
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ÄÇÎËÚËÐÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

qtC�x; t� � 1

2b

XN
a� 1

q2xaC�x; t� � 1

2
b 2u

XN
a 6� b

d�xa ÿ xb�C�x; t�

�2:7�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË

C�x; 0� �
YN
a� 1

d�xa� : �2:8�

­ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.7) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ô ÏÐËÏÞÏ ÄÓÇÏÇÐÇÏ:

ÿqtC�x; t� � ĤC�x; t� ; �2:9�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Ĥ � ÿ 1

2b

XN
a� 1

q2xa ÿ
1

2
b 2u

XN
a 6� b

d�xa ÿ xb� : �2:10�

£ ÕÂÍÑÌ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÇ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ËÊ N ÃÑÊÇ-
ÚÂÔÕËÙ Ô ÏÂÔÔÑÌ b, ÒÂÓÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÍÑÕÑ-
ÓÞÏË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓËÕâÅËÄÂáÜËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
ÄËÆÂ ÿb 2ud�x�. ±ÓË àÕÑÏ ÓÇÒÎËÚÐÂâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ
ÔÖÏÏÂ ËÔØÑÆÐÑÌ ÊÂÆÂÚË (2.5) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ
ÄÓÇÏÇÐË ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÔËÔÕÇÏÞ ÃÑÊÑÐÑÄ C�x; t� Ä
ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t � L Ä ÕÑÚÍÇ x1 � x2 � . . . � xN � 0:

Z�N;L� � C�0;L� : �2:11�

ªÔÕÑÓËÚÇÔÍË ÕÂÍ ÔÎÑÉËÎÑÔß, ÚÕÑ ÒÓË ËÊÖÚÇÐËË ÒÑÆÑÃ-
ÐÑÅÑ ÓÑÆÂ ÔËÔÕÇÏ ÐÂËÃÑÎßÛÇÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÒÓËÄÎÇÍÂÎË
ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÃÑÊÑÐÞ Ô ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËÇÏ (Ä ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÇ
(2.10) àÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÎÖÚÂá u < 0). ¤ÎÂÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ
àÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ËÏÇÐÐÑ ÒÓË ÕÂÍÑÏ ÄÞÃÑÓÇ ÊÐÂÍÂ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔËÔÕÇÏÂ ËÊ N ÃÑÊÑÐÑÄ Ä ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ N!1 ÑÃÐÂÓÖÉËÄÂÇÕ "ÒÓÂÄËÎßÐÖá"
àÍÔÕÇÐÔËÄÐÖá ÔÄÑÃÑÆÐÖá àÐÇÓÅËá, F / N. ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ
×ÖÐÍÙËËN-ÚÂÔÕËÚÐÑÅÑ ÃÑÊÑÐÐÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ (2.10) Ô
ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËÇÏ ÃÞÎË ÄÞÄÇÆÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ ­ËÇÃÂ Ë
­ËÐÉÇÓÂ Ä 1963 Å. [39] (ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ Ë ÔÄÑÌÔÕÄÂ àÕËØ
×ÖÐÍÙËÌ ÑÒËÔÂÐÞ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË A; ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [40, 41]).
³ËÔÕÇÏÂ ÃÑÊÑÐÑÄ Ô ÒÓËÕâÉÇÐËÇÏ �u > 0� ÑÔÕÂÎÂÔß ÊÐÂÚË-
ÕÇÎßÐÑ ÏÇÐÇÇ ËÊÖÚÇÐÐÑÌ. ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ àÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ,
ÚÕÑ ÒÑÆÑÃÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ËÏÇÇÕ "ÐÇÒÓÂÄËÎßÐÞÌ" ÕÇÓÏÑÆË-
ÐÂÏËÚÇÔÍËÌ ÒÓÇÆÇÎ, Â ËÏÇÐÐÑ F / ÿN 3, Õ.Ç. Ä ÒÓÇÆÇÎÇ
N!1 Ä ÐÇÌ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ âÄÎÇÐËÇ "ÍÑÎÎÂÒÔÂ". ¬ÓÑÏÇ
ÕÑÅÑ, ÍÂÍ ÏÞ ÖÄËÆËÏ ÐËÉÇ, ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÃÑÊÑÐÑÄ Ô ÒÓËÕâÉÇÐËÇÏ ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ N ÊÐÂÚË-
ÕÇÎßÐÑ ÔÎÑÉÐÇÇ, ÚÇÏ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ. ¿ÐÇÓÅÇÕË-
ÚÇÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ë ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÃÑÊÑÐÑÄ Ô ÒÓËÕâÉÇÐËÇÏ ÃÞÎË
ÐÂÌÆÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ ®ÂÍÅáËÓÇ [42] Ë ÁÐÅÂ [43] Ä ÛÇÔÕËÆÇ-
ÔâÕÞØ ÅÑÆÂØ ÒÓÑÛÎÑÅÑ ÄÇÍÂ (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [44, 45]). ±ÑÆ-
ÓÑÃÐÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ àÕËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ, ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ËØ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕË Ë ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ
ËØ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË ÚËÕÂÕÇÎß ÏÑÉÇÕ ÐÂÌÕË Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË ¢
àÕÑÅÑ ÑÃÊÑÓÂ.

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ N ÃÑÊÑÐÑÄ Ô
ÒÓËÕâÉÇÐËÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ M (14M4N) "ÍÎÂ-
ÔÕÇÓÑÄ" fOag �a � 1; . . . ;M� ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ. ¬ÂÉÆÞÌ

ÕÂÍÑÌ ÍÎÂÔÕÇÓ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÏ na, ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÔÍÑÎßÍÑ ÚÂÔÕËÙ ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ
Ä ÆÂÐÐÑÏ ÍÎÂÔÕÇÓÇ, Ë ËÏÒÖÎßÔÑÏ qa, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÇÅÑ ÙÇÐÕÓÂ ÏÂÔÔ. ±ÓË àÕÑÏ ÙÇÎÑ-
ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ na ÔÄâÊÂÐÞ ÖÔÎÑÄËÇÏ

PM
a� 1 na � N.

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÕÂÍÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâC �M�q; n �x1; . . . ; xN� ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâM ÐÇÒÓÇÓÞÄ-
ÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË q � �q1; . . . ; qM� ËM ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÏË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË n � �n1; . . . ; nM� (ÔÏ. ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ¢.2, ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (¢.27)). ¿ÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ ÕÂÍËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

EM�q; n� � 1

2b

XM
a� 1

naq
2
a ÿ

k 2

24b

XM
a� 1

�n 3
a ÿ na� ; �2:12�

ÅÆÇ

k � b 3u : �2:13�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÓÇÛÇÐËÇ C�x; t�
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (2.7) Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË
(2.8), ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ÄËÆÇ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÏÃË-
ÐÂÙËË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ C �M�q; n �x� (ÔÏ.
ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ¢.4, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (¢.50)):

C�x; t� �
XN
M� 1

X
n

0
� 0
Dq C �M�q; n �x�C �M�

�
q; n �0� exp

�ÿEM�q; n� t
�
;

�2:14�

ÅÆÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏ na Ë
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ËÏÒÖÎßÔÂÏ qa ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ Ä ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐÐÑÏ ÒÑÆÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (ÔÏ. (¢.42) ë (¢.45) Ë (¢.51)),
ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔËÏÏÇÕÓËË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ C �M�q; n �x� ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÄ q1; . . . ; qM Ë n1; . . . ; nM. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ
ÖÔÎÑÄËá (2.11), ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÓÇÒÎËÚÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ ËÔØÑÆÐÑÌ ÊÂÆÂÚË Ñ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇ-
ÓÂØ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ (ÔÏ.
ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ¢.4, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (¢.59)):

Z�N;L� �
XN
M� 1

1

M!

� YM
a� 1

� �1
ÿ1

dqa
2p

X1
na � 1

�
d

�XM
a� 1

na; N

�
�

� ��C �M�q; n �0�
��2 exp

�ÿEM�q; n�L
�
; �2:15�

ÅÆÇ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÔËÏÏÇÕÓËË ×ÖÐÍÙËË f �q; n� � jC �M�q; n �0�j2�
� exp �ÿEM�q; n�L� ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÎáÃÞÏ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄ-
ÍÂÏ ÄÔÇØ ÇÈM ÒÂÓ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ �qa; na�, ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ
M ËÏÒÖÎßÔÂÏ qa ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÂÔÛËÓÇÐÑ ÐÂ ÄÔÈ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÑ RM, Â ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂÏ na ÔÄâÊÂÐÑ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ

PM
a� 1 na � N.

¥Îâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ, ÄÄËÆÖ ÒÓËÔÖÕÔÕÄËâ Ä àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË
ÔËÏÄÑÎÂ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ d

ÿP
a na; N

�
, ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÒÂÓÂ-

ÏÇÕÓÂÏ na ÒÓÑÆÑÎÉÇÐÑ ÆÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË.

3. ²ÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË
ÑÃ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÂØ

ªÔÒÑÎßÊÖâ âÄÐÞÌ ÄËÆ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ C �M�q; n �x�
(¢.27), ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÓÇÒÎËÚÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ
(2.15) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ (ÔÏ.
ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ¢.4, ÖÓÂÄÐÇÐËâ (¢.61), (¢.62)):

Z�N;L� � exp �ÿbNL f0� ~Z�N; l� ; �3:1�
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ÅÆÇ ÄÇÎËÚËÐÂ f0 � �1=24�b 4u 2 ÿ �1=bL� ln �b 3u� ì àÕÑ
ÎËÐÇÌÐÂâ (ÔÂÏÑÖÔÓÇÆÐâáÜÂâÔâ) ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
àÐÇÓÅËË (ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1.19)), Ë

~Z�N;L� � N!

� �1
ÿ1

dq

2pkN
exp

�
ÿ L

2b
Nq 2 � k 2L

24b
N 3

�
�

�N!
XN
M� 2

1

M!

� YM
a� 1

X1
na � 1

� �1
ÿ1

dqa
2pkna

�
�

� d

�XM
a� 1

na; N

�YM
a<b

��qa ÿ qb ÿ �ik=2��na ÿ nb�
��2��qa ÿ qb ÿ �ik=2��na � nb�
��2�

� exp

�
ÿ L

2b

XM
a� 1

naq
2
a �

k 2L

24b

XM
a� 1

n 3
a

�
: �3:2�

±ÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ä àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÄÍÎÂÆ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ �M � 1�, Â ÄÔÇ ÑÔÕÂÎßÐÞÇ
ÚÎÇÐÞ �M5 2�ì àÕÑ ÄÍÎÂÆ ÑÕ ÄÑÊÃÖÉÆÈÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ.

¬ÖÃËÚÇÔÍËÇ ÒÑ na ÚÎÇÐÞ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (3.2) ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÞ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÖÐÍÙËË ¿ÌÓË (ÔÏ. ÒÓËÎÑÉÇ-
ÐËÇ £):

exp

�
1

3
l3n 3

�
�
� �1
ÿ1

dy Ai�y� exp �ln� : �3:3�

±ÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎââ ËÏÒÖÎßÔ qa � �bk=L�1=3pa Ë ÄÄÑÆâ ÐÑÄÞÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ

l�L� � 1

2

�
L

b
k 2

�1=3

� 1

2
�b 5u 2L�1=3 ; �3:4�

ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

~Z�N; l� � N!

�� �1
ÿ1

dy dp

4plN
Ai�y� exp �lN�yÿ p 2���

�N!
XN
M� 2

1

M!

�YM
a� 1

X1
na � 1

�� �1
ÿ1

dya dpa
4plna

Ai �ya��

� exp
�
lna�ya ÿ p 2

a �
���

�
YM
a<b

��l�na ÿ nb� ÿ i� pa ÿ pb�
��2��l�na � nb� ÿ i� pa ÿ pb�
��2 d

�XM
a� 1

na; N

�
: �3:5�

³ÆÄËÅÂâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ: ya ! ya � p 2
a , ÏÞ

ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÏÖ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËá:

~Z�N; l� � N!

�� �1
ÿ1

dy dp

4plN
Ai�y� p 2� exp �lNy��

�N!
XN
M� 2

1

M!

"YM
a� 1

X1
na � 1

�� �1
ÿ1

dya dpa
4plna

�

�Ai�ya � p 2
a � exp �lnaya�

#
�

�
YM
a<b

��l�na ÿ nb� ÿ i� pa ÿ pb�
��2��l�na � nb� ÿ i� pa ÿ pb�
��2 d

�XM
a� 1

na; N

�
: �3:6�

´ÇÒÇÓß, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ ¬ÑÛË (ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ
Cauchy double alternant identity)QM

a<b�aa ÿ ab��ba ÿ bb�QM
a;b�1�aa ÿ bb�

�

� �ÿ1�M�Mÿ1�=2 det
�

1

aa ÿ bb

�
a; b�1;...;M

; �3:7�

ÅÆÇ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ aa � pa ÿ ilna Ë ba � pa � ilna, ÒÓÇÆ-
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (3.6) ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ÄËÆÇ ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕÂ:YM
a<b

��l�na ÿ nb� ÿ i� pa ÿ pb�
��2��l�na � nb� ÿ i� pa ÿ pb�
��2 �

�
"YM

a� 1

�2lna�
#
det

�
1

lna ÿ ipa � lnb � ipb

�
a; b�1;...;M

: �3:8�

´ÇÒÇÓß, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÓÇÒÎËÚ-
ÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ ~Z�N; l� Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË (1.24), ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÄÞÒÑÎ-
ÐËÕß ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑN, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÐÂÎËÚËá
ÔËÏÄÑÎÂ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ, ÄÍÎÂÆ ÆÂÈÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ
N �PM

a� 1 na. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ

W�x�� lim
l!1

(
1�

X1
M�1

�ÿ1�M
M!

"YM
a�1

�� �1
ÿ1

dya dpa
2p

Ai �ya� p 2
a ��

�
X1
na�1
�ÿ1�naÿ1 exp ÿlna�ya � x��#�

� det

�
1

lna ÿ ipa � lnb � ipb

�)
: �3:9�

¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕÂ ¶ÓÇÆÅÑÎßÏÂ
det �1ÿ K̂ � (ÔÏ. ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ¤, Â ÕÂÍÉÇ ÍÐËÅÖ [46]) Ô âÆÓÑÏ

K̂ � K
��n; p�; �n 0; p 0�� �

�
� � �1
ÿ1

dy Ai �y� p 2��ÿ1�nÿ1 exp ÿln�y� x����
� 1

lnÿ ip� ln 0 � ip 0
: �3:10�

ªÔÒÑÎßÊÖâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÆÇÕÇÓ-
ÏËÐÂÐÕÂ, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

W�x� � lim
l!1

exp

�
ÿ
X1
M� 1

1

M
Tr K̂M

�
; �3:11�

ÅÆÇ

Tr K̂M �
"YM
a� 1

�� �1
ÿ1

dya dpa
2p

Ai �ya � p 2
a ��

�
X1
na � 1

�ÿ1�naÿ1 exp ÿlna�ya � x��#�
�
h
�ln1 ÿ ip1 � ln2 � ip2��ln2 ÿ ip2 � ln3 � ip3� . . .

. . . �lnM ÿ ipM � ln1 � ip1�
iÿ1

: �3:12�
±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

1

lna ÿ ipa � lna�1 � ipa�1
�

�
�1
0

doa exp
�ÿ�lna ÿ ipa � lna�1 � ipa�1�oa

�
; �3:13�

ÏÞ ÕÇÒÇÓß ÏÑÉÇÏ ÎÇÅÍÑ ÄÞÒÑÎÐËÕß ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ
ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏ na. µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ
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lim
l!1

X1
n� 1

�ÿ1�nÿ1 exp �lnz� � lim
l!1

exp �lz�
1� exp �lz� � y�z� ; �3:14�

ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ

lim
l!1

Tr K̂M �
YM
a� 1

�� �1
ÿ1

dya dpa
2p

�1
0

doa Ai �ya � p 2
a ��

� y�ya � xÿ oa ÿ oaÿ1� exp
�
ipa�oa ÿ oaÿ1�

�
; �3:15�

ÅÆÇ ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÔÚËÕÂÇÕÔâ, ÚÕÑ o0 � oM. ³ÆÄËÅÂâ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ, ya ! ya ÿ x� oa � oaÿ1 Ë
oa ! oa � x=2, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

lim
l!1

Tr K̂M �
YM
a� 1

�1
0

dya

� �1
ÿ1

dpa
2p
�

�
�1
ÿx=2

doa Ai �ya � p 2
a � oa � oaÿ1� exp

�
ipa�oa ÿ oaÿ1�

�
:

�3:16�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË ¿ÌÓË Ë
ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ àÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá, Ai 00�t� � tAi�t�, ÏÑÉÐÑ ÎÇÅÍÑ ÆÑÍÂ-
ÊÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (ÔÏ. ÒÓËÎÑ-
ÉÇÐËÇ £):�1
0

dy

� �1
ÿ1

dp

2p
Ai �y� p 2 � o� o 0� exp �ip�oÿ o 0�� �

� 2ÿ1=3
�1
0

dy Ai �21=3o� y� Ai �21=3o 0 � y� �

� Ai �21=3o�Ai 0�21=3o 0� ÿAi 0�21=3o�Ai �21=3o 0�
oÿ o 0

: �3:17�

±ÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎââ oa ! oa2
ÿ1=3, ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ

lim
l!1

Tr K̂M �
��

. . .

�1
ÿx=22=3

do1 do2 . . . doM�

� KA�o1;o2�KA�o2;o3� . . .KA�oM;o1� ; �3:18�

ÅÆÇ

KA�o;o 0� � Ai �o�Ai 0 �o 0� ÿAi 0 �o�Ai �o 0�
oÿ o 0

�3:19�

ì ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ âÆÓÑ ¿ÌÓË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ
ÆÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ Ä ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ËÐÕÇÅÓÂÎß-
ÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË W�x� (ÔÏ. (1.22)) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕÑÏ ¶ÓÇÆÅÑÎßÏÂ

W�x� � det �1ÿ K̂A� � F2

�
ÿ x

22=3

�
; �3:20�

ÅÆÇ K̂A ì ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÌ ÐÂ
ÒÑÎÖÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÒÓâÏÑÌ �ÿx=22=3;1� Ô âÆÓÑÏ ¿ÌÓË
(3.19). ¶ÖÐÍÙËâ, ÑÃÞÚÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÏÂâ ÍÂÍ F2�s�, Ë ÇÔÕß
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ´ÓÇÌÔË ë£ËÆÑÏÂ. ®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß (ÔÏ.
ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ¤), ÚÕÑ àÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐÂ Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

F2�s� � exp

�
ÿ
�1
s

dt �tÿ s� q 2�t�
�
; �3:21�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ q�t� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÓÇÛÇÐËÇ ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ±ÂÐÎÇÄeÂ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ q 00 �

� tq� 2q 3 Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ q�t! �1� � Ai �t�.
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (1.22), (1.32) Ë (3.20) P��x� �
� 2ÿ2=3PTW�ÿ2ÿ2=3x�.

4. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

±ÇÓÄÞÌ ÒÓÑÓÞÄ Ä ËÊÖÚÇÐËË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÑÆÐÑ-
ÏÇÓÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÑÄ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÃÞÎ
ÔÆÇÎÂÐ ÏÐÑÅÑ ÎÇÕ ÐÂÊÂÆ Ä ÓÂÃÑÕÇ ¬ÂÓÆÂÓÂ [29], Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÃÞÎÂ ÔÄÇÆÇÐÂ Í N-ÚÂÔÕËÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÞØ ÃÑÊÑÐÑÄ Ô ÒÓËÕâÅËÄÂáÜËÏ ÒÂÓÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÅÎÂÄÐÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÄÞÊÞÄÂáÕ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ, ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑ
ÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÃÑÊÑÐÑÄ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÄÍÎÂÆÑÏ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ, àÐÇÓÅËâ
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÃÞÎÂ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÂ.

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÍÂÍÑÄÑ ÃÞ ÐË ÃÞÎÑ ÚËÔÎÑ ÚÂÔÕËÙ
N > 1, Ä ÒÓÇÆÇÎÇ, ÍÑÅÆÂ ÓÂÊÏÇÓ ÔËÔÕÇÏÞ L ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, ÄÍÎÂÆÞ ÄÑÊÃÖÉÆÈÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÏÂÎÞ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÄÍÎÂÆÑÏ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÕÇÓÏËÐÂØ àÕÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ
ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË L!1 ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
àÐÇÓÅËË ÓÂÔÕÖÕ ÍÂÍ L1=3, Â ÕËÒËÚÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÌ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÒÑÎËÏÇÓÂ ÓÂÔÕÈÕ ÍÂÍ L2=3, ÚÕÑ, Ä ÚÂÔÕÐÑ-
ÔÕË, ÒÓÇÍÓÂÔÐÑ ÔÑÅÎÂÔÑÄÞÄÂÎÑÔß Ô ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ËÔÔÎÇÆÑ-
ÄÂÐËâÏË.

¢ÑÎÇÇ ÆÇÕÂÎßÐÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ àÕÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÒÑÍÂ-
ÊÂÎÑ, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ Ä ÐÈÏ ÔÑÆÇÓÉÂÕÔâ ÔÇÓßÈÊÐÞÇ ÒÂÕÑÎÑÅËË.
£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÄÕÑÓÑÌ ÍÖÏÖÎâÐÕ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
àÐÇÓÅËË,

ÿ
F 2 ÿ F

2�
, ÊÆÇÔß ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, Â

àÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÎËÛß Ä ÆÄÖØ ÔÎÖÚÂâØ: ÎËÃÑ ÄÇÎËÚËÐÂ F ÐÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ (ÐÑ ÕÑÅÆÂ, ÑÕÍÖÆÂ ÃÇÓÖÕÔâ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÓÂÔÕÖÕ ÍÂÍ L1=3 ?), ÎËÃÑ ÇÔÎË ×ÖÐÍÙËâ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ F ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ
ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ, ÚÕÑ ÎËÛÇÐÑ ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ
ÔÏÞÔÎÂ. ±ÓÑÔÕÑÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ ÒÑÍÂÊÂÎ, ÚÕÑ
ÍÑÓÇÐß àÕÑÌ ÒÂÕÑÎÑÅËË ÔÍÓÞÄÂÇÕÔâ Ä "ÏÂÅËË ÓÇÒÎËÍ": Ô
ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÄÔÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÆÇÎÂáÕÔâ Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇ-
ÐËË, ÚÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓN (ÚËÔÎÑ ÚÂÔÕËÙ) âÄÎâÇÕÔâ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐ-
ÐÞÏ, Â Ô ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ Ä ÕÇÓÏÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ, L!1, ÑÃÎÂÔÕß ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ N, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ËÔØÑÆÐÑÌ ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÑÃ-
ÎÂÔÕË N! 0. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÏÇÕÑÆ ÓÇÒÎËÍ ÒÓÇÆÒÑÎÂ-
ÅÂÇÕ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ, ÒÑÎÖÚÇÐ-
ÐÑÅÑ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÙÇÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ N Ä ÑÃÎÂÔÕß
N! 0. ¯Ç ÅÑÄÑÓâ ÖÉÇ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÕÂÍÑÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ
ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ ÆÂÎÇÍÑ ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [33, 34]), ÎáÃÞÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË
ÓÇÒÎËÚÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ (ÒÓË ÙÇÎÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË
N ) ÍÓÂÌÐÇ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÍÂÊÂÐÞ, ÇÔÎË ËÏÇÇÕÔâ Ä ÄËÆÖ ËÊÖÚÂÕß
ÑÃÎÂÔÕß N! 0.

£ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÇÒÎËÚÐÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ
ÆÎâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÑÄ, ÑÛËÃÍÂ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÐÇÖÚÕÈÐÐÞÇ ÄÍÎÂÆÞ ÄÑÊÃÖÉÆÈÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ, àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÏÂÎÞÇ ÒÑ L ÒÓË ÙÇÎÞØ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ
N > 1, ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË Ä ÑÃÎÂÔÕË N! 0,
ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË P�� f � � limL!1 PL� f �.
¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÄÂ
ÒÓÇÆÇÎÂ L!1 Ë N! 0 ÐÇ ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ
[47, 48].

´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÐÇ ÖÚËÕÞ-
ÄÂáÕÔâ ÄÑÊÃÖÉÆÈÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ N-ÚÂÔÕËÚÐÑÌ ÃÑÊÑÐÐÑÌ
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ÔËÔÕÇÏÞ, ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÄÒÑÎÐÇ ÓÂÊÖÏÐÞÏ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ÎÇÄÑÅÑ ØÄÑÔÕÂ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ P�� f � (Õ.Ç. ÂÔËÏÒ-
ÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä ÒÓÇÆÇÎÇ f! ÿ1).
±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÔÍÇÌÎËÐÅ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓ-
ÅËË L1=3 âÄÎâÇÕÔâ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ P�� f �,
ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÎÇÄÞÌ ØÄÑÔÕ àÕÑÌ
×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË ¿ÌÓË: P�� f! ÿ1� � exp �ÿ�2=3�j f j3=2� [49].

£ÒÇÓÄÞÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÒÓÂÄÑÅÑ ØÄÑÔÕÂ àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, P�� f!�1�� exp �ÿ�const� f 3�, ÃÞÎÂ ÄÞ-
ÄÇÆÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÂØ ¬ÑÓÛÖÐÑÄÂ Ë ¬ÑÎÑÍÑÎÑÄÂ [50], ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÌ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÎÇÄÂâ, ÐÑ Ë ÒÓÂÄÂâ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓ-
ÅËË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÑÄ P�� f � ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ´ÓÇÌÔË ë£ËÆÑÏÂ [1], ÒÓÑ ÍÑÕÑÓÑÇ Í ÕÑÏÖ
ÄÓÇÏÇÐË ÃÞÎÑ ÖÉÇ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÑÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÆÓÖÅËØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÔËÔÕÇÏ [2 ë 7].

£ÒÇÓÄÞÇ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ´ÓÇÌÔË ë£ËÆÑÏÂ ÆÎâ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÑÄ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ô ÎÑÍÂÎß-
ÐÞÏË ÍÑÓÓÇÎâÙËâÏË ÃÞÎÂ ÄÞÄÇÆÇÐÂ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ KPZ [8 ë 10], ÍÑÕÑÓÑÇ, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÑÔÕ ÆÑÏÇÐÐÞØ ÔÕÇÐÑÍ ÏÇÉÆÖ
ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÏË ×ÂÊÂÏË Ë ÍÑÕÑÓÑÇ àÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ. ±ÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÑÆÐÑ-
ÄÓÇÏÇÐÐÑ Ô àÕËÏ ÃÞÎÑ, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÐÂÌÆÇÐÑ ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÂØ ÏÇÕÑ-
ÆÑÏ ÓÇÒÎËÍ, ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ N-ÚÂÔÕËÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÃÑÊÑÐÑÄ ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÎÑ ÄÞÒÑÎÐËÕß ÔÖÏÏËÓÑÄÂ-
ÐËÇ ÒÑ ÄÔÇÏÖ ÔÒÇÍÕÓÖ ÄÑÊÃÖÉÆÈÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ [11 ë 14].
¿ÕÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÄÞÄÇÔÕË ÒÑÎÐÖá ×ÖÐÍÙËá
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ
Ë ÆÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÑÐÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
´ÓÇÌÔË ë£ËÆÑÏÂ. ±ÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ´ÓÇÌÔË ë£ËÆÑÏÂ (ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.21), ÓËÔ. 6) ÃÞÎÂ
ÄÞÄÇÆÇÐÂ ÆÎâ ÚËÔÕÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË, Â ËÏÇÐÐÑ,
ÍÂÍ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ àÓÏËÕÑÄÑÌ ÏÂÕÓËÙÞ ÓÂÊÏÇÓÂ
N�N Ä ÒÓÇÆÇÎÇ N!1 [1].

µÆËÄËÕÇÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÑÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ
àÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÏÐÑÉÇ-
ÔÕÄÂ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔËÔÕÇÏ, ËÐÑÅÆÂ ÒÑØÑÉËØ, Â
ËÐÑÅÆÂ Ë ÐÇ ÑÚÇÐß ÒÑØÑÉËØ ÆÓÖÅ ÐÂ ÆÓÖÅÂ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÇÚß
ËÆÈÕ ÐÇ Ñ ÍÂÍËØ-ÕÑ ÚÂÔÕÐÞØ ÔÑÄÒÂÆÂáÜËØ ÔÄÑÌÔÕÄÂØ, Â Ñ
ÙÇÎÑÌ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ (ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÌ ÐËÍÂÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÄ) ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÏÞ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÄÒÓÂÄÇ
ÅÑÄÑÓËÕß ÊÆÇÔß Ñ âÄÎÇÐËË "ÔÖÒÇÓÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕË" ÆÎâ
ÙÇÎÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔËÔÕÇÏ.

£ àÕÑÏ ÑÃÊÑÓÇ ËÊÎÑÉÇÐÑ ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË,
ÍÑÕÑÓÂâ ÑÔÕÂÄÂÎÂÔß ÐÇÓÇÛÈÐÐÑÌ Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÒÑÚÕË ÕÓËÆ-
ÙÂÕË ÎÇÕ. ³ÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ àÕÑ ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
ÐÂÌÆÇÐÑ ÏÇÕÑÆÑÏ ÓÇÒÎËÍ ì ÍÓÂÌÐÇ ÓÇÆÍËÌ, ÇÔÎË ÐÇ
ÒÇÓÄÞÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÃÇÊ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÔÕÑÎß ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÆÎâ
àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÔÖÅÖÃÑ àÄÓËÔÕËÚÇÔÍËØ "ÏÂÅËÚÇÔÍËØ ÑÒÇÓÂ-
ÙËÌ", ËÊ-ÊÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÄÔÇÅÆÂ ÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÕÇÓÏËÐÞ "ÏÇÕÑÆ
ÓÇÒÎËÍ" Ë "ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ" ÇÔÕß "ÆÄÇ ÄÇÜË ÐÇÔÑÄÏÇÔÕ-
ÐÞÇ". ¬ÑÐÇÚÐÑ, ÍÑÅÆÂ ÐÂÌÆÇÐÑ ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, Ä àÕÑÏ
ÇÔÕß Ë àÎÇÏÇÐÕ ÒÇÚÂÎË: ÒÑÔÕÂÄÎÇÐÂ ÕÑÚÍÂ, ÏÑÉÐÑ ÖØÑÆËÕß,
Ë ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÇÔÕß ÔËÎÞ Ë ÏÖÉÇÔÕÄÑ. ¯Ñ Ô ÆÓÖÅÑÌ
ÔÕÑÓÑÐÞ, ÑÔÕÂÈÕÔâ ÔÑÊÆÂÐÐÂâ àÕËÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÏÇÕÑÆÑÎÑ-
ÅËâ, ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÂÒÒÂÓÂÕ, Â ÓâÆÑÏ ì ÄÇÎËÍÑÇ ÏÐÑ-
ÉÇÔÕÄÑ ÆÓÖÅËØ ÊÂÆÂÚ, ÉÆÖÜËØ ÔÄÑÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ...

5. ±ÓËÎÑÉÇÐËÇ A
¬ÄÂÐÕÑÄÞÇ ÃÑÊÑÐÞ Ô ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËÇÏ

¡.1. ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË
µÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ N-ÚÂÔÕËÚÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÃÑÊÑÐÑÄ Ô d-ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

1

2

XN
a� 1

q2xaC�x� �
1

2
k
XN
a 6� b

d�xa ÿ xb�C�x� � ÿbEC�x� �A:1�

(ÅÆÇ k � b 3u). ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÔËÏÏÇÕÓËË ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË
ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÎáÃÞÏ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ ÇÈ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÇÈ ÄÐÖÕÓË ÔÇÍÕÑÓÂ

x1 < x2 < . . . < xN �A:2�
Ë ÐÂ ÇÅÑ ÅÓÂÐËÙÇ. £ÐÖÕÓË àÕÑÅÑ ÔÇÍÕÑÓÂ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ
C�x� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá

1

2

XN
a� 1

q2xaC�x� � ÿbEC�x� ; �A:3�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ N ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÚÂÔÕËÙ. ¦ÅÑ ÑÃÜÇÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÎËÐÇÌÐÖá ÍÑÏÃËÐÂÙËá N
ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ, ÍÑÕÑÓÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ N ËÏÒÖÎßÔÂÏË
fq1; q2; . . . ; qNg � q. ªÐÕÇÅÓËÓÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (A.1) ÒÑ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑÌ �xi�1 ÿ xi� Ä ÏÂÎÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÑÍÓÖÅ ÐÖÎâ, ÕÂÍ
ÚÕÑ jxi�1 ÿ xij < E! 0, Ë ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÑÔÕÂÎßÐÞÇ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ fxjg (ÅÆÇ j 6� i; i� 1) ÐÂØÑÆâÕÔâ ÄÐÖÕÓË ÔÇÍ-
ÕÑÓÂ (A.2), ÎÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ C�x�
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ:

�qxi�1 ÿ qxi � k�C�x�
���
xi�1�xi�0

� 0 : �A:4�

°ÃÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÌ ÍÂÍ
ÖÓÂÄÐÇÐËá (A.3), ÕÂÍ Ë ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ (A.4) ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

Cq1...qN�x1; . . . ; xN� � C �N�q �x� �

� C

�YN
a<b

�
qxaÿ qxb� k

��
det
�
exp �iqc xd�

�
�c; d ��1;...;N ; �A:5�

ÅÆÇ Cì ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ, ÍÑÕÑÓÖá ÏÞ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎËÏ ÒÑÊÆÐÇÇ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÃÖÆÖÚË ÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÏÃËÐÂ-
ÙËÇÌ ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÂâ ÄÞÛÇ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ÑÚÇÄËÆÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá (A.3).
¹ÕÑÃÞ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ àÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÅÓÂÐËÚ-
ÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ (A.4), ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ
i � 1. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá (A.5), ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ
C �N�q �x� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ÄËÆÇ

C �N�q �x� � ÿ�qx2 ÿ qx1 ÿ k� ~C �N�q �x� ; �A:6�

ÅÆÇ

~C �N�q �x� � C

�YN
a� 3

�
qx1 ÿ qxa � k

��
qx2 ÿ qxa � k

���
�
� YN

34 a<b

�
qxaÿ qxb� k

��
det
�
exp �iqc xd�

�
�c; d��1;...;N : �A:7�

­ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ àÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ ÒÑ
ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÇ x1 Ë x2. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ (A.6) Ä
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(A.4) (Ô i � 1) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

ÿ��qx2 ÿ qx1�2 ÿ k 2
�

~C �N�q �x�
���
x2 � x1

� 0 : �A:8�

£ÄËÆÖ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËË ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (A.8) ÒÑ
ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ x1 Ë x2 ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÇ ÄÞÛÇ
ÖÔÎÑÄËÇ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕÔâ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ
x1 � x2.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ C �N�q �x�, ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâáÜÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËá (A.1), ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÑÌ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ ÇÈ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ,
×ÖÐÍÙËâ (A.5) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÎÇÅÍÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐÂ ÊÂ ÒÓÇ-
ÆÇÎÞ ÔÇÍÕÑÓÂ (A.2) ÐÂ ÄÔÈ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
fx1; x2; . . . ; xNg 2 RN:

C �N�q �x� � C

�YN
a<b

�ÿiÿqxa ÿ qxb
�� ik sgn �xa ÿ xb�

���
� det

�
exp �iqc xd�

�
�c; d ��1;...;N ; �A:9�

ÅÆÇ, ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá, ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ qxa
ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÎËÛß ÐÂ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÚÎÇÐÞ Ë ÐÇ ÆÇÌÔÕ-
ÄÖÇÕ ÐÂ ×ÖÐÍÙËË sgn �x� Ä ÒÓÇÆàÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ×ÂÍ-
ÕÑÓÇ. ¥Îâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÏÞ ÒÓÑËÊÄÇÎË ÒÇÓÇ-
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÑÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ: iN�Nÿ1�=2C! C.
£ âÄÐÑÏ ÄËÆÇ ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (A.9) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÊÂÒËÔÂÐ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ

det
�
exp �iqc xd �

�
�c; d ��1;...;N �

X
P

�ÿ1��P� exp
�
i
XN
a� 1

qpaxa

�
;

�A:10�
ÅÆÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÒÑ ÄÔÇÏ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ
ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ N ËÏÒÖÎßÔÑÄ fq1; q2; . . . ; qNg ÒÑ N ÚÂÔÕË-
ÙÂÏ fx1; x2; . . . ; xNg, Â �P� ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÚÈÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇÔÕÂ-
ÐÑÄÍË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË (A.9) ÒÓËÑÃ-
ÓÇÕÂáÕ ÄËÆ

C �N�q �x� � C
X
P

�ÿ1��P��

�
�YN

a<b

�ÿiÿqxaÿ qxb
�� ik sgn �xaÿ xb�

��
exp

�
i
XN
a� 1

qpaxa

�
:

�A:11�
±ÓÑËÊÄÑÆâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

C �N�q �x� � C
X
P

�ÿ1��P�
�YN

a<b

�
qpa ÿ qpb � ik sgn �xa ÿ xb�

���
� exp

�
i
XN
a� 1

qpaxa

�
: �A:12�

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË C �N�q �x� ÂÐÕËÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÞ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ ËÏÒÖÎßÔÑÄ
q1; . . . ; qN. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË (A.5) (ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ Ä ÔÇÍÕÑÓÇ (A.2))
Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (A.3), ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ:

E�q� � 1

2b

XN
a� 1

q 2
a : �A:13�

¡.2. °ÓÕÑÐÑÓÏÂÎßÐÑÔÕß ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ
±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÐÂÌÆÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË Ô
ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ ÆÓÖÅ

ÆÓÖÅÖ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÇ ×ÖÐÍÙËË C �N�q �x� Ë C �N�q 0 �x�,
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ

q1 < q2 < . . . < qN ; �A:14�
q 01 < q 02 < . . . < q 0N :

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (A.11), ÆÎâ ÒÇÓÇÍÓÞÕËâ àÕËØ
ÆÄÖØ ×ÖÐÍÙËÌ ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

C �N�
�

q 0 �x�C �N�q �x� �
� �1
ÿ1

dNx C �N�
�

q 0 �x�C �N�q �x� �

� jC j2
X
P;P 0
�ÿ1��P���P 0 �

� �1
ÿ1

dNx

(�YN
a<b

�
i
ÿ
qxa ÿ qxb

�ÿ
ÿ ik sgn �xa ÿ xb�

��
exp

�
ÿi
XN
a� 1

q 0p 0axa

�)
�

�
(�YN

a<b

�ÿiÿqxa ÿ qxb
�� ik sgn �xa ÿ xb�

���
� exp

�
i
XN
a� 1

qpaxa

�)
: �A:15�

ªÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ ÚÂÔÕâÏ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

C �N�
�

q0 �x�C �N�q �x� �

� jC j2
X
P;P 0
�ÿ1��P���P 0 �

� �1
ÿ1

dNx exp

�
ÿi
XN
a� 1

q 0p 0axa

�
�

�
�YN

a<b

�ÿiÿqxa ÿ qxb
�ÿ ik sgn �xa ÿ xb�

��
� �ÿiÿqxa ÿ qxb

�� ik sgn �xa ÿ xb�
��

exp

�
i
XN
a� 1

qpaxa

�
�A:16�

ËÎË

C �N�
�

q 0 �x�C �N�q �x� �

� jC j2
X
P;P 0
�ÿ1��P���P 0 �

� �1
ÿ1

dNx exp

�
ÿi
XN
a� 1

q 0p 0axa

�
�

�
�YN

a<b

�ÿ�qxa ÿ qxb�2 � k 2
��

exp

�
i
XN
a� 1

qpaxa

�
: �A:17�

±ÓÑËÊÄÑÆâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÂÏ, ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ

C �N�
�

q 0 �x�C �N�q �x� �

� jC j2
X
P;P 0
�ÿ1��P���P 0 �

�YN
a<b

��qpa ÿ qpb�2 � k 2
���

�
� �1
ÿ1

dNx exp

�
i
XN
a� 1

�qpa ÿ q 0p 0a�xa
�
�

� jC j2
X
P;P 0
�ÿ1��P���P 0 �

�YN
a<b

��qpa ÿ qpb�2 � k 2
���

�
� YN
a� 1

�2p� d�qpa ÿ q 0p 0a�
�
: �A:18�
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µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÞ ÔÇÍÕÑ-
ÓÂÏË (A.14), ÎÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä àÕÑÏ
ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÂáÕ ÎËÛß ÚÎÇÐÞ Ô ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÏË ÒÇÓÇ-
ÔÕÂÐÑÄÍÂÏË ËÏÒÖÎßÔÑÄ, P � P 0, Ë ÄÔÇ àÕË ÄÍÎÂÆÞ ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÞ. µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÑÃÜÇÇ ÚËÔÎÑ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÍ ÓÂÄÐÑN!,
ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ, âÄÎâáÜÇÇÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÑÓÕÑÅÑ-
ÐÂÎßÐÑÔÕË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ:

C �N�
�

q 0 �x�C �N�q �x� �

� jC j2N!

�YN
a<b

��qa ÿ qb�2 � k 2
���YN

a� 1

�2p� d�qa ÿ q 0a�
�
:

�A:19�
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ àÕÑÕ ÐÂÃÑÓ ×ÖÐÍÙËÌ ÃÞÎ
ÑÓÕÑÐÑÓÏÂÎßÐÞÏ, ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ÆÑÎÉÐÂ
ËÏÇÕß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ:��C�q���2 � 1

N!
QN

a<b

��qa ÿ qb�2 � k 2
� : �A:20�

¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÒÑÎÐÑÕÞ àÕÑÅÑ ÐÂÃÑÓÂ ×ÖÐÍÙËÌ ÏÑÉÐÑ
ÐÂÌÕË Ä ÍÐËÅÇ [41]. ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ
ÄÞÛÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÓÑÃÎÇÏÞ (A.1)
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÑÓÕÑÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ÒÓË
ÎáÃÑÏ ÊÐÂÍÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ k, Õ.Ç. ÍÂÍ ÆÎâ
ÔÎÖÚÂâ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ, k < 0, ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÒÓËÕâÉÇÐËâ,
k > 0. £ÂÉÐÑ, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ ÕÑÎßÍÑ ÎËÛß Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÕÂÎÍË-
ÄÂÐËâ àÕÑÕ ÐÂÃÑÓ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÐÞÏ. °ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÒÓËÕâÉÇÐËâ, ÒÓË k > 0, ÍÓÑÏÇ ÓÇÛÇÐËÌ ÄËÆÂ
(A.11), ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ, ËÎË
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÚÂÔÕËÙ, ËÏÇÇÕÔâ ÙÇÎÑÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ
ÆËÔÍÓÇÕÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÆÓÖÅÑÅÑ ÕËÒÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÚÂÔÕËÙ. ¥ÇÕÂÎßÐÑÏÖ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá ÔÑÔÕÑâÐËÌ àÕÑÅÑ ÕËÒÂ ÒÑÔÄâÜÇÐÑ ÏÂÕÇÏÂ-
ÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ¢.

±ÓËÎÑÉÇÐËÇ ¢
¬ÄÂÐÕÑÄÞÇ ÃÑÊÑÐÞ Ô ÒÓËÕâÉÇÐËÇÏ

¢.1. °ÔÐÑÄÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
±ÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(A.1) (Ô k > 0) âÄÎâÇÕÔâ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÔÇ
N ÚÂÔÕËÙ ÔÄâÊÂÐÞ Ä ÑÆËÐ "ÍÎÂÔÕÇÓ":

C �1�q �x� � C exp

�
iq
XN
a� 1

xa ÿ 1

4
k
XN
a; b� 1

jxa ÿ xbj
�
: �B:1�

©ÆÇÔß C ì ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ, ÍÑÕÑÓÖá ÏÞ
ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÒÑÊÆÐÇÇ, Â ÒÂÓÂÏÇÕÓ q ì ËÏÒÖÎßÔ, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÄÑÃÑÆÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÙÇÐÕÓÂ ÏÂÔÔ ÄÔÇØ N
ÚÂÔÕËÙ. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ àÕÖ ×ÖÐÍÙËá Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (A.1),
ÎÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ àÕÑ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ
×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚË, Â àÐÇÓÅËâ àÕÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÆÂÈÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

E � ÿ 1

2b

XN
a� 1

�
iqÿ 1

2
k
XN
b� 1

sgn �xa ÿ xb�
�2
: �B:2�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÇÎËÚËÐÂ àÐÇÓÅËË E Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (¢.2) ÐÇ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÑÓâÆÍÂ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ, ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ
ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ, ÚÕÑ ÚÂÔÕËÙÞ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÞ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓÂ-
ÄËÎÖ (A.2). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ

ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâXN
b� 1

sgn �xa ÿ xb� � ÿ�N� 1ÿ 2a� ; �B:3�

XN
a� 1

a � 1

2
N�N� 1� ; �B:4�

XN
a� 1

a 2 � N

6
�N� 1��2N� 1� �B:5�

Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (¢.2), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

E � N

2b
q 2 ÿ k 2

24b
�N 3 ÿN� � E1�q;N � : �B:6�

¯ÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ C ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ
ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË

C �1�
�

q 0 �x�C �1�q �x� �
� �1
ÿ1

dx1 . . . dxN C �1�
�

q 0 �x�C �1�q �x� �

� �2p� d�qÿ q 0� : �B:7�
±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÔáÆÂ (¢.1), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

C �1�
�

q 0 �x�C �1�q �x� � jC j2
� �1
ÿ1

dx1 . . . dxN�

� exp

�
i�qÿ q 0�

XN
a� 1

xa ÿ 1

2
k
XN
a; b� 1

jxa ÿ xbj
�
�

� jC j2N!

� �1
ÿ1

dx1

� �1
x1

dx2 . . .

. . .

� �1
xNÿ1

dxN exp

�
i�qÿ q 0�

XN
a� 1

xa � k
XN
a� 1

�N� 1ÿ 2a�xa
�
;

�B:8�
ÅÆÇ ÆÎâ ÚÂÔÕËÙ, ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (A.2), ÏÞ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

1

2

XN
a; b� 1

jxa ÿ xbj � ÿ
XN
a� 1

�N� 1ÿ 2a�xa : �B:9�

ªÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ xN, ÊÂÕÇÏ ÒÑ xNÿ1 Ë ÕÂÍ ÆÂÎÇÇ ÄÒÎÑÕß ÆÑ x1,
ÐÂØÑÆËÏ

C �1�
�

q 0 �x�C �1�q �x� � jC j2N!

�YNÿ1
r� 1

1

r
��Nÿ r�kÿ i�qÿ q 0��

�
�

�
� �1
ÿ1

dx1 exp
�
iN�qÿ q 0�x1

� �
� jC j2N!

�YNÿ1
r� 1

1

r�Nÿ r�k
�
�2p� dÿN�qÿ q 0�� �

� jC j2 Nk
N!kN

�2p� d�qÿ q 0� : �B:10�

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÖÔÎÑÄËá (¢.7) àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÄÇÎËÚËÐÖ ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÑÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ:

C �
������������
kNN!

kN

r
� C �1��q� : �B:11�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÇ ÄÞÛÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
Ô ÄÑÎÐÑÄÑÌ×ÖÐÍÙËÇÌ (¢.1) ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ
ÚÂÔÕËÙ Ô ÒÓËÕâÉÇÐËÇÏ, k > 0. £ ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÒÓË
k < 0, àÕÂ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔØÑÆËÕÔâ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË
Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÐÑÓÏËÓÖÇÏÑÌ.
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³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß. ÚÕÑ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ (¢.1) ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÕÂÍÉÇ ÒÑÎÖÚÇÐÂ ËÊ ÑÃÜÇÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÞØ
×ÖÐÍÙËÌ (A.12), ÇÔÎË ÏÞ ÆÑÒÖÔÕËÏ, ÚÕÑ Ö ËÏÒÖÎßÔÑÄ qa
ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕß. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ ÔÐÑÄÂ,
ÚÕÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÞ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (A.2) Ë
ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÊÐÂÚÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

qa � qÿ i

2
k�N� 1ÿ 2a� : �B:12�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ àÕË ÊÐÂÚÇÐËâ qa Ä ÑÃÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (A.12),
ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ

C �1�q �x1 < x2 < . . . < xN� /

/
X
P

�ÿ1��P�
 YN

a<b

��
qÿ i

2
k�N� 1ÿ 2Pa�

�
ÿ

ÿ
�
qÿ i

2
k�N� 1ÿ 2Pb�

�
ÿ ik

�!
�

� exp

�
iq
XN
a� 1

xa � k
2

XN
a� 1

�N� 1ÿ 2Pa�xa
�
/

/
X
P

�ÿ1��P�
 YN

a<b

�
Pb ÿ Pa � 1

�!�
� exp

�
iq
XN
a� 1

xa � k
2

XN
a� 1

�N� 1ÿ 2Pa�xa
�
: �B:13�

­ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÒÓËÔÖÕÔÕÄËá ÒÓÇÆàÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ

QN
a<b�Pb ÿ Pa � 1� ÒÓË ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËË

ÒÑ ÄÔÇÏ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÄÍÎÂÆ ÆÂÈÕ ÎËÛß
"ÕÓËÄËÂÎßÐÂâ" ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂ Pa � a (ÇÔÎË ÏÞ ÒÑÏÇÐâÇÏ
ÏÇÔÕÂÏË ÎáÃÞÇ ÆÄÂ ÚËÔÎÂ Ä ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË
1; 2; . . . ;N, ÏÞ ÄÔÇÅÆÂ ÔÏÑÉÇÏ ÐÂÌÕË ÆÄÂ ÕÂÍËØ ÐÑÏÇÓÂ
a < b, ÚÕÑ Pb � Pa ÿ 1). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,

C �1�q �x1 < x2 < . . . < xN� /

/ exp

�
iq
XN
a� 1

xa � k
2

XN
a� 1

�N� 1ÿ 2a�xa
�
: �B:14�

µÚËÕÞÄÂâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (¢.9), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÑÎÐÑÄÖá
×ÖÐÍÙËá (¢.1), ÍÑÕÑÓÂâ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÔËÏÏÇÕÓËË ÒÑ ÑÕÐÑ-
ÛÇÐËá Í ÎáÃÞÏ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ ÇÈ N ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ, ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÎÇÅÍÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐÂ ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÞ ÔÇÍÕÑÓÂ (A.2). ¯ÂÍÑ-
ÐÇÙ, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ (¢.12) Ä ÑÃÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÂ
àÐÇÓÅËÌ (A.13), ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ

E � 1

2b

XN
a� 1

�
qÿ i

2
k�N� 1ÿ 2a�

�2
: �B:15�

±ÓÑÔÕÑÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ (Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ
(¢.4) Ë (¢.5)) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ (¢.6).

¢.2. ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË
£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÔËÔÕÇÏÞ ËÊN ÃÑÊÑÐÑÄ
Ô ÒÓËÕâÉÇÐËÇÏ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ N ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË fqag �a �
� 1; 2; . . . ;N �, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÅÖÕ ËÏÇÕß ÏÐËÏÖá ÚÂÔÕß. ¥Îâ
ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÑÒËÔÂÕß ÑÃÜÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ àÕËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ,
ËØ ÖÆÑÃÐÑ ÔÅÓÖÒÒËÓÑÄÂÕß Ä ÄËÆÇ M �14M4N � "ÄÇÍ-
ÕÑÓÐÞØ" ËÏÒÖÎßÔÑÄ,

q a
r � qa ÿ i

2
k �na � 1ÿ 2r� ; �B:16�

ÅÆÇ qa �a � 1; 2; . . . ;M� ì ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ, Â ÆËÔÍÓÇÕÐÞÇ ÏÐËÏÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÍÂÉÆÑÅÑ

ÕÂÍÑÅÑ "ÄÇÍÕÑÓÂ" ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ËÐÆÇÍÔÑÏ r � 1; 2; . . . ; na.
±ÓË àÕÑÏ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ na àÕÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ
ÆÑÎÉÐÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÖÔÎÑÄËá

XM
a� 1

na � N : �B:17�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÕÓÇÏâ ÕËÒÂÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ: ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÏ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ M �14M4N �, ÍÑÕÑÓÞÌ ×ËÍÔËÓÖÇÕ ÚËÔÎÑ
"ÄÇÍÕÑÓÐÞØ" ËÏÒÖÎßÔÑÄ; ÐÂÃÑÓÑÏ ËÊ M ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ fn1; n2; . . . ; nMg � n, ÍÑÕÑÓÞÇ ×ËÍÔËÓÖáÕ
ÚËÔÎÑ ÏÐËÏÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ Ä ÍÂÉÆÑÏ ÕÂÍÑÏ ÄÇÍÕÑÓÇ; Ë,
ÐÂÍÑÐÇÙ, ÐÂÃÑÓÑÏ ËÊ M ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ
ËÏÒÖÎßÔÑÄ fq1; q2; . . . ; qMg � q.

°ÃÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÆÂÈÕÔâ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (A.9) ë (A.12). ¹ÕÑÃÞ ÒÑÐâÕß ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÆÇÕÇÓ-
ÏËÐÂÐÕÂ N�N ÏÂÕÓËÙÞ exp �iqaxb�, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
àÕÖ ÄÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá, ÄÔÇ N ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÂ qa,
(¢.16), ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÞ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

fqag � fq a
r g �

� fq 1
1 ; q

1
2 ; . . . ; q 1

n1
; q 2

1 ; q
2
2 ; . . . ; q 2

n2
; . . . ; qM

1 ; q
M
2 ; . . . ; qM

nM
g :

�B:18�

±Ñ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá,

det
�
exp �iqa xc�

�
�c; d ��1;...;N �

X
P

�ÿ1��P� exp
�
i
XN
a� 1

qpaxa

�
;

�B:19�

ÅÆÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÒÑ ÄÔÇÏ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ
N ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ fqag, (¢.18), ÒÑ N ÚÂÔÕËÙÂÏ
fx1; x2; . . . ; xNg, Â �P� ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÚÈÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË.
¥Îâ ÆÂÐÐÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË P ÚÂÔÕËÙÂ ÐÑÏÇÓ a ÒÑÎÖÚÂÇÕ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ ËÏÒÖÎßÔÂ q a�a�

r�a� . ¢ÖÆÇÏ ÅÑÄÑÓËÕß, ÚÕÑ ÚÂÔÕËÙÞ,
ÒÑÎÖÚÂáÜËÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ Ô ÑÆÐËÏ Ë ÕÇÏ ÉÇ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ
ËÐÆÇÍÔÂ a (Õ.Ç. ËÏÇáÜËÇ ÑÆËÐÂÍÑÄÖá ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÖá
ÚÂÔÕß qa), ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÑÆÐÑÏÖ ÍÎÂÔÕÇÓÖ Oa. ´ÇÏ ÔÂ-
ÏÞÏ, ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË P ÚÂÔÕËÙÞ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂ-
ÜËÇ ÑÆÐÑÏÖ ÍÎÂÔÕÇÓÖ, ÐÖÏÇÓÖáÕÔâ, "ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏ" ËÐÆÇÍ-
ÔÑÏ r � 1; . . . ; na. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (A.11),

C �M�q; n �x� �

� C �M�q; n

X
P

�ÿ1��P�
�YN

a<b

�ÿi�qxa ÿ qxb� � ik sgn �xa ÿ xb�
���

� exp

�
i
XN
c� 1

q
a�c�
r�c� xc

�
; �B:20�

ÅÆÇ C
�M�
q; n ì ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ, ÍÑÕÑÓÖá ÏÞ

ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÒÑÊÆÐÇÇ. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÔáÆÂ âÄÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ
ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ (¢.16) ÒÑÔÎÇ ÄÊâÕËâ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞØ, ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ:

C �M�q; n �x� �

� C �M�q; n

X
P

�ÿ1��P�
YN
a<b

��
qa�a� ÿ ik

2

�
na�a� � 1ÿ 2r�a���ÿ

ÿ
�
qa�b� ÿ ik

2

�
na�b� � 1ÿ 2r�b���� ik sgn �xa ÿ xb�

�
�

� exp

�
i
XN
c� 1

qa�c�xc � k
2

XN
c� 1

ÿ
na�c� � 1ÿ 2r�c��xc� : �B:21�

4*
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£ àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË ÒÓÇÆàÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ
ÔÑÆÇÓÉËÕ ÆÄÂ ÕËÒÂ ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ: ÒÂÓÞ ÕÑÚÇÍ �a; b�,
ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËØ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÍÎÂÔÕÇÓÂÏ �a�a� 6� a�b��, Ë
ÒÂÓÞ ÕÑÚÇÍ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËØ ÑÆÐÑÏÖ Ë ÕÑÏÖ ÉÇ ÍÎÂÔÕÇÓÖ
�a�a� � a�b��. £ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ Pa ÒÑ
ÒÂÓÂÏ ÕÑÚÇÍ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËÏ ÍÎÂÔÕÇÓÖ Oa, ÔÄÑÆËÕÔâ Í
ÄÞÓÂÉÇÐËá

Pa /
Y

a<b2Oa

�
r�b� ÿ r�a� ÿ sgn �xa ÿ xb�

�
: �B:22�

´ÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ (ÖÓÂÄÐÇÐËâ (¢.13) ë (¢.14)), ÎÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ
ÒÓË ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËË ÒÑ "ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏ" ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ r�a�
ÄÐÖÕÓË ÍÎÂÔÕÇÓÂ Oa ÐÇÐÖÎÇÄÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ Pa

ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÎËÛß ÆÎâ ÑÆÐÑÌ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË.
¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ àÕÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÑÕÏÇÕËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ, ÚÕÑ
ÄÄËÆÖ ÔËÏÏÇÕÓËË ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË C �M�q; n �x� ÒÑ ÑÕÐÑ-
ÛÇÐËá Í ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ ÇÈ N ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ fxag, ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÎËÛß ÔÎÖÚÂÌ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÑÎÑÉÇ-
ÐËâ ÚÂÔÕËÙ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÞ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ:
x1 < x2 < . . . < xN. ±ÓË àÕÑÏ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ fxakg
�k � 1; 2; . . . ; na�, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËØ ÍÎÂÔÕÇÓÖ Oa, ÕÂÍÉÇ
ÃÖÆÖÕ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÞ: xa1 < xa2 < . . . < xana (ÅÆÇ a1 < a2 <
< . . . < ana ). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

Pa /
Yna
k<l

�
r�l� ÿ r�k� � 1

�
: �B:23�

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ àÕÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÐÇ ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá ÎËÛß Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË r�k� � k. ¥ÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ, ÇÔÎË Ä ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË 1; 2; . . . ; na ÏÞ ÒÑÏÇ-
ÐâÇÏ ÏÇÔÕÂÏË ÎáÃÞÇ ÆÄÂ ÚËÔÎÂ, ÕÑ ÄÔÇÅÆÂ ÔÏÑÉÇÏ ÐÂÌÕË
ÆÄÂ ÚËÔÎÂ Ô ÐÑÏÇÓÂÏË k < l, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ r�l� � r�k� ÿ 1. £
ÔÎÖÚÂÇ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË

Pa /
Yna
k<l

�
lÿ k� 1

�
: �B:24�

£ÍÎáÚÂâ ÊÐÂÚÇÐËâ ÄÔÇØ àÕËØ "ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ" ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ
ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ Ä ÄÇÎËÚËÐÖ ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÑÌ
ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ C

�M�
q; n , ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇ-

ÐËá ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË (¢.21):

C �M�q; n �x� � C �M�q; n

X
P

0�ÿ1��P�
YN
a<b

a�a� 6� a�b�

��
qa�a� ÿ ik

2
na�a�

�
ÿ

ÿ
�
qa�b� ÿ ik

2
na�b�

�
� ik

ÿ
r�a� ÿ r�b� ÿ 1

���
� exp

�
i
XN
c� 1

qa�c�xc � k
2

XN
c� 1

ÿ
na�c� � 1ÿ 2r�c��xc� ; �B:25�

ÅÆÇ ÕÇÒÇÓß ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ËÆÈÕ ÎËÛß ÒÑ ÒÂÓÂÏ ÚÂÔÕËÙ,
ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËØ ÓÂÊÐÞÏ ÍÎÂÔÕÇÓÂÏ, Â ÔËÏÄÑÎ

P
P
0 ÑÊÐÂ-

ÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÐÇ ÒÑ ÄÔÇÏ ÒÇÓÇ-
ÔÕÂÐÑÄÍÂÏ P, Â ÎËÛß ÒÑ ÕÂÍËÏ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ "ÄÐÖÕÓÇÐ-
ÐËÇ" ËÐÆÇÍÔÞ r�a� ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÞ ÒÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂ-
ÐËá.

±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËá ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË C �M�q; n �x� ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ ÇÈ ÂÓÅÖÏÇÐ-
ÕÑÄ, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (¢.25) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÎÇÅÍÑ
ÒÓÑÆÑÎÉÇÐÑ ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÞ ÔÇÍÕÑÓÂ x1 < x2 < . . . < xN ÐÂ

ÄÔÈ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ RN. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇX
a2Oa

ÿ
na � 1ÿ 2r�a��xa �Xna

k� 1

�na � 1ÿ 2k�xak �

� ÿ 1

2

Xna
k; l� 1

��xak ÿ xal
�� �B:26�

(ÅÆÇ xa1 < xa2 < . . . < xana ), ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË
C �M�q; n �x�, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÚÂÔÕËÙ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑËÊ-
ÄÑÎßÐÞÏ:

C �M�q; n �x� �

� C �M�q; n

X
P

0�ÿ1��P�
YN
a<b

a�a� 6� a�b�

�ÿi�qxaÿ qxb� � ik sgn �xaÿ xb�
��

� exp

�
i
XM
a� 1

qa
Xna
c2Oa

xc ÿ k
4

XM
a� 1

Xna
c; c 0 2Oa

jxc ÿ xc 0 j
�
: �B:27�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä àÕÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÄÊÂËÏÐÑÇ
ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÚÂÔÕËÙ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËØ ÓÂÊÐÞÏ ÍÎÂÔÕÇÓÂÏ,
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ, ÍÎÂÔÕÇÓÞ ÏÑÅÖÕ ÒÇÓÇÍÓÞ-
ÄÂÕßÔâ Ë ÒÓÑØÑÆËÕß ÆÓÖÅ ÚÇÓÇÊ ÆÓÖÅÂ. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË,
ÕÇÓÏËÐ "ÍÎÂÔÕÇÓ", ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÐÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÍÑÏÒÂÍÕÐÞØ ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ.

¯Ö Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÒÇÍÕ-
ÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ËÏÒÖÎßÔÑÄ (¢.16) Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (A.13). ±ÓÑÔÕÑÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ (Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐËÇÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (¢.4) Ë (¢.5)) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ

EM�q; n� � 1

2b

XM
a� 1

Xna
r� 1

�q a
k �2 �

� 1

2b

XM
a� 1

naq
2
a ÿ

k 2

24b

XM
a� 1

�n 3
a ÿ na� : �B:28�

¢.3. °ÓÕÑÐÑÓÏÂÎßÐÑÔÕß ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ
±ÇÓÇÍÓÞÕËÇ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÆÄÖØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÆÄÖÏâ ÐÂÃÑÓÂÏË ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÄ �M; n; q� Ë �M 0; n 0; q 0�, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ:

Q
�M;M 0�
n; n 0 �q; q 0� �

� �1
ÿ1

dNx C �M
0��

q 0;n 0 �x�C �M�q; n �x� : �B:29�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÔáÆÂ (¢.27), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Q
�M;M 0�
n; n 0 �q; q 0� � C �M�q; n C

�M 0��
q 0;n 0

X
P

0X
P 0

0�ÿ1��P���P 0 ��

�
� �1
ÿ1

dNx

 YN
a<b

a 0 �a� 6� a 0 �b�

�
i�qxa ÿ qxb� ÿ ik sgn �xa ÿ xb�

�!
�

� exp

�
ÿi
XM 0

a� 1

q 0a
Xn 0a
c2O 0a

xc ÿ k
4

XM 0

a� 1

Xn 0a
c; c 0 2O 0a

jxc ÿ xc 0 j
�
�

�
 YN

a<b
a�a� 6� a�b�

�
ÿi�qxa ÿ qxb� � ik sgn �xa ÿ xb�

�!
�

� exp

�
i
XM
a� 1

qa
Xna
c2Oa

xc ÿ k
4

XM
a� 1

Xna
c; c 0 2Oa

jxc ÿ xc 0 j
�
; �B:30�
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ÅÆÇ fOag Ë fO 0ag ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ÍÎÂÔÕÇÓÞ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÞÇ
ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏË P Ë P 0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ±ÑÔÎÇ ËÐÕÇÅÓË-
ÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ÚÂÔÕâÏ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

Q
�M;M 0�
n; n 0 �q; q 0� � C �M�q; n C

�M 0��
q 0;n 0

X
P

0X
P 0

0�ÿ1��P���P 0 ��

�
� �1
ÿ1

dNx exp

�
ÿi
XM 0

a� 1

q 0a
Xn 0a
c2O 0a

xc ÿ k
4

XM 0

a� 1

Xn 0a
c; c 0 2O 0a

jxcÿ xc 0 j
�
�

�
 YN

a<b
a 0�a� 6� a 0�b�

�
ÿi�qxa ÿ qxb� ÿ ik sgn �xa ÿ xb�

�!
�

�
 YN

a<b
a�a� 6� a�b�

�
ÿi�qxa ÿ qxb� � ik sgn �xa ÿ xb�

�!
�

� exp

�
i
XM
a� 1

qa
Xna
c2Oa

xc ÿ k
4

XM
a� 1

Xna
c; c 0 2Oa

jxc ÿ xc 0 j
�
: �B:31�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÆÄÖØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ, Õ.Ç. M �M 0,
n � n 0, Ë ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÔÓÇÆË M
ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ fnag ÐÇÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ, Õ.Ç.
14 n1 < n2 < . . . < nM.

±ÓË ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËË ÒÑ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ P Ë P 0 Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË (¢.31) ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ ÆÄÂ ÕËÒÂ ÚÎÇÐÑÄ:

Â) "ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ" ÚÎÇÐÞ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÆÄÇ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË
ÔÑÄÒÂÆÂáÕ, P � P 0;

Ã) "ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ" ÚÎÇÐÞ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÆÄÇ ÒÇÓÇÔÕÂ-
ÐÑÄÍË ÑÕÎËÚÂáÕÔâ, P 6� P 0.

£ÍÎÂÆ "ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ" ÚÎÇÐÑÄ ËÏÇÇÕ ÄËÆ:

Q �M;M��A�
n; n �q; q 0� � C �M�q; n C

�M��
q 0;n

X
P

0
� �1
ÿ1

dNx�

� exp

�
ÿi
XM
a� 1

q 0a
Xna
c2Oa

xc ÿ k
4

XM
a� 1

Xna
c; c 0 2Oa

jxc ÿ xc 0 j
�
�

�
 YN

a<b
a�a�6�a�b�

�
ÿ�qxa ÿ qxb�2 � k 2

�!
�

� exp

�
i
XM
a� 1

qa
Xna
c2Oa

xc ÿ k
4

XM
a� 1

Xna
c; c 02Oa

jxc ÿ xc 0 j
�
: �B:32�

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË ÄÍÎÂÆ ÄÔÇØ ÒÇÓÇ-
ÔÕÂÐÑÄÑÍ âÄÎâÇÕÔâ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏ, ÒÑàÕÑÏÖ ÃÖÆÇÕ ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÎËÛß "ÕÓËÄËÂÎßÐÖá" ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÖ,
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÖá Ä (¢.18). ¬ÎÂÔÕÇÓÞ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
àÕÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÇ, ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÔËÏÄÑÎÑÏ a0�a�. ´Ç-
ÒÇÓß ÏÞ ÏÑÉÇÏ ËÊÏÇÐËÕß ÒÑÓâÆÑÍ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ
ÚÂÔÕËÙÂÏ, Â ËÏÇÐÐÑ, ÄÏÇÔÕÑ ÒÓÑÔÕÑÅÑ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ
"ÒÑÆÓâÆ" a � 1; 2; . . . ;N, ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕß ÔÖÏÏË-
ÓÑÄÂÐËÇ Ô ÒÑÏÑÜßá ÆÄÖØ ËÐÆÇÍÔÑÄ �a; r�: fxag ! fxarg
�a � 1; . . . ;M; r � 1; . . . ; na�. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄËÆÇÕß,
ÍÂÍÑÏÖ ÍÎÂÔÕÇÓÖ a ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÆÂÐÐÂâ ÚÂÔÕËÙÂ Ë ÍÂÍÑÌ
ÇÈ "ÄÐÖÕÓÇÐÐËÌ ÒÑÓâÆÍÑÄÞÌ ÐÑÏÇÓ" r ÄÐÖÕÓË ÍÎÂÔÕÇÓÂ.
¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÔËÏÏÇÕÓËË ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ
(¢.32) ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ ÚÂÔÕËÙ ÄÐÖÕÓË
ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÄÍÎÂÆ ÑÕ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂ-
ÐËâ ÒÑ ÔÇÍÕÑÓÂÏ xa1 < xa2 < . . . < x a

na
. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,

ËÔÒÑÎßÊÖâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (¢.26), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
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ÅÆÇ ×ÂÍÕÑÓ N!=n1! . . . nM! ì àÕÑ ÒÑÎÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑ-
ÄÑÍ M ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ, ÔÑÔÕÑâÜËØ ËÊ n1; n2; . . . ; nM àÎÇÏÇÐÕÑÄ,
ÒÑ N ÚÂÔÕËÙÂÏ. ±ÓÑËÊÄÑÆâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ, ÏÞ
ÐÂØÑÆËÏ:
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±ÓÑÔÕÑÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ ÚÂÔÕËÙ x a
r

(ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÆÇÎÂÎÑÔß Ä (¢.8) ë (¢.10)) ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ
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´ÇÒÇÓß ÏÞ ÔÑÃËÓÂÇÏÔâ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ "ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎß-
ÐÞÇ" ÚÎÇÐÞ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (¢.31), Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË
P ËP 0 ÐÇ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ, ÆÂáÕ ÐÖÎÇÄÑÌ ÄÍÎÂÆ. ©ÆÇÔß ÏÞ ÔÐÑÄÂ
ÏÑÉÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÑÆÐÖ ËÊ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÍ, ÔÍÂÉÇÏ P, "ÕÓË-
ÄËÂÎßÐÑÌ", ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä (¢.18), Ë ÐÖÏÇÓÂÙËá ÍÎÂÔÕÇ-
ÓÑÄ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ àÕÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÇ, ÏÞ ÔÐÑÄÂ
ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÔËÏÄÑÎÑÏ a0�a�. £ÄËÆÖ ÔËÏÏÇÕÓËË ÄÑÎÐÑÄÞØ
×ÖÐÍÙËÌ ÃÖÆÇÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÄÍÎÂÆ ÑÕ ÔÇÍÕÑÓÂ
x1 < x2 < . . . < xN. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá (¢.31), ÏÞ
ËÏÇÇÏ
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�
 YN

a<b
a0�a�6�a0�b�
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ÿ
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�B:36�

©ÆÇÔß ÔËÏÄÑÎ fO o
a g ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÍÎÂÔÕÇÓÞ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ

ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ P 0 6� P, ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ËÊ ÍÎÂÔÕÇ-
ÓÑÄ O 0a ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË P 0 ÆÑÎÉÐÞ ÑÕÎËÚÂÕßÔâ ÑÕ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ
O o

a . £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ Ô ÚËÔÎÑÏ
ÚÂÔÕËÙN � 10 Ë ÚËÔÎÑÏ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄM � 3. ¹ËÔÎÑ ÚÂÔÕËÙ Ä
ÒÇÓÄÑÏ ÍÎÂÔÕÇÓÇ ÒÖÔÕß ÃÖÆÇÕ n1 � 5, Ë àÕÑÕ ÍÎÂÔÕÇÓ ÏÞ
ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÔËÏÄÑÎÑÏ "
"; ÚËÔÎÑ ÚÂÔÕËÙ ÄÑ ÄÕÑÓÑÏ
ÍÎÂÔÕÇÓÇ ÒÖÔÕß ÃÖÆÇÕ n2 � 2, Ë àÕÑÕ ÍÎÂÔÕÇÓ ÏÞ ÑÃÑÊÐÂ-
ÚËÏ ÔËÏÄÑÎÑÏ "�"; ÐÂÍÑÐÇÙ, ÚËÔÎÑ ÚÂÔÕËÙ Ä ÕÓÇÕßÇÏ
ÍÎÂÔÕÇÓÇ ÒÖÔÕß ÃÖÆÇÕ n3 � 3, Ë àÕÑÕ ÍÎÂÔÕÇÓ ÏÞ ÑÃÑÊÐÂ-
ÚËÏ ÔËÏÄÑÎÑÏ "4":

©ÆÇÔß Ä ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÇ a 0�a� ÚÂÔÕËÙÂ a � 4 ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ
ÍÎÂÔÕÇÓÖ a � 3 (Â ÐÇ ÍÎÂÔÕÇÓÖ a � 1 ÍÂÍ Ä ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÇ
a0�a��, Ô ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÚÂÔÕËÙÂ a � 8 ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ
ÍÎÂÔÕÇÓÖ a � 1 (Â ÐÇ ÍÎÂÔÕÇÓÖ a � 3, ÍÂÍ Ä ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÇ
a0�a��. ´ÇÒÇÓß ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÐËÏÂÕÇÎßÐÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËÌ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (¢.36). £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÒÇÓÄÑÅÑ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ "ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ" ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËÌ ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÏË ÚÂÔÕËÙ ÍÎÂÔÕÇÓÂ O o

1 , ÄÕÑÓÑÇ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÕÂÍËÇ ÒÂÓÞ ÔÑÆÇÓÉËÕ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÊÐÂÍ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ

ÿ
qxa ÿ qxb

�
Ä àÕÑÏ ÄÕÑÓÑÏ

ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËË ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÇÐ "ÒÓÂÄËÎßÐÑÏÖ" (ËÔØÑÆ-
ÐÑÏÖ) ÊÐÂÍÖ ÕÂÍËØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Ä
ÒÇÓÄÑÏ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËË. ªÏÇÐÐÑ àÕË ÆÄÂ ×ÂÍÕÑÓÂ ì
ÐÂÎËÚËÇ "ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ" ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ Ë "ÐÇÒÓÂÄËÎßÐÞÌ"
ÊÐÂÍ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄì ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÕÑÏÖ,
ÚÕÑ ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ ÄÍÎÂÆÞ (¢.36) ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÓÂÄ-
ÐÞÏË ÐÖÎá. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, Ä ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÏ ÄÞÛÇ ÒÓË-
ÏÇÓÇ ÄÕÑÓÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎß
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�B:37�
(ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ Ä ÍÎÂÔÕÇÓÂØ O o

a ÖÒÑÓ-
âÆÑÚÇÐÞ, Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, x4 < x5). ±ÓÑËÊÄÑÆâ ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÓÑÄÂÐËÇ, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
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ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÍÎÂÔÕÇÓÇ r�a� � a.

¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÐâÕß, ÚÕÑ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÌ ÄÞÛÇ ÚÂÔÕÐÞÌ
ÒÓËÏÇÓ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÑÃÜÖá ÔËÕÖÂÙËá. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÞ ÒÑÍÂ
ÖÔÎÑÄËÎËÔß ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÄÔÇ ÓÂÊÏÇÓÞ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ na
ÓÂÊÎËÚÐÞ, ÍÂÍÑÄÂ ÃÞ ÐË ÃÞÎÂ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂ a 0�a�, ÏÞ
ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÇÏ ÐÂÌÕË ÍÎÂÔÕÇÓ O o

a , ÕÂÍÑÌ, ÚÕÑ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ
ËÊ ÇÅÑ ÚÂÔÕËÙ ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÍÎÂÔÕÇÓÖ ÐÑÏÇÓ a Ä ÒÇÓÇ-
ÔÕÂÐÑÄÍÇ a 0�a�, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÆÓÖÅËÇ ÇÅÑ ÚÂÔÕËÙÞ (ÍÎÂÔÕÇÓÂ
O o

a ) Ä ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÇ a
0�a� àÕÑÏÖ ÍÎÂÔÕÇÓÖ ÐÇ ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ.

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÄÍÎÂÆ ÑÕ ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËâ ÆÄÖØ ÔÑÔÇÆÐËØ ÕÑÚÇÍ
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�B:39�
ÅÆÇ Ä ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÇ a 0�a� ÚÂÔÕËÙÂ ÐÑÏÇÓ k ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ
ÍÎÂÔÕÇÓÖ ÐÑÏÇÓ a, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÚÂÔÕËÙÂ ÐÑÏÇÓ �k� 1�
ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÍÂÍÑÏÖ-ÎËÃÑ ÆÓÖÅÑÏÖ ÍÎÂÔÕÇÓÖ. £ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ, ÒÓÑËÊÄÑÆâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ, ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ

P 0k; k�1 /
�
r�k� ÿ r�k� 1� � 1

� � 0 ; �B:40�
ÕÂÍ ÍÂÍ ÊÆÇÔß r�a� ì "ÄÐÖÕÓÇÐÐËÌ" ÐÑÏÇÓ ÚÂÔÕËÙÞ Ä
ÍÎÂÔÕÇÓÇ O o

a , ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ r�k� 1� � r�k� � 1.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä

ÒÇÓÇÍÓÞÕËÇ (¢.29) ÆÄÖØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ C �M�q 0 ; n�x� Ë
C �M�q; n �x� (ËÏÇáÜËØ ÑÆËÐÂÍÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ M Ë
ËÏÇáÜËØ ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ ÉÇ ÐÂÃÑÓ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÄ 14 n1 < n2 < . . . < nM) ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ "ÆËÂ-
ÅÑÐÂÎßÐÞÏ" ÚÎÇÐÂÏ (¢.35):
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£ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ËÊ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ ËÏÇáÕ ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ ÚÂÔÕËÙ, ÔËÕÖÂÙËâ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÑÌ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÇÓÇÍÓÞÕËÇ ÆÄÖØ ÄÑÎÐÑÄÞØ
×ÖÐÍÙËÌ C �M�q 0; n�x� Ë C �M�q; n �x� (ËÏÇáÜËØ, ÍÂÍ Ë ÓÂÐßÛÇ,
ÑÆÐË Ë ÕÇ ÉÇ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ M Ë n) ÕÂÍËÇ,
ÚÕÑ ÔÓÇÆË M ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ n1; n2; . . . ; nM
ËÏÇáÕÔâ ÆÄÂ ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ, ÔÍÂÉÇÏ, na1 � na2 (ÅÆÇ a1 6� a2).
±ÖÔÕß Ä ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË �q 0; n� àÕË ÆÄÂ ÍÎÂÔÕÇÓÂ
ËÏÇáÕ ËÏÒÖÎßÔÞ ÙÇÐÕÓÂ ÏÂÔÔ q 0a1 Ë q 0a2 , Â Ä ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË �q; n� ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ qa1 Ë qa2 . £ÞÛÇ ÏÞ
ÆÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÄÍÎÂÆ ÒÓË ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËË ÒÑ
ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ a�a� Ë a 0�a� Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (¢.31) ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÕÑÎßÍÑ ÇÔÎË ÍÎÂÔÕÇÓÞ fOag ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË a�a� ÔÑÄÒÂÆÂáÕ
Ô ÍÎÂÔÕÇÓÂÏË fO 0ag ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË a 0�a�. £ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ÄÔÇ
ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ na ÓÂÊÎËÚÐÞ, àÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ
ÎËÛß Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂ a�a� ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÇÓÇ-
ÔÕÂÐÑÄÍÑÌ a 0�a�. °ÆÐÂÍÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ËÏÇáÕÔâ ÆÄÂ
ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ na1 � na2 , ÄÑÊÐË-
ÍÂáÕ ÆÄÂ ÐÇÐÖÎÇÄÞØ ÄÍÎÂÆÂ.±ÇÓÄÞÌ ËÊ ÐËØ, ÍÂÍ Ë ÓÂÐßÛÇ,
ÆÂÈÕÔâ "ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÏË" ÚÎÇÐÂÏË Ô ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÏË ÒÇÓÇ-
ÔÕÂÐÑÄÍÂÏË, a�a� � a 0�a�, Ë àÕÑÕ ÄÍÎÂÆ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ
d�qa1 ÿ q 0a1� d�qa2 ÿ q 0a2�. £ÕÑÓÑÌ ÄÍÎÂÆ ÆÂÈÕÔâ ÕÂÍÑÌ ÒÇÓÇ-

¯ÑÏÇÓ ÚÂÔÕËÙÞ a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

±ÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂ a0�a� 
 
 
 
 
 � � 4 4 4
±ÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂ a 0�a� 
 
 
 4 
 � � 
 4 4
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ÔÕÂÐÑÄÍÑÌ a 0�a�, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÍÎÂÔÕÇÓ O 0a1 (ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË
a 0�a�) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÍÎÂÔÕÇÓÑÏ Oa2 (ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË a�a�), Â
ÍÎÂÔÕÇÓ O 0a2 �ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË a 0�a�� ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÍÎÂÔÕÇÓÑÏ
Oa1 �ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË a�a��. ±ÓË àÕÑÏ ÄÔÇ ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÍÎÂ-
ÔÕÇÓÞ àÕËØ ÆÄÖØ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÍ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÑÆËÐÂÍÑÄÞ:
O 0a � Oa �a 6� a1; a2�. ­ÇÅÍÑ ÒÑÐâÕß, ÚÕÑ àÕÑÕ ÄÕÑÓÑÌ ÄÍÎÂÆ
ÃÖÆÇÕ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ d�qa1 ÿ q 0a2� d�qa2 ÿ q 0a1� �ÿ1�na1 . £
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË, ÐÂÎËÚËÇ ÕÂÍËØ ÆÄÖØ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ
ÄÍÎÂÆÑÄ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓâÏÞÏ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÔËÏÏÇÕÓËË ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË C �M�q; n �x�. ¿ÕÑ ÑÚÇÄËÆÐÑ ËÊ ÑÃÜÇÅÑ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâ ÆÎâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ (A.9), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂ ÆÄÖØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ qa1 Ë qa2 , ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËØ
ÍÎÂÔÕÇÓÂÏ, ËÏÇáÜËÏ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÌ ÓÂÊÏÇÓ na1 � na2 , ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑÔÕÑ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÖ na1 ÔÕÑÎÃÙÑÄ ÏÂÕ-
ÓËÙÞ exp �iqaxb�, ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ×ÂÍÕÑÓÂ
�ÿ1�na1 . ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÑÕÎËÚÂáÜËÇÔâ ÒÇÓÇ-
ÔÕÂÐÑÄÍÑÌ ËÏÒÖÎßÔÑÄ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËØ ÍÎÂÔÕÇÓÂÏ ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ, ÏÑÉÐÑ ÐÂÊÄÂÕß àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏË. ¦ÔÎË
ÉÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÊÖÚÂÕß ÒÇÓÇÍÓÞÕËâ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ
ÕÑÎßÍÑ ÏÇÉÆÖ ÐÇàÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË, ÕÑ Ä
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ ÄÞÛÇ ÔËÕÖÂÙËË ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ÑÅÓÂÐË-
ÚËÕßÔâ ÔÇÍÕÑÓÑÏ qa1 < qa2 ; q 0a1 < q 0a2 . £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÄÕÑÓÑÌ ÄÍÎÂÆ d�qa1 ÿ q 0a2� d�qa2 ÿ q 0a1� ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÇÐ
ÐÖÎá, ÚÕÑ ÄÑÊÄÓÂÜÂÇÕ ÐÂÔ Í ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ (¢.41).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÇ �q; n�, ËÏÇáÜÇÇ M ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ, ÐÖÉÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÕß
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÃÑÎÇÇ ÆÇÕÂÎßÐÑ, ÄÞÆÇÎââ ÍÎÂÔÕÇÓÞ, ËÏÇáÜËÇ
ÑÆËÐÂÍÑÄÞÌ ÓÂÊÏÇÓ. ¡ ËÏÇÐÐÑ, ÒÖÔÕß ÔÓÇÆË M ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ
ËÏÇÇÕÔâ s1 ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ, ËÏÇáÜËØ ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ ÉÇ ÓÂÊÏÇÓm1,
s2 ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ, ËÏÇáÜËØ ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ ÉÇ ÓÂÊÏÇÓm2, Ë Õ.Æ. ´Ñ
ÇÔÕß ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÃÖÆÇÕ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÕßÔâ
ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÚËÔÎÑÏ k �14 k4M� ÑÕÎËÚÂáÜËØÔâ ÏÇÉÆÖ
ÔÑÃÑÌ ÓÂÊÏÇÓÑÄ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ. ±ÓË àÕÑÏ ÍÂÉÆÞÌ ÕÂÍÑÌ
ÓÂÊÏÇÓ mi ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ "ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ"
si, ÍÑÕÑÓÞÌ ÅÑÄÑÓËÕ, ÔÍÑÎßÍÑ ËÏÇÇÕÔâ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ ÑÆÐÑÅÑ Ë
ÕÑÅÑ ÉÇ ÓÂÊÏÇÓÂ mi. ±ÑÆÑÃÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

�q; n����q1;m1�; . . . ; �qs1 ;m1�|�����������������{z�����������������}
s1

; �qs1�1;m2�; . . . ; �qs1�s2 ;m2�|�����������������������{z�����������������������}
s2

; . . . ;

. . . ; �qs1�...�skÿ1�1;mk�; . . . ; �qs1�:::�sk ;mk�|���������������������������������{z���������������������������������}
sk

	
; �B:42�

ÅÆÇ s1 � s2 � . . .� sk �M, Ë ÄÔÇ k ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞØ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÄ fmig ÓÂÊÎËÚÐÞ:

14m1 < m2 < . . . < mk : �B:43�
¥Îâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ k,

XM
a� 1

na �
Xk
i� 1

simi � N : �B:44�

³ÑÔÕÑâÐËâ, ÑÕÎËÚÂáÜËÇÔâ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏË ËÏÒÖÎßÔÑÄ
ÏÇÉÆÖ ÍÎÂÔÕÇÓÂÏË, ËÏÇáÜËÏË ÑÆËÐÂÍÑÄÞÌ ÓÂÊÏÇÓ,
âÄÎâáÕÔâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏË. ±ÑàÕÑÏÖ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÑÓÕÑÐÑÓ-
ÏËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊÖÚÂÕß ÎËÛß ÆÎâ ÐÇàÍÄËÄÂÎÇÐÕ-
ÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÊÐÂÚÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐÞ ÔÇÍÕÑÓÂÏË:

q1 < q2 < . . . < qs1 ;

qs1�1 < qs1�2 < . . . < qs1�s2 ; �B:45�
. . . . . . . . .

qs1�...�skÿ1�1 < qs1�...�skÿ1�2 < . . . < qs1�...�skÿ1�sk :

£ àÕÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÏÞ ÔÐÑÄÂ ÄÑÊÄÓÂÜÂÇÏÔâ Í ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÖ (¢.41).

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔËÕÖÂÙËá, ÍÑÅÆÂ ÆÄÂ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÓÂÊÐÞÏË ÐÂÃÑÓÂÏË ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ: n 0 6� n. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÔÈ ÑÚÇÐß ÒÓÑÔÕÑ. ´Ñ,
ÚÕÑ ÆÄÂ ÐÂÃÑÓÂ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ,
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËË ÒÑ ÒÂÓÂÏ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÍ
P Ë P 0 Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (¢.31) ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍÑÌ ÒÂÓÞ
ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÍ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ àÕË ÆÄÂ ÐÂÃÑÓÂ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ
fOag Ë fO 0ag ÔÑÄÒÂÆÂáÕ. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ Ô ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÏ
ÄÞÛÇ ÂÐÂÎËÊÑÏ, àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (¢.31) ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ
M 0 6�M ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ n 0 6� n.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÆÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ

Q
�M;M 0�
n; n 0 �q; q 0� � ��C �M�q; n

��2d�M;M 0�
�YM

a� 1

d�na; n 0a�
�
�

�
�YM

a� 1

�2p�dÿqa ÿ q 0a�
�
N!
YM
a� 1

�
nak

�na!�2k na

�
�

�
YM
a<b

Yna
r� 1

Ynb
r 0 � 1

�����qaÿ ik
2
na

�
ÿ
�
qb ÿ ik

2
nb

�
� ik �rÿ r 0ÿ 1�

����2;
�B:46�

ÅÆÇ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ fnag Ë fn 0ag ËÏÇáÕ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÖ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÖá Ä (¢.42) ë (¢.44), Â ÊÐÂÚÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÑÄ
fqag Ë fq 0ag, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËØ ÍÎÂÔÕÇÓÂÏ, ËÏÇáÜËÏ
ÑÆËÐÂÍÑÄÞÌ ÓÂÊÏÇÓ, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÞ ÔÇÍÕÑÓÂÏË (¢.45). £
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô àÕËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ, ÖÔÎÑÄËÇ ÑÓÕÑÐÑÓ-
ÏÂÎßÐÑÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÇÎËÚËÐÖ ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÑÌ ÍÑÐ-
ÔÕÂÐÕÞ:��C �M�q; n

��2 � 1

N!

� YM
a� 1

�na!�2k na

nak

�
�

�
YM
a<b

Yna
r� 1

Ynb
r 0 � 1

�����qaÿ ik
2
na

�
ÿ
�
qbÿ ik

2
nb

�
� ik �rÿ r 0ÿ 1�

����ÿ2:
�B:47�

¢.4. ±ÓÑÒÂÅÂÕÑÓ
©ÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐ-
ÅÇÓÂ

b qtC�x; t� � 1

2

XN
a� 1

q2xaC�x; t� � 1

2
k
XN
a 6� b

d�xa ÿ xb�C�x; t�

�B:48�
Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË

C�x; 0� �
YN
a� 1

d�xa� �B:49�

ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ÄËÆÇ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÏÃËÐÂÙËË
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ C �M�q; n �x� (¢.27):

C�x; t� �
XN
M� 1

X
n

0
� 0
DqC �M�q; n �x�C �M�

�
q; n �0� exp

�ÿEM�q; n�t
�
;

�B:50�

ÅÆÇ ÔÒÇÍÕÓ àÐÇÓÅËË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (¢.28).
³ÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏ na ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆËÕÔâ ÊÆÇÔß Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ fsi;mig, ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐÐÞØ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (¢.42) ë (¢.44):
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X
n

0 �
XM
k� 1

X1
s1...sk � 1

X1
14m1...<mk

d

�Xk
i� 1

si;M

�
d

�Xk
i� 1

simi;N

�
;

�B:51�

ÅÆÇ d�n; l � ì (ÆËÔÍÓÇÕÐÞÌ) ÔËÏÄÑÎ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ. ©ÂÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÒÓËÔÖÕÔÕÄËá Ä àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË ÔËÏÄÑÎÑÄ
¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ, ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ ÙÇÎÑÚËÔ-
ÎÇÐÐÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏ mi Ë si ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÑÆÑÎÉÇÐÑ ÆÑ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË. ³ËÏÄÑÎ

� 0Dq Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (¢.50) ÑÃÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ M ËÏÒÖÎßÔÂÏ qa Ä ÔÇÍÕÑÓÂØ,
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ Ä (¢.45).

²ÇÒÎËÚÐÂâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ Z�N;L� ËÔØÑÆÐÑÌ
ÊÂÆÂÚË Ñ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÂØ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÇ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË C�x; t� ÒÓË
ÐÖÎÇÄÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ:

Z�N;L� � C�0;L� �

�
XN
M� 1

X
n

0
� 0
Dq ��C �M�q; n �0�

��2 exp �ÿEM�q; n�L
�
: �B:52�

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÄÞÓÂÉÇÐËá (¢.27), ÒÓËM5 2,

C �M�q; n �0� � C �M�q; n

X
P

0�ÿ1��P��

�
YN
a<b

a�a�6�a�b�

��
qa�a� ÿ ik

2

�
na�a� � 1ÿ 2r�a���ÿ

ÿ
�
qa�b� ÿ ik

2

�
na�b� � 1ÿ 2r�b���� �

� C �M�q; n

N!

n1!n2! . . . nM!

YM
a<b

Yna
r�1

Ynb
r 0�1

��
qa ÿ ik

2
na

�
ÿ

ÿ
�
qb ÿ ik

2
nb

�
� ik �rÿ r 0�

�
: �B:53�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÔáÆÂ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÑÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ
(¢.47), ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ��C �M�q; n �0�

��2 � N!kNÿQM
a� 1 kna

��
�
YM
a<b

Q na
r�1
Q nb

r 0�1
��ÿqaÿ �ik=2�na�ÿÿqbÿ �ik=2�nb�� ik�rÿ r 0���2Q na

r�1
Q nb

r 0�1
��ÿqaÿ�ik=2�na�ÿÿqbÿ�ik=2�nb��ik�rÿ r 0ÿ 1���2 :

�B:54�
¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÖÒÓÑÔÕËÕß. ³ÆÄËÅÂâ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÒÑ r 0 Ä ÚËÔÎËÕÇÎÇ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ:��C �M�q; n �0�

��2 � N!kNÿQM
a� 1 kna

��
�
YM
a<b

Q na
r�1
��ÿqaÿ �ik=2�na�ÿ ÿqbÿ �ik=2�nb�� ik �rÿ 1���2Q na

r�1
��ÿqaÿ �ik=2�na�ÿÿqbÿ �ik=2�nb��ik �rÿ nbÿ 1���2 :

�B:55�
±ÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎââ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ r Ä ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎÇ,
r! na � 1ÿ r, Ë ÊÂÏÇÐââ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ÊÐÂÏÇ-
ÐÂÕÇÎÇ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ ÔÑÒÓâÉÇÐÐÑÇ, ËÏÇÇÏ:��C �M�q; n �0�

��2 � N!kNÿQM
a� 1 kna

��
�
YM
a<b

Q na
r�1
���qa ÿ �ik=2�na�ÿ ÿqb ÿ �ik=2�nb�� ik �rÿ 1���2Q na
r�1
��ÿqa ÿ �ik=2�na�ÿ ÿqb ÿ �ik=2�nb�� ik r

��2 :

�B:56�

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÔÆÄËÅÂâ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÒÑ r Ä ÚËÔÎËÕÇÎÇ ÐÂ
ÇÆËÐËÙÖ, ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ:��C �M�q; n �0�

��2 � N!kNÿQM
a� 1 kna

� YM
a<b

��qa ÿ qb ÿ �ik=2��na ÿ nb�
��2��qa ÿ qb ÿ �ik=2��na � nb�
��2 :

�B:57�
¥ÎâM � 1, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (¢.1) Ë (¢.11),��C �1�q �0�

��2 � kNN!

kN
: �B:58�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ×ÖÐÍÙËâ f �q; n� � jC �M�q; n �0�j2 exp �ÿEM�q; n�L�
Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (¢.52) âÄÎâÇÕÔâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇ-
ÐËá Í ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ ÄÔÇØ M ÒÂÓ ÇÈ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ �qa; na�,
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ËÏÒÖÎßÔÂÏ qa ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÑÆÑÎ-
ÉÇÐÑ ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÞ ÔÇÍÕÑÓÑÄ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ Ä (¢.45), ÐÂ
ÄÔÈ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ RM. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÔÚÇÊÂÇÕ ÐÇÑÃØÑÆË-
ÏÑÔÕß ÑÕÎËÚÂÕß ÑÆËÐÂÍÑÄÞÇ Ë ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÄ na, ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇÏ ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ
ÑÔÕÂÈÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ (¢.17). ©ÂÏÇÕËÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ ÒÑÆÑÃÐÑÇ
ÖÒÓÑÜÇÐËÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÎËÛß ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä
ÐÖÎÇ C�0; t�, (¢.52), ÐÑ ÐÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ
C�x; t�, (¢.50), ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ N ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
x1; . . . ; xN. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÏÇÔÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (¢.52) ÏÞ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Z�N;L� �
XN
M� 1

1

M!

� YM
a� 1

� �1
ÿ1

dqa
2p

X1
na � 1

�
d

�XM
a� 1

na;N

�
�

� ��C �M�q; n �0�
��2 exp �ÿEM�q; n�L

�
: �B:59�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÔáÆÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (¢.28), (¢.57) Ë (¢.58), ÏÞ
ÐÂØÑÆËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËÇ ÓÇÒÎËÚÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ:

Z�N;L� �

� N! kN

(� �1
ÿ1

dq

2pkN
exp

�
ÿ L

2b
Nq 2 � k 2L

24b
�N 3 ÿN �

�
�

�
XN
M� 2

1

M!

�YM
a� 1

X1
na � 1

� �1
ÿ1

dqa
2pkna

�
d

�XM
a� 1

na;N

�
�

�
YM
a<b

��qa ÿ qb ÿ �ik=2��na ÿ nb�
��2��qa ÿ qb ÿ �ik=2��na � nb�
��2�

� exp

�
ÿ L

2b

XM
a� 1

naq
2
a �

k 2L

24b

XM
a� 1

�n 3
a ÿ na�

�)
: �B:60�

±ÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ä àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË ì àÕÑ ÄÍÎÂÆ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ �M � 1�, Â ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÚÎÇÐÞ Ô �M5 2� ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÄÍÎÂÆ ÄÑÊÃÖÉÆÈÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ. ±ÖÕÈÏ
ÒÓÑÔÕÞØ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÂâ
ÄÞÛÇ ÓÇÒÎËÚÐÂâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÕÂÍÉÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

Z�N;L� � exp �ÿbNLf0� ~Z�N; l� ; �B:61�

ÅÆÇ

f0 � 1

24
b 4u 2 ÿ 1

bL
ln �b 3u� ;
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Â

~Z�N;L� � N!

(� �1
ÿ1

dq

2pkN
exp

�
ÿ L

2b
Nq 2 � k 2L

24b
N 3

�
�

�
XN
M� 2

1

M!

�YM
a� 1

X1
na � 1

� �1
ÿ1

dqa
2pkna

�
d

�XM
a� 1

na;N

�
�

�
YM
a<b

��qa ÿ qb ÿ �ik=2��na ÿ nb�
��2��qa ÿ qb ÿ �ik=2��na � nb�
��2�

� exp

�
ÿ L

2b

XM
a� 1

naq
2
a �

k 2L

24b

XM
a� 1

n 3
a

�)
: �B:62�

±ÓËÎÑÉÇÐËÇ £
ªÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¿ÌÓË

¶ÖÐÍÙËâ ¿ÌÓË Ai �x� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÓÇÛÇÐËÇ ÆË×-
×ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

y 00�x� � x y�x� �B:1�

Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ y�x! �1� � 0. ±ÓË x! �1 àÕÂ
×ÖÐÍÙËâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá,

Ai �x! �1� ' 1

2
���
p
p

x 1=4
exp

�
ÿ 2

3
x 3=2

�
; �B:2�

Â ÒÓË x! ÿ1 ÑÐÂ ÑÔÙËÎÎËÓÖÇÕ Ë ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá
ÔÕÇÒÇÐÐ�yÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

Ai �x! ÿ1� ' 1���
p
p jxj1=4

sin

�
2

3
jxj3=2 � 1

4
p
�
: �B:3�

¶ÖÐÍÙËâ ¿ÌÓË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÕÂÍÉÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ËÐ-
ÕÇÅÓÂÎßÐÑÏ ÄËÆÇ:

Ai �x� �
�
C

dz

2pi
exp

�
1

3
z 3 ÿ zx

�
; �B:4�

ÅÆÇ ÍÑÐÕÖÓ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ C Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË Ô ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÏ Ä ÔÇÍÕÑÓÇ
ÿp=2 < y�ÿ� < ÿp=3 Ë ÊÂÍÂÐÚËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË Ô
ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÏ Ä ÔÇÍÕÑÓÇ p=3 < y��� < p=2. ¶ËÍÔËÓÖâ
y�ÿ� � ÿp=2� E Ë y��� � p=2ÿ E, ÅÆÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ E! 0 ÄÄÑÆËÕÔâ, ÆÎâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÑÃÇÔÒÇÚËÕß
ÔØÑÆËÏÑÔÕß ËÐÕÇÅÓÂÎÂ, ÍÑÐÕÖÓ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Ä (B.4)
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÑÄÇÆÈÐ ÄÆÑÎß ÏÐËÏÑÌ ÑÔË z � iy.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá ·ÂÃÃÂÓÆÂ ë³ÕÓÂÕÑÐÑ-
ÄËÚÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ×ÖÐÍÙËâ ÆÎâ
ÎËÐÇÂÓËÊÂÙËË ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ Ä àÍÔÒÑÐÇÐÕÇ,

exp

�
1

2
F 2

�
�
� �1
ÿ1

dx������
2p
p exp

�
ÿ 1

2
x 2

�
exp �Fx� ; �B:5�

×ÖÐÍÙËâ ¿ÌÓË ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÆÎâ ÎËÐÇÂÓËÊÂÙËË ÍÖÃËÚÇÔ-
ÍËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ:

exp

�
1

3
F 3

�
�
� �1
ÿ1

dx Ai �x� exp �Fx� ; �B:6�

ÅÆÇ Ä ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËË (B.6) ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ F
ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂ. ¿ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÎÇÅÍÑ ÆÑÍÂÊÂÕß, ËÔ-

ÒÑÎßÊÖâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË ¿ÌÓË
(B.4). ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ F âÄÎâÇÕÔâ
ÚËÔÕÑ ÏÐËÏÑÌ: F! iF, Ë Ä ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË
×ÖÐÍÙËË ¿ÌÓË ÄÞÃÇÓÇÏ ÍÑÐÕÖÓ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ C ÄÆÑÎß
ÏÐËÏÑÌ ÑÔË z � iy. ´ÑÅÆÂ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ x Ä ÒÓÂÄÑÌ
ÚÂÔÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (B.6) ÆÂÈÕ d

ÿ
Fÿ y

�
. ±ÑÔÎÇÆÖáÜÇÇ

ÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ y ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÖ exp �ÿiF 3=3�. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÒÓÑËÊÄÑÆâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ
ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ F ÑÃÓÂÕÐÑ Í ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÊÐÂÚÇÐËâÏ F! ÿiF, ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ ÎÇÄÖá ÚÂÔÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâ (B.6).

´ÇÒÇÓß ÏÞ ÆÑÍÂÉÇÏ ÆÄÂ ÆÓÖÅËØ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËâ Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ ¿ÌÓË:

I1 �
� �1
ÿ1

dp Ai � p 2 � o1 � o2� exp
�
ip�o1 ÿ o2�

� �
� 22=3pAi

ÿ
21=3o1

�
Ai
ÿ
21=3o2

�
; �B:7�

I2 �
�1
0

dy Ai
ÿ
y� o1

�
Ai
ÿ
y� o2

� �
� Ai

ÿ
o1

�
Ai 0
ÿ
o2

�ÿAi 0
ÿ
o1

�
Ai
ÿ
o2

�
o1 ÿ o2

: �B:8�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË
¿ÌÓË (B.4), ËÏÇÇÏ

I1 �
� �1
ÿ1

dp�

�
�
C

dz

2pi
exp

�
1

3
z 3 ÿ p 2zÿ o1zÿ o2z� ipo1 ÿ ipo2

�
:

�B:9�
£ÄÑÆâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ z � z1 Ë ip � z2, àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

I1 � 2p
��
C

dz1 dz2

�2pi�2 �

� exp

�
1

3
z 31 � z1z

2
2 ÿ o1�z1 ÿ z2� ÿ o2�z1 � z2�

�
; �B:10�

ÅÆÇ ÍÑÐÕÖÓ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ C Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÒÓÑØÑÆËÕ ÄÆÑÎß ÏÐËÏÑÌ ÑÔË. £ÄÑÆâ ÄÏÇÔÕÑ z1 Ë z2 ÐÑÄÞÇ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ:

z1 ÿ z2 � x ; �B:11�
z1 � z2 � Z ;

ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

I1 � p
�
C

dx
2pi

�
C

dZ
2pi

exp

�
1

6
x 3� 1

6
Z 3ÿ o1xÿ o2Z

�
: �B:12�

±ÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎââ x! 21=3x Ë Z! 21=3Z, ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ

I1 � 22=3p
�
C

dx
2pi

exp

�
1

3
x 3 ÿ 21=3o1x

�
�

�
�
C

dZ
2pi

exp

�
1

3
Z 3 ÿ 21=3o2Z

�
�

� 22=3pAi
ÿ
21=3o1

�
Ai
ÿ
21=3o2

�
; �B:13�

ÚÕÑ ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (B.7).
¹ÕÑÃÞ ÆÑÍÂÊÂÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (B.8), ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ

ÖÚÇÔÕß, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ ¿ÌÓË ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÆË××ÇÓÇÐÙË-
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ÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (B.1). ±ÑÆÔÕÂÄÎââ

Ai
ÿ
y� o

� � 1

y� o
Ai 00

ÿ
y� o

� �B:14�

Ä ÎÇÄÖá ÚÂÔÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (B.8), ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ

I2 �
�1
0

dy
1

�y� o1��y� o2� Ai 00
ÿ
y� o1

�
Ai 00

ÿ
y� o2

� �
� 1

o1 ÿ o2

�1
0

dy

�
1

y� o2
ÿ 1

y� o1

�
�

�Ai 00
ÿ
y� o1

�
Ai 00

ÿ
y� o2

� �
� 1

o1 ÿ o2

�1
0

dy

�
Ai 00�y� o2�

y� o2
Ai 00�y� o1�ÿ

ÿAi 00�y� o1�
y� o1

Ai 00�y� o2�
�
: �B:15�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ai 00�y� o2� � �y� o2�Ai �y� o2� Ä ÒÇÓÄÞÌ
ÚÎÇÐ Ä ÍÄÂÆÓÂÕÐÞØ ÔÍÑÃÍÂØ Ë Ai 00�y� o1� �
� �y� o1�Ai�y� o1� ÄÑ ÄÕÑÓÑÌ ÚÎÇÐ Ä ÍÄÂÆÓÂÕÐÞØ ÔÍÑÃ-
ÍÂØ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

I2 � 1

o1 ÿ o2

� �1
0

dyAi 00�y� o1�Ai �y� o2�ÿ

ÿ
�1
0

dyAi 00�y� o2�Ai �y� o1�
�
: �B:16�

±ÓÑÔÕÑÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÚÂÔÕâÏ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÖ

I2 � 1

o1 ÿ o2

�ÿAi 0�o1�Ai �o2� �Ai 0�o2�Ai �o1�
�
; �B:17�

ÍÑÕÑÓÞÌ ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (B.8).

±ÓËÎÑÉÇÐËÇ ¤
¥ÇÕÇÓÏËÐÂÐÕ ¶ÓÇÆÅÑÎßÏÂ Ô âÆÓÑÏ ¿ÌÓË
Ë ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ´ÓÇÌÔË ë£ËÆÑÏÂ

£ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÖÒÓÑÜÈÐÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÇ ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕ
¶ÓÇÆÅÑÎßÏÂ det �1ÿ K̂ � ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ (ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÔÕÓÑÅÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä [46]):

det �1ÿ K̂ � �

� 1�
X1
n� 1

�ÿ1�n
n!

��
. . .

� b

a

dt1 dt2 . . . dtn det
�
K�ti; tj�

�
�i; j��1;...;n ;

�G:1�
ÅÆÇ âÆÓÑ K̂ � K�t; t 0� ì àÕÑ ×ÖÐÍÙËâ ÆÄÖØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ,
ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË
a4 �t; t 0�4 b. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕ ¶ÓÇÆ-
ÅÑÎßÏÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ Ä àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÏ
ÄËÆÇ:

det �1ÿ K̂ � � exp

�
ÿ
X1
n� 1

1

n
Tr K̂ n

�
; �G:2�

ÅÆÇ

Tr K̂ n �
��

. . .

� b

a

dt1 dt2 . . . dtn K�t1; t2�K�t2; t3� . . .K�tn; t1� :
�G:3�

£ àÕÑÏ ÒÓËÎÑÉÇÐËË ÏÞ ËÊÎÑÉËÏ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÆÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎßÔÕÄÑ [1], ÒÑÍÂÊÞÄÂáÜÇÇ, ÚÕÑ ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕ ¶ÓÇÆ-
ÅÑÎßÏÂ Ô ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÏ âÆÓÑÏ ¿ÌÓË, ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÏÞÌ
ÑÃÞÚÐÑ ÍÂÍ F2�s�, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ
ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ±ÂÐÎÇÄeÂ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ, Â ËÏÇÐÐÑ,

F2�s� � det �1ÿ K̂A� � exp

�
ÿ
�1
s

dt �tÿ s� q 2�t�
�
; �G:4�

ÅÆÇ K̂A ì âÆÓÑ ¿ÌÓË, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÂ ÒÑÎÖ-
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÒÓâÏÑÌ �s;1�:

KA�t1; t2� � Ai �t1�Ai 0�t2� ÿAi 0�t1�Ai �t2�
t1 ÿ t2

; �G:5�

Â ×ÖÐÍÙËâ q�t�ì àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ±ÂÐÎÇÄeÂ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÓÑÆÂ

q 00 � tq� 2q 3 �G:6�

Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ, q�t! �1� � Ai �t�.
£ÄÇÆÈÏ ÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá R�t�, ÕÂÍÖá, ÚÕÑ

F2�s� � exp

�
ÿ
�1
s

dt R�t�
�

�G:7�

ËÎË, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ (¤.4),

R�s� � d

ds
ln
�
det �1ÿ K̂A�

�
: �G:8�

©ÆÇÔß ÎÑÅÂÓË×Ï ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐ Ä
ÄËÆÇ ÔÎÇÆÂ:

ln
�
det �1ÿ K̂A�

� � ÿX1
n� 1

1

n
Tr K̂ n

A �

� ÿ
X1
n� 1

1

n

�1
s

dt1

�1
s

dt2 . . .

. . .

�1
s

dtn KA�t1; t2�KA�t2; t3� . . .KA�tn; t1� : �G:9�

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ s, ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ

R�s� � ÿ
�1
s

dt �1ÿ K̂A�ÿ1�s; t�KA�t; s� �

� ÿKA�s; s� ÿ
X1
n� 2

�1
s

dt1

�1
s

dt2 . . .

. . .

�1
s

dtnÿ1 KA�s; t1�KA�t1; t2� . . .KA�tnÿ1; s� : �G:10�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÔáÆÂ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ âÆÓÂ
¿ÌÓË (¤.5),

KA�t1; t2� �
�1
0

dz Ai�t1 � z�Ai�t2 � z� ; �G:11�

ÒÑÔÎÇ ÒÓÑÔÕÞØ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ:

R�s� �
�1
s

dt1

�1
s

dt2 Ai�t1�
ÿ
1ÿ K̂A

�ÿ1�t1; t2�Ai�t2� : �G:12�
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¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÑÃÇ ÚÂÔÕË àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÑÌ s Ë ÒÓÑËÊÄÑÆâ ÐÂÆÎÇÉÂÜËÇ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÇ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ

d

ds
R�s� � ÿq 2�s� ; �G:13�

ÅÆÇ

q�s� �
�1
s

dt
ÿ
1ÿ K̂A

�ÿ1�s; t�Ai �t� : �G:14�

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (¤.13) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

R�s� �
�1
s

dt q 2�t� : �G:15�

£ÄÇÆÈÏ ÇÜÈ ÆÄÇ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË:

v�s� �
�1
s

dt1

�1
s

dt2 Ai �t1�
ÿ
1ÿ K̂A

�ÿ1�t1; t2�Ai 0�t2� ;
�G:16�

p�s� �
�1
s

dt
ÿ
1ÿ K̂A

�ÿ1�s; t�Ai 0�t� : �G:17�

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ×ÖÐÍÙËË q�s�, v�s� Ë p�s�, (¤.14), (¤.16) Ë
(¤.17), Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÑÔÕÞØ, ÐÑ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍËØ
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ÏÑÉÐÑ ÆÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ àÕËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÕÓÈÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ:

q 0 � pÿ Rq ; �G:18�
p 0 � sqÿ pRÿ 2qv ; �G:19�
v 0 � ÿpq : �G:20�

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ �R 2 ÿ 2v� Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (¤.13) Ë (¤.20), ÎÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ

d

ds
�R 2 ÿ 2v� � 2q � pÿ Rq� : �G:21�

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÖÏÐÑÉÂâ ÑÃÇ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (¤.18)
ÐÂ 2q, ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ

d

ds
q 2 � 2q � pÿ Rq� : �G:22�

³ÓÂÄÐËÄÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (¤.21) Ë (¤.22) Ë ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ Ä
ÒÓÇÆÇÎÇ s!1 ÄÔÇ ÄÄÇÆÈÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ×ÖÐÍÙËË ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í
ÐÖÎá, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÒÓÑÔÕÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

R 2 ÿ 2v � q 2 : �G:23�

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÑÃÇ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (¤.18) Ë
ËÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (¤.13), (¤.18), (¤.19) Ë (¤.23), ÎÇÅÍÑ
ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÄÕÑÓÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ×ÖÐÍÙËË q�s� ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá

q 00 � 2q 3 � sq ; �G:24�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÇÔÕß ÚÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ±ÂÐÎÇÄeÂ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÓÑÆÂ [37, 38, 53]. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ (¤.15) Ä
(¤.7), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ (¤.4), ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ q�s� ÇÔÕß
ÓÇÛÇÐËÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (¤.24). £ ÒÓÇÆÇÎÇ
s!1, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ (¤.14) ×ÖÐÍÙËâ q�s�
ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (¤.24)
ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ q 00 � sq

×ÖÐÍÙËË ¿ÌÓË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ

q�s! �1� ' Ai �s� � exp

�
ÿ 2

3
s 3=2

�
: �G:25�

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÏÑÉÐÑ ÆÑÍÂÊÂÕß [54], ÚÕÑ Ä ÒÓÑÕËÄÑ-
ÒÑÎÑÉÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ, ÒÓË s! ÿ1, ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇ-
ÆÇÐËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ±ÂÐÎÇÄeÂ (¤.24) (Ö ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÒÓÂÄÂâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ ¿ÌÓË (¤.25))
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

q�s! ÿ1� '
�����������
ÿ 1

2
s

r
: �G:26�

¶ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ´ÓÇÌÔË ë£ËÆÑÏÂ PTW�t� ÔÄâ-
ÊÂÐÂ Ô ÑÒËÔÂÐÐÑÌ ÄÞÛÇ ×ÖÐÍÙËÇÌ F2�s� ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ. ±Ñ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá, ×ÖÐÍÙËâ F2�s� ÆÂÈÕ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕß ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ t, ÍÑÕÑÓÂâ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ PTW�t�, ËÏÇÇÕ ÄÇÎËÚËÐÖ
ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ ÊÂÆÂÐÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ s:

F2�s� �
� s

ÿ1
dt PTW�t� : �G:27�

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÑÃÇ ÚÂÔÕË àÕÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ (¤.4), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

PTW�s� � exp

�
ÿ
�1
s

dt �tÿ s� q 2�t�
� �1

s

dt q 2�t� ; �G:28�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ q�s� ÇÔÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (¤.24).

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (¤.28) âÄÐÞÌ ÄËÆ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÄÇÆÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË q�s� ÒÓË s! �1 Ë s! ÿ1 (ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (¤.25) Ë (¤.26)), ÏÑÉÐÑ ÎÇÅÍÑ ÑÙÇÐËÕß ÒÓÂÄÖá Ë
ÎÇÄÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ´ÓÇÌÔË ë
£ËÆÑÏÂ PTW�s�:

PTW�s! �1� � exp

�
ÿ 4

3
s 3=2

�
; �G:29�

PTW�s! ÿ1� � exp

�
ÿ 1

12
jsj3
�
: �G:30�
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In the last two decades it has been established that in many cases a single universal probability distribution function, known as the
Tracy ëWidom (TW) distribution, provides a macroscopic-level description of the statistical properties of microscopically different
systems, including both purely mathematical ones, such as increasing subsequences in random permutations, and quite physical ones,
such as directed polymers in random media or polynuclear crystal growth. The érst part of this review uses a number of models to
examine this phenomenon at a simple qualitative level and then considers the exact solution for one-dimensional directed polymers in a
random environment, showing that free energy êuctuations in such a system are described by the universal TWdistribution. The second
part provides detailed appendix material containing mathematical background necessary for the érst part.
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