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ÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË Ylm, ÑÃÓÂÊÖÇÕ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÑÃÜÇÒÓËÐâÕÑÌ
ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËË [3, 4], ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÌ ÕÇÐÊÑÓ l-ÅÑ ÓÂÐÅÂ,
ÒÓËÚÈÏ ÔÍÂÎâÓ Q00 ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÊÂÓâÆÑÏ ÔËÔÕÇÏÞ, Q �1m ì
ÔÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÏË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË ÇÈ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ

d �
�
rr�r� dr ; �6�

Â Q �2m ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÄÂÆÓÖ-
ÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÔËÔÕÇÏÞ [1].

±ÇÓÄÞÇ ÚÎÇÐÞ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (4) (ÒÑÎÇ
ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ, ÒÑÎâ ÆËÒÑÎâ Ë ÍÄÂÆÓÖÒÑÎâ) ÐÇÕÓÖÆÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß Ë ÃÇÊ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (2), ÑÔÐÑÄÂÐÐÑÅÑ
ÐÂ ÒÑÐâÕËË ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÇÌ ×ÖÐÍÙËË ÆÎâ ÒÑÎËÐÑÏÑÄ
ÇÉÂÐÆÓÂ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÊÎÑÉËÕß jrÿ r 0jÿ1 Ä
ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ ÒÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏ ÄÇÍÕÑÓÂ r 0 Ë ÒÑÆÔÕÂÄËÕß
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ Ä ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (1) [1, 2]. °Æ-
ÐÂÍÑ Ä ÔÎÇÆÖáÜËØ ÒÑÓâÆÍÂØ ÒÑ r 0=r ÊÂÕÓÖÆÐËÕÇÎßÐÑ
ÕÂÍËÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ ÄÞÆÇÎËÕß Ä ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÇ ÕÇÐÊÑÓÞ (5). ¯ÂÒÑÏÐËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÏÖÎß-
ÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÖÆÑÃÐÑ ÐÂ
ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÑÕ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ ë ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ
ÒÑÎâ, ÅÆÇ ÓâÆ (4) ÃÞÔÕÓÑ ÔØÑÆËÕÔâ Ë ÒÑÎÇ ÔËÔÕÇÏÞ Ä
ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÇÅÑ ÒÇÓÄÞÏ ÐÇËÔÚÇÊÂáÜËÏ ÚÎÇ-
ÐÑÏ.

£ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍÇ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÒÑÎâ ÐÂ ÃÑÎß-
ÛÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË ÑÕ ÔËÔÕÇÏÞ ÕÑÍÑÄ ÑÃÞÚÐÑ ÑÅÓÂÐËÚË-
ÄÂáÕÔâ ÒÇÓÄÞÏ � rÿ2 ÚÎÇÐÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ì ÒÑÎÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÞÓÂ-
ÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ (ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÆËÒÑÎßÐÞÌ) ÏÑ-
ÏÇÐÕ ÔËÔÕÇÏÞ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [1, 2]). ª ØÑÕâ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇ-
ÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ (4) ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ
ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ, ÐÑ,
ÐÂÔÍÑÎßÍÑ ÐÂÏ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÑÐÑ ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÎÑÔß Ä ÎËÕÇÓÂ-
ÕÖÓÇ. £Ñ ËÊÃÇÉÂÐËÇ ÐÇÆÑÓÂÊÖÏÇÐËÌ ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä
[5], ÐÇÎßÊâ ÐÂÊÄÂÕß ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÏ. °ÐÑ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ
ÒÓÑÔÕÑÌ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ (1)
ÊÂÏÇÐÑÌ r ÐÂ j=c, ÅÆÇ j ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÕÑÍÂ, c ì ÔÍÑÓÑÔÕß
ÔÄÇÕÂ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ, ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ jrÿ r 0jÿ1 Ä ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ ÒÑ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏ r 0. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÓâÆ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÍÑÕÑÓÑÅÑ (ÂÄÕÑÓÂÏË [5]
ÑÐË ÐÂÊÄÂÐÞ ÏÂÅÐËÕÐÞÏË ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË)
ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÏË ÕÇÐÊÑÓÂÏË. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ,
ÍÂÍ ÃÖÆÇÕ âÔÐÑ ËÊ ÐÂÛÇÅÑ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ,
àÕÑÕ ÓâÆ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ
(ÑÐË ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÕÑÓÑËÆÐÞÇ
ÏÑÏÇÐÕÞ ÔËÔÕÇÏÞ), ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÏË
Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÒÖÜÇÐÞ.

¸ÇÎß ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÞ ì ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎßÐÞÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ä ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍÇ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ
ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ, Õ.Ç. ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÕÑÍÑÄ, Â ÕÂÍÉÇ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÖá àÐÇÓÅËá àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ
ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÓâÆÑÄ,
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË ÍÑÕÑÓÞØ âÄÎâáÕÔâ ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÕÑÍÑÄ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÇ ÕÇÐÊÑÓÞ. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ
ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍË ÃÖÆÖÕ ÑÃÑÃÜÇÐÞ
ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍË.

¬ ÐÂÒËÔÂÐËá ÆÂÐÐÞØ ÊÂÏÇÕÑÍ ÂÄÕÑÓÂ ÒÑÃÖÆËÎÑ
ÄÐËÏÂÕÇÎßÐÑÇ ÚÕÇÐËÇ ÑÃÊÑÓÂ [6], Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÆÇÕÂÎßÐÑ
ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÕÔâ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ
ÒÑÎâ Ä ÕÇÑÓËË ËÊÎÖÚÇÐËâ Ë ÄÄÑÆâÕÔâ ÕÑÓÑËÆÐÞÇ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÔËÔÕÇÏÞ, ËÅÓÂáÜËÇ ÐÂÓâÆÖ Ô àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍËÏË Ë ÏÂÅÐËÕÐÞÏË ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË

ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÖá ÓÑÎß Ä ÄÞÔÛËØ ÒÑÓâÆÍÂØ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ. £ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÖÎÇÄÑÌ
ÚÂÔÕÑÕÞ ËÊÎÖÚÇÐËâ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ [6] ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß
ÄÞÓÂÉÇÐÐÑÇ ÚÇÓÇÊ ÛÂÓÑÄÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÕÑÍÑÄ, ÒÓËÚÈÏ ÕÑÓÑËÆÐÂâ ÚÂÔÕß ÒÑÎÖÚÂá-
ÜÇÅÑÔâ ÓâÆÂ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ Ä ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÕÇÐÙË-
ÂÎßÐÑÌ (ÔÏ. ÆÂÎÇÇ ÓÂÊÆÇÎ 2.2) Ë ÐÇ ÆÂÈÕ ÄÍÎÂÆÂ Ä
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍ-
ÙËË B. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ
ÒÑÆÑÃÐÞÏ ÉÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇØÑÆÑÏ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ
B, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÅÑ Ä ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÍÐËÅÇ ®. ²ÑÖÊÂ [7], ØÑÕâ ÒÓË
ÒÓËÏÇÐÇÐËË ÔÄÑËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ Ä ÕÇÑÓËË ËÊÎÖÚÇÐËâ ²ÑÖÊ
ËÊ-ÊÂ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÐÇÍÑÓÓÇÍÕÐÑÔÕÇÌ ÒÑÕÇÓâÎ ÄÍÎÂÆ
ÕÑÓÑËÆÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ, ÍÂÍ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÑÕÏÇÚÇÐÑ Ä [6].
¯ÂÛ ÆÂÎßÐÇÌÛËÌ ÂÐÂÎËÊ ÒÑÍÂÊÂÎ, ÚÕÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ Ä ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÑ
ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ ì ÒÓâÏÞÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÏÇ-
ÕÑÆÂ, ÒÓËÏÇÐâÇÏÑÅÑ Ä àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍÇ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 2.1).
±ÓË àÕÑÏ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÂÒÒÂÓÂÕ ÂÎÅÇÃ-
ÓÞ ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ, Ë Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ
ÕÇÐÊÑÓÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÛËÓÑÍÑ ÒÓËÏÇÐâÇÕÔâ Ä ÂÕÑÏÐÑÌ Ë
âÆÇÓÐÑÌ ×ËÊËÍÇ [3, 4], Â ÒÑÎâ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ
ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÐÇ ÚÇÓÇÊ ÛÂÓÑÄÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ, Â
ì àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑì ÚÇÓÇÊ ÕÇÐÊÑÓÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÐÇÒÓË-
ÄÑÆËÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ, ÚÕÑ Ä ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ
ÖÆÑÃÐÞÏ.

¯ÂÏË ÕÂÍÉÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ ËÎË ÕÑÍÑÄ
ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ. ²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË
ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ Ä ÓâÆ ÒÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÂÏ
ÒÓËÄÇÆÇÐÑ Ä ÍÐËÅÇ [1], ÕÂÍ ÚÕÑ ÐÂÏ ÑÔÕÂÎÑÔß ÎËÛß ÆÑÄÇÔÕË
àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÑ ÍÑÐÙÂ, ÄÞÓÂÊËÄ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞÆÂÐÐÑÅÑ
ÓâÆÂ ÚÇÓÇÊ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÄÐÇÛÐÇÅÑ àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÉÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÔËÔ-
ÕÇÏÞ ÕÑÍÑÄ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÄÔá ÓÂÃÑÕÖ
ÒÓËÛÎÑÔß ÄÞÒÑÎÐâÕß Ô ÐÖÎâ. ±ÓË àÕÑÏ ÑÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ
ÐÂÌÆÇÐÐÑÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË ÕÑÍÑÄ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÏÖ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËá àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕÓÑÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ ÄÑ
ÄÐÇÛÐÇÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ (ÍÂÍ Ë ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÔËÔ-
ÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ Ë ÄÇÍÕÑÓÂ B ÔËÔÕÇÏÞ ÕÑÍÑÄ) Ë ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ
ËÊ ÐÇÅÑ ÊÂÏÇÐÑÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÏÑ-
ÏÇÐÕÑÄ ÐÂ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ, Â ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ ì ÐÂ ÄÇÍÕÑÓ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË B.

¯ÂÍÑÐÇÙ, Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4 ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÂÍÔËÂÎßÐÑ-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ. ¡ÒÒÂÓÂÕ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÕÇÐÊÑ-
ÓÑÄ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÎâ ÕÂÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ à××ÇÍ-
ÕËÄÐÞÏ Ë ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎßÐÞÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ä ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ×ÑÓÏÇ
Ô âÄÐÑ ÄÞÆÇÎÇÐÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ÑÕ ÄÔÇØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ
ÄÇÎËÚËÐ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÒÑÎÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ ËÎË ÇÅÑ àÐÇÓ-
ÅËá ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ.

2. ²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ÕÑÍÑÄ

2.1. ®ÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÌ ÓâÆ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ.
®ÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ
¥Îâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ A�r� ÔËÔÕÇÏÞ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÕÑÍÑÄ,
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ô
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá j�r�, ÒÑÆÔÕÂÄËÏ Ä ÓÇÛÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
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ÐÇÐËâ ±ÖÂÔÔÑÐÂ, ÊÂÒËÔÂÐÐÑÇ Ä ÄËÆÇ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ [1, 2] (ÔÓ. Ô (1))

A�r� � 1

c

�
j�r 0� dr 0
jrÿ r 0j ;

ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (2), (3). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÕÂÍÑÌ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÓâÆ:

A�r� � 1

c

X
l;m

4p
2l� 1

��
r 0 l j�r 0�Y �lm�n 0� dr 0

�
Ylm�n�
r l�1

�

�
X1
l� 0

Al�r� : �7�

£ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ÕÑÍÑÄ�
j�r� dr � 0 ; �8�

ÚÕÑ ÒÓË ÖÚÈÕÇ ÖÔÎÑÄËâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÔÕË ÕÑÍÂ Ë ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
ÐÖÎá ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ ÄÇÍÕÑÓÂ j ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË, ÑÅÓÂÐËÚËÄÂáÜÇÌ ÑÃÎÂÔÕß, ÅÆÇ j 6� 0,

div j � 0 ; jn

���
S
� 0 ; �9�

ÎÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓâÇÕÔâ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÕÑÉÆÇ-
ÔÕÄÑ ÕÇÑÓÇÏÞ ¤ÂÖÔÔÂ ë°ÔÕÓÑÅÓÂÆÔÍÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ �ar� j,
a � const. ±ÑàÕÑÏÖ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (7) ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ Ô l � 1,
Õ.Ç. Ô ÒÑÎâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎâ. °ÔÐÑÄÐÂâ ÉÇ ÒÓÑÃÎÇÏÂ
ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÊÂÆÂÄÂÇÏÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÕÑÍÑÄ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ (ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ) ÓâÆÂ (7) ÐÇ
âÄÎâáÕÔâ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÏË ÕÇÐÊÑÓÂÏË.

¥Îâ ÄÞÆÇÎÇÐËâ Ä (7) ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÜËØÔâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÕÑÍÑÄ ÔËÔÕÇÏÞ, Õ.Ç. ÆÎâ ÒÓÇ-
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ Ä ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ, ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÂÒÒÂÓÂÕÑÏ ÂÎ-
ÅÇÃÓÞ ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ. ¥ÂÎÇÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÓâÆ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ Ë ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÌ àÕÑÅÑ
ÂÒÒÂÓÂÕÂ [3], ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓËÄÑÆËÏ ÊÆÇÔß ÆÎâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ
ËÊÎÑÉÇÐËâ. ³×ÇÓËÚÇÔÍËÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ
ÄÇÍÕÑÓÂ a, ÑÃÓÂÊÖáÜËÇ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÒÇÓÄÑÅÑ
ÓÂÐÅÂ, ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÇÅÑ ÆÇÍÂÓÕÑÄÞ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

a0 � az ; a�1 � � 1���
2
p �ax � iay� :

ªÊ ÆÄÖØ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ Alm Ë Bl 0m 0 ÓÂÐÅÑÄ l Ë l 0

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ¬ÎÇÃÛÂ ë
¤ÑÓÆÂÐÂ CLM

lml 0m 0 ÔÑÔÕÂÄÎâáÕÔâ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÇ ÕÇÐÊÑÓÞ
(ÕÇÐÊÑÓÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ) ÓÂÐ-
ÅÑÄ L � jlÿ l 0j; jlÿ l 0j � 1; . . . ; l� l 0 ÒÑ ÒÓÂÄËÎÖ

fAl 
 Bl 0 gLM �
X
m;m 0

CLM
lml 0m 0AlmBl 0m 0 : �10�

±ÓË l � l 0 ËÊ ÆÄÖØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ ÏÑÉÐÑ ÔÑÔÕÂÄËÕß ÔÍÂÎâÓ
(ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÓÂÐÅÂ), ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎß-
ÐÞÌ ÔÍÂÎâÓÐÑÏÖ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËá ÆÄÖØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ, ÍÑÕÑÓÑÇ
ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÂÕß ÍÓÖÅÎÞÏË ÔÍÑÃÍÂÏË:
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X
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2l� 1
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�11�
°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÇ ÕÇÐÊÑÓÞ ÐÖÎÇÄÑÅÑ Ë
ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÂÐÅÑÄ, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÇ ËÊ ÆÄÖØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ, ÒÓÑÒÑÓ-
ÙËÑÐÂÎßÐÞ ËØ ÔÍÂÎâÓÐÑÏÖ Ë ÄÇÍÕÑÓÐÑÏÖ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâÏ

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ:
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 bg0 � ÿ
1���
3
p ab ; fa
 bg1 �
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p a� b : �12�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ (11), ÊÂÒËÛÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÄÇÍÕÑÓÑÄ Al, ÄØÑÆâÜËØ Ä ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËÇ (7), ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:
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¥Îâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (13) Í ËÔÍÑÏÑÏÖ ÄËÆÖ ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ
ÃÞ Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ¬ÎÇÃÛÂ ë¤ÑÓÆÂÐÂ ÓÂÊÎÑ-
ÉËÕß ÒÓâÏÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ
jmYlm 0 �n 0� ÒÑ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÏ ÕÇÐÊÑÓÂÏ fj
 Yl�n 0�gJM, Â
ÊÂÕÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (13) Ä
ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ ËÊ
àÕËØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ ËYlm 0 �n�. ´ÑÕ ÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÑÎÖÚËÕÔâ, ÇÔÎË
ÒÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÏÇÕÑÆËÍÇ [3, 4] Ä ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÏ
ÄÞÓÂÉÇÐËË (13) ËÊÏÇÐËÕß ÔØÇÏÖ ÔÄâÊË ÏÑÏÇÐÕÑÄ. ´ÑÅÆÂ
ÒÑÔÎÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÔØÇÏÞ
ÔÄâÊË 6j-ÔËÏÄÑÎÑÄ ÐÂÌÆÇÏ, ÚÕÑ
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(13) ËÔÍÑÏÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ:
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©ÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÕÑÍÑÄ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÏË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎAl�r� (14), âÄÎâáÕÔâ ÐÇÒÓË-
ÄÑÆËÏÞÏË ÕÇÐÊÑÓÂÏË ÓÂÐÅÑÄ J � l; l� 1. ´ÂÍ, A1�r� ÄÞ-
ÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÇ ÕÇÐÊÑÓÞ������

4p
3

r �
r
�
j
 Y1�n�

	
Jm

dr �
�
fj
 rgJm dr ; �15�

J � 0; 1; 2. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ�
jm1rm2

dr � ÿ
�
jm2

rm1
dr ;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓË ÖÚÈÕÇ (9) ÎÇÅÍÑ ÑÃÑÔÐÑÄÞÄÂÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÕÇÑÓÇÏÞ¤ÂÖÔÔÂ ë°ÔÕÓÑÅÓÂÆÔÍÑÅÑ, Ë ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÔËÏÏÇÕÓËË
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ¬ÎÇÃÛÂ ë¤ÑÓÆÂÐÂ, ÎÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß (ÔÏ.
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (10)), ÚÕÑ ÒÓË J � 0 Ë 2 ÕÇÐÊÑÓÞ (15)
ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß. ±ÓËÐËÏÂâ, ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ
ÄÕÑÓÖá ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (12), ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ

A1�r� � 4p
3cr 2

��
r 0
�
j
 Y1�n 0�

	
1
dr 0 
 Y1�n�

�
1

�

� 1

cr 3

��
fj
 r 0g1 dr 0 
 r

�
1

ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÏ ÄËÆÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÑÎâ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎâ [1, 2]

A1�r� � l� r

r 3
; �16�
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ÅÆÇ

l� 1

2c

�
�r� j� dr �17�

ìÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÆËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÕÑÍÑÄ.
±ÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÒÑÎÇÌ ÔÕÂÓÛËØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ �l > 1�

ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (14) ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÏË ÕÇÐÊÑÓÂÏË�
r l
�
j
 Yl�n�

	
Jm

dr ;

J � l; l� 1. ±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÒÓË J � l� 1 ÆÂÐÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ
ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß. ±ÓÑÜÇ ÄÔÇÅÑ Ä àÕÑÏ ÖÃÇÆËÕßÔâ
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. £ÄÇÆÈÏ ÛÂÓÑÄÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ [7, 8]

YLlm�n� �
X
m1m2

CLm
lm11m2

Ylm1
�n�em2

; �18�

ÅÆÇ ÑÃÓÂÊÖáÜËÇ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ ÔÒËÓÂÎßÐÞÌ ÃÂÊËÔ
ÇÆËÐËÚÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ em, m � 0;�1, ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ
ÑÓÕÞ ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ex, ey, ez:

e0 � ez ; e�1 � � 1���
2
p �ex � iey� :

µÚËÕÞÄÂâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (10), (18) Ë ÒÓËÐâÄ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ,
ÚÕÑ jm � jem, ÊÂÒËÔÞÄÂÇÏ ËÔÍÑÏÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÚÇÓÇÊ ÛÂÓÑÄÑÌ
ÄÇÍÕÑÓ:�

r l
�
j
 Yl�n�

	
l�1;m dr �

�
r l jYl�1; l;m�n� dr :

¥ÂÎÇÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [7])

H
ÿ
f�r�YLm�n�

� � ÿ ���������������
L� 1

2L� 1

r �
df
dr
ÿ L

r
f
�
YL;L�1;m�n��

�
���������������

L

2L� 1

r �
df
dr
� L� 1

r
f
�
YL;Lÿ1;m�n� : �19�

±ÑÎÂÅÂâ Ä ÐÈÏ L � l� 1, f�r� � r l�1, ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ

r lYl�1; l;m�n� � Hf ; f �r� � r l�1������������������������������l� 1��2l� 3�p Yl�1;m�n� :

±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÇÑÓÇÏÞ ¤ÂÖÔÔÂ ë°ÔÕÓÑÅÓÂÆ-
ÔÍÑÅÑ Ë ÖÔÎÑÄËÌ (9), ÍÑÕÑÓÞÏ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÞÇ ÕÑÍË, ÒÓËØÑÆËÏ Í ÊÂÍÎáÚÇÐËá, ÚÕÑ�

r l
�
j
 Yl�n�

	
l�1;m dr �

�
jHf dr �

�
S

f jn dS � 0 :

ªÕÂÍ, Ä ÔÖÏÏÇ (14), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Al ÒÓË
l > 1, ÑÔÕÂÈÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÆÄÂ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ
J � l Ë lÿ 1.

£ÄÇÆÈÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ 2 l-ÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÔËÔÕÇÏÞ
ÕÑÍÑÄ Mlm, l � 1; 2; 3; . . . ; ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÌ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÚÕÑ

M �
lm �

i

c

������������������������������
4pl

�l� 1��2l� 1�

s �
r l
�
j
 Yl�n�

	
lm
dr �

� ÿ i

c

������������������������������
4pl

�l� 1��2l� 1�

s �
r l jYllm�n� dr ; �20�

Ë ÕÑÓÑËÆÐÞÌ 2 l-ÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ Tlm, l � 1; 2; 3; . . . :

T �lm � ÿ
���������������������
4p=�l� 1�p
c�2l� 3�

�
r l�1

�
j
 Yl�1�n�

	
lm
dr �

� ÿ
���������������������
4p=�l� 1�p
c�2l� 3�

�
r l�1 jYl; l�1;m�n� dr : �21�

ªÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ (20), (21) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

M �
lm � �ÿ1�mMl;ÿm ; T �lm � �ÿ1�mTl;ÿm

âÄÎâáÕÔâ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÏË ÕÇÐÊÑÓÂÏË l-ÅÑ ÓÂÐÅÂ, ÒÓËÚÈÏ
(ÔÏ. (12)) M �

1m � mm, ÅÆÇ l ì ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÆËÒÑÎßÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ (17), Â ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Al (14) ÒÓË l > 1
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

Al�r� � AM
l �r� � AT

lÿ1�r� : �22�
©ÆÇÔß

AM
l �r� �

�ÿ1�li
r l�1

��������������������
4p�l� 1�

3l

r �
M �

l 
 Yl�n�
	
1

�23�

ì ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ 2 l-ÒÑÎâ, Â

AT
lÿ1�r� �

�ÿ1�l�1
r l�1

�����������������������
4pl�2lÿ 1�

3

r �
T �lÿ1 
 Yl�n�

	
1

�24�

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÑÎâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÕÑÓÑËÆ-
ÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ (22) ÆÂÈÕ ÕÂÍÉÇ ÒÓÂÄËÎßÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ A1, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ T �00 (21)
ÄÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÐÊÑÓÑÏ (15) ÒÓË J � 0 ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß,
ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä (22) ËÔÚÇÊÂÇÕ, Â ÒÇÓÄÑÇ (ÔÏ. (23)) ÆÂÈÕ
ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÑÎâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÆËÒÑÎâ (16).

±ÑÕÇÐÙËÂÎÞ (23) Ë (24) ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÕÂÍÉÇ Ä àÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ÚÇÓÇÊ ÛÂÓÑÄÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ (18). ´ÂÍ, ËÔÒÑÎß-
ÊÖâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (10), (18) Ë ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔËÏÏÇÕÓËË ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÑÄ ¬ÎÇÃÛÂ ë¤ÑÓÆÂÐÂ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÔÓÂÄÐÇ-
ÐËâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ,
ÚÕÑ

AM
l �r� � ÿ

i

r l�1

��������������������
4p�l� 1�
l�2l� 1�

s X
m

MlmYllm�n� ; �25�

AT
lÿ1�r� � ÿ

�������
4pl
p

r l�1
X
m

Tlÿ1;mYlÿ1; l;m�n� : �26�

ªÏÇÐÐÑ Ä ÕÂÍÑÏ ÄËÆÇ àÕË ÒÑÎâ ÄÑÌÆÖÕ Ä ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ, ÇÔÎË Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ ÒÑÎâ ËÊÎÖÚÂáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ [6] ÒÇÓÇÌÕË Í ÔÕÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÏÖ ÒÓÇÆÇÎÖ, Õ.Ç. Í ÐÖÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ ËÊÎÖÚÇÐËâ. ±ÓË
àÕÑÏ ÊÂÒËÔÂÐÐÑÇ ÚÇÓÇÊ ÛÂÓÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ (20) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ,
ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÏ Ä [6], ÒÑÔÎÇ ËÔÒÓÂÄÎÇÐËâ ÑÚÇÄËÆÐÑÌ ÑÒÇ-
ÚÂÕÍË Ä ÏÐÑÉËÕÇÎÇ. £ÞÓÂÉÇÐËÇ ÉÇ ÆÎâ ÕÑÓÑËÆÐÑÅÑ
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ Ä [6] ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÆÄÖØ ÔÎÂÅÂÇ-
ÏÞØ Ë, ÐÂ ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ, ÐÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô (21), ÑÆÐÂÍÑ,
ËÔÒÑÎßÊÖâ ÕÇØÐËÍÖ ÂÎÅÇÃÓÞ ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ Ë ÔÄÑÌÔÕÄÂ
Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÖÔÎÑÄËâØ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÔÕË ÕÑÍÑÄ (9) àÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ.
®Þ ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÏ ÊÆÇÔß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÑÃÑÔÐÑÄÂÐËâ,
ÕÂÍ ÍÂÍ ÖÉÇ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ 2.2 ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ
ÒÑÎÇ (24), (26), âÄÎââÔß ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÏ, ÐÇ ÆÂÈÕ ÄÍÎÂÆÂ Ä
ÄÇÍÕÑÓ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË, Ë, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÑÓÑËÆ-
ÐÂâ ÚÂÔÕß ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ä ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒÖÜÇÐÂ Ä ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËË.

ªÕÂÍ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÐÂÏË ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ
ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

A�r� �
X1
l� 1

Al�r� ;
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ÅÆÇ ÄÇÍÕÑÓÞ Al ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË (22) ë (24)
ÎËÃÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏË ËÏì (22), (25) Ë (26).

2.2. £ÇÍÕÑÓ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ
¥Îâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË B � rotA ÄÞÚËÔÎËÏ ÓÑÕÑÓ ÍÂÉÆÑÅÑ
ËÊ ÆÄÖØ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ, ÑÃÓÂÊÖáÜËØ ÄÇÍÕÑÓ Al (22).

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ

rotAT
lÿ1�r� � 0 : �27�

±ÓÑÜÇ ÄÔÇÅÑ Ä àÕÑÏ ÖÃÇÆËÕßÔâ (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ 1),
ËÔØÑÆâ ËÊ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ AT

lÿ1 Ä ×ÑÓÏÇ (26) Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ
ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ (19). ±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä àÕÑ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ L � lÿ 1 Ë
f�r� � rÿl, ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ

1

r l�1
Ylÿ1; l;m�n� � 1�����������������

l�2lÿ 1�p H
�
1

r l
Ylÿ1;m�n�

�
;

ÑÕÍÖÆÂ Ë ÔÎÇÆÖÇÕ (27). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÕÑÓÑËÆÐÞÇ
ÏÑÏÇÐÕÞ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÒÑÎâ ÕÑÓÑËÆÐÞØ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎÇÌ ÐÇ ÆÂáÕ ÄÍÎÂÆÂ Ä ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ. ³
ÐÇ×ÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ
Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.3.

¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÓÑÕÑÓÂ ÄÇÍÕÑÓÂ AM
l , ÊÂÒËÔÂÐÐÑÅÑ Ä

×ÑÓÏÇ (25), ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ËÊÄÇÔÕÐÑÇ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [7, 8]) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÛÂÓÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ

Yllm�n� � ÿ i r� HHYlm�n����������������
l�l� 1�p : �28�

´ÑÅÆÂ, ÒÓËÏÇÐââ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ (19) Ë ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ
Ylm�r�=r l�1 ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÂÒÎÂÔÂ, ÐÇÕÓÖÆÐÑ
ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ 1)

rot

�
1

r l�1
Yllm�n�

�
� ÿi

�����������������
l�2l� 1�p
r l�2

Yl; l�1;m�n� : �29�

³ ÒÑÏÑÜßá (29) Ë (25) ÐÂØÑÆËÏ ÊÂÒËÔÂÐÐÑÇ ÚÇÓÇÊ
ÛÂÓÑÄÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ
ËÐÆÖÍÙËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ 2 l-ÒÑÎâ:

Bl�r� � rotAM
l �r� � ÿ

�������������������
4p�l� 1�p
r l�2

X
m

MlmYl; l�1;m�n� : �30�

¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÑÎÖÚËÕÔâ Ë ÒÓË ÍÑÓÓÇÍÕÐÑÏ ÒÇÓÇØÑ-
ÆÇ Í ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÓÇÆÇÎÖ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ×ÑÓ-
ÏÖÎÂØ [7].

¦ÔÎË ÖÚÇÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (18), (10) Ë ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ¬ÎÇÃÛÂ ë¤ÑÓÆÂÐÂ, ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂ-
ÊÂÕß, ÚÕÑ ÒÑÎÇ Bl (30) ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ Ä àÍÄËÄÂÎÇÐÕ-
ÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ÚÇÓÇÊ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÇ ÕÇÐÊÑÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ
ÆÄÖØ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ:

Bl�n� � �ÿ1�
l

r l�2

�����������������������������������
4p�l� 1��2l� 1�

3

r �
M �
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 Yl�1
	
1
: �31�

£ ÒÓËÎÑÉÇÐËË 1 ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÍÂÍ (31) ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß
ÒÓâÏÞÏ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇÏ ÓÑÕÑÓÂ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
ÒÑÎâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÅÑ Ä ÄËÆÇ
(23).

£ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎâ B1 ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (31)
ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÔÄÇÔÕË Í ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ×ÑÓÏÇ [1, 2]

B1 � 3n�n l� ÿ l

r 3
; �32�

ÅÆÇ lì ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÔËÔÕÇÏÞ (17). ³ àÕÑÌ ÙÇÎßá
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÆÔÕÂÄËÕß Ä (31) Ô×ÇÓËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá Ä
ÄËÆÇ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [3])

Y2m�n� �
������
15

8p

r
fn
 ng2m

ËM �
1 � l, ÊÂÒËÔÂÄ B1 ÍÂÍ
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Â ÊÂÕÇÏ ÒÓËÏÇÐËÕß ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ
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 ng2

	
1
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����
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�
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ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÎÖÚËÕÔâ, ÇÔÎË Ä ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÏ ÕÇÐÊÑÓÇ
ffl 
 ng0 
 ng1 ËÊÏÇÐËÕß ÔØÇÏÖ ÔÄâÊË ÏÑÏÇÐÕÑÄ,�fl 
 ng0 
 n

	
1
� 1

3

�
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 fn
 ng0

	
1
�

�
���
5
p

3

�
l 
 fn
 ng2

	
1
;

Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (12).
ªÕÂÍ, ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ

ËÐÆÖÍÙËË ËÏÇÇÕ ÄËÆ

B �
X1
l� 1

Bl ;

ÅÆÇ ÒÑÎÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ 2 l-ÒÑÎâ Bl ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâÏË (30) ËÎË (31), Â ÏÂÅÐËÕÐÞÌ 2 l-ÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕMlm

ì×ÑÓÏÖÎÑÌ (20).

2.3. ®ÂÅÐËÕÑ-àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÂÐÂÎÑÅËË
·ÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË
ÒÑÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÆËÒÑÎâ ÒÑ ×ÑÓÏÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËá (32) ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÆËÒÑÎâ Ë ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÐÇÅÑ ÊÂÏÇÐÑÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÏÑÏÇÐÕÂ l (17) ÐÂ ÆËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ d
(6) (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [1, 2]). ±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÆÂÐÐÂâ ÂÐÂÎÑÅËâ
ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ë ÄÑ ÄÔÇØ ÔÎÇÆÖáÜËØ ÚÎÇÐÂØ ÏÖÎßÕËÒÑÎß-
ÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ.

®ÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑ-
ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÑÎâ (4):

E � ÿHj �
X1
l� 0

El ; �33�

ÅÆÇ El � ÿHjl,

jl �
1

r l�1

�������������
4p

2l� 1

r X
m

QlmYlm�n� �34�

ì ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÑÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ 2 l-ÒÑÎâ. £ÞÚËÔÎââ
H�Ylm�n�=r l�1� Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ (19), ÐÂØÑÆËÏ
ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ 2 l-ÒÑÎâ

El � ÿ
�������������������
4p�l� 1�p
r l�2

X
m

QlmYl; l�1;m�n� : �35�

±ÓË l5 1 El (35) ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâ (30) ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
2 l-ÒÑÎâ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÊÂÏÇÐÑÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ 2 l-ÒÑÎßÐÑÅÑ
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ÏÑÏÇÐÕÂ Mlm (20) ÐÂ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ Qlm (5). £ÇÍÕÑÓ El,
ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ë ÚÇÓÇÊ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÇ ÕÇÐÊÑÓ-
ÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÆÄÖØ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ (ÔÓ. Ô
(31)):

El � �ÿ1�
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r l�2

�����������������������������������
4p�l� 1��2l� 1�

3

r �
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±ÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ E0 ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (33)
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÑÎÇÏ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ Q00, ÚÕÑ ÎÇÅÍÑ
ÖÄËÆÇÕß, ÒÑÆÔÕÂÄËÄ Ä (36) ÒÓË l � 0 Y1m�n� �

��������������
3=�4p�p

nm.
°ÔÕÂÎßÐÂâ ÉÇ ÚÂÔÕß àÕÑÅÑ ÓâÆÂ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÂ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎßÐÑÏÖ ÓÂÊÎÑÉÇÐËá ÄÇÍÕÑÓÂ B Ë ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÐÇÅÑ
×ÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÊÂÏÇÐÑÌ Qlm !Mlm. ´ÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑÔÕß
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË
ÒÑÎâ E Ä àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍÇ Ë ÄÇÍÕÑÓÂ B Ä ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍÇ
ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÄÐÇ ÔËÔÕÇÏÞ
ÕÑÍÑÄ ì ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÒÑÎâ, ÅÆÇ ÕÑÎßÍÑ Ë ÒÓËÏÇÐËÏÑ
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ, ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÇÕ ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

divB � 0 ; rotB � 0 ;

ÒÑÊÄÑÎâáÜËØ ÄÄÇÔÕË ÔÍÂÎâÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÑÎâ c,
B � ÿHc, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ, ÍÂÍ Ë Ä àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍÇ ÄÐÇ
ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÂÒÎÂÔÂ. µÃÞÄÂá-
ÜÇÇ ÉÇ ÒÓË r!1 ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÑÉÐÑ
ÓÂÊÎÑÉËÕß Ä ÓâÆ ÒÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÏ ×ÖÐÍÙËâÏ:

c�r� �
X
l;m

alm
Ylm�n�
r l�1

:

±ÓËÏÇÐââ ÆÂÎÇÇ ×ÑÓÏÖÎÖ (19), ÐÂØÑÆËÏ

B � ÿHc � ÿ
X
l;m

������������������������������l� 1��2l� 1�p
r l�2

almYl; l�1;m�n� : �37�

³ØÑÆÔÕÄÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÓâÆÂ (37) Ô ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÏ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËÇÏ (33), (35) Ä àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍÇ ÑÚÇÄËÆÐÑ. £ ÏÂÅÐËÕÑ-
ÔÕÂÕËÍÇ ÎËÛß ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ä ÔËÎÖ (8) ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ � 1=r 2 Ä
ÓÂÊÎÑÉÇÐËË B Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ � 1=r Ä
ÓÂÊÎÑÉÇÐËË (7) ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ A, ÕÂÍ ÚÕÑ ÏÖÎß-
ÕËÒÑÎßÐÞÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÐÂÚËÐÂáÕÔâ Ô l � 1. ³ÓÂÄÐÇÐËÇ
ÚÎÇÐÑÄ ÓâÆÂ (37) Ô Bl (30) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ

alm �
�������������
4p

2l� 1

r
Mlm :

°ÕÏÇÕËÏ Ä ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ, ÚÕÑ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ÊÆÇÔß ÔÑÑÃ-
ÓÂÉÇÐËâ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÇÜÈ ÑÆÐËÏ ÐÇ×ÑÓÏÂÎßÐÞÏ, ÑÔÐÑÄÂÐ-
ÐÞÏ ÐÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÂÐÂÎÑÅËâØ, ÔÒÑÔÑ-
ÃÑÏ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÕÑÓÑËÆÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ Ä ÏÂÅÐË-
ÕÑÔÕÂÕËÍÇ ÐÇ ÆÂáÕ ÄÍÎÂÆÂ Ä ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ
ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ
� 1=r l�1 Ä ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÆÄÖÏâ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÏË ÕÇÐÊÑ-
ÓÂÏË, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÏË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÕÑÍÑÄ-ËÔÕÑÚÐË-
ÍÑÄ ÒÑÎâ: ÕÇÐÊÑÓÑÏ l-ÅÑ ÓÂÐÅÂ ì ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ ì Ë ÕÇÐÊÑÓÑÏ �lÿ 1�-ÅÑ ÓÂÐÅÂ ì
ÕÑÓÑËÆÐÞÏ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ (ÔÏ. (22) ë (26)). £
ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ËÊ (37) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ
� 1=r l�2 ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËË B
ÊÂÆÂÈÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐËÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ ì ÕÇÐÊÑÓÑÏ l-ÅÑ ÓÂÐÅÂ
alm, Õ.Ç. ÕÑÓÑËÆÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÐÇ ÏÑÅÖÕ ÄØÑÆËÕß Ä ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËÇ B.

3. ®ÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ

±ÓË ÐÂØÑÉÆÇÐËË ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ àÐÇÓÅËË
ÔËÔÕÇÏÞÏÞÃÖÆÇÏ ÒÑÎÂÅÂÕß, ÚÕÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ,
ÅÆÇ ÑÐÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ, ÐÇÕ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ (ÐÇÕ
ÄÐÇÛÐËØ ÊÂÓâÆÑÄ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ
ÊÂÆÂÚË ÎËÃÑ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÐÇÕ ÄÐÇÛÐËØ ÕÑÍÑÄ Ä
ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍÇ). ¦ÔÎË ÄÐÇÛÐÇÇ ÒÑÎÇ âÄÎâÇÕÔâ Í ÕÑÏÖ ÉÇ
ÍÄÂÊËÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ, ÚÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÔÆÇÎÂÐÐÑÏ
ÊÆÇÔß ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÕÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÃÞÔÕÓÑÔØÑÆâÜËÌÔâ
ÓâÆ, Ë àÐÇÓÅËâ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ ÇÅÑ ÒÇÓÄÞÏ ÐÇËÔÚÇÊÂáÜËÏ ÚÎÇÐÑÏ.

3.1. ³ËÔÕÇÏÂ ÊÂÓâÆÑÄ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ
®ÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ ÄÑ
ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ Ä
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

U �
�
r�r�j�R� r� dr ; �38�

ÍÑÕÑÓÞÏ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ àÕÂ àÐÇÓÅËâ, ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂj Ä ÓâÆ´ÇÌÎÑÓÂ Ô ÙÇÐÕÓÑÏÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ
ÕÑÚÍÇ R ÄÐÖÕÓË ÔËÔÕÇÏÞ:

j�R� r� �
X1
l� 0

1

l !
xi1xi2 . . . xil Hi1Hi2 . . .Hil j�R� : �39�

±ÇÓÄÞÇ ÚÎÇÐÞ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (àÐÇÓÅËâ
ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ, àÐÇÓÅËâ ÆËÒÑÎâ Ë àÐÇÓÅËâ ÍÄÂÆÓÖ-
ÒÑÎâ) ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÎÇÅÍÑ ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÂÐ-
ÐÑÌ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË [1, 2], ÑÆÐÂÍÑ ÄÞÆÇÎÇÐËÇ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ
ÕÇÐÊÑÓÑÄ ì àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ì
Ä ÔÎÇÆÖáÜËØ ÚÎÇÐÂØ ÓâÆÂ ÒÓË ÕÂÍÑÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÇ ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÊÂÕÓÖÆÐËÕÇÎßÐÞÏ. ±ÑàÕÑÏÖ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÌ ÒÓËÈÏ [1]. £ ÑÃÎÂÔÕË ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ, ÅÆÇ ÐÇÕ
ÊÂÓâÆÑÄ ì ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ, ÒÑÕÇÐÙËÂÎ j
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÂÒÎÂÔÂ, ÒÑàÕÑÏÖ ÍÂÍ ÓÇÅÖ-
ÎâÓÐÑÇ ÒÓË r! 0 ÓÇÛÇÐËÇ ÆÂÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ
ÓÂÊÎÑÉËÕß Ä ÓâÆ ÒÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÏ ×ÖÐÍÙËâÏ:

j�R� r� �
X
l;m

alm r lYlm�n� : �40�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÆÂÎÇÇ (40) Ä (38), ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ Yl;ÿm �
� �ÿ1�mY �lm Ë ÄÄÑÆâ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ (5)
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ 2 l-ÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÏ àÐÇÓ-
ÅËá ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ

U �
X
l;m

�������������
2l� 1

4p

r
Qlm�ÿ1�mal;ÿm : �41�

²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ (41) ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä ÍÐËÅÇ ÂÐÆÂÖ Ë Ë×ÛËÙÂ
[1] Ë ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ àÐÇÓÅËâ ÔËÔÕÇÏÞ
ÊÂÓâÆÑÄ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ÒÑ ÇÈ ÏÖÎßÕËÒÑÎß-
ÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÂÏ. ¥Îâ ÒÓËÄÇÆÇÐËâ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËâ àÐÇÓÅËË Í ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÇÜÈ ÐÂÌÕË
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ àÕÑÅÑ ÓâÆÂ, ÚÕÑ Ë ÃÖÆÇÕ ÔÆÇÎÂÐÑ ÐËÉÇ.

£ÞÓÂÊËÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ alm ÓâÆÂ (40) ÚÇÓÇÊ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ j Ä ÕÑÚÍÇ R. ³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÆÂÐÐÞÌ ÓâÆ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÓâÆÂ (39). ©ÂÒËÔÂÄ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá
Ylm�n� ÚÇÓÇÊ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÌ ÕÇÐÊÑÓ l-ÅÑ ÓÂÐÅÂ, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐ-
ÐÞÌ ËÊ ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ n [3], ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÄØÑÆâÜÇÇ Ä
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(40) ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ r l ÐÂ Ylm Ä ÄËÆÇ

r lYlm�n� �
��������������������
�2l� 1�!!

4pl !

r n
. . .
�fr
 rg2 
 r

	
3

. . .
 r
o
lm
: �42�

µÚÕÈÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË 2, ÆÇÌÔÕÄËÇ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ, ÄØÑÆâÜËØ Ä ÓâÆ (39), ÐÂ
ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÖá, Õ.Ç. ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÖá ÖÓÂÄÐÇÐËá
ÂÒÎÂÔÂ, ×ÖÐÍÙËá j ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä àÍÄËÄÂÎÇÐÕ-
ÐÑÌ ×ÑÓÏÇ:

xi1xi2 . . . xil Hi1Hi2 . . .Hil j�R��
�n

. . .
�fr
 rg2 
 r

	
3
. . .
 r

o
l
�

�
n

. . .
�fH
 Hg2 
 H

	
3

. . .
 H
o
l

�
j�R� �

�
X
m

�ÿ1�m
n

. . .
�fr
 rg2 
 r

	
3

. . .
 r
o
lm
�

�
n

. . .
�fH
 Hg2 
 H

	
3

. . .
 H
o
l;ÿm

j�R� : �43�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÆÂÎÇÇ (42) Ä (40), Â (43) Ä (39) Ë ÒÓËÓÂÄÐËÄÂâ Ä
ÑÃÓÂÊÑÄÂÄÛËØÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÒÓË ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂØ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐ-
ÐÞØ ËÊ ÄÇÍÕÑÓÂ r, ÒÑÎÖÚËÏ ËÔÍÑÏÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÆÎâ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ alm:

�ÿ1�mal;ÿm �

�
�����������������������

4p
�2l� 1�!!l !

s n
. . .
�fH
 Hg2 
 H

	
3

. . .
 H
o
lm
j�R� :
�44�

®ÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ
ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ (44) Ä (41):

U �
X1
l� 0

Ul ; Ul � 1����������������������
l !�2lÿ 1�!!p �

�
�
Q �l
n

. . .
�fH
 Hg2 
 H

	
3

. . .
 H
o
l

�
j�R� : �45�

±ÇÓÄÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ (45) (ÊÆÇÔß ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÎÑÉËÕß
�2lÿ 1�!! � 1 ÒÓË l � 0)

U0 � Q00j�R�
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ àÐÇÓÅËá ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ.
±ÓË l5 1 àÐÇÓÅËá ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ 2 l-ÒÑÎâ ÏÑÉÐÑ
ÕÂÍÉÇ ÊÂÒËÔÂÕß ÚÇÓÇÊ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕß E � ÿHj ÄÐÇÛÐÇÅÑ
ÒÑÎâ:

Ul5 1 � ÿ 1����������������������
l !�2lÿ 1�!!p �

�
�
Q �l
n�

. . .
�fH
 Hg2 
 H

	
3

. . .
 H
	
lÿ1 
 E

o
l

�
: �46�

£ÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ U1 (46) ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËâ (45) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÆËÒÑÎâ Ô ÆËÒÑÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ d (6) ÄÑ
ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ [1, 2]:

U1 � ÿ�Q �1 E� � ÿdE : �47�
¥Îâ ÒÓËÄÇÆÇÐËâ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ U2 Í ËÊÄÇÔÕÐÑÏÖ
ÄËÆÖ àÐÇÓÅËË ÍÄÂÆÓÖÒÑÎâ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
22-ÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ Q2m (5) ÔÄâÊÂÐ Ô ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÍÄÂÆÓÖ-
ÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ, ÆÇÍÂÓÕÑÄÞ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÍÑÕÑÓÑÅÑ

Di j �
�
3�xixj ÿ r 2di j� r�r� dr �48�

[1, 2], ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

Q �2m �
1���
6
p

X
m1;m2

C 2m
1m11m2

Dm1m2
: �49�

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (49) ÒÓÑÜÇ ÄÔÇÅÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ
ÒÑÆ ÊÐÂÍ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (5), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÅÑ Q �2m, r

2Y2m�n� Ä
ÄËÆÇ (42). ±ÓË àÕÑÏ ÔÎÇÆÖÇÕ ÕÂÍÉÇ ÖÚÇÔÕß, ÚÕÑ Ä ÔËÎÖ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ di j ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ ËÊ
ÇÅÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÂÐÅÂ,
ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß. ´ÇÐÊÑÓ (48) ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÐ
Ë ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÄÑÌ ÔÎÇÆ, ÕÂÍ ÚÕÑ ËÊ ÐÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÔÑÔÕÂÄËÕß
ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ ÑÕÎËÚÐÞÌ ÑÕ ÐÖÎâ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ì
ÕÇÐÊÑÓ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÂÐÅÂ (49). ±ÑàÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË
ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÞÇ ÕÇÐÊÑÓÞ

qlm � 1���
6
p

X
m1;m2

Clm
1m11m2

Dm1m2
; q2m � Q �2m ;

q1m � 0 ; q00 � 0

Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß U2 (45) Ä ÄËÆÇ

U2 � 1���
6
p

X
l;m

�ÿ1�lÿmql;ÿmfH
 Hglm j :

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÆÂÎÇÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÔËÏÏÇÕÓËË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ
¬ÎÇÃÛÂ ë¤ÑÓÆÂÐÂ Ë ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ, ÑÃÓÂÕÐÑÇ (10), ÎÇÅÍÑ
ÒÓËÄÇÔÕË U2 Í ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÏÖ ÄËÆÖ [1, 2]:

U2 � 1

6

X
m1 ;m2

�ÿ1�m1�m2Dm1m2
Hÿm1

Hÿm2
j �

� 1

6
DikHiHk j � ÿ 1

6
DikHiEk : �50�

3.2. ³ËÔÕÇÏÂ ÕÑÍÑÄ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ
²ÑÎß ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ ÕÑÍÑÄ j ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ
ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÊÂÆÂÄÂÇÏÑÏ ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ
A, ËÅÓÂÇÕ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ
×ÖÐÍÙËâ ÕÑÍÑÄ [2], ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

V � ÿ 1

c

�
j�r�A�R� r� dr ; �51�

ÑÕÎËÚÂáÜËÏÔâ ÊÐÂÍÑÏ ÑÕ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÕÑÍÑÄ
Ô ÄÐÇÛÐËÏ ÒÑÎÇÏ. ¥Îâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË V Ä
ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ Ë ÃÖÆÇÕ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËÇ.

¦ÔÎË ÒÑÆÔÕÂÄËÕß Ä (51) ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ Ä ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ Ô ÙÇÐÕÓÑÏ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÕÑÚÍÇ R
ÄÐÖÕÓË ÔËÔÕÇÏÞ,

A�R� r� �
X1
l� 0

1

l !
xi1xi2 . . . xil Hi1Hi2 . . .Hil A�R� ; �52�

ÕÑ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÐÂÌÕË ÒÇÓÄÞÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ l � 1, ÚÎÇÐ
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÆËÒÑÎßÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ ÔËÔÕÇÏÞ ÕÑÍÑÄ (17) Ë ÄÇÍÕÑÓ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍ-
ÙËË ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ [2]:

V1 � ÿlB : �53�
³ÎÂÅÂÇÏÑÇ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ l � 0 Ä (52), ÐÇ ÆÂÈÕ ÄÍÎÂÆÂ Ä
àÕÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ Ä ÔËÎÖ (8). £ ÔÎÇÆÖáÜËØ ÚÎÇÐÂØ ÓâÆÂ
ÄÞÆÇÎËÕß ÕÂÍËÏ ÒÓâÏÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÇ ÕÇÐ-
ÊÑÓÞ ì ÏÂÅÐËÕÐÞÇ 2 l-ÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ì ÊÂÕÓÖÆÐË-
ÕÇÎßÐÑ. ±ÑàÕÑÏÖ ÑÃÑÃÜËÏ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ A
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ÏÇÕÑÆ, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÞÌ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÆÎâ
ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ àÐÇÓÅËË Ä
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍÇ.

±ÓË ÐÂÎÑÉÇÐËË ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ

divA � 0 �54�
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÕÑÍÑÄ j,
ÅÆÇ ÒÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËá ÐÇÕ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ,
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÂÒÎÂÔÂ. ²ÇÅÖÎâÓÐÞÏË ÒÓË
r! 0 ÓÇÛÇÐËâÏË ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÒÎÂÔÂ
âÄÎâáÕÔâ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÇ ÛÂÓÑÄÞÏ ÄÇÍÕÑÓÂÏ (18)
ÄÇÍÕÑÓÞ

r lYllm�n� ; r lÿ1Yl; lÿ1;m�n� i r l�1Yl; l�1;m : �55�

ºÂÓÑÄÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ Yllm�n�, l � 0; 1; 2; . . . ; m � 0;�1;
�2; . . . ;�l, l � l; l� 1 ÒÓË l 6� 0 Ë l � 1 ÒÓË l � 0, ÑÃÓÂ-
ÊÖáÕ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ [7], ÒÑÎÐÞÌ ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÌ
ÐÂÃÑÓ ÐÂ ÇÆËÐËÚÐÑÌ Ô×ÇÓÇ. ±ÑàÕÑÏÖ ÓÇÅÖÎâÓÐÑÇ ÒÓË
r! 0 ÓÇÛÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÒÎÂÔÂ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÓÂÊÎÑÉÇÐÑ Ä ÓâÆ ÒÑ ÄÇÍÕÑÓÂÏ (55). £ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÆÂÐÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ËÔÒÑÎß-
ÊÖâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÛÂÓÑÄÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ (18) Ë ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ
(19), ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [7]), ÚÕÑ ÆËÄÇÓÅÇÐÙËâ
ÆÄÖØ ÒÇÓÄÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ (55) ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ
ÍÂÍ

div
ÿ
r l�1Yl; l�1;m�n�

� � ÿ �������������
l� 1

2l� 1

r
�2l� 3� r lYlm�n� :

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÕÓÇÕËÌ ÄÇÍÕÑÓ (55) ÐÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ
ÖÔÎÑÄËá ÍÂÎËÃÓÑÄÍË (54) Ë ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÄØÑÆËÕß Ä ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ A:

A�R� r� �
X1
l� 1

Xl
m�ÿl

�
almr

lYllm�n� � blmr
lÿ1Yl; lÿ1;m�n�

�
: �56�

£ÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÒÑÆ ÊÐÂÍÑÏ ÔÖÏÏÞ (56) âÄÎâÇÕÔâ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÏ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÇ ÆÂÈÕ ÄÍÎÂÆÂ ÐË Ä
ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ B � rotA, ÐË Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá
ÕÑÍÂ (51). £ ÇÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ
ÒÓâÏÞÏ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇÏ

rot
ÿ
r lÿ1Yl; lÿ1;m�n�

� � 0 ;

ÒÓËÏÇÐËÄ ÏÇÕÑÆ, ÑÒËÔÂÐÐÞÌ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË 1, ÎËÃÑ ÐÂ
ÑÔÐÑÄÂÐËË ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ (19), ËÊ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

r lÿ1Yl; lÿ1;m�n� �
H
ÿ
r lYlm�n�

������������������
l�2l� 1�p :

±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÇÑÓÇÏÞ ¤ÂÖÔÔÂ ë°ÔÕÓÑÅÓÂÆ-
ÔÍÑÅÑ Ë ÖÔÎÑÄËÌ (9), ÍÑÕÑÓÞÏ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÞÌ ÕÑÍ, ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÑÕÏÇÚÇÐÐÞÇ ÚÎÇÐÞ ÓâÆÂ
(56) ÐÇ ÆÂáÕ ÄÍÎÂÆÂ Ä (51). ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÆÂÎÇÇ (56) Ä (51),
ÄÄÑÆâ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÇ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (20) ÏÂÅÐËÕÐÞÇ
2 l-ÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ Ë ÒÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÑÚÇÄËÆÐÑÇ
ÆÎâ ÛÂÓÑÄÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ (18) ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ

Yllm�n� � �ÿ1�1ÿmY �l; l;ÿm�n� ;
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÓâÆÖ ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÕÑÍÑÄ:

V � ÿ
X
l;m

i

������������������������������
�l� 1��2l� 1�

4pl

r
Mlm�ÿ1�mal;ÿm : �57�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ
(51) ÓÂÔÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ Ä ÓâÆ ÒÑ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÏÖÎßÕËÒÑÎß-
ÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÂÏ, Ë ÆÎâ ÒÓËÄÇÆÇÐËâ àÕÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Í
ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÏÖ ÄËÆÖ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ
alm ÓâÆÂ (57).

£ÞÓÂÊËÏ alm, ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÂÏË ÓâÆÂ (56) ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ÚÇÓÇÊ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË

B � rotA �
X
l;m

alm rot
ÿ
r l Yllm�n�

�
: �58�

£ØÑÆâÜËÌ Ä (58) ÓÑÕÑÓ ÒÇÓÄÑÅÑ ËÊ ÄÇÍÕÑÓÑÄ (55) ÏÑÉÐÑ
ÄÞÚËÔÎËÕß ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ, ÒÓÇÆÔÕÂÄËÄ ÛÂÓÑÄÑÌ
ÄÇÍÕÑÓ Ä ÄËÆÇ (28), ÎËÃÑ ÒÓËÏÇÐËÕß ÏÇÕÑÆ, ÑÒËÔÂÐÐÞÌ Ä
ÒÓËÎÑÉÇÐËË 1. ²ÇÊÖÎßÕÂÕ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

rot
ÿ
r l Yllm�n�

� � i
�����������������������������
�l� 1��2l� 1�

p
r lÿ1 Yl; lÿ1;m�n� ;

ÕÂÍ ÚÕÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ B (58) ÃÖÆÇÕ ÔÑÆÇÓÉÂÕß ÕÑÎßÍÑ
ÄÇÍÕÑÓÞ ÄÕÑÓÑÅÑ ÕËÒÂ (55), âÄÎâáÜËÇÔâ, ÍÂÍ Ë ÔÂÏÑ ÒÑÎÇ
B Ä ÑÃÎÂÔÕË ÕÑÍÑÄ j, ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÏË Ë ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎß-
ÐÞÏË:

B�R� r� �
X
l;m

almi
�����������������������������
�l� 1��2l� 1�

p
r lÿ1 Yl; lÿ1;m�n� : �59�

³ÓÂÄÐËÏ ÕÇÒÇÓß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ BM ÄÇÍÕÑÓÂ (59) Ô ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ àÕÑÌ ÉÇ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ Ä ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ:

BM�R� r� �

�
X1
l� 0

Xl�1
m�ÿ�l�1�

al�1;mi
�����������������������������
�l� 2��2l� 3�

p
r l
ÿ
Yl�1; l;m�n�

�
M
�

�
X1
l� 0

1

l !
xi1xi2 . . . xil Hi1Hi2 . . .Hil BM�R� :

±ÓË ÔÓÂÄÐÇÐËË ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÚÇÔÕß, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÛÂÓÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ Ä ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄËË Ô ÇÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ (18) ËÏÇÇÕ ÄËÆÿ

Yl�1; l;m�n�
�
M
�
X
m1

Cl�1;m
lm11;ÿM�ÿ1�

MYlm1
�n� ;

ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ r lYlm1
�n� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (42), Â ÆÎâ

ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË BM ì ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ (±.5):

xi1xi2 . . . xil Hi1Hi2 . . .Hil BM�R� �

�
X
m1

�ÿ1�m1

n
. . .
�fr
 rg2 
 r

	
3

. . .
 r
o
lm1

�

�
n

. . .
�fH
 Hg2 
 H

	
3

. . .H
o
l;ÿm1

BM�R� :

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÑÄ alm:

1

l !

n
. . .
�fH
 Hg2 
 H

	
3

. . .
 H
o
l;ÿm1

BM�R� �

� i

���������������������������������
�l� 2��2l� 3�!!

4pl !

r X
m

al�1;m�ÿ1�Mÿm1Cl�1;m
lm11;ÿM : �60�

¥Îâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ àÕËØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÏÐÑÉËÕß
(60) ÐÂ

Cl�1;m 0
l;ÿm11M

� Cl�1;ÿm 0
lm11;ÿM
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Ë, ÒÓÑÔÖÏÏËÓÑÄÂÄ ÒÑ m1 Ë M, ÑÃÓÂÊÑÄÂÕß Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË
ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÌ ÕÇÐÊÑÓ, Â Ä ÒÓÂÄÑÌ ì ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÖÔÎÑÄËÇ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ¬ÎÇÃÛÂ ë¤ÑÓ-
ÆÂÐÂ. £ ËÕÑÅÇ ËÔÍÑÏÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÑÍÂÉÖÕÔâ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐÐÞÏË ÚÇÓÇÊ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑÎâ B:

�ÿ1�mal;ÿm � ÿi
�����������������������������������������������

4p
�l� 1��2l� 1�!!�lÿ 1�!

s
�

�
nn

. . .
�fH
 Hg2 
 H

	
3

. . .
 H
o
lÿ1

 B

o
lm
; �61�

ÅÆÇ l � 1; 2; 3; . . .
±ÑÆÔÕÂÄÎââ (61) Ä (57), ÐÂØÑÆËÏ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÇ ÄÞÓÂ-

ÉÇÐËÇ ÆÎâ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË ÔËÔÕÇÏÞ ÕÑÍÑÄ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ:

V �
X1
l� 1

Vl ; Vl � ÿ 1����������������������
l !�2lÿ 1�!!p �

�
�
M �

l

nn
. . .
�fH
 Hg2 
 H

	
3

. . .
 H
o
lÿ1

 B

o
l

�
: �62�

©ÆÇÔß ÖÚÕÇÐÑ, ÚÕÑ Mlm � �ÿ1�mM �
l;ÿm, Ë Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô

ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ (11) ÄÄÇÆÇÐÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÆÄÖØ
ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ. ²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ (62), ÑÚÇÄËÆÐÑ,
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÏÖ ÓÂÊÎÑÉÇÐËá àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ, ÒÓËÚÈÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ 2 l-ÒÑÎâ Vl ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ àÐÇÓÅËË
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ 2 l-ÒÑÎâ (46) ÊÂÏÇÐÑÌ Qlm !Mlm, E! B.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÆËÒÑÎâ (53) àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÇÐ.

±ÑÕÇÐÙËÂÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÍÄÂÆÓÖÒÑÎâ V2

(62),

V2 � ÿ 1���
6
p ÿ

M �
2 fH
 Bg1

�
;

ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÕÂÍÉÇ Ä ÄËÆÇ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÏ (50) 1:

V2 � ÿ 1

6
mikHiBk ; �63�

ÅÆÇ Ä ÒÑÎÐÑÌ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÕÇÐÊÑÓÑÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÍÄÂÆÓÖÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ Dik (48) ÄÄÇÆÈÐ ÕÇÐÊÑÓ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÍÄÂÆÓÖÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ mik, Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÇ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÄâÊÂÐÞ ÔM �

2m ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÄËÆÂ (49):

M �
2m �

1���
6
p

X
m1;m2

C 2m
1m11m2

mm1m2
: �64�

ÁÄÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÕÇÐ-
ÊÑÓÂ mik, ËÏÇáÜÇÅÑ ÐÖÎÇÄÑÌ ÔÎÇÆ, ÎÇÅÍÑ ÐÂÌÕË, ÄÑÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÄÛËÔß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ M �

2m (20). ±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (20)
r 2Y2m�n� Ä ÄËÆÇ (42), ËÊÏÇÐââ ÔØÇÏÖ ÔÄâÊË ÏÑÏÇÐÕÑÄ Ë
ËÔÒÑÎßÊÖâ ÄÕÑÓÑÇ ËÊ ÕÑÉÆÇÔÕÄ (12), ÒÓËÄÇÆÈÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

ÆÎâM �
2m Í ÄËÆÖ (64), ÅÆÇ

mik �
1

c

�ÿ�r� j�i xk � �r� j�k xi
�
dr : �65�

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÆÂÐÐÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÑÄÒÂÆÇ-
ÐËÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ àÐÇÓÅËË Ä àÎÇÍÕÓÑÔÕÂ-
ÕËÍÇ Ë ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ. ¥ÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ, ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËâ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÂâ Ul (46) Ë
Vl (62), ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÔÍÂÎâÓ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÌ ÏÑÉÐÑ ÔÑÔÕÂÄËÕß ËÊ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ ÓÂÐÅÂ l
(2 l-ÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ) Ë ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ �lÿ 1�-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÄÇÍÕÑÓÂ E ËÎË B ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ³ÑÄÒÂÆÇÐËÇ
ÉÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÒÇÓÇÆ ÔÍÂÎâÓÐÞÏË ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâÏË
ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ Ä (46) Ë (62) ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ Ë ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÏÑ-
ÏÇÐÕÑÄ. ±ÑÔÎÇÆÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑ
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ E Ë
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ B ÄÞÅÎâÆâÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÑ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 2.3).
£ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ àÐÇÓÅËâ (àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ ËÎË ÏÂÅÐËÕÐÂâ)
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÄÖØ ÔËÔÕÇÏ âÄÎâÇÕÔâ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ,
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ ÇÈ ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎâÕß
ÍÂÍ àÐÇÓÅËá ÔËÔÕÇÏÞ 1 Ä ÒÑÎÇ ÔËÔÕÇÏÞ 2 ÎËÃÑ, ÐÂÑÃÑÓÑÕ,
ÍÂÍ àÐÇÓÅËá ÔËÔÕÇÏÞ 2 Ä ÒÑÎÇ ÔËÔÕÇÏÞ 1 [2] (ÕÂÍ, àÐÇÓÅËâ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ 2 l1 -ÒÑÎâ ÔËÔÕÇÏÞ 1 Ô ÄÐÇÛÐËÏ ÒÑÎÇÏ
2 l2 -ÒÑÎâ ÔËÔÕÇÏÞ 2 ÆÑÎÉÐÂ ÔÑÄÒÂÆÂÕß Ô àÐÇÓÅËÇÌ 2 l2 -ÒÑÎâ
ÔËÔÕÇÏÞ 2 ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ 2 l1 -ÒÑÎâ ÔËÔÕÇÏÞ 1). ±ÑàÕÑÏÖ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÇÓÇÆ ÔÍÂÎâÓÐÞÏË ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâÏË Ä (46) Ë
(62), ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÜËÌ ÖÍÂÊÂÐÐÖá ÔËÏÏÇÕÓËá, ÏÑÅ ÃÞ
ÑÕÎËÚÂÕßÔâ ÑÕ �l !�2lÿ 1�!!�ÿ1=2 ÎËÛß ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏ ÆÎâ
ÄÔÇØ l ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ.

4. ¡ÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÊÂÓâÆÑÄ ËÎË ÕÑÍÑÄ
âÄÎâÇÕÔâ ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ Ô ÑÔßá ÔËÏÏÇÕÓËË
Z, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÌ ÊÂÆÂÈÕÔâ ÇÆËÐËÚÐÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ
k. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ ÍÂÍ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎßÐÞÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑÎâ ÔËÔÕÇÏÞ, ÕÂÍ Ë ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ
àÐÇÓÅËË ÆÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ. ¡ÒÒÂÓÂÕ
ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÎâ ÒÑÆÑÃÐÞØ
ÔËÔÕÇÏ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ à××ÇÍÕËÄÐÞÏ Ë ÒÑÊÄÑÎâÇÕ, Ä ÚÂÔÕÐÑ-
ÔÕË, âÄÐÑ ÄÞÆÇÎËÕß ÄÑ ÄÔÇØ ×ÑÓÏÖÎÂØ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÑÔË ÔËÏÏÇÕÓËË k.

4.1. ®ÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ
ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÔËÔÕÇÏ
ªÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ 2 l-ÒÑÎßÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ (ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ) ÏÑÏÇÐÕÂ Qlm �Mlm� ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÐÂÃÑÓ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ
ÔÑÒÓâÉÈÐÐÞØ ÇÏÖ ÄÇÎËÚËÐ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÒÑ ÐÇÒÓËÄÑÆË-
ÏÑÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá ÅÓÖÒÒÞ ÄÓÂÜÇÐËâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË
2l� 1, ÑÃÓÂÊÖâ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÌ ÕÇÐÊÑÓ l-ÅÑ ÓÂÐÅÂ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË ÒÑÄÑÓÑÕÂØ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (³¬) ÏÖÎß-
ÕËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ (ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ÃÖÆÇÏ ÊÂÒËÔÞ-
ÄÂÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÏÑÏÇÐÕÂ Qlm) ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ

Qlm �
X
M

QlMD
�l ��
Mm �g; b; a� ; �66�

ÅÆÇQlM ìÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ 2 l-ÒÑÎßÐÑÅÑÏÑÏÇÐÕÂ Ä³¬XYZ, Â
Qlm ì Ä ³¬ xyz, �g; b; a� ì ÖÅÎÞ ¿ÌÎÇÓÂ, ÊÂÆÂáÜËÇ
ÑÓËÇÐÕÂÙËá ³¬ XYZ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ³¬ xyz, D

�l �
Mm ì

ÏÂÕÓËÙÂ ÍÑÐÇÚÐÞØ ÄÓÂÜÇÐËÌ (D-×ÖÐÍÙËâ £ËÅÐÇÓÂ) [9].
±ÖÔÕß XYZ Ä (66) ì ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ ³¬ ÐÂÛÇÌ ÂÍÔËÂÎßÐÑ-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÑÔß Z ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÑÔßá

1 £ ÓÂÃÑÕÇ [6, ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ 1] ÒÓËÄÑÆËÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ V2, ÒÑÎÖÚÇÐ-
ÐÑÇ ÒÓâÏÞÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ Ä
ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ:

V2 � ÿmikHiBk :

£ÄÇÆÈÐÐÞÌ ÂÄÕÑÓÂÏË [6] ÕÇÐÊÑÓ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÍÄÂÆÓÖÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐ-
ÕÂ mik ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ mik (65) ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ:

mik � 1

3
mik :

³ÓÂÄÐÇÐËÇ àÕËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ Ô (63) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä [6] ÒÑÕÇÓâÐ
ÏÐÑÉËÕÇÎß 1=2.
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ÔËÏÏÇÕÓËË, ÒÓË àÕÑÏ b Ë a ì ÒÑÎâÓÐÞÌ Ë ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÞÌ
ÖÅÎÞ ÑÔË Z Ä ³¬ xyz ì ÃÖÆÖÕ ÊÂÆÂÄÂÕß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ k.
¯ÂÏ ÒÑÐÂÆÑÃâÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ D-×ÖÐÍÙËË Ä
ÚÂÔÕÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ:

D
�l �
Mm�g; 0; 0� � exp �iMg� dMm ; �67�

D
�l �
0m �g; b; a� � D

�l �
0m �0; b; a� �

�������������
4p

2l� 1

r
Ylm�k� : �68�

¡ÍÔËÂÎßÐÂâ ÔËÏÏÇÕÓËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË
ÒÑÄÑÓÑÕÇ ³¬ ÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÖÅÑÎ g ÄÑÍÓÖÅ ÑÔË Z
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ QlM ÐÇ ËÊÏÇ-
ÐâáÕÔâ, ÒÑàÕÑÏÖ ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË ÊÂÍÑÐÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
(66) Ë ×ÑÓÏÖÎÞ (67) ÒÑÎÖÚÂÇÏ

QlM � QlM exp �igM� : �69�

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (69) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ³¬
ÕÑÎßÍÑ ÐÖÎÇÄÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ 2 l-ÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ
Ql 0 � Q

�k�
l ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ:

QlM � Q
�k�
l dM0 : �70�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (70) Ä (66) Ë ÖÚËÕÞÄÂâ ÔÄâÊß D-×ÖÐÍÙËË ÔÑ
Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ (68), ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÏ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
Qlm ÑÕ ÑÓËÇÐÕÂÙËË ÑÔË ÔËÏÏÇÕÓËË ÔËÔÕÇÏÞ:

Qlm �
�������������
4p

2l� 1

r
Q
�k�
l Y �lm�k� : �71�

ªÊ ×ÑÓÏÖÎ (5) Ë (20), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ Ë
ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ, ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

Q �lm � �ÿ1�mQl;ÿm ; M �
lm � �ÿ1�mMl;ÿm :

±ÑàÕÑÏÖ ÐÖÎÇÄÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ àÕËØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ ÄÇÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÞ, Ë Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (71)

Q �lm �
�������������
4p

2l� 1

r
Q
�k�
l Ylm�k� ; M �

lm �
�������������
4p

2l� 1

r
M
�k�
l Ylm�k� :

�72�
¶ÑÓÏÖÎÞ (72) ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ
ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ÑÓËÇÐ-
ÕËÓÑÄÂÐÐÑÌ ³¬, ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÐÂ ÑÔË
ÔËÏÏÇÕÓËË ÔËÔÕÇÏÞ. ®ÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ àÕË
×ÑÓÏÖÎÞ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂáÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ
ÏÑÏÇÐÕÑÄ, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÕÑÚÍË, ÍÑÕÑÓÂâ
ÎÇÉËÕ ÐÂ ÑÔË ÔËÏÏÇÕÓËË ÔËÔÕÇÏÞ, ÑÕ ÑÓËÇÐÕÂÙËË àÕÑÌ
ÑÔË. ±ÓË àÕÑÏ Q

�k�
l Ë M

�k�
l ÊÂÄËÔâÕ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÑÕ

ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÕÑÚÍË, ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ.

°ÃÔÖÆËÏ ÕÂÍÉÇ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÑÔß k âÄÎâÇÕÔâ ÎËÛß
ÑÔßá ÔËÏÏÇÕÓËË n-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, Õ.Ç. ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÊÂÓâ-
ÆÑÄ (ÕÑÍÑÄ), Â Ô ÐËÏË Ë ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÐÇ
ËÊÏÇÐâáÕÔâ ÒÓË ÒÑÄÑÓÑÕÂØ ÐÂ ÖÅÑÎ gn � 2p=n ÄÑÍÓÖÅ
àÕÑÌ ÑÔË. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇÇÏ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (69),

QlM � QlM exp

�
ÿ i2pM

n

�
;

ÕÂÍ ÚÕÑ ËÊ QlM 6� 0 ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ M � 0;�n;�2n; . . . ¦ÔÎË
ÄÔÒÑÏÐËÕß, ÚÕÑ ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ l M � 0;�1;�2; . . . ;�l, ÕÑ
ÔÕÂÐÇÕ âÔÐÑ: ÒÓË l < n ÕÑÎßÍÑ ÐÖÎÇÄÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ
2 l-ÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ Ä ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ³¬.
£ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ÉÇ ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐÐÑÌ ³¬, ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÕÑÓÑÌ
ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÑ ÐÂ ÑÔË ÔËÏÏÇÕÓËË ÔËÔÕÇÏÞ, Qlm Ë Mlm ÒÓË

l < n ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË (72). ¥ÂÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕ ÑÚÇÄËÆÇÐ ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ËÎË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎâ
�l � 1�, ÊÂÆÂÄÂÇÏÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÑÏ d ËÎË l ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ:
ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÑÔË ÔËÏÏÇÕÓËË ÆÂÉÇ ÐÂËÏÇÐßÛÇÅÑ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ ÄÇÍÕÑÓ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÌ ÔËÔÕÇÏÖ Ä ÕÑÚÍÇ,
ÎÇÉÂÜÇÌ ÐÂ ÑÔË ÔËÏÏÇÕÓËË, ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ
ÄÆÑÎß àÕÑÌ ÑÔË, Õ.Ç. ÑÐ ËÏÇÇÕ ÄÔÇÅÑ ÑÆÐÖ ÐÇÐÖÎÇÄÖá
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ Ä ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ³¬. ªÕÂÍ, ÇÔÎË ÔËÔÕÇÏÂ
ËÏÇÇÕ ÑÔß ÔËÏÏÇÕÓËË n-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÕÑ ÒÑÎâ 2 l-ÒÑÎâ
ÕÂÍÑÌ Ë ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏ ÒÓË l < n ÔÑÄÒÂ-
ÆÂáÕ; ÕÑ ÉÇ ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß Ë Ñ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË 2 l-ÒÑÎâ Ô
ÄÐÇÛÐËÏ ÒÑÎÇÏ.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÇ
ÕÑÓÑËÆÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÕÑÍÑÄ. ³ËÔÕÇÏÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ n ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÓÂÄÐÑÑÕÔÕÑâÜËØ ÄËÕÍÑÄ, ÐÂÏÑÕÂÐ-
ÐÞØ ÐÂ ÕÑÓ, ÒÑ ÍÑÕÑÓÞÏ ÕÇÚÈÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÌ ÕÑÍ (n-ÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÕÑÓÑËÆ). £ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ n!1 ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ÕÑÓÑËÆÐÞÌ ÔÑÎÇÐÑËÆ. ±ÓË ÍÑÐÇÚÐÑÏ n ÔËÔÕÇÏÂ,
ÑÚÇÄËÆÐÑ, ËÏÇÇÕ ÑÔß ÔËÏÏÇÕÓËË n-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÔÑÄÒÂÆÂá-
ÜÖá Ô ÑÔßá ÕÑÓÂ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÒÓË l < n MlM �M

�k�
l dM0, ÍÂÍ

ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÄÞÛÇ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ËÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (20) Ô
ÖÚÈÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (28) ÆÎâ ÛÂÓÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÎÇÆÖÇÕ,
ÚÕÑ

M
�k�
l �Ml 0 �

������������������������
4p=�2l� 1�p
c�l� 1�

�
r l�r� j�HYl 0�n� dr � 0 ;

ÕÂÍ ÍÂÍ Yl 0�y;j� ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÖÅÎÂ j, Ë Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÄÇÍÕÑÓÞ r, j Ë HYl 0 ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÍÑÏÒÎÂÐÂÓÐÞÏË. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÕÑÓÑËÆÂ Ô ÑÔßá ÔËÏÏÇÕÓËË n-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ
Mlm � 0 ÒÓË l < n. £ ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ
ÏÑÏÇÐÕÂ àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÑÚÇÄËÆÇÐ: ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ ÄËÕÍÑÄ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÇÐ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÄËÕÍÂ, Ä
ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÒÑÎÐÞÌÏÂÅÐËÕÐÞÌÏÑÏÇÐÕ ÕÑÓÑËÆÂ ÆÑÎÉÇÐ
ÃÞÕß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÄÆÑÎß ÇÅÑ ÑÔË. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ö ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÆÇÔß ÔËÔÕÇÏÞ ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ ÕÑÓÑËÆÐÞÇ
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ [6] (Ä ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËØ
ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎâÕß ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (21)), ÍÑÕÑÓÞÇ, ÑÆÐÂÍÑ, ÐÇ
ËÅÓÂáÕ ÓÑÎË Ä ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍÇ, ÐÇ ÆÂÄÂâ ÄÍÎÂÆÂ Ä
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍ-
ÙËË B (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 2.2). ªÕÂÍ, ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ
ÒÑÎâ n-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÕÑÓÑËÆÂ ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ Ô ÒÑÎâ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ 2 n-ÒÑÎâ, ÒÑàÕÑÏÖ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ B
ÖÃÞÄÂÇÕ ÍÂÍ 1=r n�2 (ÔÏ. (30), (31)). £ ÔÎÖÚÂÇ ÉÇ ÂÍÔË-
ÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÕÑÓÑËÆÐÑÅÑ ÕÑÍÂ �n!1� ÄÔÇ
ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä
ÐÖÎß, Ë, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÄÐÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ
ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. °ÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÐÇ ÕÑÓÑËÆ-
ÐÑÅÑ ÔÑÎÇÐÑËÆÂ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÅÖÔÕÑÌ ÐÂÏÑÕÍÑÌì ØÑÓÑÛÑ
ËÊÄÇÔÕÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓËÄÑÆËÕÔâ ÄÑ ÏÐÑÅËØ
ÖÚÇÃÐËÍÂØ ÑÃÜÇÅÑ ÍÖÓÔÂ ×ËÊËÍË Ë ÑÃÑÔÐÑÄÞÄÂÇÕÔâ ÒÓË
ÖÚÈÕÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÒÑÏÑÜßá ÊÂÍÑÐÂ ¡ÏÒÇÓÂ
(ÕÇÑÓÇÏÞ Ñ ÙËÓÍÖÎâÙËË ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË).

4.2. ¿ÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ
ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ
±ÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÑÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (34). ±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä ÐÇÈ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ
2 l-ÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ Ä ÄËÆÇ (71) Ë ÒÓËÏÇÐââ ÕÇÑÓÇÏÖ
ÔÎÑÉÇÐËâ ÆÎâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ (3), ÐÂØÑÆËÏ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎ ÒÑÎâ ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ 2 l-ÒÑÎâ:

jl�r� �
Q
�k�
l

r l�1
Pl �kn� ; l � 0; 1; 2; . . . ; �73�
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ÅÆÇ

Pl�x� � 1

2 ll !

dl

dx l
�x 2 ÿ 1�l

ì ÒÑÎËÐÑÏ ÇÉÂÐÆÓÂ.
¯ÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕß ÒÑÎâ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ËÊ (73): El � ÿHjl.

®Þ, ÕÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ, ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ ÓÂÐÇÇ
ÑÃÜËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÆÎâ El (36) Ë, ÒÑÆÔÕÂÄËÄ Ä ÐÇÅÑ Q �lm
(72), ÐÂÌÆÈÏ ÆÎâ ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ

El � �ÿ1�
l

r l�2
4p

�����������
l� 1

3

r
Q
�k�
l

�
Yl�k� 
 Yl�1�n�

	
1
: �74�

¯ÇÒÓËÄÑÆËÏÞÌ ÕÇÐÊÑÓ, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ ËÊ ÆÄÖØ Ô×ÇÓËÚÇ-
ÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ, Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÃËÒÑÎâÓÐÑÌ ÅÂÓ-
ÏÑÐËÍÑÌ (¢¤) [3]. £ (74) ÄØÑÆËÕ ¢¤ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÂÐÅÂ. ¬ÂÍ
ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [10], ¢¤ ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ ÓÂÐÅÂ, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÂâ
ËÊ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÓÂÐÅÑÄ, ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÓÇÆÖÙËÓÑÄÂÐÂ Í ÒÓÑÔÕÇÌÛËÏ ¢¤ àÕÑÅÑ ÓÂÐÅÂ Ô
ÐÂËÏÇÐßÛËÏË ÄÑÊÏÑÉÐÞÏË ÓÂÐÅÂÏË Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ, ÒÓËÚÈÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ËÔØÑÆÐÑÌ ¢¤ ÒÑ
ÕÂÍËÏ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÏ ¢¤ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÒÑÎËÐÑÏÞ
ÇÉÂÐÆÓÂ (ÕÇÑÓÇÏÖ ÔÎÑÉÇÐËâ ÆÎâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ
ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÒÓÑÔÕÇÌÛÖá ËÊ ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ
ÓÑÆÂ ÓÇÆÖÍÙËÌ). ´ÂÍ, ÆÎâ ËÐÕÇÓÇÔÖáÜÇÌ ÐÂÔ ¢¤ ×ÑÓÏÖÎÂ
ÓÇÆÖÍÙËË ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:�

Yl�k� 
 Yl 0 �n�
	
1
�

� ÿ 1

4p

���������
3

lmax

s ��ÿ1�lP �1�l �x�k� �ÿ1�l
0
P
�1�
l 0 �x�n

�
; �75�

ÅÆÇ

l 0 � l� 1 ; lmax � max �l; l 0� ; P
�1�
l �x� �

dPl�x�
dx

; x � kn :

¥ÂÎÇÇ ÐÂÏ ÒÑÐÂÆÑÃËÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂ ÓÇÆÖÍÙËË ÇÜÈ ÑÆÐÑÌ ¢¤
[10]:

�
Yl�k� 
 Yl�n�

	
1
� i�ÿ1�l�1

4p

�������������������
3�2l� 1�
l�l� 1�

s
P
�1�
l �x� k� n :

�76�
´ÑÉÆÇÔÕÄÑ (75) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÆÎâ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË
ÒÑÎâ ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ 2 l-ÒÑÎâ (74) ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÒÓÑÔÕÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ:

El � Q
�k�
l

r l�2
�
P
�1�
l�1�kn�nÿ P

�1�
l �kn�k

�
; l � 0; 1; 2; . . . �77�

±ÓËÄÇÆÈÏ ÆÎâ ÒÓËÏÇÓÂ ×ÑÓÏÖÎÞ, Í ÍÑÕÑÓÞÏ ÔÄÑÆâÕÔâ
(73) Ë (77) Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ l � 1 Ë 2. ¥Îâ ÊÂÒËÔË
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÐÂÏ ÒÑÐÂÆÑÃâÕÔâ âÄÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ
ÕÓÈØ ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ÒÑÎËÐÑÏÑÄ ÇÉÂÐÆÓÂ:

P1�x� � x ; P2�x� � 1

2
�3x 2 ÿ 1� ; P3�x� � 1

2
�5x 3 ÿ 3x� :

±ÓË l � 1 ËÏÇÇÏ

j1 �
Q
�k�
1

r 2
kn ; E1 � Q

�k�
1

r 3
�
3�kn�nÿ k

�
:

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ (5)Q �k�1 � Q10 ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
z-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÌ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÔËÔÕÇÏÞ (6) Ä ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÑÌ ³¬, Ë ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ÊÆÇÔß ×ÑÓÏÖÎÞ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑ-
ÆâÕ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ë
ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÆËÒÑÎâ Ô ÆËÒÑÎß-
ÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ d � Q

�k�
1 k [1, 2]. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÔÎÖÚÂÇ

ÒÑÎâ ÆËÒÑÎâ ÂÍÔËÂÎßÐÂâ ÔËÏÏÇÕÓËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÕ
Í ÍÂÍËÏ-ÎËÃÑ ÖÒÓÑÜÇÐËâÏ.±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÔÄâÊÂÐÑ, ÑÚÇÄËÆÐÑ,
Ô ÕÇÏ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑÏ, ÚÕÑ Ä ³¬, ÑÔß Z ÍÑÕÑÓÑÌ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÄÆÑÎß ÄÇÍÕÑÓÂ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ d,
ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÂ ËÊ ÇÅÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ dz � Q10 ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ
Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Q1M ËÏÇÇÕ ÄËÆ (70) Ë Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ
ÔËÏÏÇÕÓËË.

±ÑÕÇÐÙËÂÎ Ë ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕß ÒÑÎâ ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÑÅÑ ÍÄÂÆÓÖÒÑÎâ ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË (73) Ë
(77) Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

j2 �
Q
�k�
2

2r 3
�
3�kn�2 ÿ 1

�
; �78�

E2 � 3Q
�k�
2

2r 4

n�
5�kn�2 ÿ 1

�
nÿ 2�kn�k

o
: �79�

£ØÑÆâÜÂâ Ä àÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÂ Q
�k�
2 � Q20 ÒÓÑÒÑÓ-

ÙËÑÐÂÎßÐÂ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (5), z-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÇ ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÄÂÆÓÖ-
ÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÔËÔÕÇÏÞ Di j (48) Ä ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ³¬
(Õ.Ç. ÕÓÇÕßÇÏÖ ÅÎÂÄÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá àÕÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ):

Q
�k�
2 � 1

2
Dzz : �80�

±ÓË ÖÚÈÕÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (80) j2 (78) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇÏ ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÑÎâ ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ
ÍÄÂÆÓÖÒÑÎâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÑ Ä [1, 2].

4.3. ®ÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ
ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÕÑÍÑÄ
³ØÑÆÔÕÄÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË
ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.3. ±ÓÑÔÕÑÇ ÔÓÂÄÐÇÐËÇ
×ÑÓÏÖÎ (31) Ë (36) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÇÍÕÑÓ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ
ËÐÆÖÍÙËË 2 l-ÒÑÎâ ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÕÑÍÑÄ Bl, l � 1; 2; 3; . . . ; ÆÑÎÉÇÐ ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇÏ (77), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÖÎß-
ÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ Q

�k�
l ÔÎÇÆÖÇÕ ÊÂÏÇÐËÕß ÐÂ ÔÑÑÕ-

ÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ
ÏÑÏÇÐÕÂM �k�

l (ÔÏ. (72)):

Bl �M
�k�
l

r l�2
�
P
�1�
l�1�kn�nÿ P

�1�
l �kn�k

�
:

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÑÎÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÍÄÂÆÓÖÒÑÎâ B2 ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (79) Ô ÊÂÏÇÐÑÌ Q

�k�
2 ÐÂ

M
�k�
2 � 1

2
mzz ;

ÅÆÇ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ (49) Ë (64) ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ M
�k�
2 Ë

ÅÎÂÄÐÞÏ z-ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÕÇÐÊÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÍÄÂÆÓÖÒÑÎß-
ÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ mi j (65) ÆÖÃÎËÓÖÇÕ (80).

¥Îâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÑÎâ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÒÑÆÔÕÂÄÎâÇÏ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ AM

l (23) 2 l-ÒÑÎßÐÞÌ
ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ Ä ×ÑÓÏÇ (72):

AM
l �

�ÿ1�l i
r l�1

4p

���������������������
l� 1

3l�2l� 1�

s
M
�k�
l

�
Yl�k� 
 Yl�n�

	
1
:

±ÓËÏÇÐââ ÆÂÎÇÇ ×ÑÓÏÖÎÖ ÓÇÆÖÍÙËË ¢¤ (76), ÒÓËØÑÆËÏ Í
ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ:

AM
l �

M
�k�
l

lr l�1
P
�1�
l �kn� k� n ; l � 1; 2; 3; . . . �81�
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£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË l � 1 (81) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ËÊÄÇÔÕÐÑÏÖ
ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÑÎâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎâ
(16) Ô ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ l�M

�k�
1 k. £ÇÍÕÑÓÐÞÌ

ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÍÄÂÆ-
ÓÖÒÑÎâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (81), ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

AM
2 �

3M
�k�
2

2r 3
�kn� k� n :

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÎáÃÑÌ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÔÕË l ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ AM

l (81) ÍÑÎÎËÐÇÂÓÇÐ ÄÇÍÕÑÓÐÑÏÖ ÒÓÑËÊÄÇÆÇ-
ÐËá k� n.

4.4. ¿ÐÇÓÅËâ ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ
µÒÓÑÔÕËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (45) ÆÎâ àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (45)
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ 2 l-ÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ Ä ÄËÆÇ (72) Ë ÊÂÒËÔÞ-
ÄÂâ, ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá Ô×ÇÓËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍ-
ÙËá ÚÇÓÇÊ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÌ ÕÇÐÊÑÓ, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ ËÊ ÇÆË-
ÐËÚÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ k (ÔÏ. (42)), ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ àÐÇÓÅËá ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ Ô
ÄÐÇÛÐËÏ ÒÑÎÇÏ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

Ul � 1

l !
Q
�k�
l

��
. . . fk
 kg2 . . .
 k

	
l
�

� �. . . fH
 Hg2 . . .H
	
l

�
j�R� : �82�

¥Îâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÅÑ
ÐÂ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá j (ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÄÐÇÛÐÇÅÑ
ÒÑÎâ) Ä (82), ÏÑÉÐÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ
(±.5), ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÊÂÒËÔÂÕß Ul Ä ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÒÓÑÔÕÑÌ ×ÑÓÏÇ:

Ul � 1

l !
Q
�k�
l ki1ki2 . . . kil Hi1Hi2 . . .Hil j�R� �

� 1

l !
Q
�k�
l �kH�l j�R� : �83�

±ÓË l � 0 (83) ÔÄÑÆËÕÔâ Í àÐÇÓÅËË ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ Q
�k�
0 ,

ÓÂÄÐÑÅÑ ÒÑÎÐÑÏÖ ÊÂÓâÆÖ ÔËÔÕÇÏÞ, ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ,

U0 � Q
�k�
0 j ;

Â ÒÓË l5 1Ul ÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÊÂÒËÔÂÕß ÚÇÓÇÊ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕß
àÕÑÅÑ ÒÑÎâ E � ÿHj:

Ul � ÿ 1

l !
Q
�k�
l �kH�lÿ1�kE� : �84�

±ÑÕÇÐÙËÂÎ Ë ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕß ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ Ä (83) Ë (84)
ÃÇÓÖÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇ R, ÐÂØÑÆâÜÇÌÔâ ÐÂ ÑÔË ÔËÏÏÇÕÓËË
ÔËÔÕÇÏÞ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ àÕÑÌ ÕÑÚÍË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ. ¦ÔÎË ÑÔß Z ÐÂÒÓÂÄËÕß ÄÆÑÎß
ÑÔË ÔËÏÏÇÕÓËË ÔËÔÕÇÏÞ, ÊÂÆÂÄÂÇÏÑÌ ÄÇÍÕÑÓÑÏ k, ÕÑ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ (83) ÒÓË l5 1 Ë (84) ÒÓËÏÖÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

Ul � 1

l !
Q
�k�
l

q lj
qz l
� ÿ 1

l !
Q
�k�
l

q lÿ1

qz lÿ1
Ez : �85�

±ÓË l � 1 (84) ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (47) ÆÎâ
àÐÇÓÅËË ÆËÒÑÎâ Ô ÆËÒÑÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ d � Q

�k�
1 k Ä ÒÑÎÇ

E, àÐÇÓÅËâ ÉÇ ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÍÄÂÆÓÖÒÑÎâ

U2 � 1

4
Dzz

q2j
qz 2

;

ÍÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (85) ÒÓË ÖÚÈÕÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (80).

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÒÓËÄÇÆÈÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÏÖÎßÕËÒÑÎâ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ B. ³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÂÌÆÇÐÐÞØ
ÓÂÐÇÇ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÑÓÏÖÎ ÆÎâ àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ Ul (46) Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ Vl (62) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ËÔÍÑÏÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ (84), (85) ÒÓÑÔÕÑÌ ÊÂÏÇÐÑÌ
E! B, Q �k�l !M

�k�
l :

Vl � ÿ 1

l !
M
�k�
l �kH�lÿ1�kB� � ÿ

1

l !
M
�k�
l

q lÿ1

qz lÿ1
Bz ;

l � 1; 2; 3; . . .

5. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

°ÔÐÑÄÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÐÂÛÇÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐÞ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (23) ËÎË (25) ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ Ë (30) ËÎË (31) ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË
ÒÑÎâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ, Â ÕÂÍÉÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (62)
ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ ÄÑ
ÄÐÇÛÐÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ. ®ÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÕÑÍÑÄ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÊÂ ÇÈ
ÒÓÇÆÇÎÂÏË ÓâÆÑÏ, ÑÕÆÇÎßÐÞÇ ÚÎÇÐÞ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÒÑÎâ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ, Â ÒÑÕÇÐÙË-
ÂÎßÐÂâ àÐÇÓÅËâ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ
ÒÑÎÇ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
(62). ±ÓË àÕÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ 2 l-ÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÊÂÆÂÈÕÔâ
ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ l-ÅÑ ÓÂÐÅÂ (20).®ÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ä ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÞ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎßÐÞÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâÏ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÌ ÔËÔ-
ÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ Ä àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍÇ.

°ÙÇÐËÄÂâ ÆÂÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÐÇÎßÊâ ÐÇ ÊÂÆÂÕß ÔÇÃÇ
ÄÑÒÓÑÔ, ÍÂÍ ÏÑÅÎÑ ÒÑÎÖÚËÕßÔâ, ÚÕÑ Ä ÕÂÍÑÌ, ÍÂÊÂÎÑÔß ÃÞ,
ØÑÓÑÛÑ ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑ-
ÆËÐÂÏËÍËìÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍÇìÄÑÒÓÑÔÞÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ ÑÔÕÂÄÂÎËÔß ÆÑ ÍÑÐÙÂ ÐÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÐÞÏË.
¿ÕÑ ÕÇÏ ÃÑÎÇÇ ÖÆËÄËÕÇÎßÐÑ Ä ÔÄâÊË Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ Ä àÎÇÍÕÓÑ-
ÔÕÂÕËÍÇ ÒÑÆÑÃÐÞÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞ, Ë
ËÔÍÎáÚÇÐËÇ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ, ÒÑÉÂÎÖÌ, ÎËÛß ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÇ
ÊÆÇÔß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (45) ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÐÅÂ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ
ÒÑÎÇ. ±ÓËÚËÐÂ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÍÓÑÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÒÑÎÐÑÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ Ä
ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍÇ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆÇÎË, ÔËÔÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÏÑÜÐÞÌ Ë Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ËÊâÜÐÞÌ ÏÂÕÇÏÂ-
ÕËÚÇÔÍËÌ ÂÒÒÂÓÂÕ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂØ ÕÇÑÓËË
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÅÓÖÒÒÞ ÄÓÂÜÇÐËâ, ì ÂÒÒÂÓÂÕ ÐÇÒÓËÄÑÆË-
ÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ. ª ØÑÕâ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ Ë ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË
ËÊÎÖÚÇÐËâ àÕÑÕ ÂÒÒÂÓÂÕ ÒÓËÏÇÐâÇÕÔâ ÖÉÇ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÆÂÄÐÑ
(ÔÏ. [7, 8], Â ÕÂÍÉÇ [6]), Ä ÕÂÍÑÌ ÒÓÑÔÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË, ÍÂÍ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍÂ, ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ
ÆÂÐÐÑÅÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÒÒÂÓÂÕÂ ÔÚËÕÂÎÑÔß, ÔÍÑÓÇÇ
ÄÔÇÅÑ, ÐÇÖÏÇÔÕÐÞÏ. ¡ ÏÇÉÆÖ ÕÇÏ ÔÂÏÑ ÒÑÐâÕËÇ àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ËÎË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ, ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÞ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÌ ÕÇÐÊÑÓ, ÔÑ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÑÓÅÂÐËÚÇÔÍÖá ÚÂÔÕß àÕÑÅÑ ÂÒÒÂÓÂÕÂ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÐÂØÑÉÆÇÐËÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÑÎâ Ä àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÖá ÊÂÆÂÚÖ ÄÄËÆÖ ÔÍÂÎâÓÐÑÔÕË àÕÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ. ª ØÑÕâ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÂÒÒÂÓÂÕ ÐÇÒÓËÄÑÆË-
ÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ ÒÓË àÕÑÏ ÕÂÍÉÇ ÐÇâÄÐÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ, ÐÑ,
ÍÂÍ ÏÞ ÍÓÂÕÍÑ ÐÂÒÑÏÐËÎË ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË, ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÎËÛß ØÑÓÑÛÑ
ËÊÄÇÔÕÐÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ. ±ÑàÕÑÏÖ
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ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ (4) ÒÓËÄÑÆËÕÔâ ÖÉÇ Ä ÖÚÇÃÐÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ. ±ÓÂÄÆÂ,
ÒÓË ÊÂÒËÔË ÑÃÜÇÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÎËÃÑ ÛÂÓÑÄÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ (ÔÏ. (35)), ÎËÃÑ ÕÇÐÊÑÓÐÑÇ ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËÇ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ (ÔÏ. (36)). ¡ ËÏÇÐÐÑ
àÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ (ÐÂÏ ÑÐË ÓÂÐÇÇ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÐÇ ÄÔÕÓÇÚÂ-
ÎËÔß) ÐÇÑÃØÑÆËÏÞ ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÑÕÑÉÆÇ-
ÔÕÄËÕß ÄÇÔß ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÌ ÓâÆ ÆÎâ ÐÂÒÓâÉÈÐÐÑÔÕË
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâ-
ÆÑÄ Ô ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ
ËÐÆÖÍÙËË ÔËÔÕÇÏÞ ÕÑÍÑÄ, Â ÐÇ ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÎËÛß ÍÑÐ-
ÔÕÂÕÂÙËÇÌ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÒÑÎÇÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÆËÒÑÎÇÌ.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ØÑÕÇÎÑÔß ÃÞ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐ-
ÐÑÇ ÊÆÇÔß ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ËÏÇÇÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÂÍÂÆÇÏËÚÇÔÍËÌ
ËÐÕÇÓÇÔ. ®ÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÏ Ä ×ÑÓÏÇ ÓâÆÂ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÏÂÅ-
ÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË. ¿ÕÑÕ ÓâÆ ÔØÑÆËÕÔâ ÖÉÇ ÐÂ
ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË ÑÕ ÔËÔÕÇÏÞ ÕÑÍÑÄ ì ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ
ÒÑÎâ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÆÎâ ÓÂÔÚÈÕÂ ÒÑÎâ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÞ ÄÔÇ ÚÎÇÐÞ àÕÑÅÑ ÓâÆÂ. ¯Â ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÑÕ
ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÑÔÑ-
ÃÇÐÐÑ à××ÇÍÕËÄÐÞÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÓâÆ ÃÞÔÕÓÑ ÔØÑÆËÕÔâ, Ë ÆÎâ
ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÒÑÎâ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ
ÇÅÑ ÒÇÓÄÞÏ ÐÇËÔÚÇÊÂáÜËÏ ÚÎÇÐÑÏ. ³ÕÑÎß ÉÇ à××ÇÍÕËÄ-
ÐÞÏ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ Ë ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÕÑÍÑÄ Ä ÍÄÂÊËÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÄÐÇÛÐÇÏ
ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ. °ÆÐÂÍÑ ÒÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ ÑÕÐáÆß ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ ÆËÒÑÎßÐÞÌ. ³ËÔÕÇÏÂ Ô
ÐÖÎÇÄÞÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÆËÒÑÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ, Â ÕÂÍÉÇ Ô
ÓÂÄÐÞÏË ÐÖÎá ÐÇÔÍÑÎßÍËÏË ÔÕÂÓÛËÏË ÏÂÅÐËÕÐÞÏË
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ àÍÊÑÕËÚÇÔÍÑÌ
Ë ÐÇ ÔÄÑÆËÕÔâ ÎËÛß Í ÑÃÔÖÉÆÂÄÛÇÏÖÔâ Ä ÍÑÐÙÇ ÓÂÊÆÇ-
ÎÂ 4.1 n-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏÖ ÕÑÓÑËÆÖ. ´ÂÍ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÊâÕß
ÔËÔÕÇÏÖ ÕÑÍÑÄ, ÔÑÔÕÑâÜÖá ËÊ ÆÄÖØ ÒÑÆÔËÔÕÇÏ Ô ÓÂÄÐÞÏË
ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ Ë ÂÐÕËÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏË ÏÂÅÐËÕÐÞÏË ÆËÒÑÎß-
ÐÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË (Ä ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ àÕÑ ÆÄÂ ÂÐÕË-
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÎËÔÕÍÂ, Õ.Ç. ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÒÎÑ-
ÔÍÑÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÄËÕÍÂ Ô ÓÂÄÐÞÏË ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ, ÐÑ
ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÏË ÕÑÍÂÏË), Ë ÏÞ ÒÑÎÖ-
ÚËÏ ÔËÔÕÇÏÖ, ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÖÉÇ ÃÖÆÖÕ
ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÍÄÂÆÓÖÒÑÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ.
¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÔÇÃÇ ÔËÔÕÇÏÖ, Ö ÍÑÕÑÓÑÌ Ë ÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÌ ÆËÒÑÎßÐÞÌ, Ë ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÍÄÂÆÓÖÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕÞ
ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß, Ë Õ.Æ. ª ÄÑ ÄÔÇØ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ
ÒÑÎÇ ÔËÔÕÇÏÞ Ë ÇÈ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ
ÃÖÆÖÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ ÔÕÂÓÛËÏË ÚÎÇÐÂÏË ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ. ¯ÂÍÑÐÇÙ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ à××ÇÍÕÞ
ÄÞÔÛÇÌ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÔÕË Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÏÑÅÖÕ ÒÓÑâÄÎâÕßÔâ
Ë ÒÓË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÔËÔÕÇÏ ÍÂÍ ÏÇÉÆÖ
ÔÑÃÑÌ, ÕÂÍ Ë Ô ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÄÐÇÛÐËÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ
ÒÑÎÇÏ, ÑÆÐÂÍÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ àÕËØ à××ÇÍÕÑÄ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÂ, Ë ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß Ä ÍÂÉÆÑÏ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ËØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÕÓÇÃÖÇÕ ÑÕ-
ÆÇÎßÐÑÅÑ ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ.

6. ±ÓËÎÑÉÇÐËâ

6.1. ±ÓËÎÑÉÇÐËÇ 1
±ÓË ÐÂØÑÉÆÇÐËË ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË ÒÑ ÄÇÍ-
ÕÑÓÐÑÏÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÖ, ÄÞÓÂÉÇÐÐÑÏÖ ÚÇÓÇÊ ÛÂÓÑÄÞÇ ÄÇÍ-
ÕÑÓÞ Ä ×ÑÓÏÇ (25), (26), ÒÓËØÑÆËÕÔâ ÄÞÚËÔÎâÕß ÓÑÕÑÓ

ÄÇÍÕÑÓÂ YLlm�n�=r l�1. ±ÑâÔÐËÏ ÍÓÂÕÍÑ ÕÇØÐËÍÖ ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËâ. £ÐÂÚÂÎÇ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÄÕÑÓÑÌ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (12) ÊÂÒËÔÞÄÂÇÏ
Ô×ÇÓËÚÇÔÍÖá ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ ÓÑÕÑÓÂ Ä ÄËÆÇ
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¥ÂÎÇÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (10), (18), ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ ÆÎâ
ÅÓÂÆËÇÐÕÂ (19) Ë ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÞÄÂÇÏ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏÑÃÓÂÊÑÏ
[3, 4] ÄÑÊÐËÍÂáÜÖá ÔÖÏÏÖ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÕÓÈØ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÑÄ ¬ÎÇÃÛÂ ë ¤ÑÓÆÂÐÂ Ä ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÂ ¬ÎÇÃÛÂ ë¤ÑÓÆÂÐÂ Ë 6j-ÔËÏÄÑÎÂ. £ ËÕÑÅÇ, ÆÎâ
(±.1) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ:
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±ÓË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâØ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÏÐËÕß, ÚÕÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÖá
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ av ÄÇÍÕÑÓÂ a ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ ÔÍÂÎâÓ-
ÐÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ aev. £ ÔÎÖÚÂÇ L � lÿ 1 6j-ÔËÏÄÑÎ, Â Ô
ÐËÏ Ë ÄÔÈ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (±.2) ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß, ÚÕÑ
ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÔÕË ÒÑÎâ (26) (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 2.2). £
ÔÎÖÚÂÇ ÉÇ L � l (±.2) ÔÄÑÆËÕÔâ ÒÑÔÎÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
6j-ÔËÏÄÑÎÂ Í ×ÑÓÏÖÎÇ (29) ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÕÇÍÔÕÂ ÔÕÂÕßË.

±ÑÍÂÉÇÏ ÕÂÍÉÇ, ÍÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÑÉÐÑ ÐÂØÑÆËÕß
ÓÑÕÑÓ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÄËÆÂ (23) Ë (24). £ÄÇÆÈÏ Ô àÕÑÌ ÙÇÎßá
ÄÇÍÕÑÓ
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ÐÑÄÍË ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ Ä ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÏ ÕÇÐÊÑÓÐÑÏ ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËË ÄËÆÂ (10), ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÏ RL Ä ÄËÆÇ
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¥ÂÎÇÇ Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ (19), ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÛÂÓÑÄÑÅÑ
ÄÇÍÕÑÓÂ (18) Ë ÖÔÎÑÄËâ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕË ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÑÄ ¬ÎÇÃÛÂ ë¤ÑÓÆÂÐÂ ÐÂØÑÆËÏ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÌ ÕÇÐÊÑÓ�
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Ë, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä (±.3), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÍÑÐÚÂ-
ÕÇÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ:
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 aL

	
1
: �P:4�
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±ÓË L � lÿ 1 6j-ÔËÏÄÑÎ Ä (±.4), Â Ô ÐËÏ Ë RLÿ1 ÑÃÓÂ-
ÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÔÕË
ÄÇÍÕÑÓÂ (24). ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÉÇ Ä (±.4) L � l, al �M �

l Ë
ÄÞÚËÔÎââ 6j-ÔËÏÄÑÎ, ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ

rot

�
M �

l 

1

r l�1
Yl�n�

�
1

� ÿi
�����������������
l�2l� 1�p
r l�2

�
M �

l 
 Yl�1�n
	
1
;

Ë Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÓÑÕÑÓ ÄÇÍÕÑÓÂ AM
l �r� (23) ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä

ÄËÆÇ (31).

6.2. ±ÓËÎÑÉÇÐËÇ 2
±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË j, Õ.Ç. ×ÖÐÍ-
ÙËË, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÂÒÎÂÔÂ, ÄÞÒÑÎ-
ÐâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ:

xi1xi2 . . . xil Hi1Hi2 . . .Hil j �
�n

. . .
�fr
 rg2 
 r

	
3

. . .
 r
o
l
�

�
n

. . .
�fH
 Hg2 
 H

	
3

. . .
 H
o
l

�
j : �P:5�

¥Îâ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ ÊÂÒËÛÇÏ ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓ,
ÄØÑÆâÜËÌ Ä ÎÇÄÖá ÚÂÔÕß (±.5), ÚÇÓÇÊ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÇ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÑÄ:

xi1xi2 . . . xil Hi1Hi2 . . .Hil �
�

X
m1;m2;... ;ml

�ÿ1�m1�m2�...�mlxm1
xm2

. . . xml
Hÿm1

Hÿm2
. . .Hÿml

:

�P:6�
°ÃÓÂÜÂâ ÆÂÎÇÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (10), ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÇ ÕÇÐÊÑÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÆÄÖØ ÐÇÒÓËÄÑÆË-
ÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ, ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ

xm1
xm2
�
X
l1;M1

Cl1M1

1m11m2
fr
 rgl1M1

;

Ë, ÒÓÑÆÑÎÉÂâ ÒÑÆÑÃÐÖá ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ, ÒÓËÆÈÏ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËá

xm1
xm2

. . . xml
�

�
X

l1;M1 ; l2;M2;...; llÿ1;M

Cl1M1

1m11m2
Cl2M2

l1M11m3
. . .Cllÿ1M

llÿ2Mlÿ21ml
�

�
n

. . .
�fr
 rgl1 
 r

	
l2

. . .
 r
o
llÿ1M
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±ÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË (±.7) Ä ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß (±.6), ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÐËâ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔËÏÏÇÕÓËË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ¬ÎÇÃÛÂ ë
¤ÑÓÆÂÐÂ Ë ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (10) ÒÑÎÖÚËÏ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ (±.6):

xi1xi2 . . . xil Hi1Hi2 . . .Hil �
X

l1; l2; ... ; llÿ1

�ÿ1�lÿllÿ1�

�
X
M

�ÿ1�M
n

. . .
�fr
 rgl1 
 r
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o
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�

�
n

. . .
�fH
 Hgl1 
 H
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. . .
 H
o
lÿ1;ÿM

�

�
X

l1; l2;... ; llÿ1

�ÿ1�lÿllÿ1
�n

. . .
�fr
 rgl1 
 r

	
l2

. . .
 r
o
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�

�
n

. . .
�fH
 Hgl1 
 H

	
l2

 H

o
llÿ1

�
: �P:8�

³ÓÂÄÐËÏ ÕÇÒÇÓß ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ (39) Ô ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ
ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä ÓâÆ (40). ³ÎÂÅÂÇÏÞÇ Ô ÊÂÆÂÐ-
ÐÞÏ l (ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ � r l ) Ä (39) Ë (40) ÆÑÎÉÐÞ, ÑÚÇÄËÆÐÑ,
ÔÑÄÒÂÆÂÕß. ±ÓËÏÇÏ ÕÂÍÉÇ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ, ÍÂÍ ÐÇ-
ÕÓÖÆÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÌ ÕÇÐÊÑÓ l-ÅÑ ÓÂÐÅÂ,
ÊÂÄËÔâÜËÌ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ n, ÔÄÑÆËÕÔâ Ô
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ Í Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ylm�n�.
±ÑàÕÑÏÖ ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÇ ËÊ ÄÇÍÕÑÓÂ r ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÇ
ÕÇÐÊÑÓÞ Ô ÏÇÐßÛËÏË, ÚÇÏ Ä (42), ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞÏË Ë
ÍÑÐÇÚÐÞÏ llÿ1 ÏÑÏÇÐÕÂÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄØÑÆâÕ Ä (±.8),
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÏ ×ÖÐÍÙËâÏ Yllÿ1;M�n�. °Æ-
ÐÂÍÑ Ä (40) ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ l ÐÇÕ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ,
ÓÂÐÅ ÍÑÕÑÓÞØ ÃÞÎ ÃÞ ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ l (ÊÆÇÔß l ì ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÞÌ ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ Ä ÖÍÂÊÂÐÐÞØ
ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÕÇÐÊÑÓÂØ). ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÇÌÔÕÄËÇ ÑÒÇ-
ÓÂÕÑÓÂ (±.8) ÐÂ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ
ÔÄÑÆËÕÔâ Í (±.5).
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Multipole expansion for the magnetic éeld of a spatially restricted system of stationary currents and that for the potential function of
such currents in an external magnetic éeld are studied using angular momentum algebraic techniques. It is found that the expansion for
themagnetic induction vector is made identical to that for the electric éeld strength of a neutral system of charges by substituting electric
for magnetic multipole moments. The toroidal part of the multipole expansion for the magnetic éeld vector potential can, due to its
potential nature, be omitted in the static case. Also the potential function of a system of currents in an external magnetic éeld and the
potential energy of a neutral system of charges in an external electric éeld have identical multipole expansions. For axially-symmetric
systems, the expressions for the éeld and those for the potential energy of electric and magnetic multipoles are reduced to simple forms,
with symmetry axis orientation dependence separated out.
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