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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

·ÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ
ÄÃÎËÊË ÇÅÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÕÂÍÑÄÞØ Ä ÇÅÑ
ÑÃÝÈÏÇ. ¿ÕÑ ÓÂÊÎËÚËÇ ÏÑÉÇÕ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ
×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÍÓËÔÕÂÎÎÂ ÒÓÑ-
ËÊÑÌÆÈÕ ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ, ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ ËÎË
ÆÓÖÅÑÅÑ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ, ÐÇ ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÏ ÔÑ
ÊÐÂÚÇÐËâÏË, ÑÕÄÇÚÂáÜËÏË ÕÑÚÍÇ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä
ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÏ ÍÓËÔÕÂÎÎÇ.

°ÆÐËÏ ËÊ ÒÓËÏÇÓÑÄ ÕÂÍÑÅÑ ÓÂÊÎËÚËâ âÄÎâÇÕÔâ ÑÒÓÑ-
ÍËÆÞÄÂÐËÇ ÒÑÆÓÇÛÈÕÑÍ ÑÆÐÑÑÔÐÑÅÑ ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÅÑ ÆÄÖØ-
ÒÑÆÓÇÛÈÕÑÚÐÑÅÑ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ
ÒÑÎÇ, ÒÓËÎÑÉÇÐÐÑÏ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÎÈÅÍÑÌ ÑÔË, ì ÔÒËÐ-
×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ. ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ Ä

ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÇ ÏÑÆÇÎË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÑÄ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕ ÅÎÂÆÍÖá ÒÎÑÔÍÖá
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÍÓËÔÕÂÎÎÂ. ²ÇÂÎßÐÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÍÓËÔÕÂÎÎÂ
ÄÔÇÅÆÂ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÂÕÑÏÐÞÇ ÔÕÖÒÇÐË, ËÊÏÇÐâáÜËÇ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÖ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÒÑÎÑÉÇÐËá ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË, ÐÂ ÄÞÔÑÕÖ ÑÆÐÑÅÑ ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÔÎÑâ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÔÍÑÏ-
ÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÐÂÎË-
ÚËÇ ÐÂ ÐÇÌ ÂÕÑÏÐÞØ ÔÕÖÒÇÐÇÌ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÊÃËÇÐËá
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÐÂ ÑÃÎÂÔÕË ÆÄÖØ ÕËÒÑÄ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÄÇÍÕÑÓ
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÄÇÓØÐÇÅÑ ÔÎÑâ ÂÕÑÏÑÄ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
ÒÂÓÂÎÎÇÎÇÐ Ë ÂÐÕËÒÂÓÂÎÎÇÎÇÐ ÄÐÇÛÐÇÏÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ
ÒÑÎá. ³ÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÓÂÊÐÑÅÑ ÕËÒÂ
ÒÓÑØÑÆËÕ ÒÑ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÔÙÇÐÂÓËâÏ, ÊÂÄËÔâÜËÏ ÕÂÍÉÇ
ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÓÂÆËÖÔÑÏ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÂÐÕË×ÇÓ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ Ë ÓÂÊÏÇÓÑÏ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ
ÑÃÎÂÔÕÇÌ. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ àÕËØ ÔÙÇÐÂÓËÇÄ âÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓÄÑÌ
ÙÇÎßá ÆÂÐÐÑÅÑ ÑÃÊÑÓÂ.

£ÕÑÓÂâ ÙÇÎß ÑÃÊÑÓÂ ì ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ- Ë
ÔÒËÐ-×ÎËÒ-ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ä ÒÎÑÔÍÑÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÔÎÑâØ ÂÐÕË-
×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ Ô ÕÑÎÜËÐÑÌ Ä ÐÂÐÑÏÇÕÓÑÄÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ
Ä ÖÔÎÑÄËâØ, ÍÑÅÆÂ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ
ÔÓÂÄÐËÏ Ô ÕÑÎÜËÐÑÌ ÔÎÑâ Ë ÍÑÅÆÂ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏË ÓÂÊÏÇÓÐÞÇ à××ÇÍÕÞ. ®ÑÆÇÎß ÒÎÑÔÍÑÒÂÓÂÎÎÇÎß-
ÐÑÅÑ ÔÎÑâ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓË-
ÕÇÎßÐÑ ÑÒËÔÂÕß ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÂÕÑÏÐÞÇ ÙÇÒÑÚÍË
ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ, Â ÕÂÍÉÇ ÏÐÑÅÑÔÎÑÌÐÞÇ
ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ô ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÇÆÐËÏË ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏË ÔÎÑâÏË.
´ÂÍËÇ ÏÐÑÅÑÔÎÑÌÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ
à××ÇÍÕ ÅËÅÂÐÕÔÍÑÅÑ ÏÂÅÐÇÕÑÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ, ÄÞÊÄÂÎË
ÃÑÎßÛÑÌ ËÐÕÇÓÇÔ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎÇÌ Ë ÒÓÂÍÕËÍÑÄ, ÚÕÑ
ÆÇÎÂÇÕ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÆÂÐÐÑÅÑ ÑÃÊÑÓÂ ÄÒÑÎÐÇ ÔÄÑÇÄÓÇÏÇÐ-
ÐÞÏ.

£ÒÇÓÄÞÇ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÑÃÝÈÏÇ ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ
ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÃÞÎ ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐ Ä ÒËÑÐÇÓÔÍÑÌ
ÓÂÃÑÕÇ ¯ÇÇÎâ [1]. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍËØ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÔÒËÐÑÄ ÒÓË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ T5TN

(ÅÆÇ TN ì ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ ¯ÇÇÎâ), ÍÑÅÆÂ ÏÑÆÖÎË ÎÑÍÂÎËÊÑ-
ÄÂÐÐÞØ ÔÒËÐÑÄ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÐÇËÊÏÇÐÐÞÏË. ¿ÐÇÓÅËâ
ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
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ÔÕÄËâ ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆÇÌ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Wex � ÿ 1

2
~zJN cosc ; �1�

ÅÆÇ ~z ì ÚËÔÎÑ ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆÇÌ, J < 0 ì ÑÃÏÇÐÐÞÌ
ËÐÕÇÅÓÂÎ, ÄÇÎËÚËÐÂ ÔÒËÐÑÄ ÄÍÎáÚÇÐÂ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ (Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ì Ä J), N ì ÚËÔÎÑ ÔÒËÐÑÄ,
cì ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕâÏË ÒÑÆÓÇÛÈÕÑÍ.

¿ÐÇÓÅËâ ÑÆÐÑËÑÐÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË

Wan � ÿN

2

X2
i� 1

K cos2 ji ; �2�

ÅÆÇ K > 0 ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË, ji ì ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕßá i-Ì ÒÑÆÓÇÛÈÕÍË �i � 1; 2� Ë ÎÈÅÍÑÌ
ÑÔßá x (ÓËÔ. 1a), c � j1 ÿ j2.

¿ÐÇÓÅËâ ÔÒËÐÑÄ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÑÏ ÎÈÅÍÑÌ ÑÔË, ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

WB � ÿmB0
N

2

X2
i� 1

cosji ; �3�

ÅÆÇ m ì ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÂÕÑÏÂ, B0 ì ËÐÆÖÍÙËâ
ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

£ ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÌ ×ÂÊÇ, ÅÆÇ j1 � 0, j2 � p, ÔÖÏÏÂÓÐÂâ
àÐÇÓÅËâW �Wex �Wan �WB ÓÂÄÐÂ [1]

W1 � ÿ
�
1

2
~zjJ j � K

�
N : �4�

£ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-×ÂÊÇ (ÓËÔ. 1Ã) j1 � ÿj2 � j, Â àÐÇÓÅËâ W
ÓÂÄÐÂ

W2 � ÿ
�
1

2
~zJ cos 2j� K cos2 j� mB0 cosj

�
N : �5�

®ËÐËÏËÊËÓÖâW2 ÒÑ j Ë ÄÄÑÆâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ

a � K

~zjJ j 5 1 ; �6�

b � mB0

~zjJ j ; �7�

ÐÂØÑÆËÏ

cosj � b
2�1ÿ a� ; �8�

W2 � ÿ ~zjJ jN
2

�
1� b 2

2�1ÿ a�
�
: �9�

³ÓÂÄÐËÄÂâ W1 Ë W2, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÐÆÖÍÙËË
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÑÃÝÈÏÐÑÏÖ ÔÒËÐ-
×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÖ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ ËÊ ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÌ ×ÂÊÞ Ä
ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-×ÂÊÖ:

b1 � 2
�����������������
a�1ÿ a�

p
� 2

���
a
p

: �10�

µÅÑÎ j ÒÓË b > b1 ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ Ô ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÒÑÎâ,
Ë ÒÓË b � b2,

b2 � 2�1ÿ a� ; �11�

ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÔØÎÑÒÞÄÂÐËÇ ÒÑÆÓÇÛÈÕÑÍ: ÖÅÑÎ j ÑÃÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß. ¿ÕÑÕ ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ
ÐÂÊÞÄÂáÕ ÔÒËÐ-×ÎËÒ-ÒÇÓÇØÑÆÑÏ. ±ÓË b > b2 ÐÂÏÂÅÐË-
ÚÇÐÐÑÔÕË ÒÑÆÓÇÛÈÕÑÍ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÞ, Ë ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß àÕÖ ×ÂÊÖ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ.

±ÇÓÇÌÆÈÏ Í ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÔÒËÐ-
×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ. £ÐÂÚÂÎÇ ËÊÖÚËÏ ÂÕÑÏÐÑ-ÅÎÂÆÍÖáÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß. ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÔÓÇÊÞ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÑÕ-
ÐÑÔâÕ Í ÆÄÖÏ ÍÎÂÔÔÂÏ: ÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÔÓÇÊ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÎÖÚÂá, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÂÕÑÏÐÞÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÞÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÓÂÄÐÑÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ
ÂÕÑÏÑÄ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËØ ÓÂÊÐÞÏ ÒÑÆÓÇÛÈÕÍÂÏ. ®ÂÅÐËÕ-
ÐÞÌÏÑÏÇÐÕ ÕÂÍËØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ Ä ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÌ ×ÂÊÇ ÓÂÄÇÐ
ÐÖÎá.

¯ÇÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÔÓÇÊ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÔÎÖÚÂá, Ä ÍÑÕÑ-
ÓÑÏ ÂÕÑÏÐÞÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË,
ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÂÕÑÏÞ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑÌ ÒÑÆÓÇÛÈÕÍË, ÒÓËÚÈÏ
ÔÑÔÇÆÐËÇ ÂÕÑÏÐÞÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÑÔÕÑâÕ ËÊ ÂÕÑÏÑÄ ÓÂÊÐÞØ
ÒÑÆÓÇÛÈÕÑÍ Ë ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ àÕËØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ Ä
ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÌ ×ÂÊÇ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞ.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÓÇÊÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ
×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÂ, Â ÔÒËÐÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕ-
ÐÑÅÑ ÔÎÑâ ÂÕÑÏÑÄ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÕÔâ Ä ÒÑÎÇ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ
ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ b1. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÂÕÑÏÐÞÏ ÏÂÔÛÕÂ-
ÃÑÏ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑ-
ÓâÆÍÂ, ÓÂÄÐÑÅÑ ÓÂÊÐÑÔÕË ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË
ÒÑÆÓÇÛÈÕÑÍ, Ë àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÄÞÅÑÆÐÑÔÕßá ÒÑÆÑÃ-
ÐÞØ ËÔÍÂÉÇÐËÌ [2].

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÕÑÎßÍÑ
ÐÇÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÔÓÇÊÞ. ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-
ÒÇÓÇØÑÆ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [3], ÅÆÇ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÔÏâÅÚÇÐËÇ ÊÂÍÑÐÂ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÏÂÅÐÑÐÑÄ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÒÓË

bs �
b1���
2
p : �12�

£ ÒÑÔÎÇÆÖáÜËØ ÓÂÃÑÕÂØ [4, 5] ÃÞÎÑ ÐÂÌÆÇÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ Ä ÆËÂÒÂ-
ÊÑÐÇ ÒÑÎÇÌ bs < b < b1. ¡ÄÕÑÓÞ ËÔØÑÆËÎË ËÊ ÒÓÇÆÒÑÎÑ-
ÉÇÐËâ, ÚÕÑ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÓÇÂÎË-
ÊÖÇÕÔâ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÑÓËÇÐÕÂÙËâ, ÍÑÕÑÓÂâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä
ÑÃÝÈÏÇ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÒÓË b > b1, Õ.Ç. ÄÇÍÕÑÓ ÂÐÕË-
×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÊÏÂ Ä ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÏ ÔÎÑÇ ÂÕÑÏÑÄ ÒÇÓÒÇÐ-
ÆËÍÖÎâÓÇÐ ÎÈÅÍÑÌ ÑÔË.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÃÝÈÏ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÒÓË b < b1
ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÌ ×ÂÊÇ, ÕÑ ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÆÑÎÉÐÂ ÄÑÊÐËÍÐÖÕß 90�-ÐÂâ ÑÃÏÇÐ-
ÐÂâ ÔÒËÓÂÎß, ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ
ÃÎÑØÑÄÔÍÑÌ ÆÑÏÇÐÐÑÌ ÔÕÇÐÍË.

j2

j1

c

x

Â

j

x

c

Ã

²ËÔ. 1. (Â) µÅÎÞ j1 Ë j2, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÑÄ
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÒÑÆÓÇÛÈÕÑÍ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ, c � j1 ÿ j2.
(Ã) °ÓËÇÐÕÂÙËâ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË Ä ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-×ÂÊÇ.
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±ÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ Ñ ÐÂÎËÚËË ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÑÓËÇÐÕÂÙËË ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ âÄÎâÇÕÔâ ËÊÎËÛÐËÏ,
ÕÂÍ ÍÂÍ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÒËÐÑÄ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÑ ÃÇÊ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÆÑÒÖÜÇÐËÌ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÍÂÍ ÃÞÎÑ ÒÑ-
ÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [2], àÕÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÛË-
ÃÑÚÐÞÏ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÐÇ
90�-ÐÂâ, Â 180�-ÐÂâ ÑÃÏÇÐÐÂâ ÔÒËÓÂÎß.

£ ÕÇÚÇÐËÇ ÏÐÑÅËØ ÎÇÕ ÒÑÔÎÇ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÓÂÃÑÕ [4, 5]
ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÏ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÔÕÂÄÂÎÔâ
ÄÐÇ ÊÑÐÞ ÄÐËÏÂÐËâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎÇÌ. ¯ÑÄÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ Í
ÐÇÏÖ ÄÑÊÐËÍ ÒÑÔÎÇ ÑÕÍÓÞÕËâ âÄÎÇÐËâ ÅËÅÂÐÕÔÍÑÅÑ ÏÂÅÐÇ-
ÕÑÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ Ä ÏÐÑÅÑÔÎÑÌÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖ-
ÓÂØ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÂÃÑÕÞ [6 ë 8]), ÍÑÅÆÂ ÔÕÂÎÑ âÔÐÞÏ,
ÚÕÑ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÏÐÑÅÑÔÎÑÌÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ
Ô ÚÇÓÇÆÖáÜËÏËÔâ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏË Ë ÐÇÏÂÅÐËÕÐÞÏË
ÔÎÑâÏË Ô ÐÂÐÑÏÇÕÓÑÄÑÌ ÕÑÎÜËÐÑÌ Ë ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÏ ÊÐÂÍÑÏ ÑÃÏÇÐÂÏÇÉÆÖ ÔÑÔÇÆÐËÏË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏË
ÔÎÑâÏË ÄÑ ÏÐÑÅÑÏ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÒÑÄÇÆÇÐËá ÒÎÑÔÍÑÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÑÅÑ ÔÎÑâ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ Ô ÐÇÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐ-
ÐÞÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏË.

°ÃÊÑÓ ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 2
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÒÑÎÖÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÇ Ô ÐÇÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá, Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÑÒËÔÂÐÞ ÓÂÊÏÇÓÐÞÇ à××ÇÍÕÞ Ä
ÒÎÑÔÍÑÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÏ ÔÎÑÇ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ Ë ÒÑÍÂ-
ÊÂÐÑ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ Ä ÒÑÄÇÆÇÐËË ÔÎÑÈÄ, ÔÑÆÇÓ-
ÉÂÜËØ ÚÈÕÐÑÇ Ë ÐÇÚÈÕÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ.
²ÂÊÆÇÎ 4 ÒÑÔÄâÜÈÐ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ
ÐÂ ÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÌ ÐÇÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÑ-
ÎÖÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ, Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5 ÑÒË-
ÔÂÐÂ ×ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÒÎÑÔÍÑÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÔÎÑâ
ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ Ô ÐÇÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÞÏË ÛÇÓÑ-
ØÑÄÂÕÞÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏË. £ ÍÓÂÕÍÑÏ ÊÂÍÎáÚÇÐËË (ÓÂÊ-
ÆÇÎ 6) ÒÑÆÄÇÆÇÐÞ ËÕÑÅË ÒÓÑÄÇÆÈÐÐÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ.

2. ¤ÎÂÆÍÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß
ÒÑÎÖÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÑÃÓÂÊÙÂ

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÚËÔÎÑ ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆÇÌ ÆÎâ ÔÒËÐÑÄ, ÓÂÔÒÑ-
ÎÑÉÇÐÐÞØ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ, ÏÇÐßÛÇ,
ÚÇÏ Ä ÑÃÝÈÏÇ, ÕÑ ÑÐË ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÒÑÆÂÕÎËÄÞÏË Í
ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËá ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ªÏÇÐÐÑ
ÒÑàÕÑÏÖ ÒÑÎÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÍÂ-
ÊÞÄÂÇÕÔâ ÏÇÐßÛÇ ÔÄÑÇÅÑ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ.

¢ÖÆÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÕß, ÚÕÑ ÎÈÅÍÂâ ÑÔß ÎÇÉËÕ Ä ÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ±ÓÑÐÖÏÇÓÖÇÏ ÐÇÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÞÇ
ÂÕÑÏÐÞÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ËÐÆÇÍ-
ÔÑÏ j, ÐÂÚËÐÂâ Ô ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ¹ÈÕÐÞÇ Ë ÐÇÚÈÕÐÞÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ j ÑÕÄÇÚÂáÕ ÓÂÊÐÞÏ ÒÑÆÓÇÛÈÕÍÂÏ. ±ÑÎÑÉÇÐËÇ
ÔÒËÐÑÄ Ä ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÃÖÆÇÏ ÊÂÆÂÄÂÕß ÖÅÎÑÏ yj
ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÎÈÅÍÑÌ ÑÔË Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ
ÔÒËÐÖ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÂÕÑÏÑÄ ÐÇ ÄÞØÑÆâÕ ËÊ ÔÄÑÇÌ ÂÕÑÏÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ´ÑÅÆÂ ÒÑâÄÎâáÜËÌÔâ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÔÒËÐ-
×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÐÇ
ËÏÇÇÕ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. £
ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÚÕÑ ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËá àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ.

³ ÖÚÈÕÑÏ ÔÆÇÎÂÐÐÑÅÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ àÐÇÓÅËâ ÑÃÏÇÐ-
ÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐÂ Ä ÄËÆÇ

Wex � njJ j~z
4

X1
j� 1

�
cos �yj ÿ yjÿ1��1ÿ d1; j� � cos �yj ÿ yj�1�

�
;

�13�

ÅÆÇ nìÚËÔÎÑ ÔÒËÐÑÄ Ä ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, di; j ìÔËÏÄÑÎ
¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ. ¹ËÔÎÑ ÃÎËÉÂÌÛËØ Í ÆÂÐÐÑÏÖ ÔÒËÐÖ ÔÑÔÇÆÇÌ,
ÐÂØÑÆâÜËØÔâ Ä ÒÓÇÆÛÇÔÕÄÖáÜÇÌ ËÎË ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÌ
ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕâØ ÓÂÄÐÑ ~z=2. ¥Îâ ÔÓÇÊÂ (100) ÕÇÕÓÂÅÑ-
ÐÂÎßÐÑÌ ÑÃÝÈÏÐÑÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË (Ô ÎÈÅÍÑÌ
ÑÔßá c, ÎÇÉÂÜÇÌ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÓÇÊÂ) ~z � 8.

¥Îâ àÐÇÓÅËË ÑÆÐÑËÑÐÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË Ë ÊÇÇÏÂÐÑÄ-
ÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË ËÏÇÇÏ

Wan � ÿKn
X1
j� 1

cos2 yj ; �14�

WB � ÿmB0n
X1
j� 1

cos yj ; �15�

ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÒÓËÎÑÉÇÐÑ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÎÈÅÍÑÌ ÑÔË.
®ËÐËÏËÊËÓÖâ ÔÖÏÏÂÓÐÖá àÐÇÓÅËáW ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏ

yj, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

sin �yj ÿ yjÿ1��1ÿ d1; j� � sin �yj ÿ yj�1� �

� 2a sin 2yj � 2b sin yj : �16�

²ÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ (16) ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [2] ÚËÔÎÇÐÐÞÏË
ÏÇÕÑÆÂÏË.

°ÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÇÔÎË ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÇÓØÐÇÌ
ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ä ÔÎÂÃÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÂÐÕËÒÂ-
ÓÂÎÎÇÎÇÐ ÒÑÎá �y1 � p�, ÕÑ Ä ÒÑÎÇ bs ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÞÌ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ 180�-ÐÂâ ÑÃÏÇÐÐÂâ ÔÒË-
ÓÂÎß: ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕß ÄÇÓØÐÇÌ ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÓÂÊÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÒÑÎâ, ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑ-
ÔÕË ÄÕÑÓÑÌ Ë ÕÓÇÕßÇÌ, ÚÇÕÄÈÓÕÑÌ Ë ÒâÕÑÌ Ë Õ.Æ. ÂÕÑÏÐÞØ
ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ ÒÑÒÂÓÐÑ ÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÞ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÂ-
ÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕß ÒÇÓÄÑÌ ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÂ
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÚÈÕÐÑÌ ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË,
ÕÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ, ÓÂÄ-
ÐÞÌ 2mn [2]. ²ÂÊÄÑÓÑÕ ÄÇÍÕÑÓÂ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÄÇÓØÐÇÌ
ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÐÂ 180� ÏÑÉÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÕß ÏÇÕÑÆÂ-
ÏË ÏÂÅÐËÕÑÔËÎÑÄÑÌ, ÔÒËÐ-ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÕÖÐÐÇÎßÐÑÌ
Ë ×ÑÕÑàÏËÔÔËÑÐÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÏËÍÓÑÔÍÑÒËË. ´ÓÖÆ-
ÐÑÔÕß ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓÑ-
ÄÑÆËÕß ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ.

·ÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÓÂÊÄÑÓÑÕ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕÇÌ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ Ä ËÔÔÎÇ-
ÆÖÇÏÑÌ ÑÃÏÇÐÐÑÌ ÔÒËÓÂÎË, ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß, ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÖÅÎÑÄ yj.

£ ÅÎÖÃËÐÇ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÄÇÎËÚËÐÞ yj ÑÕÎË-
ÚÂáÕÔâ ÑÕ ÔÄÑËØ ÑÃÝÈÏÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ (0 ÆÎâ ÚÈÕÐÞØ
ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ Ë p ÆÎâ ÐÇÚÈÕÐÞØ) ÐÂ ÏÂÎÖá ÄÇÎËÚËÐÖ. ¿ÕÑ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÕß ÔËÔÕÇÏÖ (16) ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ àÕËØ
ÑÕÍÎÑÐÇÐËÌ [2]:

w2n � y2n ; w2nÿ1 � y2nÿ1 ÿ p :

­ËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ

wn � kwnÿ1 ; �17�

ÅÆÇ

k � 1ÿ
�����������������
b 2
1 ÿ b 2

q
; �18�
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ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÔÒÂÆÖ ËÔ-
ÍÂÉÇÐËÌ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá Ä ÅÎÖÃß ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ:

wn � w1 exp
�
ÿ d�nÿ 1�

rc

�
; �19�

ÅÆÇ d ì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÃÎËÉÂÌÛËÏË ÂÕÑÏÐÞÏË
ÒÎÑÔÍÑÔÕâÏË, rc ì ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
ÒÑÓâÆÍÂ,

rc � d��ln jkj�� � d�����������������
b 2
1 ÿ b 2

q / �b1 ÿ b�ÿ1=2 : �20�

£ÒÇÓÄÞÇ ÕÂÍÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÓË
b < b1 ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ [5]. ­ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÒÓË
b! b1 ÄÇÎËÚËÐÂ rc ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÍÂÍ
�b1 ÿ b�ÿ1=2, Õ.Ç. ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ Ä ÅÎÖÃß ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÒÑ ÏÇÓÇ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ Í ÕÑÚÍÇ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ.

±ÓË b > b1, ÍÑÅÆÂ ÑÃÝÈÏÐÞÌ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ ÖÉÇ
ÒÓÑËÊÑÛÈÎ, ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÄÇÓØÐÇÌ (ÒÇÓÄÑÌ) ÂÕÑÏÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍË ÄÞÅÑÆÐÑ ÃÞÕß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÌ ÒÑ
ÒÑÎá, ÒÑàÕÑÏÖ 180�-ÐÂâ ÔÒËÓÂÎß ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä 90�-ÐÖá:
Ä ÑÃÝÈÏÇ ÄÇÍÕÑÓ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÊÏÂ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÇÐ
ÎÈÅÍÑÌ ÑÔË, Â ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÍÑÎÎËÐÇÂÓÇÐ ÇÌ.
°ÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ ÒÑÆÓÇÛÈÕÑÍ Ä ÒÓËÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÏ ÔÎÑÇ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ÃÑÎÇÇ ÔËÎßÐÞØ ÒÑÎâØ �b � 0;25�.

¦ÔÎË ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÇÓØÐÇÌ ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
Ä ÔÎÂÃÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎâØ ÒÂÓÂÎÎÇÎÇÐ ÄÇÍÕÑÓÖ ÒÑÎâ
�y1 � 0�, ÕÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ âÄÎâÇÕÔâ
àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍË ÐÇÄÞÅÑÆÐÞÏ, Â ÑÃÝÈÏÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ ÒÓË b � b1.

³ËÕÖÂÙËâ ÒÓË b > b1 ÒÑÎÐÑÔÕßá ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ ÔÎÖÚÂá
y1 � p, ÓÂÊÎËÚËÇ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË
ÄÓÂÜÇÐËâ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ Ä
ÑÃÏÇÐÐÑÌ ÔÒËÓÂÎË.

·ÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÑÃÏÇÐÐÑÌ ÔÒËÓÂÎË ÕÂÍÉÇ
ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÑÄÇÆÇÐËá
ÖÅÎÑÄ yj. ´ÑÎßÍÑ ÕÇÒÇÓß ÏÂÎÞ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÖÅÎÑÄ yj ÑÕ
ÔÄÑËØ ÑÃÝÈÏÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ Ä ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-×ÂÊÇ w2nÿ1 �
� y2nÿ1 ÿ j Ë w2n � y2n � j, ÅÆÇ j ÆÂÈÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (8).

²ÇÛÇÐËÇ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ (19),
ÅÆÇ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ [2],

k � 1ÿ
�����������������
b 2 ÿ b 2

1

q
: �21�

³ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ b Ä ÑÃÎÂÔÕË b > b1 ÑÃÏÇÐÐÂâ ÔÒËÓÂÎß
ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÐÇ ËÔÚÇÊÂÇÕ, ÐÑ ÖÅÑÎ ÓÂÊÄÑÓÑÕÂ Ä ÐÇÌ
ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß w1 � y1 ÿ j ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 2.

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÔÒËÓÂÎß ÔÉËÏÂÇÕÔâ ËÊ-ÊÂ ÖÏÇÐßÛÇÐËâ
ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË rc. ±ÂÓÂÏÇÕÓ k, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÌ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÌ wj, Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÑÎâ b1 5 b < b2 ÆÂÈÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ [2]

k � 1� 2b 2

b 2
2 ÿ 2b 2

�
���������������������������������������������
1� 2b 2

b 2
2 ÿ 2b 2

�2

ÿ 1

s
: �22�

­ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ k! 0 ÒÓË b! b � � b2=
���
2
p

Ë ÄÏÇÔÕÇ Ô
ÐËÏ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË. ¿ÕÑ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÒÓË b � b � ÑÕ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÑÕÍÎÑÐâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÖÅÑÎ y1, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÌ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÄÇÓØÐÇÌ ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ©ÐÂÍ àÕÑÅÑ
ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÕÂÍÑÄ, ÚÕÑ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕß ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ Ô

ÄÇÍÕÑÓÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÖÅÑÎ, ÏÇÐßÛËÌ, ÚÇÏ Ä ÑÃÝÈÏÇ
ÍÓËÔÕÂÎÎÂ.

±ÓË b � b � ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÔÏÇÐÂ ÊÐÂÍÂ k. ¦ÔÎË ÒÓË
b < b � ÒÂÓÂÏÇÕÓ k > 0 (ÊÐÂÍ ÏËÐÖÔ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (22)), ÕÑ
ÒÓË b > b � àÕÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÑÕÓËÙÂÕÇÎÇÐ (ÊÐÂÍ ÒÎáÔ Ä (22)).

±Ñ ÏÇÓÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
ÑÃÎÂÔÕË b � < b < b2 ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ ÑÃÏÇÐÐÑÌ
ÔÒËÓÂÎË ÐÂÚËÐÂÇÕ ÖÄÇÎËÚËÄÂÕßÔâ Ë ÔÕÓÇÏËÕßÔâ Í ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÍÂÍ �b2 ÿ b�ÿ1=2 ÒÓË b! b2 ÿ 0. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä
ÒÓÇÆÇÎÇ b! b2 ÄÔÇ ÖÅÎÞ yj Ë wj ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í ÐÖÎá, ÓÇÛÇÐËÇ
ÔËÔÕÇÏÞ (16) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË [2].

£ÄÇÆÈÏ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ

D � 1ÿ b
b2
: �23�

ªÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (8) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

j �
������
2D
p

: �24�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (22), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

k �
������
8D
p

ÿ 1 :

ªÊ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ w1 ÐÂØÑÆËÏ

w1 �
������
2D
p ÿ ������

2D
p

ÿ 1
�
: �25�

´ÑÅÆÂ

y1 � 2D : �26�
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË b! b2 ÊÐÂÚÇÐËâ ÖÅÎÂ j Ä ÑÃÝÈÏÇ

ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÐÖÎâ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ ÒÑÓâÆÍÂ
����
D
p

, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ
ÍÂÍ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÄÇÎËÚËÐÂ y ÒÑÓâÆÍÂ D, ÚÇÅÑ Ë
ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß, ÕÂÍ ÍÂÍ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÇÓØÐÇÌ
ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÏÇÐßÛËÌ ÖÅÑÎ Ô ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÚÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÖÅÑÎ Ä
ÑÃÝÈÏÇ.

²ÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË rc � d=
������
8D
p / Dÿ1=2, ÍÂÍ àÕÑ Ë

ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÕÇÑÓËË ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ ÆÎâ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ
ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ (ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í
ÕÂÍÑÄÞÏ Ä ÑÃÝÈÏÇ) ËÔÍÂÉÇÐËâ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ ÄÃÎËÊË ÐÇÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ, ÄÞÊÄÂÐÐÞÇ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ
ÒÑÎÇÏ, ÄÑÊÐËÍÂáÕ Ä ÒÑÎÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-
ÒÇÓÇØÑÆÂ bs Ë ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÒÑÎâ ÄÒÎÑÕß
ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÔÒËÐ-×ÎËÒ-ÒÇÓÇØÑÆÖ Ä
×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÖá ×ÂÊÖ.

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

w1

0,5 1,0 1,5 2,0b

²ËÔ. 2. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕ-
ÐÑÅÑ ÔÎÑâ ÂÕÑÏÑÄ ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÃÑÎßÛÇÅÑ ÒÑÎâ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ
ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ, Ä ÔÎÖÚÂÇ a � 0;005.
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3. ²ÂÊÏÇÓÐÞÇ à××ÇÍÕÞ
Ä ÒÎÑÔÍÑÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÏ ÔÎÑÇ
ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ Ô ÅÎÂÆÍËÏË
ÐÇÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÞÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏË

±ÓË a5 1 Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
ÒÑÓâÆÍÂ rc Ä ÒÑÎâØ b � b1 ÐÂÏÐÑÅÑ ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ ÏÇÉ-
ÂÕÑÏÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ, ÒÑàÕÑÏÖ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÎÇÌ, Â
ÕÂÍÉÇ ÄÃÎËÊË ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÎâ ÔÒËÐ-×ÎËÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ, ÒÓË
ÍÑÕÑÓÑÏ rc ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÑÓâÆÍÂ ÕÑÎÜËÐÞ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÔÎÑâ ËÎË ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ ÇÈ, ÏÑÅÖÕ ÄÑÊÐËÍÂÕß
ÊÂÏÇÕÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÐÞÇ à××ÇÍÕÞ.

¬ÂÍ ÖÉÇ ÅÑÄÑÓËÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2, ÔËÔÕÇÏÂ, ÔÑÔÕÑâÜÂâ
ËÊ ÚÇÓÇÆÖáÜËØÔâ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ Ë ÐÇÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÇ-
ÕÂÎÎËÚÇÔÍËØ ÔÎÑÈÄ, ÒÓË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÊÐÂÍÇ
ÑÃÏÇÐÂ ÏÇÉÆÖ ÃÎËÉÂÌÛËÏË ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏË ÔÎÑâÏË
ÄÇÆÈÕ ÔÇÃâ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇ-
ÏÑÏÖ ÔÎÑá ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ.

´ÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÏÐÑÅÑÔÎÑÌ-
ÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÒÓÑÄÑÆËÎÑÔß ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÏÇÕÑÆÂÏË Ä
ÓâÆÇ ÓÂÃÑÕ [9 ë 16], ÑÆÐÂÍÑ ÒÑÒÞÕÑÍ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÓÂÊÏÇÓÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ ÒÓÇÆ-
ÒÓËÐËÏÂÎÑÔß.

£ ÐÇÆÂÄÐÇÌ ÓÂÃÑÕÇ [17] ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÏÇÕÑÆÂÏË ËÔÔÎÇ-
ÆÑÄÂÐÑ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÙÇ-
ÒÑÚÍË ÂÕÑÏÑÄ ÐÂ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÑÆÎÑÉÍÇ. ¤ÎÂÄÐÑÇ
ÖÒÓÑÜÇÐËÇ, ÔÆÇÎÂÐÐÑÇ Ä [17], ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÔÒËÐÞ
×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÞÏË ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ Ô ÙÇÒÑÚÍÑÌ. ¥ÂÐÐÑÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÔÒÓÂ-
ÄÇÆÎËÄÑ, ÇÔÎË àÐÇÓÅËâ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÑÔÇÆ-
ÐËØ ÔÒËÐÑÄ Ä ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÇ ÐÂÏÐÑÅÑ ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ
ÑÃÏÇÐÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÒËÐÂÏË ÒÑÆÎÑÉÍË Ë
ÔÒËÐÑÏ ÙÇÒÑÚÍË. ´ÑÅÆÂ ÑÃÏÇÐÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÑÇ
×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÑÆÎÑÉÍÑÌ, ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÄÐÇÛÐÇÅÑ
ÒÑÎâ ÆÎâ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÙÇÒÑÚÍË Ë ÊÂÆÂÚÂ Ñ
ÒÑÄÇÆÇÐËË ÔÒËÐÑÄ ÙÇÒÑÚÍË, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [18],
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ- Ë ÔÒËÐ-×ÎËÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂØ Ä
ÕÑÐÍÑÏ ÔÎÑÇ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [19].

ªÊÏÇÐÇÐËâ Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (13) ë (16) ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÂÐÕË-
×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÑÌ ÔÄÑÆâÕÔâ Í ÕÑÏÖ,
ÚÕÑ ÕÇÒÇÓß ÚËÔÎÑ ÚÎÇÐÑÄ Ä ÔÖÏÏÇ ÒÑ j ÍÑÐÇÚÐÑ Ë ÓÂÄÐÑ
M ì ÚËÔÎÖ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ Ä ÔÎÑÇ, Â ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ
cos �yj ÿ yj�1� Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (13) Ë ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ
sin �yj ÿ yj�1� Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (16) ÆÑÎÉÐÞ
ÖÏÐÑÉÂÕßÔâ ÐÂ �1ÿ dM; j�.

¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [19], ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÎÑÈÄ Ô ÚÈÕÐÞÏ
Ë ÐÇÚÈÕÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ ÓÂÊÎËÚÂÇÕÔâ
ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ. ¯Â ÒÓËÏÇÓÇ ÏÐÑÅÑÔÎÑÌÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ Ô
M � 15 Ë M � 16 ÕÂÍÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎÑ ÑÃÐÂÓÖ-
ÉÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [9].

¹ÈÕÐÑÇ M. £ ÕÂÍÑÏ ÔÎÑÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÂÕÑÏÐÞÇ ÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕË ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÓÂÊÐÞÏ ÒÑÆÓÇÛÈÕÍÂÏ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅ-
ÐÇÕËÍÂ. £ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎâØ b < bs ÔÎÑÌ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä
ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÌ ×ÂÊÇ. ³ÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÐÈÏ ÒÓÑËÔØÑ-
ÆËÕ ÒÓË b � bs, ÒÓËÚÈÏ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÙÇÐÕÓÇ
ÔÎÑâ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ 180�-ÐÂâ ÃÎÑØÑÄÔÍÂâ ÆÑÏÇÐÐÂâ ÔÕÇÐÍÂ [9,
19]. ¦ÔÎË ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË rc�bs�, ÊÂÆÂÄÂÇÏÞÌ ×ÑÓÏÖ-
ÎÑÌ (20), ÏÇÐßÛÇ ÕÑÎÜËÐÞ ÔÎÑâ a, ÕÑ ÔÕÇÐÍÂ ÊÂÐËÏÂÇÕ
ÕÑÎßÍÑ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÖá ÚÂÔÕß ÔÎÑâ (ÍÓËÄÂâ 1 ÐÂ ÓËÔ. 3).
£ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÔÕÇÐÍË ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÒÑ-

ÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐÐÞÏË ÒÑ ÄÇÍÕÑÓÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

¦ÔÎË ÕÑÎÜËÐÂ ÔÎÑâ a < rs � rc�bs� � dbÿ1s � d=
�����
2a
p

, ÕÑ
Ä ÔÎÑÇ ÒÑÏÇÜÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÂâ ÚÂÔÕß ÆÑÏÇÐÐÑÌ
ÔÕÇÐÍË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÖÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÄÇÍÕÑÓÂ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅ-
ÐÇÕËÊÏÂ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÑ Ô ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ.

±Ñ ÏÇÓÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËâ b Í ÊÐÂÚÇÐËá b1 ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÍÂÍ �b1 ÿ b�ÿ1=2. ±ÓË àÕÑÏ Ä ÔÎÖÚÂÇ a4 rs
ÆÑÏÇÐÐÂâ ÔÕÇÐÍÂ, ÓÂÔÛËÓââÔß, ÊÂØÄÂÕÞÄÂÇÕ ÄÔá ÕÑÎÜËÐÖ
ÔÎÑâ Ä ÒÑÎÇ ba, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ËÊ ÖÔÎÑÄËâ

2rc�ba� � a : �27�

±ÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËË rc ÕÑÎÜËÐÂ ÆÑÏÇÐÐÑÌ
ÔÕÇÐÍË ÒÇÓÇÔÕÂÈÕ ÖÄÇÎËÚËÄÂÕßÔâ, Â ÄÇÍÕÑÓ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅ-
ÐÇÕËÊÏÂ ÓÂÊÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÐÂ ÖÅÑÎ p ÑÕ ÑÆÐÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÎÑâ Í ÆÓÖÅÑÌ ÕÂÍ, ÚÕÑ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË
ÍÓÂÌÐËØ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÞ ÒÑ ÄÇÍÕÑÓÖ
ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ (ÒÓâÏÂâ 2 ÐÂ ÓËÔ. 3).

£ ÑÃÏÇÐÐÞØ ÒÑÎâØ, ÒÓÇÄÑÔØÑÆâÜËØ ÒÑÎÇ b1, ÓÂÆËÖÔ rc
ÐÂÚËÐÂÇÕ ÖÃÞÄÂÕß, Â 180�-ÐÂâ ÆÑÏÇÐÐÂâ ÔÕÇÐÍÂ Ä ÙÇÐÕÓÇ
ÔÎÑâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Ä ÆÄÇ ÒÑÚÕË 90�-ÐÞÇ ÑÃÏÇÐÐÞÇ
ÔÒËÓÂÎË ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ (ÍÓËÄÂâ 3 ÐÂ ÓËÔ. 3).

±ÓË àÕÑÏ ÔÇÓÇÆËÐÂ ÔÎÑâ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-×ÂÊÇ.
±Ñ ÏÇÓÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÒÑÎâ rc ÖÃÞÄÂÇÕ, ÓÂÊÏÇÓÐÞÇ
à××ÇÍÕÞ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË, Â ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÑÃ-
ÏÇÐÐÑÌ ÔÒËÓÂÎË ÄÃÎËÊË ÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÎÑâ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÆÓÖÅÑÌ. ©ÂÍÑÐÑÏÇÓÐÑÔÕË
àÕÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.

±ÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑÎâ Í ÊÐÂÚÇÐËá ÒÑÎâ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ
ÔÒËÐ-×ÎËÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ b2 rc ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Ë ÓÂÊÏÇÓÐÞÌ à××ÇÍÕ
ÔÐÑÄÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ.

¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÎÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ, ÒÓÑÄÇÆÈÐÐÑÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ
[19], ÔÒËÐ-×ÎËÒ-ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÔÎÑÇ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÑÌ
âÄÎâÇÕÔâ ×ÂÊÑÄÞÏ ÒÇÓÇØÑÆÑÏ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ Ë ÒÓÑËÔØÑ-
ÆËÕ Ä ÒÑÎÇ b �2 < b2 (ÓËÔ. 4).

±ÑÎÖÚÇÐÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÑÉÐÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑÄÂÕß
×ÑÓÏÖÎÑÌ

b �2 � b2

"
1ÿ 1
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�
4;5
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�2
#
: �28�
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²ËÔ. 3.¥ÑÏÇÐÐÞÇ ÔÕÇÐÍË Ä ÔÎÑÇ Ô ÚÈÕÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ
Ä ÒÑÎâØ bs < b < b1 (ÍÓËÄÂâ 1), b � b1 (ÍÓËÄÂâ 2), b > b1 (ÍÓËÄÂâ 3).
ªÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÖÅÎÂ ÓÂÊÄÑÓÑÕÂ ÄÇÍÕÑÓÂ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇ-
ÕËÊÏÂ ÑÕ ÐÑÏÇÓÂ ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË.
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¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÔÎÑâ Ô ÚÈÕÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÂÕÑÏÐÞØ
ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ "ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ë ÕÑÎÜËÐÂ
ÔÎÑâ" ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 5.

¯ÇÚÈÕÐÑÇ M. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÂÕÑÏÐÞÇ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÑÆÐÑÌ ÒÑÆÓÇÛÈÕÍÇ ÂÐÕË×ÇÓÓÑ-
ÏÂÅÐÇÕËÍÂ. ¢ÖÆÇÏ ËÔØÑÆËÕß ËÊ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÔÖÏÏÂÓÐÞÌ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ, Â ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ë
ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÞ
ÒÑ ÄÇÍÕÑÓÖ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2, Ä àÕÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË ÔÒËÐ-
×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÏ ÔÎÑÇ ÒÑÆÂÄÎÇÐ. ±ÑàÕÑÏÖ
Ä ÔÎÑÇ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÑÌ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ ÒÓË b �1 > b1, ÒÓËÚÈÏ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-
ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏ ÑÃÓÂÊÙÇ Ë Ä ÔÎÑÇ Ô ÚÈÕÐÞÏ
ÚËÔÎÑÏ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ, àÕÑÕ ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ
âÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓÇØÑÆÑÏ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ [19]. µÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕÇÌ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ Ô ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÒÑÎâ ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÑ, ÒÓËÚÈÏ ÏÂÍÔËÏÖÏ ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä
ÙÇÐÕÓÇ ÔÎÑâ (ÓËÔ. 6, 7).

²ÂÔÚÈÕÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß b �1 �M�, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÂâ ÐÂ ÓËÔ. 8,
ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

�b �1 �2 � b 2
1 �

�
4

M

�2

: �29�

±ÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÎÑâ Ô ÐÇÚÈÕÐÞÏ M ÒÓË b > b �1 ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ
ÕÂÍÑÄÑÏÖ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÚÈÕÐÑÅÑ M.

¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÔÎÑâ Ô ÐÇÚÈÕÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÂÕÑÏÐÞØ
ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 9.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ØÂÓÂÍÕÇÓ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÔÎÑÇ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÚÈÕÐÑÔÕßá ÚËÔÎÂ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ Ä
ÐÈÏ. ¦ÔÎË ÒÓË ÚÈÕÐÑÏ M ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ âÄÎâÇÕÔâ
×ÂÊÑÄÞÏ ÒÇÓÇØÑÆÑÏ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ Ë ÄÔÇÅÆÂ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä
ÒÑÎÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ, ÕÑ ÒÓË ÐÇÚÈÕ-
ÐÑÏ M ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ÒÑÎÇ, ÒÓÇÄÑÔØÑÆâÜÇÏ ÒÑÎÇ ÑÃÝÈÏ-
ÐÑÅÑ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ Ë ÊÂÄËÔâÜÇÏ ÑÕM.

³ÒËÐ-×ÎËÒ-ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÔÎÑÇ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÑÌ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ÒÑÎÇ, ÏÇÐßÛÇÏ ÒÑÎâ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ ÔÒËÐ-
×ÎËÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ.

1,95

1,97

b2

b�2

40 80M

²ËÔ. 4. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÑÎâ ÔÒËÐ-×ÎËÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ ÚËÔÎÂ ÂÕÑÏÐÞØ
ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ Ä ÔÎÑÇ.

bsb1 b� b2 b

32

l

1

²ËÔ. 5. ¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ "ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ë ÕÑÎÜËÐÂ ÔÎÑâ" ÆÎâ
ÔÎÑâ Ô ÚÈÕÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ: ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÂâ ÂÐÕË-
×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ ×ÂÊÂ (1), ÐÇÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÂâ ×ÂÊÂ (2), ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ
×ÂÊÂ (3). ³ÒÎÑÛÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÎËÐËâÏ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÑÄ.
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²ËÔ. 6. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÔÇÓÇÆËÐ-
ÐÑÌ ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÎÑÇ Ô
M � 21 ÒÓË a � 0;005.

10 20 j
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y2jÿ1

²ËÔ. 7. ¯ÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÐÇÚÈÕÐÞØ ÂÕÑÏÐÞØ
ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ Ä ÒÑÎÇ b � 0;2 ÆÎâ ÔÎÑâ ÔM � 41 ÒÓË a � 0;005.

b1

b�1

40 80
M

²ËÔ. 8. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÑÎâ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ ÚËÔÎÂ ÂÕÑÏÐÞØ
ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ Ä ÔÎÑÇ Ô ÐÇÚÈÕÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ.
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4. ±ÑÎÖÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÌ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍ
Ô ÐÇÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá

¯Â ÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÒÓË-
ÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÂÕÑÏÐÞÇ ÔÕÖÒÇÐË ÄÞÔÑÕÑÌ Ä ÑÆËÐ ÂÕÑÏÐÞÌ
ÔÎÑÌ. ±Ñ ÓÂÊÐÞÇ ÔÕÑÓÑÐÞ ÔÕÖÒÇÐË ÄÇÓØÐËÌ ÂÕÑÏÐÞÌ ÔÎÑÌ
ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÒÑÆÓÇÛÈÕÍÂÏ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇ-
ÕËÍÂ (ÓËÔ. 10). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÔâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÂÐÕË-
×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÓÂÊÃËÕÂ ÅÓÂÐËÙÂÏË ÔÕÖÒÇÐÇÌ ÐÂ ÑÃÎÂÔÕË
ÒÇÓÄÑÅÑ Ë ÄÕÑÓÑÅÑ ÕËÒÂ; ÕËÒ ÑÃÎÂÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÐÑÏÇÓÑÏ ÒÑÆÓÇÛÈÕÍË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ, Í ÍÑÕÑÓÑÌ
ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÄÇÓØÐËÌ ÂÕÑÏÐÞÌ ÔÎÑÌ.

¦ÔÎË ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÒÓÑÆÑÎßÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ ÔÕÖÒÇÐÇÌ R
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÇÎËÍ, ÕÑ ÒÓË ÒÓËÎÑÉÇÐËË ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÒÇÓÄÑÌ ÒÑÆÓÇÛÈÕÍË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÄÇÎËÚËÐÑÌ b, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÌ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ bs < b < b1,
ÏÂÅÐËÕÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÒÇÓÄÑÅÑ ÕËÒÂ ÑÔÕÂÐÇÕÔâ
ÐÇËÊÏÇÐÐÑÌ, Â Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÕËÒÂ ÒÓÑËÊÑÌÆÈÕ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß ÓÂÊÑÃßÈÕÔâ ÐÂ ÆÑÏÇÐÞ.

£ËÆ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ËÔÍÂÉÇÐËÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ØÂÓÂÍÕÇÓ-
ÐÑÌ ÛËÓËÐÑÌ ÔÕÖÒÇÐÇÌ R Ë ÓÂÆËÖÔÑÏ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ rc. ³ËÎßÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß rc ÑÕ b, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÔÕÓÇÏÎÇÐËÇ rc Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÒÓË b! b1,
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÎÑÉÐÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ
ËÔÍÂÉÇÐËÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ �b;R�,
ÍÑÕÑÓÂâ ÃÞÎÂ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ [20] ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ
ÕÇÕÓÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÑÃÝÈÏÐÑÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË ÔÒË-
ÐÑÄ, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÊÂÆÂÄÂÎÑÔß ÇÆËÐËÚÐÞÏ ÄÇÍÕÑ-

ÓÑÏ sn; i; j, ÒÓËÚÈÏ ËÐÆÇÍÔ n ÐÖÏÇÓÑÄÂÎ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÐÂÚËÐÂâ
Ô ÔÂÏÑÌ ÄÇÓØÐÇÌ ËÊ ËÏÇáÜËØÔâ Ä ÑÃÓÂÊÙÇ Ô ÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá, Â ËÐÆÇÍÔÞ i Ë j ÊÂÆÂÄÂÎË ÒÑÎÑÉÇÐËÇ
ÔÒËÐÑÄ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÅÆÇ ÑÐË ÑÃÓÂÊÑÄÞÄÂÎË ÒÓâÏÑÖÅÑÎß-
ÐÖá ÓÇÛÈÕÍÖ. £ÇÎËÚËÐÂ ÔÒËÐÂ ÔÚËÕÂÎÂÔß ÐÇËÊÏÇÐÐÑÌ Ë
ÄÍÎáÚÂÎÂÔß Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ.

¯ÂÓâÆÖ Ô ÅÇÌÊÇÐÃÇÓÅÑÄÔÍËÏ ÑÃÏÇÐÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÏ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇ-
ÆÇÌ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

Wex � jJ j
2

X
n; i; j; d

�sn; i; j; s�n; i; j��d� ; �30�

ÅÆÇ ËÐÆÇÍÔ d ÐÖÏÇÓÖÇÕ ÃÎËÉÂÌÛËØ Í ÆÂÐÐÑÏÖ ÔÒËÐÖ
ÔÑÔÇÆÇÌ, ÖÚËÕÞÄÂÎÂÔß àÐÇÓÅËâ ÑÆÐÑÑÔÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË Ä
ÄËÆÇ

WM � K?
X
n; i; j

�s zn; i; j�2 ÿ K
X
n; i; j

�s xn; i; j�2 ; �31�

ÅÆÇ ÑÔß z ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, Â ÑÔß x,
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÂâ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, âÄÎâÇÕÔâ ÎÈÅ-
ÍÑÌ ÑÔßá. ¬ÑÐÔÕÂÐÕÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË K?
ÄÄÇÆÇÐÂ ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÖÚÇÔÕß àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÖá ÐÇÄÞÅÑÆ-
ÐÑÔÕß ÔÑÔÕÑâÐËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÄÑÊÐËÍÂáÜËÌ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ ËÏÇÇÕ z-ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÖá
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ±ÓË K? > 0 ÔÒËÐÞ ÎÇÉÂÕ Ä ÂÕÑÏÐÞØ
ÒÎÑÔÍÑÔÕâØ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, Ë ËØ ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËÇ ÊÂÆÂÈÕÔâ ÖÅÎÑÏ yn; i; j, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÃÓÂÊÖÇÕ Ô ÎÈÅÍÑÌ ÑÔßá
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÔÒËÐÖ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ. ±ÓâÏÑÌ
ÖÚÈÕ ÆËÒÑÎß-ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÒËÐÑÄ Ë ÄÑÊ-
ÐËÍÂáÜËØ ÓÂÊÏÂÅÐËÚËÄÂáÜËØ ÒÑÎÇÌ ÔËÎßÐÑ ÖÔÎÑÉÐâÇÕ
ÊÂÆÂÚÖ Ë ÓÇÊÍÑ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕ ÄÓÇÏâ ÓÂÔÚÈÕÂ.

©ÇÇÏÂÐÑÄÔÍÂâ àÐÇÓÅËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

WZ � m
X
n; i; j

�sn; i; j; B0� : �32�

©ÆÇÔß ÖÚÕÇÐÑ, ÚÕÑ ÄÇÍÕÑÓ ÔÒËÐÂ ÂÐÕËÒÂÓÂÎÎÇÎÇÐ ÄÇÍÕÑÓÖ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÇÏÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ. ²ÂÄÐÑÄÇÔ-
ÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÒËÐÑÄ ÐÂØÑÆËÎÑÔß ÒÖÕÈÏ ÏÑÆÇÎËÓÑ-
ÄÂÐËâ ËØ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ­ÂÐ-
ÆÂÖ ë­Ë×ÛËÙÂ ë¤ËÎßÃÇÓÕÂ

�hSaf
d

dt
sn; i; j � �sn; i; j; Heff� � gHeff ; �33�

ÅÆÇ g ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÊÂÕÖØÂÐËâ, Saf ì ÄÇÎËÚËÐÂ ÔÒËÐÂ
ÂÕÑÏÂ,

H
p
eff � ÿ

qW
qs p

n; i; j

; �34�

p � x; y; z;WìÔÖÏÏÂÓÐÂâ àÐÇÓÅËâ,W �Wex�Wan�WZ.
£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÄÞÃËÓÂÎÑÔß ÎËÃÑ ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÇ

ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ ÏËÐËÏÖÏÖ
àÐÇÓÅËË Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ, ÎËÃÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ, ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÇ ÒÑÔÎÇ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-
ÒÇÓÇØÑÆÂ. ²ÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (33) ÐÂØÑÆËÎÑÔß
"ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ" ÏÇÕÑÆÑÏ ²ÖÐÅÇ ë¬ÖÕÕÂ ÚÇÕÄÈÓÕÑÅÑ ÒÑ-
ÓâÆÍÂ. ±ÓËØÑÆ Í ÓÂÄÐÑÄÇÔËá ÍÑÐÕÓÑÎËÓÑÄÂÎÔâ ÒÑ ÒÑÄÇ-
ÆÇÐËá ÔÖÏÏÂÓÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ.

®ÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ ÒÓÑÄÑÆËÎÑÔß ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
ÍÓÂâ ÔÕÖÒÇÐÇÌ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞ ÑÔË y ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÔËÔ-

l

1 2

b1 b� b2 b

3

²ËÔ. 9. ¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ "ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ë ÕÑÎÜËÐÂ ÔÎÑâ" ÆÎâ
ÔÎÑâ Ô ÐÇÚÈÕÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ: ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÂâ ÂÐÕË-
×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ ×ÂÊÂ (1), ÐÇÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÂâ ×ÂÊÂ (2), ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ
×ÂÊÂ (3). ³ÒÎÑÛÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÎËÐËâÏ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÑÄ.

²ËÔ. 10. ¡ÕÑÏÐÂâ ÔÕÖÒÇÐß ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ.
³ÕÓÇÎÍÂÏË ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÔÒËÐÑÄ ÂÕÑÏÑÄ.
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ÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Õ.Ç. ÓÇÛÂÎÂÔß ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ô
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏË ÒÑ x ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË. ¿ÕÑ ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐËÇ ÐÇ ÔÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÐÂ ÑÃÜÐÑÔÕË ÒÑÎÖ-
ÚÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÒÑÍÂ-
ÊÂÎË, ÚÕÑ ÍÑÅÆÂ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ ÔÕÖÒÇÐÇÌ R ÐÂÏÐÑÅÑ
ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ rc, Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÕËÒÂ, ÅÆÇ Ä
ÔÎÂÃÞØ ÒÑÎâØ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÔÎÑâ
ÂÕÑÏÑÄ ÂÐÕËÒÂÓÂÎÎÇÎÇÐ ÄÐÇÛÐÇÏÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá, Ä
ÒÑÎÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ ÄÃÎËÊË ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ 180�-ÐÂâ ÑÃÏÇÐÐÂâ ÔÒËÓÂÎß (ÓËÔ. 11).

±Ñ ÏÇÓÇ ÖÏÇÐßÛÇÐËâ R, ÐÑ ÒÓË R > rs, ÒÑÎÇ ÔÒËÐ-
×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÄÕÑÓÑÅÑ ÕËÒÂ
ÔÏÇÜÂÇÕÔâ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÃÑÎÇÇ ÔËÎßÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ
(ÓËÔ. 12). ±ÓË R < rs ÆÑÏÇÐÐÂâ ÔÕÇÐÍÂ Ä ÑÕÆÇÎßÐÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË ÄÑÑÃÜÇ ÐÇ ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ.

±ÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ Í ÕÑÚÍÇ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ
ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ b1 rc !1, ÒÑàÕÑÏÖ ÆÂÉÇ Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÆÑÏÇÐÐÑÌ ×ÂÊÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇR > rc ÐÂÓÖ-
ÛÂÇÕÔâ ÒÓË ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ¥Îâ ÑÃÎÂÔÕË
ÒÑÎÇÌ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ rc 4R, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÂâ ÊÂÆÂÚÂ, ÍÂÍ
ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [20], ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÊÂÆÂÚÇ ÑÃ ËÔÍÂÉÇÐËâØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÂ ÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÌ ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ
ÆÄÖÔÎÑÌÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍ ë ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇ-
ÕËÍ [21, 22], ÇÔÎË ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍ
âÄÎâÇÕÔâ ÂÃÔÑÎáÕÐÑ ÉÈÔÕÍËÏ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÏ ËÔÍÂÉÇÐËâÏ, Â ÏÇÉÔÎÑÌÐÞÌ ÑÃÏÇÐ ÊÂÏÇÐËÕß ÏÂÅ-
ÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ b.

¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÓÂÔÚÈÕ, ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÂÐÕË-
×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ ÊÂØÄÂÕÞÄÂáÜËÇ ÑÃÎÂÔÕß
jzj < R ÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÔÒËÐÑÄÞÇ ÄËØÓË, ÅÓÂÐËÙÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÐÂ

ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÍÓÂâÏË
ÂÕÑÏÐÞØ ÔÕÖÒÇÐÇÌ. ±ÓËÚÈÏ, ÐÂÓâÆÖ Ô ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏ
ÓÂÊÏÇÓÑÏ R, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÄÕÑÓÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ d0
ì ÛËÓËÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÄÃÎËÊË ÂÕÑÏÐÑÌ
ÔÕÖÒÇÐË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ yn; i; j ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ
ÔÄÑÇÅÑ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ (ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ 0 Ë p ÒÑ
ÓÂÊÐÞÇ ÔÕÑÓÑÐÞ ÔÕÖÒÇÐË).

°ÙÇÐËÏ d0 Ä ÔÎÖÚÂÇ R4 d0 ËÔØÑÆâ ËÊ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ
ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ. ´ÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÛËÓËÐÑÌ d0
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕß ÄÇÓØÐÇÅÑ ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÔÎÑâ ÐÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÄÇÆÈÕ Í ÒÓÑËÅÓÞÛÖ Ä
ÊÇÇÏÂÐÑÄÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË (ÊÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ Ä ÇÆËÐËÙÂØ ~zjJ j)
ÒÑÓâÆÍÂ bd0=S0 ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÆÎËÐÞ ÂÕÑÏÐÑÌ ÔÕÖÒÇÐË, ÅÆÇ
S0 ì ÒÎÑÜÂÆß ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÌ âÚÇÌÍË Ä ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË. ±ÓÑËÅÓÞÛ Ä àÐÇÓÅËË ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË ad0=S0 ÒÓÇÐÇÃÓÇ-
ÉËÏÑ ÏÂÎ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÒÓÑËÅÓÞÛÇÏ Ä ÊÇÇÏÂÐÑÄÔÍÑÌ
àÐÇÓÅËË.

£ ÑÃÎÂÔÕË d0 < r < R, ÅÆÇ rìÍÓÂÕÚÂÌÛÇÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ
ÑÕ ÕÑÚÍË ÆÑ ÍÓÂâ ÔÕÖÒÇÐË ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅ-
ÐÇÕËÍÂ, jHyj ÑÃÓÂÕÐÑ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ r. £ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË
ÄÍÎÂÆ ËÔÍÂÉÇÐËÌ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
ÒÑÓâÆÍÂ Ä ÑÃÏÇÐÐÖá àÐÇÓÅËá ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ Ä ÓÂÔÚÈÕÇ ÐÂ
ÇÆËÐËÙÖ ÆÎËÐÞ ÂÕÑÏÐÑÌ ÔÕÖÒÇÐË ÄÇÎËÚËÐÖ ÒÑÓâÆÍÂ
bÿ1y ln �R=d0�, ÅÆÇ by ì ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÌ
ÓÇÛÈÕÍË ÄÆÑÎß ÍÓÂâ ÂÕÑÏÐÑÌ ÔÕÖÒÇÐË [21, 22]. ®ËÐËÏË-
ÊËÓÖâ ÔÖÏÏÂÓÐÖá àÐÇÓÅËá ÒÑ d0, ÐÂØÑÆËÏ d0 � bx=b (ÅÆÇ
bx ìÒÂÓÂÏÇÕÓ ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÌ ÓÇÛÈÕÍË ÄÆÑÎß ÑÔË x), Ë Ä
ÑÃÎÂÔÕË b � b1 ÄÇÎËÚËÐÂ d0 � rs.

£ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, R5 d0, ÓÂÊÄÑÓÑÕ ÐÂÏÂÅ-
ÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÐÇ ÖÔÒÇÄÂÇÕ ÒÓÑËÊÑÌÕË. ¿ÕÑ ÑÃÎÂÔÕß ÔÎÂÃÞØ
ËÔÍÂÉÇÐËÌ.

¬ÂÍ ÖÉÇ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß, ÔÕÖÒÇÐË ÓÂÊÃËÄÂáÕ ÄÔá ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÐÂ ÑÃÎÂÔÕË ÆÄÖØ ÕËÒÑÄ Ô
ÔÖÏÏÂÓÐÞÏË ÒÎÑÜÂÆâÏË s1 Ë s2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¦ÔÎË
ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ y Ä ÑÃÎÂÔÕË R5 jzj5 rc ÓÂÄÐÑ c, ÕÑ Ä
ÄËØÓÇ, ÊÂÐËÏÂáÜÇÏ ÑÃÎÂÔÕß ÒÇÓÄÑÅÑ ÕËÒÂ, ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ËÊÏÇÐÇÐËÇ y ÑÕ ÐÖÎâ ÆÑ c, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ Ö ÄËØÓÇÌ Ä
ÑÃÎÂÔÕâØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÕËÒÂ y ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ c ÆÑ p.

³ÖÏÏÂÓÐÖá àÐÇÓÅËá ÄËØÓÇÌ, ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÕÂÍÑÄÑÌ Ä
ÏÑÆÇÎË "ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÃÎËÊÑÔÕË" ³ÎÑÐÚÇÄÔÍÑÅÑ [23], ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

W � C1c
2 � C2�pÿ c�2 ; �35�

ÅÆÇ

Ck � sk
R
: �36�

£ ÔÎÖÚÂÇ s1 � s2 ÏËÐËÏÖÏÖ àÐÇÓÅËË ÄËØÓÇÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
c � p=2.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÖÏÇÐßÛÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÄËØÓÇÌ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ 90�-ÐÑÌ ÑÃÏÇÐÐÑÌ ÔÒËÓÂÎË
ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ (ÓËÔ. 13). ³
ÒÑâÄÎÇÐËÇÏ ÔÒËÓÂÎË ÔÄâÊÂÐÂ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÂâ àÐÇÓÅËâ w:

w �
�����������������
b 2
1 ÿ b 2

q
; �37�

ÍÑÕÑÓÂâ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓË b! b1. £ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇ-
ÏÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÎÇÌ Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ d0 5R5 rc, ÄÞËÅÓÞÛ
Ä àÐÇÓÅËË ÄËØÓÇÌ ÐÂÏÐÑÅÑ ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ ÒÓÑËÅÓÞÛ Ä
àÐÇÓÅËË ÊÂ ÔÚÈÕ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÑÃÏÇÐÐÑÌ ÔÒËÓÂÎË.

±ÓË rs 5R ÒÇÓÇØÑÆ ËÊ ÆÑÏÇÐÐÑÌ ×ÂÊÞ Ä ÄËØÓÇÄÖá
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ Ä ÒÑÎÇ bR, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ

B0

²ËÔ. 11. °ÃÏÇÐÐÂâ ÔÒËÓÂÎß Ä ÑÃÎÂÔÕË ÄÕÑÓÑÅÑ ÕËÒÂ. ³ÒÎÑÛÐÞÇ
ÔÕÓÇÎÍË ÖÍÂÊÞÄÂáÕ ÎÑÍÂÎßÐÑÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÂ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅ-
ÐÇÕËÊÏÂ, ÄÓÂÜÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ºÕÓËØÑÄÂâ ÔÕÓÇÎÍÂ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

1,6
rs=R

1,4

1,2

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0
0,28 0,30 0,32 0,34 0,36 0,38 0,40 0,42

b

3

2

1

²ËÔ. 12. ¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ "ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ëÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÔÕß" Ä
ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÎÇÌ b4b1 Ä ÔÎÖÚÂÇ a � 0;04. ³ÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ì ÎËÐËâ
×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ ËÊ ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÌ ×ÂÊÞ Ä ÐÇÍÑÎÎË-
ÐÇÂÓÐÖá.°ÃÑÊÐÂÚÇÐÞÑÃÎÂÔÕË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÆÑÏÇÐÑÄ (1), ÄËØÓÇÌ (2)
Ë ÔÎÂÃÞØ ËÔÍÂÉÇÐËÌ (3).
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rc�bR� � R, Õ.Ç. ÒÓË

tR � 1ÿ bR
b1
� r 2s

R 2
: �38�

¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ "ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ëÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÔÕß"
ÆÎâ b < b1 ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 12.

±ÓË R5 rs ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ËÊ ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÔÓÂÊÖ Ä ×ÂÊÖ ÔÑ ÔÎÂÃÞÏË ËÔÍÂÉÇ-
ÐËâÏË.

¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ Ä ÓÂÏÍÂØ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ
ÏÑÆÇÎË, ÒÇÓÇØÑÆ ËÊ ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÌ ×ÂÊÞ Ä ×ÂÊÖ ÔÑ
ÔÎÂÃÞÏË ËÔÍÂÉÇÐËâÏË Ë 90�-ÐÑÌ ÑÃÏÇÐÐÑÌ ÔÒËÓÂÎßá
âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏ ×ÂÊÑÄÞÏ ÒÇÓÇØÑÆÑÏ ÒÇÓÄÑÅÑ
ÓÑÆÂ, ÒÓÑËÔØÑÆâÜËÏ Ä ÒÑÎÇ ~bR, ÄÇÎËÚËÐÖ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß ËÔØÑÆâ ËÊ ÒÓÑÔÕÞØ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ ÔÑÑÃ-
ÓÂÉÇÐËÌ [20]:

~tR � 1ÿ
~bR
b1
�
�
R

rs

�2

5 1 : �39�

£ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÎÇÌ b > b1, ÍÑÅÆÂ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ Ä
ÑÃÝÈÏÇ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÖÉÇ ÒÓÑËÊÑÛÈÎ, ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ËÔÍÂÉÇÐËÌ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÑÆËÐÂÍÑÄÑ ÒÓË
ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËâØ R. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ rc !1 ÒÓË b! b1 � 0,
ÄÃÎËÊË ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÎâ b1 ÔËÔÕÇÏÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÄËØÓÇÄÑÌ
×ÂÊÇ ËÎË ×ÂÊÇ ÔÎÂÃÞØ ËÔÍÂÉÇÐËÌ, Â ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ
ËÔÍÂÉÇÐËâ ÒÓÑÐËÍÂáÕ ÄÐÖÕÓß ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÐÂ
ÅÎÖÃËÐÖ ÒÑÓâÆÍÂ R. ±ÓË àÕÑÏ Ä ÔÎÖÚÂÇ s2 � s1 Ä ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÑÃ-
ÏÇÐÐÂâ ÔÒËÓÂÎß ËÔÚÇÊÂÇÕ.

±Ñ ÏÇÓÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÒÑÎâ rc ÖÃÞÄÂÇÕ ÔÑÅÎÂÔÐÑ
×ÑÓÏÖÎÇ (21), Â d0 ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÍÂÍ bÿ1. ±ÓË b5 1, ÐÇ
ÔÎËÛÍÑÏ ÃÎËÊÍËØ Í ÊÐÂÚÇÐËá ÒÑÎâ ÔØÎÑÒÞÄÂÐËâ ÒÑÆÓÇ-
ÛÈÕÑÍ b2, rc Ë d0 âÄÎâáÕÔâ ÄÇÎËÚËÐÂÏË ÑÆÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ,
ÔÓÂÄÐËÏÞÏË Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË.

£ ÒÑÎÇ b 0R, ÅÆÇ rc�b 0R� � R4 d0�b 0R�, ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÎÂÄ-
ÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ Í ÆÑÏÇÐÐÑÌ ×ÂÊÇ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÆÄÖØ
ÕËÒÑÄ ÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÒÑÚÕË 90�-ÐÞÇ ÑÃÏÇÐÐÞÇ ÔÒËÓÂÎË Ô
ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÄÓÂÜÇÐËâ ÂÐÕË×ÇÓÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ (ÑÕ y � 0 ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÆÑ y � 90� Ä ÑÃÝÈÏÇ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÇÓÄÑÅÑ ÕËÒÂ Ë ÑÕ y � 180�

ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÆÑ y � 90� Ä ÑÃÝÈÏÇ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÄÕÑÓÑÅÑ
ÕËÒÂ). ¥Îâ b 0R ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÙÇÐÍÖ

t 0R �
b 0R
b1
ÿ 1 � r 2s

R 2
: �40�

³ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÒÑÎâ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕß ÄÇÓØÐÇÅÑ ÔÎÑâ
ÂÕÑÏÑÄ ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ, ÑÕÍÎÑÐââÔß ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ

ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÒÓËÃÎËÉÂâÔß Í ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÐÂÏÂÅ-
ÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÒÑÆÓÇÛÈÕÍË Ä ÑÃÝÈÏÇ.
µÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ Ä ÑÃÏÇÐÐÑÌ ÔÒËÓÂÎË ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ, Â ÇÈ
ÕÑÎÜËÐÂ ÖÃÞÄÂÇÕ ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÒÑÎâ ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ b � � b2=

���
2
p

.
±ÓË b2 > b > b � ÒÑÄÑÓÑÕ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ

ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÓÂÊÐÑÅÑ ÕËÒÂ, Ä ÑÕÎËÚËÇ
ÑÕ ÕÂÍÑÄÑÅÑ Ä ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÒÑÎÇÌ b1 < b < b �, ËÏÇÇÕ ÑÆËÐ
ÊÐÂÍ, ÒÑàÕÑÏÖ ÓÂÊÎËÚËÇ ÏÇÉÆÖ ÑÃÎÂÔÕâÏË ÐËÄÇÎËÓÖÇÕÔâ
Ë ÆÂÎßÐÇÌÛÂâ àÄÑÎáÙËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ËÔÍÂÉÇÐËÌ ÂÐÂ-
ÎÑÅËÚÐÂ àÄÑÎáÙËË ÕÂÍËØ ËÔÍÂÉÇÐËÌ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÅÎÂÆÍÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ËÊÖÚÇÐÐÑÏ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.

¦ÔÎË ÉÇ R < d0�b�, ÕÑ ÐÂÃÎáÆÂáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÔÎÂÃÞÇ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ËÔÍÂÉÇÐËâ. ¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ Ä ÑÃÎÂ-
ÔÕË ÒÑÎÇÌ b2 > b > b1 ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 14.

°ÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÕÇÒÇÓß ÐÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÑÅÑ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐËâ àÕËØ ËÔÍÂÉÇÐËÌ. ±ÑÎÑÉÇÐËÇ
ÍÓÂÈÄ ÂÕÑÏÐÞØ ÔÕÖÒÇÐÇÌ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅ-
ÐÇÕËÍÂ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇÏÇÉÆÖ ÐËÏËÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÐÂÌÆÇÐÞ ÏÇÕÑÆÑÏ ÂÕÑÏÐÑ-ÔËÎÑÄÑÌ ÏËÍÓÑÔÍÑÒËË. ¬
ÔÑÉÂÎÇÐËá, ÒÓË ÒÓÑÄÇÆÇÐËË àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓ R,
ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÑÔÕÂÈÕÔâ Ä ÕÇÐË, Â ËÔÔÎÇÆÖÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ
ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÑÕ ÇÈ ÔÓÇÆ-
ÐÇÅÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ. ¬ÑÔÄÇÐÐÞÇ ÑÙÇÐÍË ÆÂáÕ ÆÎâ R ÄÇÎËÚËÐÖ
ÒÑÓâÆÍÂ ÑÕ 1 ÐÏ ÆÑ 10 ÐÏ. ³ÑÄÇÓÛÇÐÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÕÇØÐÑÎÑ-
ÅËÌ ÓÑÔÕÂ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ Ë ÐÂÐÑÔÎÑÈÄ ÄÇÆÈÕ Í ÖÏÇÐßÛÇÐËá
ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÂÕÑÏÐÞØ ÔÕÖÒÇÐÇÌ Ë ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËá R. £
ÔÎÂÃÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎâØ Ä ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÌ ×ÂÊÇ ÒÑ ÓÂÊ-
ÐÞÇ ÔÕÑÓÑÐÞ ÂÕÑÏÐÑÌ ÔÕÖÒÇÐË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐ-
ÐÑÔÕÇÌ ÄÇÓØÐÇÌ ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞ,
ÚÕÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÑ ÏÇÕÑÆÂÏË ÏÂÅÐËÕÐÑÌ
ÏËÍÓÑÔÍÑÒËË. £ ÆÑÏÇÐÐÑÌ ×ÂÊÇ ÑÓËÇÐÕÂÙËâ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐ-
ÐÑÔÕË ÄÇÓØÐÇÅÑ ÔÎÑâ ÂÕÑÏÑÄ ÑÆËÐÂÍÑÄÂ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÑÃÑËØ
ÕËÒÑÄ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-
ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÕËÒÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÑ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ. ®ÇÕÑÆÂÏË ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÏËÍÓÑÔÍÑÒËË
ÏÑÉÐÑ ËÆÇÐÕË×ËÙËÓÑÄÂÕß ÅÓÂÐËÙÞ ÏÇÉÆÖ ÑÃÎÂÔÕâÏË Ë
ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÑÐË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÍÓÂâÏË ÂÕÑÏÐÞØ
ÔÕÖÒÇÐÇÌ. ¯Â ÅÓÂÐËÙÇ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÑÓËÇÐÕÂÙËâ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐ-
ÐÑÔÕË ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÔÄÑÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÑÃÎÂÔÕË (Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä ÙÇÐÕÓÇ ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÑÐÂ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖ-
ÎâÓÐÂ ÎÈÅÍÑÌ ÑÔË). ºËÓËÐÂ ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË d0, Ä
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË, ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ 10 ë
100 ÐÏ Ë ÒÓË b4b1 ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÒÑ ÒÑÓâÆÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ Ô
ÛËÓËÐÑÌ ÆÑÏÇÐÐÑÌ ÔÕÇÐÍË Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ.

¶ÂÊÖ ÔÑ ÔÎÂÃÞÏË ËÔÍÂÉÇÐËâÏË ÎÇÅÍÑ ËÆÇÐÕË×ËÙËÓÑ-
ÄÂÕß ÒÑ ÑÕÍÎÑÐÇÐËá ÔÓÇÆÐÇÌ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÒÑÄÇÓØ-

B0

²ËÔ. 13. ³ÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÔÒËÐÑÄÞÇ ÄËØÓË Ë 90�-ÐÂâ ÑÃÏÇÐÐÂâ ÔÒËÓÂÎß.
°ÃÎÂÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÔÒËÓÂÎË ÄÞÆÇÎÇÐÂ ÕÈÏÐÞÏ ÙÄÇÕÑÏ. ³ÒÎÑÛ-
ÐÞÇ ÔÕÓÇÎÍË ÖÍÂÊÞÄÂáÕ ÎÑÍÂÎßÐÑÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÂ ÂÐÕË×ÇÓÓÑ-
ÏÂÅÐÇÕËÊÏÂ, ÄÓÂÜÂáÜÇÅÑÔâ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË. ºÕÓËØÑÄÂâ ÔÕÓÇÎÍÂ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

b1

1

rs=R

1 b

3

1

2

²ËÔ. 14. ¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ "ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ëÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÔÕß" Ä
ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÎÇÌ b > b1. °ÃÑÊÐÂÚÇÐÞ ÑÃÎÂÔÕË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÔÎÂÃÞØ
ËÔÍÂÉÇÐËÌ (1), ÄËØÓÇÌ (2) Ë ÆÑÏÇÐÑÄ (3).
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ÐÑÔÕÐÑÅÑ ÔÎÑâ ÂÕÑÏÑÄ ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë
ÑÔË ÎÈÅÍÑÅÑ ÐÂÏÂÅÐËÚËÄÂÐËâ. £ ÒÑÎâØ b > b1 ÏÑÉÐÑ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÕß ÒÇÓÇØÑÆ ËÊ ×ÂÊÞ ÔÑ ÔÎÂ-
ÃÞÏË ËÔÍÂÉÇÐËâÏË Ä ÄËØÓÇÄÖá ËÎË ÆÑÏÇÐÐÖá ×ÂÊÖ.

5. ³ÎÑÌ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ
Ô ÐÇÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÞÏË
ÛÇÓÑØÑÄÂÕÞÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏË

¡ÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÔÎÑË ÐÂÐÑÏÇÕÓÑÄÑÌ ÕÑÎÜËÐÞ
ÐÂØÑÆâÕ ÛËÓÑÍÑÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ Ä ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÏÂÅÐËÕÑ-
àÎÇÍÕÓÑÐËÍÇ. ±ÑàÕÑÏÖ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÐÇÔÑÏÐÇÐÐÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ.

¡ÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÔÎÑÌ ÏÑÉÐÑ ÏÞÔÎÇÐÐÑ ÓÂÊ-
ÃËÕß ÐÂ ÑÃÎÂÔÕË, ÅÓÂÐËÙÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÎÑâ. ±ÎÑÔÍÑÔÕß ÅÓÂÐËÙÞ ÒÓÑØÑÆËÕ ÚÇÓÇÊ
ÍÓÂÌ ÂÕÑÏÐÑÌ ÔÕÖÒÇÐË ÐÂ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÔÎÑâ.
±ÑÄÇÆÇÐËÇ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË Ä ÍÂÉÆÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÚËÔÎÑÏ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËØ
ÍÂÉÆÑÌ ËÊ ÆÄÖØ ÒÑÆÓÇÛÈÕÑÍ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ. £ÐÖÕ-
ÓË ÑÃÎÂÔÕË àÕÑ ÚËÔÎÑ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÐÇËÊÏÇÐÐÞÏ. ´ËÒ ÑÃÎÂÔÕË
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÑÏÃËÐÂÙËÇÌ ÆÄÖØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ: ÚÈÕÐÑÔÕßá
(ËÎË ÐÇÚÈÕÐÑÔÕßá) ÚËÔÎÂ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ (¦ (even)ì
ÚÈÕÐÑÇ, ° (odd) ì ÐÇÚÈÕÐÑÇ) Ë ÐÑÏÇÓÑÏ ÒÑÆÓÇÛÈÕÍË
ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ, ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÄÇÓØÐââ
ÂÕÑÏÐÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß (¡ ËÎË B). £ÔÇÅÑ ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÚÇÕÞÓÇ
ÍÑÏÃËÐÂÙËË Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÚÇÕÞÓÇ ÕËÒÂ ÑÃÎÂÔÕÇÌ
(E¡, EB, O¡ Ë OB).

¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÑâ Ô ÅÎÂÆÍËÏË
ÅÓÂÐËÙÂÏË ØÂÓÂÍÕÇÓ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÚÈÕÐÑÔÕË ÚËÔÎÂ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ:
� Ä ÔÎÑÇ Ô ÚÈÕÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ ÔÒËÐ-

×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ÒÑÎÇ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÑÅÑ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô ÆÑÏÇÐÐÑÌ ÔÕÇÐÍÑÌ, ÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÐÐÑÌ Ä ÔÇÓÇ-
ÆËÐÇ ÔÎÑâ;
� Ä ÔÎÑÇ Ô ÐÇÚÈÕÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ ÔÒËÐ-

×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÒÑÎÇ, ÒÓÇÄÞ-
ÛÂáÜÇÏ ÒÑÎÇ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ Ë ÊÂÄËÔâ-
ÜÇÏ ÑÕ ÕÑÎÜËÐÞ ÔÎÑâ.

¦ÔÎË ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÕÖÒÇÐâÏË R
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÇÎËÍÑ, ÕÑ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÞÌ ÔÎÑÌ ÓÂÊÃËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÆÑÏÇÐÞ, ÅÓÂÐËÙÞ ÍÑÕÑÓÞØ
ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÅÓÂÐËÙÂÏË ÑÃÎÂÔÕÇÌ, Õ.Ç. âÄÎâáÕÔâ ÒÇÓÒÇÐ-
ÆËÍÖÎâÓÐÞÏË ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÎÑâ Ë ÒÇÓÇÔÇÍÂáÕ ÍÓÂÌ ÂÕÑÏ-
ÐÑÌ ÔÕÖÒÇÐË ÐÂ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÇÅÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ. ±ÑÄÇÆÇÐËÇ
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË Ä ÍÂÉÆÑÏ ÆÑÏÇÐÇ ÆËÍÕÖÇÕÔâ ÕËÒÑÏ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÑÃÎÂÔÕË.

·ÂÓÂÍÕÇÓ ËÔÍÂÉÇÐËÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÑ ÄÔÈÏ
ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ Ë ÊÐÂÚÇÐËÌ R Ä
ÓÂÏÍÂØ ÏÑÆÇÎË, ÑÒËÔÂÐÐÑÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4, ÃÞÎ ËÊÖÚÇÐ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [24].

£ÞÃËÓÂÎÔâ ÔÎÑÌ, ÄÞÓÇÊÂÐÐÞÌ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÐÂ-
ÒÓÂÄÎÇÐËá �100� ÕÇÕÓÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÑÃÝÈÏÐÑÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÌ ÓÇÛÈÕÍË. ±ÑÄÇÆÇÐËÇ ÕÑÐÍËØ �a5 rs� Ë ÕÑÎÔÕÞØ
�a4 rs� ÔÎÑÈÄ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ
b4b1 ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÂÎÑÔß. ±ÑàÕÑÏÖ ÑÒËÛÇÏ àÕË
ÔÎÖÚÂË ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ.

5.1. ´ÑÐÍËÌ ÔÎÑÌ
5.1.1. R4 rs. ªÊÖÚËÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÒËÐÑÄ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ
ÄÔÇØ ÕËÒÑÄ, ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÓÂÊÏÇÓ ÑÃÎÂÔÕËR ÒÓÇÄÑÔØÑ-
ÆËÕ ÆÓÖÅËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÆÎËÐÞ ÊÂÆÂÚË.

°ÃÎÂÔÕË °¡ Ë °£ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ,
ÓÂÄÐÞÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÏÑÏÇÐÕÖ ÑÆÐÑÌ ÐÇÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÌ ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ±ÑàÕÑÏÖ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ
ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË °¡ ÃÖÆÇÕ ÒÓÑËÔØÑÆËÕß Ä ÒÑÎÇ b �1
(ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÖ (29)). £ ÔÎÖÚÂÇ ÕÑÐÍÑÅÑ ÔÎÑâ (29) ÒÓËÑÃÓÇ-
ÕÂÇÕ ÄËÆ

b �1 �
4

M
� 4bsrs

a
4 b1 : �41�

£ ÑÃÎÂÔÕË OB ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÒÓË ÄÍÎáÚÇÐËË
ÒÑÎâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÒÓÑÕËÄ ÐÇÅÑ. £ ÔÎÑÇ ÕËÒÂ OB Ô ÅÎÂÆÍËÏË
ÅÓÂÐËÙÂÏË ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ ÂÐÕË×ÇÓÓÑ-
ÏÂÅÐÇÕËÊÏÂ ÐÂ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ÔÍÑÎß
ÖÅÑÆÐÑ ÔÎÂÃÑÏ ÒÑÎÇ. ±ÑàÕÑÏÖ ÕÂÍÂâ ËÔØÑÆÐÂâ ÑÓËÇÐÕÂ-
ÙËâ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÐÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÂÔß. £ ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÎÂÔÕË Ô
ÍÑÐÇÚÐÞÏË ÓÂÊÏÇÓÂÏË ÒÇÓÇÑÓËÇÐÕÂÙËâ ÄÇÍÕÑÓÂ ÂÐÕË×ÇÓ-
ÓÑÏÂÅÐÇÕËÊÏÂ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ ÊÂÏÇÐÑÌ ÕËÒÂ ÑÃÎÂÔÕËOB
ÕËÒÑÏ O¡ Ë ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇÏ ÒÑ ÇÈ ÒÇÓËÏÇÕÓÖ 180�-ÐÑÌ
ÆÑÏÇÐÐÑÌ ÔÕÇÐÍË, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÎÑâ.

·ÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÒÑÎÇ àÕÑÅÑ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÏÑÉÐÑ
ÐÂÌÕË, ÒÓËÓÂÄÐËÄÂâ ÄÞËÅÓÞÛ Ä ÊÇÇÏÂÐÑÄÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË Í
àÐÇÓÅËË ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÌ ÆÑÏÇÐÐÑÌ ÔÕÇÐÍË. £ÞËÅÓÞÛ Ä
ÊÇÇÏÂÐÑÄÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÄÇÎËÚËÐÖ ÒÑÓâÆÍÂ b ÐÂ
ÑÆÐÖ âÚÇÌÍÖ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÎÑâ (ÊÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ àÐÇÓÅËâ ÆÂÐÂ
Ä ÇÆËÐËÙÂØ ~zjJ j). ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÆÑÏÇÐÐÑÌ
ÔÕÇÐÍË Ä ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÇ ÒÑÓâÆÍÂ

���
a
p

Ä ÓÂÔÚÈÕÇ ÐÂ
ÒÎÑÜÂÆß àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑÌ âÚÇÌÍË, Â ÕÑÎÜËÐÂ ÔÕÇÐÍË
ÒÑÓâÆÍÂ rs. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕË ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÔÎÑâ � R 2, Â ÒÎÑÜÂÆß ÆÑÏÇÐÐÑÌ ÔÕÇÐÍË � Ra, ÕÑ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ÒÇÓÇÑÓËÇÐÕÂÙËË

breor �
a
���
a
p
R
� a

R
b1 5b1 : �42�

¬ÂÍ ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐËÉÇ, ÄÑÊÐËÍÂáÜÂâ ÆÑÏÇÐÐÂâ
ÔÕÇÐÍÂ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÒÑÎÐÑÔÕßá ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË Ô
ÚÈÕÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐËÇ ÆÑÏÇÐÐÑÌ ÔÕÇÐÍË Ä ÕÂÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂ-
ÇÕÔâ ÊÂÏÇÕÐÞÏ ÒÑÐËÉÇÐËÇÏ ÊÇÇÏÂÐÑÄÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË.

¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÆÑÏÇÐÐÞØ ÔÕÇÐÑÍ, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞØ
ÔÎÑá, ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ.

±ÓÑËÊÄÇÆÈÏ ÊÂÏÇÐÖ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ~y2nÿ1; i; j � y2nÿ1; i; j,
y2n; i; j � p� ~y2n; i; j. £ ÒÑÎâØ, ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛËØ ÒÑÎâ ÔÒËÐ-
×ÎËÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ b2,��~y1�x; y; z� ÿ ~y2�x; y; z�

��5 1 ; �43�

ÅÆÇ ~y1�x; y; z� Ë ~y2�x; y; z� ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÔÒËÐÑÄ,
ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËØ ÒÇÓÄÑÌ Ë ÄÕÑÓÑÌ ÒÑÆÓÇÛÈÕÍÂÏ ÂÐÕË-
×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

®ËÐËÏËÊËÓÖâ ÔÖÏÏÂÓÐÖá àÐÇÓÅËáW ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ
~yn; i; j Ë ÒÇÓÇØÑÆâ Í ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá Ä
ÒÑÎÖÚËÄÛËØÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ, ÐÂØÑÆËÏ Ô ÖÚÈÕÑÏ (43) Ä
ÑÃÝÈÏÇ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ:

~y2 ÿ ~y1 � 1

8
D~y2 � a sin 2~y1 � b sin ~y1 ;

�44�
~y1 ÿ ~y2 � 1

8
D~y1 � a sin 2~y2 ÿ b sin ~y2 ;

ÅÆÇ D ì ÕÓÈØÏÇÓÐÞÌ ÎÂÒÎÂÔËÂÐ Ä ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ x � x=bx, Z � y=by, z � z=bz, bz � by ì ÓÂÊÏÇÓ
ÕÇÕÓÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ âÚÇÌÍË ÍÓËÔÕÂÎÎÂ ÄÆÑÎß ÑÔË z.
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£ÄÑÆâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ

y �
~y1 � ~y2

2
; j � ~y2 ÿ ~y1 5 1 ;

ÐÂØÑÆËÏ, ÔÍÎÂÆÞÄÂâ Ë ÄÞÚËÕÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (44):

1

8
Dy � a sin 2yÿ 1

2
bj cos y ; �45�

j� 1

16
Dj � b sin y : �46�

£ (45) Ë (46) ÏÞ ÖÚÎË, ÚÕÑ a;j5 1 Ë ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÎË
ÔÎÂÅÂÇÏÞÏË, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÏË ÄÕÑÓÖá Ë ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍËÇ
ÔÕÇÒÇÐË àÕËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ.

¬ÑÅÆÂ ÓÂÊÏÇÓÞ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ ÐÂÏÐÑ-
ÅÑ ÒÓÇÄÞÛÂáÕ ÂÕÑÏÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÞ, ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß Dj
Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (46). ´ÑÅÆÂ ÑÐÑ ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

j � b sin y : �47�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÊÐÂÚÇÐËÇ j Ä (45), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Dy � 2�b 2
1 ÿ b 2� sin 2y : �48�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÔËÕÖÂÙËá ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÂÐÕË×ÇÓÓÑ-
ÏÂÅÐÇÕËÍÂ. ¦ÔÎË ÄÇÓØÐÇÌ âÄÎâÇÕÔâ ÂÕÑÏÐÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß,
ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜÂâ ÒÇÓÄÑÌ ÒÑÆÓÇÛÈÕÍÇ, ÕÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÆÎâ ÔÒËÐÂ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜÇÅÑ àÕÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÖÇÕÔâ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÇ:

~y2 ÿ ~y1 ÿ 1

2

q~y2
qz
� 1

8
Dx; Z

~y2 � 2a sin 2~y1 � 2b sin ~y1 ; �49�

ÅÆÇ Dx; Z ì ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÎÂÒÎÂÔËÂÐ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÎÑâ. ¦ÔÎË
ÄÇÓØÐââ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÄÕÑÓÑÌ ÒÑÆÓÇÛÈÕÍÇ, ÕÑ
ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÄËÆ

~y1 ÿ ~y2 � 1

2

q~y1
qz
� 1

8
Dx; Z

~y1 � 2a sin 2~y2 ÿ 2b sin ~y2 : �50�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕß ×ÖÐÍÙËË j�x; y; z�, ÒÑÔÎÇ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ Í ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ y Ë j Ë ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË (47) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(49), (50) ÐÂØÑÆËÏ

ÿ 1

2

qy
qz
� 1

8
Dx; Zy � �b sin y ; �51�

ÅÆÇ ÊÐÂÍË ÒÎáÔ ËÎË ÏËÐÖÔ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÑÕÄÇÚÂáÕ
ÔÎÖÚÂâÏ, ÍÑÅÆÂ ÄÇÓØÐââ ÂÕÑÏÐÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ
ÒÇÓÄÑÌ ËÎË ÄÕÑÓÑÌ ÒÑÆÓÇÛÈÕÍÂÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¯Â
ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÎÑâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÊÏÇ-
ÐËÕß ÊÐÂÍ ÒÇÓÇÆ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ qy=qz Ä (51).

µÚËÕÞÄÂâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ a5 rs, ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (48) ÒÑ ÕÑÎÜËÐÇ ÔÎÑâ, ÒÓËÚÈÏ ÄÔÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ, ÊÂ
ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ q2y=qz 2, ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ Ä ÄËÆÇ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞØ ÒÑ
ÔÎÑá ÊÐÂÚÇÐËÌ, Â ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ q2y=qz 2 ÄÞÚËÔÎËÏ ÒÑ
×ÑÓÏÖÎÇ ¯ßáÕÑÐÂ ë­ÇÌÃÐËÙÂ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇ-
ÐËâ ÊÐÂÚÇÐËÌ qy=qz ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÎÑâ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ
(51). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ, ÔÚËÕÂâ, ÚÕÑ ÚËÔÎÑ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ Ä ÔÎÑÇ
M4 1, ÒÑÎÖÚÂÇÏ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÚÈÕÐÑÅÑM

Dx; Zy � � 8b
M

sin y� 2�b 2
1 ÿ b 2� sin 2y : �52�

©ÐÂÍ ÒÎáÔ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÃÎÂÔÕË ÕËÒÂ °¡, Â ÊÐÂÍ ÏËÐÖÔ
ì ÑÃÎÂÔÕË ÕËÒÂ °£.

¥Îâ ÑÃÎÂÔÕÇÌ Ô ÚÈÕÐÞÏM

qy
qz

����
z�M=4

ÿ qy
qz

����
z�ÿM=4

� �2b
�
sin y

��
z�M=4

ÿ sin y
��
z�ÿM=4

�
�

� �bM cos y
qy
qz
� b 2M sin 2y : �53�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÕÑÎÜËÐÇ ÔÎÑâ ÆÎâ
ÑÃÎÂÔÕÇÌ ¦¡ Ë ¦£ ÐÂØÑÆËÏ

Dx; Zy � 2�b 2
1 ÿ 2b 2� sin 2y : �54�

£ ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÔÍÑÌ ÆÑÏÇÐÐÑÌ ÔÕÇÐÍË, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË yz, ÊÂÆÂÚÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ.

­ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÖÉÇ Ä ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÔÎÂÃÞØ ÒÑÎâØ,
b1 4b > �a=rs�bs, ÆÑÏÇÐÐÂâ ÔÕÇÐÍÂ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ °¡ Ë °£
ËÏÇÇÕ ÕÑÎÜËÐÖ

lodd � bx

�
M

8b

�1=2

; �55�

ÐÂÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÖá ÍÂÍ rc, ÕÂÍ Ë ÕÑÎÜËÐÞ ÔÕÇÐÍË leven Ä
ÑÃÎÂÔÕË Ô ÚÈÕÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ,

leven � bx

2
������������������������b 2

1 ÿ 2b 2
��q : �56�

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÕÂÍÑÌ ÔÕÇÐÍË
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÞÛÇ, ËÏÇÐÐÑ ÒÑàÕÑÏÖ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÂâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÎÑâ ÆÑÏÇÐÐÂâ ÔÕÇÐÍÂ, ÄÑÊÐËÍÂáÜÂâ Ä ÒÑÎÇ
ÒÇÓÇÑÓËÇÐÕÂÙËË ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÑÃÎÂÔÕË O£, ÒÑÚÕË ÙÇÎËÍÑÏ
ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÑÃÎÂÔÕË Ô ÚÈÕÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔ-
ÕÇÌ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÍÓÂÈÄ ÂÕÑÏÐÞØ ÔÕÖÒÇÐÇÌ
ÆÑÏÇÐÐÂâ ÔÕÇÐÍÂ ÓÂÔÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÒÑÔÇÓÇÆËÐÇ ÑÃÎÂÔÕË,
ËÏÇÄÛÇÌ ÕËÒ E¡(E£) Ë ÓÂÊÆÇÎâÄÛÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ÕËÒÂ O¡ Ë
O£.

´ÑÎÜËÐÂ ÆÑÏÇÐÐÑÌ ÔÕÇÐÍË ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ÒÑ ÏÇÓÇ
ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÔÕÓÇÏâÔß Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË
ÍÂÍ �bs ÿ b�ÿ1=2 Ä ÒÑÎÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ (Â ÐÇ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ, ÍÂÍ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
ÒÑÓâÆÍÂ). ±ÓË b! bs ÆÑÏÇÐÐÂâ ÔÕÇÐÍÂ ÊÂÐËÏÂÇÕ ÄÔá
ÑÃÎÂÔÕß ÕËÒÂ E¡(E£), Â Ä ÒÑÎâØ, ÒÓÇÄÑÔØÑÆâÜËØ ÒÑÎÇ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ, ÑÐÂ ÒÎÂÄÐÑ ÕÓÂÐÔ-
×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ Ä ÆÄÇ 90�-ÐÞÇ ÆÑÏÇÐÐÞÇ ÔÕÇÐÍË, ÓÂÔÒÑÎÑ-
ÉÇÐÐÞÇ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÑÃÎÂÔÕË (ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÕÑÏÖ, ÍÂÍ àÕÑ
ËÊÑÃÓÂÉÇÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 3). £ ÙÇÐÕÓÇ ÑÃÎÂÔÕË ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ
ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÔÑÔÕÑâÐËÇ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.

¦ÔÎË ÑÃÎÂÔÕß E¡(E£) ÎÇÉËÕ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÑÃÎÂÔÕâÏË
O£, ÕÑ Ä ÒÑÎÇ ÒÇÓÇÑÓËÇÐÕÂÙËË Ä ÐÇÌ, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë Ä
ÔÑÔÇÆÐËØ ÑÃÎÂÔÕâØ, ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÓÂÊÄÑÓÑÕ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÂ 180�, ÆÑÏÇÐÐÂâ ÔÕÇÐÍÂ ÐÇ
ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ, Â ÑÃÎÂÔÕß ÕËÒÂ E¡ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÑÃÎÂÔÕßá ÕËÒÂ
E£ (Ë ÐÂÑÃÑÓÑÕ).

³ÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÕËÒÂ E¡(¦£), ÓÂÊÆÇ-
ÎâáÜÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ÕËÒÂ °¡, âÄÎâÇÕÔâ ×ÂÊÑÄÞÏ ÒÇÓÇØÑÆÑÏ
ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ. £ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô ÔÑÔÇÆÐËÏË
ÑÃÎÂÔÕâÏË ÄÇÍÕÑÓ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÊÏÂ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÑÃ-
ÎÂÔÕË ÔÍÂÚÍÑÏ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ, ÏÇÐßÛÖá p=2,
ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÑÃÎÂÔÕË ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÆÑÏÇÐÐÞÇ ÔÕÇÐÍË. ±Ñ
ÏÇÓÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÇÍÕÑÓ ÂÐÕË×ÇÓÓÑ-
ÏÂÅÐÇÕËÊÏÂ ÑÓËÇÐÕËÓÖÇÕÔâ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÒÑÎá.±ÑÎÇ
ÆÂÐÐÑÅÑ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ b �s ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ bs, Ë
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b �s ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÙÇÐÇÐÑ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ 2l�b �s � � R. ªÔÒÑÎßÊÖâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (56), ÐÂØÑÆËÏ

b �s �
"
b 2
s �

1

2

�
bx
R

�2
#1=2

: �57�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÂÃÑÌ ÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÔÕË ÔÎÑâ,
ÍÑÅÆÂ ÛËÓËÐÂ ÔÕÖÒÇÐÇÌ R4 rs, Ä ÔÎÑÇ ÒÑ ÏÇÓÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂ-
ÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÃÖÆÖÕ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÒÓÑËÔØÑ-
ÆËÕß: ÒÇÓÇØÑÆ ÒÇÓÇÑÓËÇÐÕÂÙËË Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÕËÒÂ OB, ÔÒËÐ-
×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÕËÒÂ E¡(EB) Ë ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-
ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÕËÒÂ O¡ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. £ÊÂËÏÐÑÇ
ÄÎËâÐËÇ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÓÂÊÐÑÅÑ ÕËÒÂ, ÍÑÐÇÚÐÑÔÕß Ë ÓÂÊÎËÚËÇ ËØ
ÓÂÊÏÇÓÑÄ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÐÇÍÑÕÑÓÑÏÖ ÓÂÊÏÞÕËá àÕËØ ×ÂÊÑ-
ÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ.

5.1.2.R5 rs.¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [24], Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔËÎßÐÑÌ
ÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÔÕË ÒÇÓÇÑÓËÇÐÕÂÙËâ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ
ÕËÒÂ O£ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÂ, Â ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ
ÄÑ ÄÔÈÏ ÑÃÝÈÏÇ ÔÎÑâ.

¯ÂÌÆÈÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÒÑÎÇ "ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÑÅÑ" ÔÒËÐ-
×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ ÒÓË R5 rs. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ
ÔÖÏÏÂÓÐÞÇ ÒÎÑÜÂÆË sOA Ë sOB ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÎÑâ,
ÊÂÐËÏÂÇÏÞÇ ÑÃÎÂÔÕâÏË ÕËÒÂ °¡ Ë °£, ÑÆËÐÂÍÑÄÞ. £
ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÆÑ-
ÏËÐËÓÖáÜËÏ ÕËÒÑÏ ÑÃÎÂÔÕÇÌ, Â ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÂÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÑ ÒÓÑÄÇÆÈÐÐÑÏÖ ÄÞÛÇ. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÑÎßÍÑ ÖÚÇÔÕß Ä
àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÏ ÃÂÎÂÐÔÇ ×ÂÍÕÑÓ, ÓÂÄÐÞÌ ÑÕÐÑÛÇÐËá
�sOA ÿ sOB�=s, ÅÆÇ sì ÔÖÏÏÂÓÐÂâ ÒÎÑÜÂÆß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÔÎÑâ.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞÌ ÒÑ ÑÃÝÈÏÖ ÔÎÑâ
ÄÇÍÕÑÓ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÊÏÂ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÖÅÑÎ y Ô ÎÈÅÍÑÌ
ÑÔßá. £ ÑÃÎÂÔÕâØ ÕËÒÂ °¡ Ë °£ ÄÇÍÕÑÓ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇ-
ÕËÊÏÂ ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑ Ä ÓÂÊÐÞÇ ÔÕÑÓÑÐÞ
ÐÂ ÖÅÑÎ w5 1 ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕß ÎËÛÐÇÌ
(ÐÇÒÂÓÐÑÌ) ÂÕÑÏÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÑÃÓÂÊÑÄÞÄÂÎÂ ÍÂÍ ÏÑÉÐÑ
ÏÇÐßÛËÌ ÖÅÑÎ Ô ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ³ÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÄÞËÅÓÞÛ Ä ÊÇÇÏÂÐÑÄÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË ÔÑÔÕÂÄËÕ
ÄÇÎËÚËÐÖ ÒÑÓâÆÍÂ bwbx sin y=a Ä ÓÂÔÚÈÕÇ ÐÂ ÑÆÐÖ âÚÇÌÍÖ, Â
ÒÓÑËÅÓÞÛ Ä ÑÃÏÇÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÒÓË R4 a ì ÄÇÎËÚËÐÖ
ÒÑÓâÆÍÂ w 2b 2

x=R
2. ®ËÐËÏËÊËÓÖâ ÔÖÏÏÂÓÐÖá àÐÇÓÅËá

ÒÑ w, ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ w � bR 2 sin y=abx, Â ÄÞËÅÓÞÛ Ä
ÔÖÏÏÂÓÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÒÑÓâÆÍÂ b 2R 2 sin2 y=a 2 Ä ÓÂÔÚÈÕÇ ÐÂ
ÑÆÐÖ âÚÇÌÍÖ. £ ÒÑÎÇ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ àÕÑÕ ÄÞËÅÓÞÛ
ÆÑÎÉÇÐ ÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÕß ÒÓÑËÅÓÞÛ Ä àÐÇÓÅËË ÊÂ ÔÚÈÕ
ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËâ ÒÑÆÓÇÛÈÕÑÍ, ÓÂÄÐÞÌ �b 2

1 ÿ b 2� sin2 y. £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÒÑÎÇ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ bsf,

bsf � b1
a

R
5 b1 : �58�

­ÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÄÑ ÄÔÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÑÌ ÛÇÓÑØÑ-
ÄÂÕÑÔÕË w�bsf�5 1 Ë lodd�bsf�4R.

¦ÔÎË ÉÇ R5 a, ÕÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ ÊÂØÄÂÕÞÄÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÃÎÂÔÕË
ÕÑÎÜËÐÑÌ ÒÑÓâÆÍÂ R ÄÃÎËÊË ÍÂÉÆÑÌ ËÊ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ
ÔÎÑâ, ÒÓÑËÅÓÞÛ Ä ÑÃÏÇÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÒÑÓâÆÍÂ w 2b 2

x=Ra,
w � bRbÿ1x sin y Ë

tsf � 1ÿ bsf
b1
� b1

R

a
/ R ; tsf 5 1 : �59�

³ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÒÑÎâ w ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ Ë ÒÓË b � b0
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÑÓâÆÍÂ ÇÆËÐËÙÞ. £ ÔÎÖÚÂÇ b0 5 b �1 , ÚÕÑ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÖÔÎÑÄËá R4 a, Ä ÒÑÎâØ, ÃoÂ ÎßÛËØ b0,

ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÓÂÊÎËÚÐÑÅÑ ÕËÒÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ "ËÐÆË-
ÄËÆÖÂÎßÐÞÏ" Ë ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÏ Ä ÒÓÇÆÞÆÖ-
ÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ. £ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ,R5 a, ÔËÔÕÇÏÂ
ÑÔÕÂÈÕÔâ Ä "ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÑÌ" ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-×ÂÊÇ.

£ ÒÑÎâØ b4 b �1 , ÐÑ ÏÇÐßÛËØ ÒÑÎâ ÔÒËÐ-×ÎËÒ-ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ rc 5 a, ÑÃÝÈÏ ÔÎÑâ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÔÒËÐ-
×ÎÑÒ-×ÂÊÇ, Â ËÔÍÂÉÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ ÄÃÎËÊË ÑÆÐÑÌ
ËÊ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÔÎÑâ ÐÇ ÄÎËâáÕ ÐÂ ÕÂÍÑÄÞÇ Ö ÆÓÖÅÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ¿ÕÑÕ ÓÇÉËÏÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4. £ÃÎËÊË
ÒÑÎâ ÔÒËÐ-×ÎËÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ ÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÔÕß ÐÇ ËÅÓÂÇÕ ÔÖ-
ÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÓÑÎË Ë ÓÂÊÏÇÓÐÞÌ à××ÇÍÕ ÒÓË b! b2
ÂÐÂÎÑÅËÚÇÐ ÑÒËÔÂÐÐÑÏÖ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.

¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ "ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ëÛÇÓÑØÑÄÂ-
ÕÑÔÕß" ÕÑÐÍÑÅÑ ÔÎÑâ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ
ÐÂ ÓËÔ. 15.

5.2. ´ÑÎÔÕÞÌ ÔÎÑÌ
5.2.1. a4R4 rs. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÊÃËÇÐËÇ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕ-
ÐÞÇ ÆÑÏÇÐÞ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÄÃÎËÊË ÍÂÉÆÑÌ ËÊ
ÆÄÖØ ÅÓÂÐËÙ ÔÎÑâ Ä ÒÑÎÇ bs. ¯ÂÚÂÎßÐÞÌ àÕÂÒ ËÊÏÇÐÇÐËÌ
ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ËÔÍÂÉÇÐËÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÑ ÏÇÓÇ
ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÒËÔÂÐ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4. ±ÓË
ÖÄÇÎËÚÇÐËË b ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË rc ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Ë ÆÑÔÕË-
ÅÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ R Ä ÒÑÎÇ bR, ÊÂÆÂÄÂÇÏÑÏ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (38).

±ÓË b > bR ÄÃÎËÊË ÍÂÉÆÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÎÑâ ×ÑÓÏË-
ÓÖÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÂ ÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÄËØÓÇÌ, ÒÓÑÐËÍÂáÜËØ Ä
ÅÎÖÃß ÔÎÑâ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÒÑÓâÆÍÂ R, Ë ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÂâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË 90�-ÐÂâ ÑÃÏÇÐÐÂâ ÔÒËÓÂÎß ÕÑÎÜËÐÑÌ rc.

³ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÑÎâ ÑÃÏÇÐÐÞÇ ÔÒËÓÂÎË
ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ rc ÊÂØÄÂÕÞÄÂáÕ ÄÔÈ ÃoÂ ÎßÛÖá
ÆÑÎá ÔÎÑâ, Ë Ä ÒÑÎÇ ba, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ 2rc�ba� � a, ÍÂÍ
ÒÑÍÂÊÂÎÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ, ÔÓÇÆÐââ ÚÂÔÕß ÔÎÑâ ÒÇÓÇØÑÆËÕ
Ä ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-×ÂÊÖ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÒÇÓ-
ÄÑÅÑ ÓÑÆÂ. £ÇÎËÚËÐÂ ba ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

ta � 1ÿ ba
b1
�
�
rs
a

�2

: �60�

5.2.2. a4 rs 4R. ¿ÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÃÎÂÔÕË
ÔÎÂÃÞØ ÄËØÓÇÄÞØ ËÔÍÂÉÇÐËÌ. ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4, Ä
ÒÑÎÇ ~bR (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÖ (39)) ÄÃÎËÊË ÍÂÉÆÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË

ES-F

PDW
C

bs

b1

b�1

Rrsaa

VS-F

VS-F

²ËÔ. 15. ¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ "ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ëÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÔÕß" ÆÎâ
ÕÑÐÍÑÅÑ ÔÎÑâ: ³ ì ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÂâ ×ÂÊÂ, ²DW ì ×ÂÊÂ Ô ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖ-
ÎâÓÐÞÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÎÑâ ÆÑÏÇÐÐÞÏË ÔÕÇÐÍÂÏË, ÄÑÊÐËÍÛËÏË Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÇÓÇÑÓËÇÐÕÂÙËË ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÕËÒÂ °£, ¦S-F ì ×ÂÊÂ, Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ ÒÓÑËÊÑÛÈÎ ÕÑÎßÍÑ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÕËÒÂ ¦£
Ë ¦¡, VS-F ì ÑÃÝÈÏÐÂâ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-×ÂÊÂ. ³ÒÎÑÛÐÞÏË ÍÓËÄÞÏË
ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÞ ÎËÐËË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ.
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ÔÎÑâ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÔÎÂÃÞÇ ËÔÍÂÉÇÐËâ Ë 90�-ÐÂâ ÑÃÏÇÐÐÂâ
ÔÒËÓÂÎß. ©ÂÕÇÏ Ä ÒÑÎÇ ba ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ
Ä ÑÃÝÈÏÇ ÔÎÑâ. ´ÂÍÑÌ ÔÙÇÐÂÓËÌ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÒÓË ta < ~tR,
ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÔÎÑÄËá aR > r 2s .

£ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, aR < r 2s , ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ
ÆÓÖÅÑÌ ØÑÆ ÔÑÃÞÕËÌ. ±ÓË ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÒÑÎâ ~b
ÄÇÔß ÑÃÝÈÏ ÔÎÑâ ÔÓÂÊÖ ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-×ÂÊÖ ÔÑ
ÔÎÂÃÞÏË ÄËØÓÇÄÞÏË ËÔÍÂÉÇÐËâÏË ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ.
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖáÄÇÎËÚËÐÖ ~tÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß ËÊ ÔÎÇÆÖá-
ÜËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ: ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÄÞËÅÓÞÛ Ä àÐÇÓÅËË ÊÂ
ÔÚÈÕ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÔÎÂÃÞØ ËÔÍÂÉÇÐËÌ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÑ
ÒÑÓâÆÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ Rbx=r

2
s ÐÂ ÑÆÐÖ âÚÇÌÍÖ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË

ÔÎÑâ. ±ÓÑËÅÓÞÛ Ä àÐÇÓÅËË (ÐÂ ÑÆÐÖ âÚÇÌÍÖ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÔÎÑâ) ÊÂ ÔÚÈÕ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-×ÂÊÞ Ä ÒÑÎÇ,
ÏÇÐßÛÇÏ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ b1, ÓÂÄÇÐ ÒÑ ÒÑÓâÆÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ
�a=bz��b 2

1 ÿ b 2� � abx~t=r 2s . °ÕÔáÆÂ

~t � 1ÿ
~b
b1
� R

a
: �61�

5.2.3. R4 a4 rs. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÎÑÌ ÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÔÕË
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÔÙÇÐÂÓËÌ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÔÙÇÐÂ-
ÓËá ÒÓË R4 rs ÆÎâ ÕÑÐÍÑÅÑ ÔÎÑâ: ÒÑ ÏÇÓÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÒÓÑËÔØÑÆâÕ ÒÇÓÇØÑÆ
ÒÇÓÇÑÓËÇÐÕÂÙËË Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÕËÒÂ OB Ä ÒÑÎÇ breor (ÔÏ.
×ÑÓÏÖÎÖ (42)), ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÕËÒÂ
E¡(EB) Ä ÒÑÎÇ bs Ë ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÕËÒÂ
O¡ Ä ÒÑÎÇ b �1 . ³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÑÕÎËÚËâ ÑÕ ÔÎÖÚÂâ ÕÑÐÍÑÅÑ
ÔÎÑâ ÔÑÔÕÑâÕ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ.

1. £ ÒÑÎÇ bs Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÕËÒÂ E¡(EB) Ä ÙÇÐÕÓÇ ÔÎÑâ
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÂâ ÇÅÑ ÅÓÂÐËÙÂÏ 180�-ÐÂâ ÆÑÏÇÐÐÂâ
ÔÕÇÐÍÂ ÕÑÎÜËÐÑÌ ÒÑÓâÆÍÂ rs, ÊÂÐËÏÂáÜÂâ ÕÑÎßÍÑ ÚÂÔÕß
ÕÑÎÜËÐÞ ÔÎÑâ. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ Ä ÕÑÐÍÑÏ ÔÎÑÇ ÒÑÏÇÜÂ-
ÎÂÔß ÕÑÎßÍÑ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÂâ ÚÂÔÕß ÆÑÏÇÐÐÑÌ ÔÕÇÐÍË. ±Ñ
ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ÒÑÎâ Ë ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÇÅÑ Í ÊÐÂÚÇÐËá
ÒÑÎâ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ ÔÕÇÐÍÂ ÊÂØÄÂÕÞ-
ÄÂÇÕ, ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ rc, ÄÔá ÕÑÎÜÖ ÔÎÑâ. ¿ÕÑ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ÒÑÎÇ ba. ±ÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËË ÒÑÎâ
ÕÑÎÜËÐÂ ÆÑÏÇÐÐÑÌ ÔÕÇÐÍË ÒÇÓÇÔÕÂÈÕ ÖÄÇÎËÚËÄÂÕßÔâ,
ÑÔÕÂÄÂâÔß ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÒÓË b! b1.

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÕß ÖÍÂÊÂÐÐÞÌ
×ÂÍÕ, ÑÃÓÂÕËÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (48). £ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
Ä ÒÓÇÆÇÎÇ rc 4 a (48) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ y 00zz � 0, ÚÕÑ ÔÄËÆÇ-
ÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÒÑÆ-
ÓÇÛÈÕÑÍ Ä ÑÃÝÈÏÇ ÔÎÑâ. £ ÙÇÐÕÓÇ ÔÎÑâ ÖÅÑÎ y � p=2, ÒÓË
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÎÑâ ÑÐ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÐÂ
ÄÇÎËÚËÐÖ w ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕß ÄÇÓØÐÇÌ ÂÕÑÏ-
ÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÑÃÓÂÊÑÄÞÄÂÎÂ ÑÔÕÓÞÌ ÖÅÑÎ Ô ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËÇÏ ÒÓËÎÑÉÇÐÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ©ÐÂÚÇÐËÇ w ÐÂØÑ-
ÆËÕÔâ ËÊ ÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ (51): y 0z � �2b sin y, ÍÑÕÑÓÑÇ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÔÎÑÄËÇ:

w � o cos w ; �62�
ÅÆÇo � ab=bz � a=

���
2
p

rs. ±ÓËo5 1 ÄÇÎËÚËÐÂ w � o, Â ÒÓË
o4 1 ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ w � �p=2��1ÿ oÿ1�.

£ ÒÑÎâØ b > b1 ÆÑÏÇÐÐÂâ ÔÕÇÐÍÂ ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÆÄÇ
ÒÑÚÕË 90�-ÐÞÇ ÑÃÏÇÐÐÞÇ ÔÒËÓÂÎË, ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ
ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÔÎÑâ.

2. ±ÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÎÑâ ÆÑÏÇÐÐÂâ
ÔÕÇÐÍÂ, ÓÂÊÆÇÎâáÜÂâ ÑÃÎÂÔÕË Ô ÚÈÕÐÞÏ Ë ÐÇÚÈÕÐÞÏ
ÚËÔÎÑÏ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ, Ä ÒÑÎâØ, ÃÎËÊÍËØ Í b1,
ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ: ÇÈ ÛËÓËÐÂ d ÄÃÎËÊË ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÎÑâ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÌ ÍÓÂÌ ÂÕÑÏÐÑÌ ÔÕÖÒÇÐË,
ÓÂÄÐÂ d0 � bx=b. ´ÑÎÜËÐÂ ÔÕÇÐÍË ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÎËÐÇÌÐÑ ÒÑ

ÏÇÓÇ ÖÆÂÎÇÐËâ ÑÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÒÓËÚÈÏ dd=dz � 1, Ë
ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ d � min �rc; a�. £ ÔÎÖÚÂÇ rc < a ÒÓË
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÖÆÂÎÇÐËË ÑÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÎÑâ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÌ
ÔÕÖÒÇÐß, ÕÑÎÜËÐÂ ÆÑÏÇÐÐÑÌ ÔÕÇÐÍË ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ. £
ÔÎÖÚÂÇ rc > a ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ ÕÑÎÜËÐÞ ÔÕÇÐÍË ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÕÔâ
ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÆÑÔÕËÉÇÐËâ Çá ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÌ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕË ÔÎÑâ (ÓËÔ. 16), Â àÐÇÓÅËâ ÒÑÆÑÃÐÑÌ ÆÑÏÇÐÐÑÌ ÔÕÇÐ-
ÍË Ä ÓÂÔÚÈÕÇ ÐÂ ÆÎËÐÖ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑÌ âÚÇÌÍË ÐÂ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕË ÔÎÑâ ÒÑÓâÆÍÂ ln �a=d0� [22, 25].

£ ÒÑÎâØ b4 b �1 ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÕÂÍÑ-
ÄÑÏÖ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÕÑÐÍÑÅÑ ÔÎÑâ. ¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ "ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ëÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÔÕß" ÕÑÎÔÕÑÅÑ ÔÎÑâ ÂÐÕË×ÇÓÓÑ-
ÏÂÅÐÇÕËÍÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 17.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÐÂÐÑÔÎÑÇ ÂÐÕË-
×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ Ô ÐÇÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÞÏË ÛÇÓÑØÑÄÂ-
ÕÞÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÙÇÎÑÅÑ
ÓâÆÂ ÐÑÄÞØ ÕËÒÑÄ ÆÑÏÇÐÐÞØ ÔÕÇÐÑÍ, ÕÑÎÜËÐÞ ÍÑÕÑÓÞØ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.
¯ÂÃÎáÆÇÐËÇ àÕËØ ÔÕÇÐÑÍ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÏË ÏÇÕÑ-
ÆÂÏË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÐÇÔÑÏÐÇÐÐÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÍÂÍ Ô ×ÖÐÆÂÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÑÌ, ÕÂÍ Ë ÒÓËÍÎÂÆÐÑÌ ÕÑÚÇÍ ÊÓÇÐËâ.

6. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

ªÕÂÍ, ÐÂ ÐÂÛ ÄÊÅÎâÆ, ÏÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÎË ÖÃÇÆËÕÇÎßÐÞÇ
ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ×ËÊËÍÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÔÒËÐ-
×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ä ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂØ Ë ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
ÓÂÊÏÇÓÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ Ä ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÑÃÓÂÊÙÂØ
ÐÂÐÑÏÇÕÓÑÄÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÆÂÎÇÍË ÑÕ ÊÂÄÇÓÛÇÐËâ.
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²ËÔ. 16. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÕÑÎÜËÐÞ ÆÑÏÇÐÐÑÌ ÔÕÇÐÍË ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÆÑ
ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ ÒÓË rs > a (ÍÓËÄÂâ 1) Ë rs < a (ÍÓËÄÂâ 2).
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²ËÔ. 17. ¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ "ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ëÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÔÕß" ÆÎâ
ÕÑÎÔÕÑÅÑ ÔÎÑâ: BSS-Fì×ÂÊÂ Ô ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÑÏ
Ä ÑÃÎÂÔÕâØ ÕËÒÂ £, SCDW ì ×ÂÊÂ Ô ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏË 90�-ÐÞÏË
ÆÑÏÇÐÐÞÏË ÔÕÇÐÍÂÏË, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏË ÔÎÑá; ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇ-
ÐËâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ ÕÂÍÑÄÞÏ ÐÂ ÓËÔ. 15.

4 µ¶¯, Õ. 180, å 7

´. 180, å 7] ±°£¦²·¯°³´¯½« ³±ª¯-¶­°±-±¦²¦·°¥ £ ¡¯´ª¶¦²²°®¡¤¯¦´ª¬¦ 721



²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÑÔÎÇÆÐËØ ÓÂÃÑÕ ÊÂÔÕÂÄÎâáÕ ÒÇÓÇÔÏÑÕ-
ÓÇÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ, ÍÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ÖÔÕÑâÄÛËÇÔâ ÄÑÊÊÓÇÐËâ ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÐÂ ÄÑÊ-
ÐËÍÂáÜÇÇ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÔÑÔÕÑâÐËÇ, Â ÏÇÉÆÖ ÕÇÏ
ÓÂÃÑÕÂ ÒÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-
ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÓÇÂÎßÐÑÌ ÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÕÑÎßÍÑ ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ.

ª ÇÔÎË Ä ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÏ ÑÒËÔÂÐËË ÖÍÂÊÂÐÐÞØ âÄÎÇÐËÌ
ÔÆÇÎÂÐÞ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÇ ÛÂÅË, ÕÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÒÑÍÂ ÇÜÈ ÐÂØÑÆâÕÔâ ÐÂ ÔÕÂÓÕÇ.
£ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ ÕÇÑÓËâ ÒÓÇÆÔÍÂÊÞÄÂÇÕ ÙÇÎÞÌ ÓâÆ ËÐÕÇÓÇÔ-
ÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÐÑÄÞØ ÕËÒÑÄ
ÆÑÏÇÐÐÞØ ÔÕÇÐÑÍ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÐÂÎËÚËâ
ÔÒËÐ-×ÎÑÒ-ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕË ÒÎÑÔÍÑÒÂÓÂÎÎÇÎß-
ÐÑÅÑ ÐÂÐÑÔÎÑâ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ Ë ÇÅÑ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ Ä
ÆÓÖÅÑÌ. ³ÕÑÎß ÓÂÊÎËÚÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÔÑÆÇÓÉÂ-
ÜËØ ÚÈÕÐÑÇ Ë ÐÇÚÈÕÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÂÕÑÏÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ,
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏ ÔÎÑâ, âÄÎâÇÕÔâ ÐÑÄÞÏ ËÐÕÇ-
ÓÇÔÐÞÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ ÆÎâ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ËÊÖÚÇÐËâ Ë
ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËØ ÒÓËÏÇÐÇÐËÌ. ºËÓËÐÂ àÕËØ
ÆÑÏÇÐÐÞØ ÔÕÇÐÑÍ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÆÇÔâÕÍÑÄ ËÎË
ÔÑÕÇÐ ÐÂÐÑÏÇÕÓÑÄ.

¬ÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÏËÍÓÑÔÍÑÒËË, Â ËÏÇÐÐÑ ÏÂÅÐËÕÐÑ-ÔËÎÑÄÑÌ,
ÔÒËÐ-ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÕÖÐÐÇÎßÐÑÌ Ë ×ÑÕÑàÏËÔÔËÑÐÐÑÌ
àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÏËÍÓÑÔÍÑÒËË, ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÒÓÑÄÇÔÕË àÕË ËÔ-
ÔÎÇÆÑÄÂÐËâ, ÒÓÑÄÇÓËÕß ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕß ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐÐÞØ
×ÂÊÑÄÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÑÃÊÑÓÇ. ¯ÂÏ
ÑÔÕÂÈÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÉÇÎÂÕß ÖÔÒÇØÂ ÍÑÎÎÇÅÂÏ, ÄÞÃÓÂÄÛËÏ
àÕÑÕ ÐÇÒÓÑÔÕÑÌ ÒÖÕß.
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Surface spin-flop transition in an antiferromagnet
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Surface spin-êop transition is investigated for a êat, rough noncompensated surface of a semi-inénite, two-sublattice, collinear
antiferromagnet. The inêuence of size effects arising in the êat antiferromagnetic layer on the spin-êop and spin-êip transitions is
considered for smooth and rough surfaces. A principal difference is demonstrated between how the spin-êop transition proceeds in the
layer areas with an odd and even number of atomic planes.
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