
ªÏÇÇÕÔâ ÑÃÛËÓÐÂâ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÂ, ÒÑÔÄâÜÈÐÐÂâ ÕÇÑÓÇÕË-
ÚÇÔÍÑÏÖ Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÏÖ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá ÔÒÇÍÕÓÑÄ
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ [1, 2]. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÃÜËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËÑÐÐÞØ ÒÑÎÇÌ Ë ÔÍÑÓÑÔÕÐÞØ ÄÇÕÄÇÌ ÖÒÓÖÅËØ
ÄÑÎÐ Ä ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ ÑÃÔÖÉÆÂÎËÔß Ä ÓÂÃÑÕÂØ ÒÑ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËÑÐÐÑÌ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÂÍÖÔÕËÍÇ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [3 ë 5]).
°ÆÐÂÍÑ ÐÇÆÂÄÐÑ ÃÞÎ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐ [6] ÐÑÄÞÌ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÌ
à××ÇÍÕ, ÒÑÎÖÚËÄÛËÌ ÐÂÊÄÂÐËÇ ×ÑÐÑÐÐÑÅÑ à××ÇÍÕÂ
·ÑÎÎÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÕÄÈÓÆÞØ
ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂØ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ËÏÇÇÕÔâ ÒÇÓÇÒÂÆ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ,
ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓ-
ÐÞÌ ËÔØÑÆÐÑÏÖ ÕÇÒÎÑÄÑÏÖ ÒÑÕÑÍÖ Ë ÒÑÎá. °ÍÂÊÂÎÑÔß,
ÚÕÑ ÖÍÂÊÂÐÐÞÌ à××ÇÍÕ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ àÎÎËÒÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ×ÑÐÑÐÑÄ, ÐÂÄÇÆÈÐÐÑÌ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ
ÒÑÎÇÏ [7, 8]. ¿ÕÑ ÔÕËÏÖÎËÓÑÄÂÎÑ ËÐÕÇÓÇÔ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Í
ÒÑÄÇÆÇÐËá ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ×ÑÐÑÐÑÄ (£±¶) Ä
ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÐÑ Ë Í ËØ ÑÃÜËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÕÂÍÉÇ ËÅÓÂáÕ ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß Ä ÊÂÆÂÚÇ ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË.
£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÒÓËÏÇÓ
ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÂÍÕËÄÐÑÔÕË (ÅËÓÑÕÓÑÒËË) ÄÑ
ÄÐÇÛÐÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ. ªÔÔÎÇÆÖÇÕÔâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ
ÕÇÐÊÑÓÂ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ Ä ÕÄÈÓÆÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ, ÒÑÏÇÜÈÐ-
ÐÑÏ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ. °ÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÂÐÂÎÑÅËâ àÕÑÅÑ
à××ÇÍÕÂ Ô ÖÒÑÏâÐÖÕÞÏ ÛËÓÑÍÑ ËÔÔÎÇÆÖÇÏÞÏ âÄÎÇÐËÇÏ
Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ [9], Â ÕÂÍÉÇ Ô ÇÜÈ ÃÑÎÇÇ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ
ÅËÓÑÕÓÑÒËÇÌ [10].

£ÇÍÕÑÓÞ ÔÏÇÜÇÐËâ ÂÕÑÏÑÄ Ä àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑÌ âÚÇÌÍÇ ÒÓË
ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ÍÑÎÇÃÂÐËâØ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÕ ÔËÐØÓÑÐÐÑ,
ÒÑàÕÑÏÖ ÃÇÊ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÑÃÜÐÑÔÕË ÐËÉÇ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÕß ÑÆÐÑÂÕÑÏÐÖá ÓÇÛÈÕÍÖ. ¡ÍÖÔÕËÚÇÔÍËÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ
ÍÓËÔÕÂÎÎÂ ÏÑÉÐÑ ÓÂÊÎÑÉËÕß ÒÑ ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÏ

ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÍÑÎÇÃÂÐËâÏ:
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©ÆÇÔß oks ì àÐÇÓÅËâ ×ÑÐÑÐÂ s-Ì ÄÇÕÄË, k ì ÄÑÎÐÑÄÑÌ
ÄÇÍÕÑÓ, m ì ÏÂÔÔÂ ÂÕÑÏÂ, N ì ÚËÔÎÑ ÖÊÎÑÄ, R ì
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÖÊÎÂ ÓÇÛÈÕÍË, uks ì ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÌ £±¶
��h � 1�.

£ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
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¶ÂÍÕËÚÇÔÍË (2) âÄÎâÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÕÓÈØ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ
ÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ ÍÑÕÑÓÞØ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÑÃÜÇÌ ×ÂÊÞ.
±ÓË ÓÂÊÐÞØ k àÕË ×ÂÊÞ ÐÇ ÔÄâÊÂÐÞ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (1) âÄÐÑ àÓÏËÕÑÄÑ,
ÄÇÍÕÑÓÞ uks Ë uÿks ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ. °ÃÞÚÐÑ (ÔÏ. [11]) ÐÂÍÎÂ-
ÆÞÄÂÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ

uks � u �ÿks ; �3�

ÐÑ ÏÞ àÕÑÅÑ ÆÇÎÂÕß ÐÇ ÃÖÆÇÏ. (©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÖÚÈÕÇ
ÂÐÅÂÓÏÑÐËÊÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2) ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÞÏ Ë
ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÔÎÑÉÐÞÇ ÔÄâÊË, ÐÑ ÒÓË ÔÎÂÃÑÏ ÂÐÅÂÓÏÑÐËÊÏÇ
àÕË ÔÄâÊË ÔÎÂÃÞ Ë ËÏË ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß.)

¥ËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÏÂÕ-
ÓËÙÂ Dab

k Ä ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÖá ×ÑÓÏÖ
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ÅÆÇ labcd ì ÕÇÐÊÑÓ ÏÑÆÖÎÇÌ ÖÒÓÖÅÑÔÕË, r ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß,
G ad ì ÕÇÐÊÑÓ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ. ³ÄÑÌÔÕÄÂ ÔËÏÏÇÕÓËË ÕÇÐ-
ÊÑÓÂ labcd ÆÎâ ÄÔÇØ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÕËÒÑÄ ÔËÏÏÇÕÓËË ÍÓËÔÕÂÎ-
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ÎÑÄ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÞ Ä [12]. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÇÔÎË
ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÂâ ÓÇÛÈÕÍÂ ËÏÇÇÕ ÔËÏÏÇÕÓËá ÍÖÃÂ ËÎË
ÍÄÂÆÓÂÕÂ, ÕÑ ÒÓË ÄÞÃÑÓÇ ÑÔÇÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÄÆÑÎß ÓÈÃÇÓ
ËÏÇÇÏ

Dab
k � A1d

abk 2 � A2d
abk 2

a � A3kakb : �5�

£ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ A2 � 0, ÒÓÑÆÑÎßÐÂâ ÏÑÆÂ
ËÏÇÇÕ àÐÇÓÅËá okk � k

�����������������
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p
, Â ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ÏÑÆÞ

âÄÎâáÕÔâ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏË �ok? � k
������
A1

p � Ë ÏÑÅÖÕ ÑÃÎÂ-
ÆÂÕß ÎáÃÞÏË ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÏË ÄÑÎÐÑÄÑÏÖ ÄÇÍÕÑÓÖ
£±¶.

ªÊ (4) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÕÇÐÊÑÓ Dab
k Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ

oks ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËÐÄÇÓÔËË. ±ÓË àÕÑÏ ÄÔÇ
£±¶ âÄÎâáÕÔâ ËÎË ÐÇÚÈÕÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË k, ËÎË, ÐÂÑÃÑ-
ÓÑÕ, ÄÔÇ ì ÚÈÕÐÞÏË. ³ÑÅÎÂÔÐÑ [12], Ä ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ Ô
ÄÞÔÑÍÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ (ÍÖÃËÚÇÔÍËØ, ÓÑÏÃËÚÇÔÍËØ, ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÞØ ÕÇÕÓÂÅÑÐÂÎßÐÞØ) ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍÑÌ ÏÂÕÓËÙÞ

Dab
k � kakb �6�

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÐË ÏÇÐâáÕ ÊÐÂÍ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÊÐÂÍÂ
ka ËÎË kb, Õ.Ç. ÒÓË ÑÕÓÂÉÇÐËË ÑÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ä ÑÃÓÂÕÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. £ ÔÎÖÚÂÇ (6) ÒÓË
ÑÕÓÂÉÇÐËË ÚÂÔÕÑÕÞ ÐÇ ÏÇÐâáÕÔâ, ÐÑ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÊÐÂÍ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ £±¶. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ
ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä àÕÑÏ, ÄÞÆÇÎËÏ ËÊ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(2) ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ ÚÎÇÐÞ:

�o2
ks ÿDaa

k �eaks �
X
b 6� a
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k ebks ; �7�

ÅÆÇ eaks ì ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÎâÓË-
ÊÂÙËË Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ®Þ
ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÊÐÂÍÂ ka ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ e aks
ÆÑÎÉÐÂ ËÊÏÇÐËÕß ÊÐÂÍ, Â ÊÐÂÍ ÑÔÕÂÎßÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÐÇ
ÏÇÐâÇÕÔâ. ¿ÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ×ÑÓÏÖÎÑÌ

e aks � �eas �k� sign ka ; �8�

ÅÆÇ ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ �e as �k�, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë ÚÂÔÕÑÕÂ oks,
ËÐÄÂÓËÂÐÕÇÐ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÕÓÂÉÇÐËâ sa Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË,
ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÑÔË a.

ªÔÒÑÎßÊÖâ (8), ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ ÊÐÂÍ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÌ ÆÄÖØ ÏÑÆ ÏÇÐâÇÕÔâ ÒÓË ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËË:

�es � es 0 �z � sign kx sign ky ��es � �es 0 �z : �9�
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ [13]. ²ÇÛÇ-

ÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÆÎâ ÆÄÖØ
ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ÄÇÕÄÇÌ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÆÎâ ÆÄÖØ ÑÓÕÑÐÑÓ-
ÏËÓÑÄÂÐÐÞØ £±¶:
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R ; s � �1 ; �12�

R 2 � �Dxx
k ÿD

yy
k �2 � 4�Dxy

k �2 : �13�

©ÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ Ä ÑÚÇÄËÆÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ ÆÎâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË
ÖÍÂÊÂÐËÇ ÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ k ÑÒÖÔÍÂÇÏ. £ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ,
ÄÔÇ ÕÓË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ Dab

k ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ Ë ÐÇ ÓÂÄÐÞ ÆÓÖÅ

ÆÓÖÅÖ. ´ÂÍ ÚÕÑ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ (2D) ÍÓËÔÕÂÎÎÇ, ÆÂÉÇ ÐÂ
ÓÈÃÓÂØ, ÅÆÇ Dxy

k � 0, ËÏÇÇÏ R 2 6� 0 Ë ÔÒÇÍÕÓ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ
×ÑÐÑÐÑÄ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏ. ¦ÔÎË ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ
ÖÔÎÑÄËÇ (6), ÕÑ R 2 Ë o2

� ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ËÐÄÇÓÔËË, ÐÑ Ë ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ ÑÕ ÓÈÃÇÓ
�kx; ky� ! �kx;ÿky� Ë �kx; ky� ! �ÿkx; ky� (Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ
ÍÓËÔÕÂÎÎÇ àÕÑ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÑÕ ÅÓÂÐÇÌ).

¯ÂÌÆÈÏ ÄÇÍÕÑÓÞ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË. ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (11)
ÒÑÎÖÚÂÇÏ

exs � �o2
s ÿDyy�Cs sign k

x ; e ys � jDxyjCs sign k
y : �14�

¯ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÆÂÈÕ

Cÿ2s � �o2
s ÿDyy�2 �Dxy 2 � sR�o2

s ÿDyy� �
� ÿsR�o2

ÿs ÿDxx� > 0 :

³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ (14) Ë Cks ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá
ÆÑ ×ÂÊÞ, ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ k Ë s. ¥Îâ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÈÐÐÑÔÕË ÒÓËÏÇÏ Cks � jCksj. ´ÑÅÆÂ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ
£±¶ âÄÎâáÕÔâ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏË:

exs � s sign kx

��������������������������
s�o2

s ÿDyy�
R

r
;

�15�

e ys � sign ky

��������������������������
s�o2

s ÿDxx�
R

r
;

ÒÓË àÕÑÏ

�e�eÿ� � 0 ; �e� � eÿ�z � C�CÿD
xy
k R � sign kx sign ky :

�16�

¬ÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÆÎâ ÒÑÎâÓÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ, ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ £±¶ (15) ÏÇÐâáÕ ÊÐÂÍ ÍÂÍ ÒÓË ËÐÄÇÓÔËË, ÕÂÍ Ë ÒÓË
ÑÕÓÂÉÇÐËË. £ ØÑÆÇ ÒÎÂÄÐÑÅÑ ÒÑÄÑÓÑÕÂ k ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
£±¶ ÐÇ ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß Ë ËÊÏÇÐâáÕÔâ ÔÍÂÚÍÑÏ ÒÓË
ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËË ÄÇÍÕÑÓÑÏ k ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÑÔË. ±ÓË àÕÑÏ
ÑÆËÐ ËÊ £±¶ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÆÑÎßÐÞÏ, Â ÆÓÖÅÑÌ ì ÒÑÒÇ-
ÓÇÚÐÞÏ ÕÑÎßÍÑ Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÏÑÆÇÎË. £ ÓÂÃÑÕÂØ [3, 4]
ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÕÂÍÑÌ ÔÍÂÚÑÍ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÖÔÕÓÂÐÈÐ ÒÇÓÇ-
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË. °ÆÐÂÍÑ Ä ÊÂÆÂÚÇ
ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË, ÅÆÇ ÑÐ ËÅÓÂÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÖá ÓÑÎß,
ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÄÔÇÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ ÄÑÎ-
ÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ (ÔÏ. ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (36) ÐËÉÇ) Ë ÕÂÍÑÇ
ÒÇÓÇÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ ÃÞÎÑ ÃÞ ÐÇÖÆÑÃÐÞÏ.

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ ÄÇÍÕÑÓ (15) ÐÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ
ÖÔÎÑÄËá (3). ¯Ñ ÇÔÎË ÄÇÍÕÑÓ (15) ÖÏÐÑÉËÕß ÐÂ ÏÐËÏÖá
ÇÆËÐËÙÖ, ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ (3) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕÔâ, ÕÂÍ ÚÕÑ £±¶
ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ËÎË ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏ, ËÎË àÓÏËÕÑÄÞÏ, ÐÑ
ÚËÔÕÑ ÏÐËÏÞÏ. ¦ÔÎË ÄÞÃÓÂÕß £±¶ Ä ÄËÆÇ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎß-
ÐÞØ ÐÇÚÈÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ k, ÕÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (1) ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

Ui
n �

X
ks

������������������
1

2moksN

s
exp �ikRn� e iks�aks ÿ a�ÿks� : �17�

°ÒËÛÇÏ ÕÇÒÇÓß ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÎâ-
ÓËÊÂÙËË ×ÑÐÑÐÑÄ Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÏÂÕÓËÙÂ
âÄÎâÇÕÔâ àÓÏËÕÑÄÑÌ Ô ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË ÚÎÇÐÂÏË. ±ÖÔÕß
ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍËÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÍ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÒÂÓÂÏÂÅÐËÕÐÞÇ
ÚÂÔÕËÙÞ (ÂÕÑÏÞ ËÎË ÏÑÎÇÍÖÎÞ), ÒÑÆÏÂÅÐËÚÇÐÐÞÇ ÄÐÇÛ-
ÐËÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. ´ÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ ÔÒËÐ-×ÑÐÑÐÐÑÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ (³¶£) àÕËØ ÚÂÔÕËÙ Ô ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËÏË
ÍÑÎÇÃÂÐËâÏË ÓÇÛÈÕÍË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÇ ×ÑÐÑ-
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ÐÑÄ. ¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÒÓË ÄÍÎáÚÇÐËË Ä ÐÇÅÑ ³¶£ ÒÓËÐË-
ÏÂÇÕ ÄËÆ [7, 8]

H �
X
n

P 2
n

2m
�m

2

X
nn 0

Dab
nn 0U

a
nU

b
n 0 � g

X
n

ÿ
Mn; �Un � Pn�

�
:

�18�
©ÆÇÔß Un, Pn Ë Mn ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÄÇÍÕÑÓ ÔÏÇÜÇÐËâ,
ËÏÒÖÎßÔ Ë ÏÂÅÐËÕÐÞÌÏÑÏÇÐÕ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÖÊÎÇ n. £ÇÎËÚËÐÂ
àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ g ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇ-
ÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ [14, 15]. ±ÓË ÑÒËÔÂÐËË ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÞØ
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÓÇÛÈÕÍË ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÖÊÎÂ ÏÑÉÐÑ
ÊÂÏÇÐËÕß ÇÅÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ M, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÏ
ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá.ªÊ (18) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ

dUa
n

dt
� Va

n �
qH
qPa

n

� Pa
n

m
� eabc gM

bUc
n ; �19�

dPa
n

dt
� ÿ qH

qUa
n

� ÿ
X
n 0

mDab
nn 0U

b
n 0 � eabc gM

bPc
n ; �20�

ÅÆÇ eabc ì ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÓÂÐÅÂ, ÂÐÕËÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÒÑ ÄÔÇÏ ÕÓÈÏ ËÐÆÇÍÔÂÏ, ÒÓËÚÈÏ e123 � 1.

³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ³¶£ ËÊÏÇÐâÇÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ
ÔÍÑÓÑÔÕßá Ë ËÏÒÖÎßÔÑÏ ÚÂÔÕËÙÞ (ÔÏ. (19)). £ ÏÇÕÂÎÎÂØ
ÒÑÆÑÃÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÆÎâ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÂ Ä ÒÑÎÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÂÕÑÏÂ, ÔÄâÊÞÄÂÇÕÔâ Ô ×ÂÊÑÌ
¢ÇÓÓË. ¯Ñ ËÏÇÇÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ. £ ÏÇÕÂÎÎÂØ
ËÊ àÕÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÔÎÇÆÖÇÕ ÊÂÍÓÖÚËÄÂÐËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË
àÎÇÍÕÓÑÐÂ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÂÐÑÏÂÎßÐÑÏÖ à××ÇÍÕÖ
·ÑÎÎÂ [16 ë 19]. ³ÑÅÎÂÔÐÑ àÕÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá Ä ÆËàÎÇÍÕÓË-
ÍÂØ ÏÇÐâÇÕÔâ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÚÂÔÕËÙ, ÐÑ ÆÄËÉÇÐËÇ
×ÑÐÑÐÂ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÞÏìÏÇÐâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÇÅÑ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ.

©ÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ³¶£ ÃÖÆÇÏ ÖÚËÕÞÄÂÕß Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ´ÑÅÆÂ Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÚÎÇÐÇ (20) ÏÑÉÐÑ
ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÊÂÏÇÐÖ Pc

n ! mVc
n Ë ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

ÍÑÎÇÃÂÐËÌ

�Ua
n �

X
n 0

Dab
nn 0 �Ub

n ÿUb
n 0 � � 2eabc gM

b _Uc
n : �21�

£ ËÏÒÖÎßÔÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (21) ÒÓËÐËÏÂÇÕ
ÄËÆ

o2
ksu

a
ks � ~Dab

k ub
ks ; �22�

ÅÆÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÏÂÕÓËÙÂ ÄÑÊÏÖÜÇÐÂ ÕÇÒÇÓß ÄÐÇÛÐËÏ
ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ:

~Dab
k � Dab

k ÿ ieabcG
c ; �23�

G � 2ogM, �u �ksuks 0 � � dss 0 . °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕß
~Dab
k ì àÕÑ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ, ÐÇÚÈÕÐÞÌ ÒÑ G. £

ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ ³¶£ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (22) àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËá (2).

µÓÂÄÐÇÐËÇ (22) ÃÖÆÇÏ ÓÇÛÂÕß Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË ÒÑ ³¶£. ±ÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÌ £±¶ ËÜÇÏ Ä ÄËÆÇ
ÏÂÎÑÌ ÆÑÃÂÄÍË Í ÐÖÎÇÄÑÏÖ ÒÓËÃÎËÉÇÐËá: ua

s � e as � de as .
±ÇÓÇÒËÛÇÏ (22) Ä ÄËÆÇ

�o2
s � 2osdos� �e as � de as � � Dab�ebs � debs � ÿ i�eabcGc�e bs :

�24�
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ ÚÂÔÕß àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÂÈÕ dos � 0, Õ.Ç.
ÔÒÇÍÕÓ Ë ÅÓÖÒÒÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ×ÑÐÑÐÑÄ cks � qoks=qk Ä
ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÑ ³¶£ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÐÇ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÖáÕÔâ.

®ÐËÏÂâ ÚÂÔÕß (24) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÖ ÄÇÍÕÑÓÂ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË

�o2
sd

ab ÿDab�debs � ÿi�eabcGc�e bs :

²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

debs � i
X

s 0�s 0 6� s�
Kss 0e

b
s 0 ; �25�

ÒÓËÚÈÏ

Kss 0 �k� � Ks 0s�k� � �o2
ks ÿ o2

ks 0 �ÿ1�eks � eks 0 �G ; s 0 6� s :

�26�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ³¶£ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÌ
ÄÇÍÕÑÓ eks ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÖá ÏÐËÏÖá ÆÑ-
ÃÂÄÍÖ, Õ.Ç. ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍË ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞÏ.

ªÊ (26) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÂ £±¶ ÄÑÊÓÂÔ-
ÕÂÇÕ, ÍÑÅÆÂ ÔÒÇÍÕÓ ÆÄÖØ ÔÑÔÇÆÐËØ ÏÑÆ ÃÎËÊÑÍ Í ÄÞÓÑÉÆÇ-
ÐËá. ±ÑàÕÑÏÖ ËÐÕÇÓÇÔÐÑ ËÊÖÚËÕß àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ Ä ÏÑÆÇÎË
ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÕÇÎÂ [20], ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ÏÑÆÞ ÍÑÕÑÓÑÅÑ o0

ÄÞÓÑÉÆÇÐÞ ÒÓË ÄÔÇØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ k. µÓÂÄÐÇÐËÇ (22) Ä
àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

Wea � lk̂ a�k̂e� ÿ i�e�G� a : �27�

©ÆÇÔßW � o2 ÿ o2
0, l � wk 2, ÅÆÇ wì ÓÂÊÐÑÔÕß ÍÄÂÆÓÂÕÑÄ

ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ Ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÊÄÖÍÂ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ,

k̂ � k

k
� �sin y cosj; sin y sinj; cos y� ;

G � �0; 0; G�, Gk̂ � G cos y, Q � G sin y. £ÄÇÆÈÏ ÐÑÓÏËÓÑ-
ÄÂÐÐÞÇ ÑÓÕÞ:

1� k̂ ;

2� m̂ �
ÿ
Gÿ �Gk̂�k̂�

Q
� �ÿ cos y cosj; ÿ cos y sinj; sin y� ;

3� n̂ � k̂� m̂ � Qÿ1 k̂�G � �sinj; ÿ cosj; 0� :

ªÊ (27) ÐÂØÑÆËÏ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÂ e:

e � x
�

Q

Wÿ l
k̂ÿGk̂

W
m̂ÿ in̂

�
; �28�

Ë ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ

Q 2W

lÿW
�W 2 ÿ �Gk̂�2 � 0 : �29�

¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (22) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÇÍÕÑÓÞ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ×ÂÊÞ. ±ÓËÏÇÏ ×ÂÊÖ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ x ÓÂÄÐÑÌ ÐÖÎá. ®ÑÆÖÎß ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ x ÊÂÆÂÈÕÔâ
ÐÑÓÏËÓÑÄÍÑÌ:

xÿ2 �
�

Q

lÿW

�2

�
�
Gk̂

W

�2

� 1 : �30�

£ÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË (28) ÒÓË ËÐÄÇÓÔËË k̂; m̂; n̂!
! ÿk̂;ÿm̂;ÿn̂ ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ ÍÂÍ ÒÑÎâÓÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ. ¬ÑÏÒ-
ÎÇÍÔÐÑÔÕß ÄÇÍÕÑÓÂ (28) ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÐ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍË
ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐ.

¶ÑÓÏÖÎÞ (28) ë (30) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÒÓË ÎáÃÑÏG. ¥ÂÎÇÇ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ×ÑÐÑÐÑÄ Ô ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏË
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ÔÕÇÒÇÐâÏË ÔÄÑÃÑÆÞ ËÑÐÑÄ (ÏÑÎÇÍÖÎ) ÔÎÂÃÞÏ, G5 l. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊ (29) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÆÐÖ ÒÓÑÆÑÎßÐÖá ÏÑÆÖ:
Wk � l, e � k̂.

¥Îâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏÑÆ ÄÇÎËÚËÐÂ W Ä ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËË ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, Â ÒÓË ÖÚÈÕÇ G

WZ � 1

2

�
ÿQ 2

l
� Z

�������������������������������������
Q 2

l

�2

� 4�Gk̂�2
s �

; Z � �1 ; �31�

ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ËØ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËÇ

D � o� ÿ oÿ � 1

o0

����������������������������������
Q 2

2l

�2

� �Gk̂�2
s

: �32�

²ÂÔÜÇÒÎÇÐËÇ ÏËÐËÏÂÎßÐÑ ÐÂ àÍÄÂÕÑÓÇ �j cos yj < G=l,
D � Q 2=�2lo0��. ¥Îâ ÑÔÕÂÎßÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ k̂

WZ � ZjGk̂j ; D � G j cos yj
o0

: �33�

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ Ë ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕË ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ eZ Ä
ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÄÊÂËÏÐÑ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞ Ë
ÓÂÄÐÞ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ:

eZ � ÿ 1���
2
p �

Z�sign cos y� m̂� in̂
�
: �34�

¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÂÎÑÏ, ÐÑ ÑÕÎËÚÐÑÏ ÑÕ
ÐÖÎâ G, ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ×ÑÐÑÐÞ ÖÉÇ ËÏÇáÕ ÍÓÖÅÑÄÖá
ÒÑÎâÓËÊÂÙËá [21].

¯ÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË (34) ËÊÏÇÐâÇÕÔâ
ÔÍÂÚÍÑÏ ÒÓË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËË àÍÄÂÕÑÓÂ. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ËÊÏÇ-
ÐËÕß ÐÖÏÇÓÂÙËá ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏÑÆ Ë ÑÕÃÓÑÔËÕß ÏÑÆÖÎß Ä
(33),WZ � ZGk̂, ÕÑ ÒÓÑÇÍÙËâ (34) ÐÂ ÑÔß m̂ ÃÖÆÇÕ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÌ. ´ÂÍ ÄÔÇÅÆÂ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÓË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËË ÖÓÑÄÐÇÌ.

£ ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÑ ³¶£ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÑÃÐÂÓÖÉËÄÂÇÏ
ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÑÕ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÔÕË:

eZk̂ � ÿ
xZQ
l

�
1�WZ

l

�
: �35�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË Ä
ÕÄÈÓÆÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂØ ÒÓË ÐËÊÍËØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂØ [7, 8]
(ÍÑÅÆÂ Ä ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ ÄÑÊÃÖÉÆÂáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËÇ
ÄÇÕÄË ÍÑÎÇÃÂÐËÌ) ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ Ë ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÞ ÒÑ ÑÔË z, Â ÅÓÂÆËÇÐÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ HT
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÒÑ ÑÔË x, ÒÑÒÇÓÇÚÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÕÇÐÊÑÓÂ
ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

K yx
12 �

2

V

X
k

K12�k�ok1ok2�c yk2 ÿ c
y
k1�ReAx

12�k� ; �36�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ K12�k� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (26), Â ÏÂÕÓËÙÂ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ ³¶£ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Ax
pq�k� �

Fss 0 �k� cxs �k� � Fs 0s�k� cxs 0 �k�
oks ÿ oks 0

;
�37�

Fss 0 �k� � ÿ oksOpq

2T 2Opp
Nks�1�Nks� ;

ÅÆÇ p � ks, q � ks 0, Opq, Opp ì ÚÂÔÕÑÕÞ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ
×ÑÐÑÐÑÄ.

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ (26), ÄÇÍÕÑÓÞ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ
ÏÑÆ ËÅÓÂáÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÖá ÓÑÎß Ä ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË
à××ÇÍÕÂ. ®ÐÑÉËÕÇÎß K12�k� Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (36) ÄÑÊÐËÍÂÇÕ

ËÊ-ÊÂ ÐÂÎËÚËâ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË, Â ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÑÕÎËÚÇÐ ÑÕ ÐÖÎâ ÃÎÂ-
ÅÑÆÂÓâ ÔÍÂÚÍÖ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ (9), ÄØÑÆâÜÇÅÑ Ä
×ÖÐÍÙËá K12�k�.

£ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ [4] à××ÇÍÕ ÐÂÃÎáÆÂÎÔâ Ä ÍÓËÔÕÂÎÎÇ
ÕÇÓÃËÌ-ÅÂÎÎËÇÄÑÅÑ ÅÓÂÐÂÕÂ Tb3Ga5O12 ÒÓË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ
5,45 ¬ Ë ÐÂÎËÚËË ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ Ë
ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÅÑ ÇÏÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ±ÑÒÇÓÇÚÐÞÌ
ÕÇÒÎÑÄÑÌ ÒÑÕÑÍ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÑÏÃËÐÂÙËË ÆÄÖØ
ÄÂÉÐÞØ ×ÂÍÕÑÓÑÄ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, àÕÑ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÂâ ÒÑÎâ-
ÓËÊÂÙËâ, ÄÑÊÐËÍÂáÜÂâ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÔÒËÐ-×ÑÐÑÐÐÑÅÑ ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ×ÑÐÑÐÑÄ Ë ÒÂÓÂÏÂÅÐËÕÐÞØ ËÑÐÑÄ, ÏÖÎßÕË-
ÒÎÇÕÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐÞ ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ. £Ñ-
ÄÕÑÓÞØ, à××ÇÍÕ ÔÄâÊÂÐ Ô ÒÑâÄÎÇÐËÇÏ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ
ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ
ÆÄÖØ ×ÑÐÑÐÐÞØ ÏÑÆ Ô ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÒÑ
ÏÑÆÂÏ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÏÂÕÓËÙÞ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ax

pq�k�. °ÕÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ ÚÂÔÕÑÕÞ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ ÄØÑÆâÕ Ä (36) ÕÑÎßÍÑ Ä ÄËÆÇ
ÑÕÐÑÛÇÐËâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ âÄÎÇÐËÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ÆÄÂ àÕÂÒÂ:
ÔÐÂÚÂÎÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÄÞÊÞÄÂÇÕ ÐÇÓÂÄ-
ÐÑÄÇÔÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ×ÑÐÑÐÑÄ fp � 1=Opp; Ë ÕÑÎßÍÑ
ÊÂÕÇÏ ÐÂ ×ÑÐÇ àÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÍÑÓÓÇÎâ-
ÕÑÓ rpq � Opq, ×ÑÓÏËÓÖáÜËÌ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ ÒÑÕÑÍ ÕÇÒÎÂ.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß ÐÂÒÓÂÛËÄÂáÜÖáÔâ
ÂÐÂÎÑÅËá ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÅÑ âÄÎÇÐËâ Ô ÛËÓÑÍÑ ËÔÔÎÇÆÖÇ-
ÏÞÏ âÄÎÇÐËÇÏ ÅËÓÑÕÓÑÒËË Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ [9], Â ÕÂÍÉÇ Ô ÇÜÈ
ÃÑÎÇÇ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÅËÓÑÕÓÑÒËÇÌ [10].

¯ÇÔÎÖÚÂÌÐÑ ÕÑÎÚÍÑÏ ÆÎâ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐËâ ×ÑÐÑÐÐÑÅÑ
à××ÇÍÕÂ ·ÑÎÎÂ ÒÑÔÎÖÉËÎ ÆÓÖÅÑÌ, ÔÄâÊÂÐÐÞÌ Ô ÄÑÊÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÊÄÖÍÂ Ä
ÏÂÕÇÓËÂÎÇ, à××ÇÍÕ (ÐÂÊÄÂÐÐÞÌ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËÏ à××ÇÍÕÑÏ
¶ÂÓÂÆÇâ ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÏÂÅÐËÕÑÑÒÕËÚÇÔÍËÏ à××ÇÍÕÑÏ
¶ÂÓÂÆÇâ), ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÄÑ ÄÓÂÜÇÐËË ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÔÆÄËÅÑÄÞØ ÄÑÎÐ [22]. ³ÕÑËÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ
×ÑÕÑÐÐÞÌ à××ÇÍÕ ·ÑÎÎÂ [23], ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÐÞÌ ÐÇÊÂÆÑÎÅÑ
ÆÑ ÑÕÍÓÞÕËâ ×ÑÐÑÐÐÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ·ÑÎÎÂ, ÕÂÍÉÇ ÑÃâÊÂÐ
ÔÄÑËÏ ÒÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇÏ ÏÂÅÐËÕÑÑÒÕËÚÇÔÍÑÏÖ à××ÇÍÕÖ
¶ÂÓÂÆÇâ: ÓÂÊÎËÚËÇ Ä ÔÍÑÓÑÔÕË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÆÄÖØ
ÙËÓÍÖÎâÓÐÑ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑÄÑÓÑÕÖ
ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÔÕË ÓàÎÇÇÄÔÍÑÅÑ ÄÓÂÜÇÐËâ, ÚÕÑ
ÒÓË ÏÐÑÉÇÔÕÄÇÐÐÑÏ ÓÂÔÔÇâÐËË ÐÂ ÆÇ×ÇÍÕÂØ ÄÞÊÞÄÂÇÕ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ ÒÑÕÑÍ ×ÑÕÑÐÑÄ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ, ÐÂÎËÚËÇ ÂÍÖ-
ÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ¶ÂÓÂÆÇâ âÄÎâÎÑÔß ÍÑÔÄÇÐÐÞÏ ÔÄËÆÇ-
ÕÇÎßÔÕÄÑÏ Ä ÒÑÎßÊÖ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ×ÑÐÑÐÐÑÅÑ à××ÇÍÕÂ
·ÑÎÎÂ.

±ÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞÇ à××ÇÍÕÞ, ÒÑ ÔÖÕË, âÄÎâáÕÔâ ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÏË ÒÓÑâÄÎÇÐËâÏË ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ËÎË ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÂÍÕËÄ-
ÐÑÔÕË (ÅËÓÑÕÓÑÒËË). ¿ÕËÏ ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ ÔØÑÉÇÔÕß ÒÑÎÖ-
ÚÇÐÐÞØ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÔÕÂÕßÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË
ÓÂÃÑÕÞ [10], Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇ ËÊÑÐÑÓ-
ÏÂÎßÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÂÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÑ ÕÑÏÖ, ÍÂÍ ÖÚÈÕ ÅËÓÑÕÓÑÒËË ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕ ÕÇÐÊÑÓ
ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ àÓÏËÕÑ-
ÄÞÌ, ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÕÑÚÐÑ ÕÂÍ ÉÇ ÄÑÊÏÖÜÂÇÕ ÕÇÐÊÑÓ
¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ Ä ÕÄÈÓÆÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ. ¯Ñ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÂÍÕËÄÐÑÔÕË ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ, ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÄÛÇÌÔâ Ä ÓÂÃÑÕÇ [10], ÂÐËÊÑÕÓÑÒËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÐÂÄÇÆÈÐÐÑÌ, Õ.Ç. ÄÑÊÐËÍÂÕß Ä ÑÒÕËÚÇÔÍË (ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍË)
ËÊÑÕÓÑÒÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ÒÑÆ ÄÐÇÛÐËÏ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËÇÏ, ËÊÏÇ-
ÐâáÜËÏ ÎÑÍÂÎßÐÖá ÔËÏÏÇÕÓËá. ´ÂÍÑÇ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËÇ Ä
ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÒÑàÕÑÏÖ Ô
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÒÓÑâÄÎÇÐËâ ÅËÓÑÕÓÑÒËË ÐÂËÃÑÎÇÇ ÃÎËÊÍËÏ
Í ×ÑÐÑÐÐÑÏÖ à××ÇÍÕÖ ·ÑÎÎÂ ËÊ ÄÞÛÇÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞØ
âÄÎÇÐËÌ âÄÎâÇÕÔâ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËÌ à××ÇÍÕ ¶ÂÓÂÆÇâ.
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