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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

³ÄÑÌ ÒÇÓÄÞÌ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ ÔÏÂâÕÐËÍÑÏ¨ÂÐ¢ÇÓÐÂÓÇÑÐ
¶ÖÍÑ ÒÓÑÄÈÎ Ä âÐÄÂÓÇ 1851 Å. Ä ±ÂÓËÉÇ Ô ÙÇÎßá ÆÑÍÂÊÂÕß
ÄÓÂÜÇÐËÇ ©ÇÏÎË Ô ÒÑÏÑÜßá ÐÂÅÎâÆÐÑÌ ÆÇÏÑÐÔÕÓÂÙËË
ÄÓÂÜÇÐËâ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ. ¥ÎËÐÂ ÒÑÆÄÇÔÂ
ÏÂâÕÐËÍÂ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑ ÔÑÔÕÂÄËÎÂ 2 Ï. ³ÎÇÆÖáÜËÌ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ Ô ÆÎËÐÑÌ ÒÑÆÄÇÔÂ 11 Ï ÃÞÎ ÒÓÑÄÇÆÈÐ Ä
±ÂÓËÉÔÍÑÌ ÑÃÔÇÓÄÂÕÑÓËË. ÖË ¯ÂÒÑÎÇÑÐ ¢ÑÐÂÒÂÓÕ,
ÒÇÓÄÞÌ ÒÓÇÊËÆÇÐÕ ¶ÓÂÐÙÖÊÔÍÑÌ ²ÇÔÒÖÃÎËÍË, ÒÎÇÏâÐÐËÍ
ÒÓÑÔÎÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ËÏÒÇÓÂÕÑÓÂ ¶ÓÂÐÙËË ¯ÂÒÑÎÇÑÐÂ I, ÃÞÎ
ËÐ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐ Ñ ÓÂÃÑÕÂØ ¶ÖÍÑ Ë ÒÓÇÆÎÑÉËÎ ÇÏÖ ÒÓÑÄÇ-

ÔÕË àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ Ä ±ÂÐÕÇÑÐÇ. ¿ÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ ÃÞÎ ÑÔÖÜÇ-
ÔÕÄÎÇÐ 31 ÏÂÓÕÂ 1851 Å., ÄÇÔ ÏÂâÕÐËÍÂ ÔÑÔÕÂÄËÎ 28 ÍÅ,
ÏÂâÕÐËÍ ÃÞÎ ÒÑÆÄÇÛÇÐ ÒÑÆ ÍÖÒÑÎÑÏ ±ÂÐÕÇÑÐÂ ÐÂ ÔÕÂÎß-
ÐÑÌ ÒÓÑÄÑÎÑÍÇ ÆÎËÐÑÌ 67 Ï.

³ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ, ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ Ô ©ÇÏÎÈÌ,
ÖÆÂÎÈÐÐÞÇ ÊÄÈÊÆÞ ÄÓÂÜÂáÕÔâ ÒÑ ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍÇ Ë
ÔÑÄÇÓÛÂáÕ ÒÑÎÐÞÌ ÑÃÑÓÑÕ ÊÂ 1 ÔËÆÇÓËÚÇÔÍËÌ (ÊÄÈÊÆÐÞÌ)
ÆÇÐß ì 23 ÚÂÔÂ 56 ÏËÐÖÕ 4,091 ÔÇÍÖÐÆÞ. ¡ÓËÔÕÂÓØ ³Â-
ÏÑÔÔÍËÌ, ÒÓÇÆÎÑÉËÄÛËÌ ÒÇÓÄÖá ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÖá ÅÇ-
ÎËÑÙÇÐÕÓËÚÇÔÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÑÍÑÎÑ 270 ÅÑÆÂ ÆÑ Ð. à., ÔÄâÊÞ-
ÄÂÎ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÇ ÄÓÂÜÇÐËÇ ÊÄÈÊÆ Ô ÑÔÇÄÞÏ ÄÓÂÜÇÐËÇÏ
©ÇÏÎË. ³ØÑÆÐÞÇ ËÆÇË ÄÞÔÍÂÊÞÄÂÎË ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕÇÎßÛÍÑÎÞ
±Ë×ÂÅÑÓÂ ¶ËÎÑÎÂÌ Ä V Ä. ÆÑ Ð. à. Ë ¤ÇÓÂÍÎËÆ Ä IV Ä. ÆÑ
Ð. à. ¦ÔÎË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÑÃ ÑÔÇÄÑÏ ÄÓÂÜÇÐËË ©ÇÏÎË
ÄÇÓÐÑ, ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ËÐÇÓÙËË
ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ ¶ÖÍÑ ÃÖÆÇÕ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÕß,
ÄÓÂÜÂâÔß ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ©ÇÏÎË. ¦ÔÎË ÉÇ ©ÇÏÎâ ÐÇÒÑÆ-
ÄËÉÐÂ, ÍÂÍ ÒÑÎÂÅÂÎË ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ÅÓÇÚÇÔÍËØ ×ËÎÑÔÑ-
×ÑÄ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ¡ÓËÔÕÑÕÇÎß Ë ±ÕÑÎÇÏÇÌ, ÕÑ ÒÎÑÔÍÑÔÕß
ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ ÐÇ ÆÑÎÉÐÂ ÄÓÂÜÂÕßÔâ.

³ ÕÇØÐËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ Ô ÏÂâÕÐËÍÑÏ
¶ÖÍÑ ÃÞÎ ÆÑÔÕÖÒÇÐ ÄÔÇÏ ÆÓÇÄÐËÏ Ë ÃÑÎÇÇ ÒÑÊÆÐËÏ
ÙËÄËÎËÊÂÙËâÏ, ÄÍÎáÚÂâ ÅÓÇÚÇÔÍÖá, ÑÆÐÂÍÑ ÃÞÎ ÑÔÖÜÇÔÕ-
ÄÎÈÐ ÎËÛß Ä ÐÑÄÖá àÓÖ. £ ÕÇÚÇÐËÇ ÒÑÎÖÕÑÓÂ ÕÞÔâÚ ÎÇÕ
ÔÚËÕÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÄÓÂÜÇÐËâ ÊÄÈÊÆ ÐÇ ÕÓÇÃÖÇÕ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ ÄÐËÏÂÐËâ, ÚÕÑ ÃÞÎÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÂÄÕÑ-
ÓËÕÇÕÑÏ¡ÓËÔÕÑÕÇÎâ Ë ÖÔÒÇØÑÏ ÅÇÑÙÇÐÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
±ÕÑÎÇÏÇâ, ÑÒËÔÞÄÂÄÛÇÌ Ë ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ÒÑ ÔÇÌ ÆÇÐß
ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÎÂÐÇÕ Ô ÄÞÔÑÍÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá. ªÐÕÇÓÇÔ Í ÒÓÑÃ-
ÎÇÏÇ Ë ÆËÔÍÖÔÔËË ÄÑÊÑÃÐÑÄËÎËÔß Ä XVI Ä. ÒÑÔÎÇ ÓÂÃÑÕ
¯ËÍÑÎÂâ ¬ÑÒÇÓÐËÍÂ Ë Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÊÂÄÇÓÛËÎËÔß ÒÑÔÎÇ
ÓÂÃÑÕ ªÑÅÂÐÐÂ ¬ÇÒÎÇÓÂ Ä ÐÂÚÂÎÇ XVII Ä.

¯ÂÃÎáÆÂÇÏÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÓÂÜÇÐËâ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÂÚÂ-
ÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ ¶ÖÍÑ, _jE � ÿ11� Ä ÚÂÔ, ÐÇ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá Ë
ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÿ360�=23;93 � ÿ15� Ä ÚÂÔ (ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ
ÊÐÂÍ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÓÂÜÇÐËÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÑ ÚÂÔÑÄÑÌ
ÔÕÓÇÎÍÇ).

¦ÔÎË ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß, ÔÄâÊÂÐÐÞÌ Ô ÔËÔÕÇÏÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÖÆÂÎÈÐÐÞØ ÊÄÈÊÆ, Ä ÍÂÉÆÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË ÏÞÔÎÇÐÐÑ
ÒÇÓÇÐÑÔËÕ ÏÂâÕÐËÍ ¶ÖÍÑ ÄÆÑÎß ÏÇÓËÆËÂÐÂ Í ³ÇÄÇÓÐÑÏÖ
ÒÑÎáÔÖ, ÔÑØÓÂÐââ ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÒÎÑÔÍÑÔÕßá ÍÂÚÂÐËâ Ë
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ÏÇÓËÆËÂÐÑÏ, ÕÑ ÑÐ ÑÃÐÂÓÖÉËÕ Ä ÔÄÑÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÓÂÄÐÑÏÇÓ-
ÐÑÇ ÄÓÂÜÇÐËÇ ÒÇÓÇÐÇÔÈÐÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í
ÊÄÈÊÆÂÏ. µÅÎÞ ÄÓÂÜÇÐËâ jS Ë jE ÊÂ ÑÆËÐ ÔËÆÇÓËÚÇÔÍËÌ
ÆÇÐß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÊÄÈÊÆÂÏ Ë ËÔØÑÆ-
ÐÑÏÖ ÏÇÓËÆËÂÐÖ ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ jS � 2p� jE.
¥Îâ ÏÂÎÞØ ÖÅÎÑÄ ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ Ä ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË

jS � 2p�1ÿ cos#� ; �1�

ÅÆÇ #ìÒÑÎâÓÐÞÌ ÖÅÑÎ ÏÂâÕÐËÍÂ. µÔÎÑÄËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÐÑ-
ÔÕË ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÇÓËÑÆ ÄÓÂÜÇÐËâ ©ÇÏÎË ÏÐÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ
ÒÇÓËÑÆÂ ÍÂÚÂÐËâ.

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÄÓÂÜÇÐËâ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ
¶ÖÍÑ ÍÂÍ ËÎÎáÔÕÓÂÙËâ ÊÂÍÑÐÑÄ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍË
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [1], Â ÕÂÍÉÇ ÓÂÊÆÇÎ 3) ÄØÑÆËÕ Ä ÒÓÑÅÓÂÏÏÖ
ÖÐËÄÇÓÔËÕÇÕÔÍËØ ÍÖÓÔÑÄ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ×ÂÍÖÎßÕÇÕÑÄ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÂâÕÐËÍ ¶ÖÍÑ, ÒÑÏÇÜÈÐÐÞÌ ÐÂ
³ÇÄÇÓÐÞÌ ÒÑÎáÔ, ÊÂ ÆÇÐß ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÖÅÑÎ
jE � ÿ360�. ¯Â àÍÄÂÕÑÓÇ ÏÂâÕÐËÍ ÐÇ ÄÓÂÜÂÇÕÔâ. £
ÔÒÓÂÄÑÚÐËÍÂØ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË, ÚÕÑ ±ÂÐÕÇÑÐ Ä ±ÂÓËÉÇ
ÐÂØÑÆËÕÔâ ÐÂ ÒÂÓÂÎÎÇÎË # � 41;15� (Ä ÅÇÑÅÓÂ×ËË ÅÑÄÑÓâÕ
Ñ ÛËÓÑÕÇ a � p=2ÿ #). ªÊ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÂØÑ-
ÆËÏ _jE � ÿ11;3� Ä ÚÂÔ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÐÂÃÎáÆÇÐËâÏË
ÐÂÆ ÏÂâÕÐËÍÑÏ ¶ÖÍÑ Ë ËÔÍÎáÚÂÇÕ ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜÇÇ
"ÄÓÂÜÇÐËÇ ÐÇÃÇÔ" Ô ÄÞÔÑÍÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá.

¿ÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ Ô ÏÂâÕÐËÍÑÏ ¶ÖÍÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÒÇÓÄÑÇ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÄÓÂÜÇÐËâ ©ÇÏÎË Ô ÒÑÏÑÜßá
ÐÂÊÇÏÐÞØ ÔÓÇÆÔÕÄ.

£ ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ ÒÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ©ÇÏÎË ÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕß ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÊÂÍÑÐÑÄ ÍÎÂÔÔËÚÇÔ-
ÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍË ÑÔÕÂÈÕÔâ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÌ ÔÂÏÑÌ ÔÇÃÇ [2 ë 5].
¿ÕÑÕ ÖÆËÄËÕÇÎßÐÞÌ ×ÂÍÕ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÊÂÆÂÚÖ
ÑÃ àÄÑÎáÙËË ÏÂâÕÐËÍÂ ¶ÖÍÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË ÏÇÕÑ-
ÆÂÏË.

£ ÕÑÚÍÇ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÅÓÖÊÂ ÏÂâÕÐËÍÂ ÎÇÉËÕ Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÌ Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ©ÇÏÎË. ±ÎÑÔÍÑÔÕß
ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÐÂ ÑÓÕÑ-
ÅÑÐÂÎßÐÞÏ ÇÌ ÄÇÍÕÑÓÑÏ. ¿ÕÑÕ ÄÇÍÕÑÓ ÕÂÍÉÇ ÎÇÉËÕ Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÌ Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ©ÇÏÎË. ±ÓË ÔÏÇ-
ÜÇÐËË Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ Ë/ËÎË ÄÓÂÜÂáÜËØ
ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ ËÔÒÞÕÞÄÂáÕ ÒÂÓÂÎÎÇÎß-
ÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ M� R1;3, 4-ÔÍÑÓÑÔÕß, ÒÓË
ÔÏÇÜÇÐËË ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÒÑ ËÐÇÓÙËË ÚÂÔÕËÙÞ ÑÔÕÂÈÕÔâ
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ, Õ.Ç. ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏ ÔÂÏÑÏÖ ÔÇÃÇ. £ÇÍ-
ÕÑÓÞ, ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÇ Í ËÔÍÓËÄÎÈÐÐÞÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ô×ÇÓÞ S 2 ËÎË ×ËÊËÚÇÔÍÑÏÖ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÒÓË ÔÏÇÜÇÐËË,
ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ËÊÏÇÐâáÕÔâ, ÑÔÕÂÄÂâÔß ÄÐÖÕÓË ÍÂÔÂÕÇÎß-
ÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. £ ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÎÑÍÂÎßÐÑ-ÇÄÍÎËÆÑ-
ÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ËØ àÄÑÎáÙËâ ÄÞÅÎâÆËÕ ÍÂÍ
ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑ ËÐÇÓÙËË. £ ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÏÇÜÇÐËÇ ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ. £ ÒÑÔÎÇÆ-
ÐËØ ÆÄÖØ ÔÎÖÚÂâØ ÔÏÇÜÇÐËÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÄÆÑÎß ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË Ô×ÇÓÞ Ë Ä ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

¤ÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÑÔÐÑÄÂ à××ÇÍÕÂ ËÊÄÇÔÕÐÑÅÑ ÔÇÅÑÆÐâ
ÍÂÍ ÒÓÇÙÇÔÔËâ ´ÑÏÂÔÂ ÃÞÎÂ ÑÕÍÓÞÕÂ Ä 1913 Å. ×ÓÂÐÙÖÊ-
ÔÍËÏ ÏÂÕÇÏÂÕËÍÑÏ ¿ÏËÎÇÏ ¢ÑÓÇÎÇÏ [6], ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒËÔÂÎ
à××ÇÍÕ ÄÓÂÜÇÐËâ ÑÔÇÌ ÕÄÈÓÆÑÅÑ ÕÇÎÂ ÐÂ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÑÓÃËÕÇ
Ë ÖÍÂÊÂÎ ÐÂ ÔÄâÊß àÕÑÅÑ à××ÇÍÕÂ Ô ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÑÔÕßá
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÑÓÇÐÙÂ. ¢ÑÓÇÎß ÑÕÏÇÕËÎ ÂÐÂÎÑÅËá
ÏÇÉÆÖ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏË ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË

Ô×ÇÓÞ Ë Ä ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, Â ÕÂÍÉÇ ÒÓËÄÈÎ ÑÙÇÐÍÖ ÖÅÎÂ ÄÓÂÜÇÐËâ ÑÔÇÌ
ÕÄÈÓÆÑÅÑ ÕÇÎÂ ÐÂ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÑÓÃËÕÇ Ä ÐËÊÛÇÏ ÍÄÂÆÓÂÕËÚ-
ÐÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ ÔÍÑÓÑÔÕË.

£ ÕÑÏ ÉÇ ÅÑÆÖ Ä ¤ÈÕÕËÐÅÇÐÇ ÆÄÂ ÏÑÎÑÆÞØ ÏÂÕÇÏÂÕËÍÂ
áÆÄËÅ ¶ÑÒÎ Ë ±ÈÔË ¥ÂÐËÇÎ [7] ÄÞÄÇÎË ÕÑÚÐÖá ×ÑÓÏÖÎÖ
ÆÎâ ÖÅÎÂ ÒÓÇÙÇÔÔËË 1, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓË ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÏ
ÍÓÖÅÑÄÑÏ ÆÄËÉÇÐËË ÊÂ ÑÆËÐ ÑÃÑÓÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÇ ÑÔË
ÕÄÈÓÆÑÅÑ ÕÇÎÂ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÒÑÍÑâÜÇÅÑÔâ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ
ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂáÕÔâ ÐÂ ÖÅÑÎ

fS � 2p�1ÿ cosh y� ; �2�

ÅÆÇ cosh y � g � �1ÿ v 2=c 2�ÿ1=2 ì ÎÑÓÇÐÙ-×ÂÍÕÑÓ, v ì
ÔÍÑÓÑÔÕß ÕÇÎÂ, c ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ. ±ÓËÏÇÓÐÑ Ä àÕÑ ÉÇ
ÄÓÇÏâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÂâ ÒÓÇÙÇÔÔËâ ÑÃÔÖÉÆÂÎÂÔß áÆÄËÅÑÏ
©ËÎÃÇÓÛÕÇÌÐÑÏ [8].

£ ÐÂÚÂÎÇ 1920-Ø ÅÑÆÑÄ ¿ÐÓËÍÑ ¶ÇÓÏË [9] Ë ÒÑÊÆÐÇÇ
¡ÓÕÖÓ µÑÎÍÇÓ [10] ÖÔÕÂÐÑÄËÎË ÒÓÂÄËÎÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÄÇÍÕÑ-
ÓÑÄ ÆÎâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÄÞÆÇÎÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÑÕÔÚÈÕÂ Ä ÑÃÜÇÌ
ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË. ±ÓË ÒÇÓÇÐÑÔÇ ¶ÇÓÏË ëµÑÎÍÇÓÂ
ÄÇÍÕÑÓÞ, ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÇ Í ×ËÊËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ÓÇÎâ-
ÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÄÇÆÖÕ ÔÇÃâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÑÔâÏ ÕÄÈÓ-
ÆÑÅÑ ÕÇÎÂ Ä ÕÇÑÓËË ¢ÑÓÇÎâ Ë ÆÓ. [6 ë 8].

±ÓÇÙÇÔÔËâ ÑÔÇÌ ÕÄÈÓÆÑÅÑ ÕÇÎÂ, ËÔÒÞÕÞÄÂáÜÇÅÑ ÖÔÍÑ-
ÓÇÐËÇ, ËÊÄÇÔÕÐÂ ×ËÊËÍÂÏ ÍÂÍ ÒÓÇÙÇÔÔËâ ´ÑÏÂÔÂ, ÒÑ-
ÔÍÑÎßÍÖ ÇÄÇÎËÐ ´ÑÏÂÔ [11] ÓÂÔÍÓÞÎ ÇÈ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎß-
ÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ ÕÇÑÓËË ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÂÕÑÏÐÞØ
ÔÒÇÍÕÓÑÄ. ´ÑÏÂÔ ÑÒËÓÂÎÔâ ÒÓË àÕÑÏ ÐÂ ÔÕÂÕßá £ËÎßâÏÂ
ÆÇ ³ËÕÕÇÓÂ Ñ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÒÓÇÙÇÔÔËË ÖÐÞ, ÑÒÖÃÎËÍÑ-
ÄÂÐÐÖá Ä ÍÐËÅÇ ¡ÓÕÖÓÂ ¿ÆÆËÐÅÕÑÐÂ [12].

³ ÕÇÑÓÇÕËÍÑ-ÅÓÖÒÒÑÄÞÏË ÂÔÒÇÍÕÂÏË ÄÓÂÜÇÐËâ ÔÒËÐÂ
×ËÊËÍË ÒÑÊÐÂÍÑÏËÎËÔß ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÓÂÃÑÕÇ £ËÅÐÇÓÂ [13].
´ÇÓÏËÐ "ÄËÅÐÇÓÑÄÔÍÑÇ ÄÓÂÜÇÐËÇ" ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ Ë ÍÂÍ
ÔËÐÑÐËÏ "ÒÓÇÙÇÔÔËË ´ÑÏÂÔÂ", Ë Ä ÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍÑÏ ÔÏÞÔÎÇ
ì ÍÂÍ ÄÓÂÜÇÐËÇ ÕÄÈÓÆÑÅÑ ÕÇÎÂ ÒÓË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

ªÔÕÑÓËâ ÒÇÓÄÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÒÓÇÙÇÔ-
ÔËÇÌ ´ÑÏÂÔÂ, ËÊÎÑÉÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ £ÂÎßÕÇÓÂ [14].

¤ÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÔÕÑÓÑÐÂ à××ÇÍÕÂ ÒÓÇÙÇÔÔËË ÔÒËÐÂ
ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÐÇÆÂÄÐÑ ÄÐÑÄß ÒÓËÄÎÇÍÎÂ Í
ÔÇÃÇ ÄÐËÏÂÐËÇ. ¡ÓÂÄËÐÆ ÒÑÍÂÊÂÎ [15], ÚÕÑ ÖÅÑÎ ÄÓÂÜÇ-
ÐËâ fS ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÒÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐÐÑÌ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÇÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. ¿ÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÄÇÍÕÑÓÑÄ Ä ÓËÏÂÐÑ-
ÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [16]). ±ÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ
ÒÇÓÇÐÑÔ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë
ÒÓÇÙÇÔÔËâ ´ÑÏÂÔÂ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ²ÑÆÑÔÑÏ Ë
³ÇÏÑÐÑÏ [17].

µÅÎÞ ÄÓÂÜÇÐËâ jS Ë fS ËÏÇáÕ ÔÏÞÔÎ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ
×ÂÊÞ, ÍÑÕÑÓÂâ ÄÔÕÓÇÚÂÇÕÔâ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÑÃÎÂÔÕâØ ×ËÊËÍË [4,
5, 18].

¿ÄÓËÔÕËÚÇÔÍÖá ÙÇÐÐÑÔÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÊÄÇÔÕÐÂâ ÂÐÂ-
ÎÑÅËâ ÏÇÉÆÖ ÄÓÂÜÇÐËâÏË Ë ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏË ÑÓÇÐÙÂ.
£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÕÇÑÓÇÏÖ ÔÎÑÉÇÐËâ ÓÇÎâÕË-
ÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÍÂÍ ÊÂÍÑÐ ÔÎÑÉÇÐËâ
ÆÖÅ ÃÑÎßÛËØ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕÇÌ Ô×ÇÓÞ Ô ÏÐËÏÞÏ ÓÂÆËÖÔÑÏ Ä
ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ô ÑÆÐÑÌ ÏÐË-
ÏÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ (ÄÓÇÏÇÐÇÏ). £ÄÑÆâ ÑÆÐÖ ÏÐËÏÖá
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ (ÄÓÇÏâ), ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕß ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆ

1 ³ÕÂÕßâ ¶ÑÒÎÂ Ë ¥ÂÐËÇÎÂ ÃÞÎÂ ÓÇÍÑÏÇÐÆÑÄÂÐÂ Í ÒÇÚÂÕË ¥ÂÄËÆÑÏ
¤ËÎßÃÇÓÕÑÏ.
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×ËÊËÚÇÔÍËØ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ä Ô×ÇÓÖ Ô ÏÐËÏÞÏ
ÓÂÆËÖÔÑÏ Ä ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.

¬ÂÍ ÆÎâ ÏÂâÕÐËÍÂ ¶ÖÍÑ, ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÒÓÇÙÇÔÔËË ´ÑÏÂÔÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß, ÄÆÑÎß ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÔÏÇÜÇÐËÇ,
ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÍÂÍ ÐÇÍÖá Ô×ÇÓÖ.
¿ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÐÂÄÑÆËÕ ÐÂ ÏÞÔÎß Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ
à××ÇÍÕÞ ÄÓÂÜÇÐËâ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ ¶ÖÍÑ Ë
ÒÓÇÙÇÔÔËË ´ÑÏÂÔÂ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍË, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÕÑÉÆÇÔÕ-
ÄÇÐÐÞ, ÒÓËÚÈÏ ÆÂÐÐÞÌ ×ÂÍÕ ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÒÓÑÕËÄÑÓÇ-
ÚËÕ ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ÒÓËÓÑÆÂ ÔËÔÕÇÏ ÓÂÊÎËÚÐÂ.

¸ÇÎß ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÏÇÕÍË ÔÑÔÕÑËÕ Ä
ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÖÅÎÑÄ ÄÓÂÜÇ-
ÐËâ jS Ë fS ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ Ô
ÒÑÏÑÜßá àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÌ ÆÎâ
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÄÆÑÎß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ. £ ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ©ÇÏÎË, Õ.Ç. ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß
Ô×ÇÓÞ, ÒÑÅÓÖÉÈÐÐÑÌ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ R3. £Ñ
ÄÕÑÓÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ì ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ
ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, Õ.Ç. ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆ u 2 � 1,
ÒÑÅÓÖÉÈÐÐÞÌ Ä ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ TxM.

¯ÂÅÎâÆÐÞÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÏÇÕÑÆ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ
ÍÑÐÖÔÂ, Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÞÄÑÆâÕÔâ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 3 Ë 4, ÚÂÔÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÆÎâ ËÎÎá-
ÔÕÓÂÙËË ÄÎËâÐËâ ÍÓËÄËÊÐÞ ÐÂ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ
ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÄÆÑÎß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ô×ÇÓÞ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ 1 Ä [1]). ¿ÕÑÕ ÏÇÕÑÆ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÔâ ©ÑÏÇÓ-
ÄËÎÎÇÏ [2] Ë ²ÑÍÑÄÇÓÑÏ, ®ËÎÎÇÓÑÏ Ë ®ËÎÎÔÑÏ 2 [3] ÆÎâ
ÑÒËÔÂÐËâ àÄÑÎáÙËË ÏÂâÕÐËÍÂ ¶ÖÍÑ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 2 ÏÞ
ÐÂÒÑÏÐËÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÒÓËÐÙËÒÞ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ.
£ ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ àÄÑÎáÙËË ÏÂâÕÐËÍÂ
¶ÖÍÑ Ô ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ àÄÑÎá-
ÙËâ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÏÖ ÒÇÓÇÐÑÔÖ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ ÄÆÑÎß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ô×ÇÓÞ, Ë ÒÑÎÖÚÇÐÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1). £ ÓÂÊÆÇÎÇ 4 ÏÇÕÑÆ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÍÑÐÖÔÂ
ÑÃÑÃÜÈÐ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÕÑÏÂÔÑÄÔÍÑÌ ÒÓÇÙÇÔÔËË. ³ ÇÅÑ
ÒÑÏÑÜßá ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (2).

2. ±ÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ

2.1. ¦ÄÍÎËÆÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ
±ÑÐâÕËÇ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÃÇÓÈÕ ÐÂÚÂÎÑ Ä ÇÄÍÎË-
ÆÑÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË. ¤ÑÄÑÓâÕ, ÚÕÑ ÆÄÂ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÞ, ÇÔÎË ÆÄÇ ÒÓâÏÞÇ, ÒÓÑØÑÆâÜËÇ ÚÇÓÇÊ ÐÂÚÂÎßÐÞÇ
Ë ÍÑÐÇÚÐÞÇ ÕÑÚÍË ÄÇÍÕÑÓÑÄ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞ Ä ÔÏÞÔÎÇ V
ÒÑÔÕÖÎÂÕÂ ¦ÄÍÎËÆÂ Ë ÑÓËÇÐÕÂÙËË ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ.
¯ÇÒÓÇÓÞÄÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÏ ÛÂÅÇ ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÆÎËÐÖ ÄÇÍÕÑÓÂ Ë ÑÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÇÅÑ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏ ÔÂÏÑÏÖ ÔÇÃÇ, ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇÐÑÔÑÏ. ¥Îâ ÄÇÍÕÑÓÂ A Ä ÕÑÚÍÇ P ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÑÆËÐ Ë ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ ÄÇÍÕÑÓ A 0 Ä ÕÑÚÍÇ P 0, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇÐÑÔÑÏ A ËÊ P Ä P 0.

£ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔÖÏÏÂ Ë ÓÂÊÐÑÔÕß ÄÇÍÕÑ-
ÓÑÄ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ Ë
ÒÓÂÄËÎÂ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ. µÔÎÑÄËÇ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ Ä ÄËÆÇ

dA � A 0 ÿ A � 0 ; �3�

ÅÆÇ dA ì ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÇ ÔÏÇÜÇÐËÇ. £ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÖÔÎÑÄËÇ (3) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÕÂÍÉÇ ÆÎâ ÍÑÐÇÚ-
ÐÞØ ÔÏÇÜÇÐËÌ.

±ÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÒÓÑÔÕÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ Ä
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË. ¥ÇÍÂÓÕÑÄÂ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÐÂÃÑÓÑÏ ÃÂÊËÔÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ei Ä ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ
ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍÇ P, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÇÓÇÐÑÔâÕÔâ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ Ä
ÆÓÖÅËÇ ÕÑÚÍË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ:

dei � e 0i ÿ ei � 0 : �4�

¬ÑÐÕÓÂÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÄÇÍÕÑÓÂ A ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÞ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ A � Aiei, ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐÞ ÚÇÓÇÊ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ Ai � ei A. ªÊ ÑÓÕÑ-
ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË ÃÂÊËÔÂ, ei ej � di j, ÅÆÇ di j � d i j �
� diag �1; 1; . . . ; 1�, ÔÎÇÆÖÇÕ Ai � d i jAj � Ai Ë AB � AiB

i.
£ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÈÕÂ

ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÄÇÍÕÑ-
ÓÑÄ:

dAi � d�ei A� � dei A� ei dA � 0 ; �5�

Ë, ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ:

d�AB� � �dAi�Bi � Ai�dBi� � 0 : �6�

2.2. ²ËÏÂÐÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ
²ËÏÂÐÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÇÄÍÎËÆÑÄÑ. £ ÍÂÉÆÑÌ
ÕÑÚÍÇ P ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÇÄÍÎËÆÑÄÖ ×ÑÓÏÖ, ÒÓË-
ÚÈÏ Ä ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍÇ P 0, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜÇÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË P,
ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ ÑÕ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ËÏÇÇÕ
ÄÕÑÓÑÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÏÂÎÑÔÕË ÒÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËá ÏÇÉÆÖ P Ë P 0.

£ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ô ÐÂÚÂ-
ÎÑÏ Ä ÕÑÚÍÇ P ÒÓÑØÑÆâÜËÇ ÚÇÓÇÊ ÕÑÚÍÖ P ÕÓÂÇÍÕÑÓËË
x � vl�O�l 3�, ÅÆÇ l ì ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÑÕ
P, ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ àÎÇÏÇÐÕÞ ÒÓâÏÞØ ËÎË ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ 3.
¬ÓËÄÂâ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ, ÇÔÎË ÇÈ ÍÂÉÆÞÌ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÞÌ àÎÇÏÇÐÕ âÄÎâÇÕÔâ àÎÇÏÇÐÕÑÏ ÅÇÑÆÇÊË-
ÚÇÔÍÑÌ. £ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÓâÏÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ
ÍÓÂÕÚÂÌÛËÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÕÑÚÍÂÏË. ³ÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÓËÏÂÐÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÅÇÑÆÇÊË-
ÚÇÔÍËØ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÍÓÂÕÚÂÌÛËÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÃÎËÊ-
ÍËÏË ÕÑÚÍÂÏË, Â ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇìÏÇÉÆÖ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏË
ÕÑÚÍÂÏË Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÔÑÇÆËÐâáÜÇÌ ËØ
ÍÓËÄÑÌ.

£ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (3) Ä ÒÇÓÄÑÏ
ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ ÔÏÇÜÇÐËá. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ
ÒÇÓÇÐÑÔ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá
ÄÆÑÎß ÍÓËÄÑÌ, Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÇÍÕÑÓ ÒÇÓÇ-
ÐÑÔËÕÔâ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÏ
ÛÂÅÇ. ±ÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÎÑÍÂÎßÐÑ, Â ÔÎÇÆÑÄÂÕÇ-
ÎßÐÑ, Ë ÄÆÑÎß ÄÔÇÌ ÍÓËÄÑÌ ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇ-
ÆÇÐËÇ, ÆÎËÐÞ Ë ÖÅÎÞ ÏÇÉÆÖ ÄÇÍÕÑÓÂÏË.

±ÓË ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÏ ÒÇÓÇÐÑÔÇ ÄÆÑÎß ÒÓâÏÑÌ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÄÇÍÕÑÓÑÏ A Ë ÄÇÍÕÑÓÑÏ,

2 ².. ®ËÎÎÔ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ Ô ¹É.¯. ÁÐÅÑÏ Ä 1954 Å. ÄÒÇÓÄÞÇ ÄÄÇÎË Ä
×ËÊËÍÖ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÒÑÎâ Ô ÐÇÂÃÇÎÇÄÞÏË ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÏË
ÅÓÖÒÒÂÏË ÔËÏÏÇÕÓËÌ.

3 ´ÓÂÇÍÕÑÓËâ ÒÓÑÃÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, ÒÓÑØÑÆâÜÂâ ÚÇÓÇÊ ÙÇÐÕÓ ÏÂÔÔ
ÔÄÑÃÑÆÐÑ ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ÎË×ÕÂ (ÕÑÚÍÂ P), ÑÕÍÎÑÐâÇÕÔâ ÑÕ ÒÓâÏÑÌ ÐÂ
ÄÇÎËÚËÐÖ ÒÑÓâÆÍÂ O�l 3�; ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË l ÑÕ P ÚÂÔÕËÙÂ ËÔÒÞÕÞÄÂÇÕ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÒÑÓâÆÍÂ O�l �. °ÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÚÎÇÐÑÄ O�l 2� Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË ÆÎâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÌ
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË P ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÑ ËÐÇÓÙËË. £ ÕÑÚÍÇ P ÄÐÇÛÐââ
ÔËÎÂ Ë ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá ÔÑÅÎÂÔÐÑ 2-ÏÖ ÊÂÍÑÐÖ ¯ßáÕÑÐÂ.
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ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÏ Í ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÑÔÕÂÈÕÔâ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ.
¿ÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÑ Ä ÓËÏÂÐÑÄÑÏ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. £ÏÇÔÕÇ Ô ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇÏ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÆÎËÐÞ
ÑÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÄÇÍÕÑÓÂ ÄÆÑÎß
ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÓËÏÂÐÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. £ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ c ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑ-
ÍÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ ÔÄÑÃÑÆÂ
ÄÓÂÜÇÐËâ A ÄÑÍÓÖÅ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ Í ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÄÇÍÕÑÓÂ.
±ÓË ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÏ ÒÇÓÇÐÑÔÇ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
Ë ÎÑÍÂÎßÐÑ Ä ÓËÏÂÐÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ A ÑÔÕÂÈÕÔâ Ä
ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÐÂÕâÐÖÕÑÌ ÐÂ ÄÇÍÕÑÓ A Ë ÄÇÍÕÑÓ v,
ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ Í ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ÕÑÚÍÇ P. ¿ÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ
ÊÂÒÓÇÜÂÇÕ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÄÓÂÜÇÐËâ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÇÆËÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ Ä ÓËÏÂÐÑÄÞØ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ Ô ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá 4.

2.3. ²ËÏÂÐÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÍÂÍ ÅËÒÇÓÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß
ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
²ËÏÂÐÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÏÑÉÐÑ ÄÎÑÉËÕß Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ E Ô ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá Ë ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÇÅÑ ÍÂÍ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÅËÒÇÓÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß S � E.
¥ÇÍÂÓÕÑÄÂ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÅËÒÇÓÒÎÑÔÍÑÔÕË P�P�,
ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÌ Í S Ä ÕÑÚÍÇ P, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÎÑÍÂÎßÐÑ-ÇÄÍÎË-
ÆÑÄÖ ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ S Ä ÕÑÚÍÇ P. £ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË P 2 S
ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÑÕÐÑÛÇÐËâ Ë ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÇ ÑÒÇÓÂÙËË Ô
ÄÇÍÕÑÓÂÏË, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËÏË P�P� Ë S, ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ä
ÒÇÓÄÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËá ÑÕ P. ¿ÕÑ ÆÂÈÕ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕß ÑÒÇÓËÓÑÄÂÕß Ô ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË ÑÃÝÇÍÕÂÏË Ä
ÓËÏÂÐÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ä ÇÄÍÎË-
ÆÑÄÑÏ.

±ÓË ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÏ ÒÇÓÇÐÑÔÇ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË P 2 S
ÄÇÍÕÑÓÞ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËÇ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ
TPS, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (3) Ë (4).

£ÇÍÕÑÓÞ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ E ËÏÇáÕ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ, ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÇ TPS. µÔÎÑÄËâ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ
ÒÇÓÇÐÑÔÂ Ä S ÐÇ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂáÕ ËÊÏÇÐÇÐËÇ àÕËØ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕ. ±ÓË ÎáÃÑÏ ÆÑÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ
Ä S ÄÇÍÕÑÓÂ A 2 TPE, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇÐÑÔÑÏ Ä E. ³ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ E ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ
ÒÓÇÙÇÔÔËâ A.

°ÃÑÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ ei ÃÂÊËÔÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ TPS. ¿ÕË ÉÇ
ÄÇÍÕÑÓÞ âÄÎâáÕÔâ ÃÂÊËÔÐÞÏË ÄÇÍÕÑÓÂÏË P�P�. £ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË P 2 S ÖÔÎÑÄËâ ÒÂÓÂÎÎÇÎß-
ÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ (3) Ë (4) ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÑÄ A 2 TPE, ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÞ Ä ÄËÆÇ

ei dA � 0 ; �7�
ei dek � 0 : �8�

£ ÒÇÓÄÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ A, ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÇ Í S, ÐÇ
ËÊÏÇÐâáÕÔâ. µÓÂÄÐÇÐËÇ (8) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÎÑÍÂÎßÐÑÌ
ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÔËÏÄÑÎÞ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ
ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß.

µÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÇÓÏË ëµÑÎÍÇÓÂ [9, 10, 19] ×ËÍÔËÓÖÇÕ
ÕÂÍÉÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ A, ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ Í TPS. £

ÊÂÆÂÚÂØ Ñ ÏÂâÕÐËÍÇ ¶ÖÍÑ Ë ÒÓÇÙÇÔÔËË ´ÑÏÂÔÂ ÐÑÓÏÂÎß-
ÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá. £ ÕÂÍÑÌ
ÔËÕÖÂÙËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7) âÄÎâáÕÔâ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÒÑÎ-
ÐÞÏË. ¥Îâ ÄÇÍÕÑÓÑÄ TPS ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÇÓÏË ëµÑÎÍÇÓÂ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (7).

±ÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÄÐÖÕÓË ÅËÒÇÓÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÑÕ
P Í P 0 Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ P 0 ÃÎËÊÍÑ Í P, ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ
ÄÇÍÕÑÓÂ ÄÐÖÕÓË P�P� Ô ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÒÓÑÇÍÙËÇÌ ÐÂ P�P 0�
(ÓËÔ. 1). ²ÇÊÖÎßÕÂÕ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÕÑÅÑ, Ä ÍÂÍÑÌ ÕÑÚÍÇ
ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ P�P� Ë P�P 0� ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÒÓÑÇÍÙËâ. ±Ñ-
ÔÍÑÎßÍÖ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ ÆÎâ ÃÇÔÍÑ-
ÐÇÚÐÑ ÏÂÎÞØ ÔÏÇÜÇÐËÌ, ÕÑ ÑÐ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ ÆÎâ ÄÔÇÌ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË.

µÓÂÄÐÇÐËâ (7) Ë (8) ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÊÂÍÎáÚÇÐËá, ÚÕÑ ÇÔÎË
ÃÂÊËÔÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ Ë ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ A
ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÒÇÓÇÐÑÔâÕÔâ ÄÆÑÎß ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÍÓËÄÑÌ, ÕÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ A Ä ÎÑÍÂÎßÐÑÏ ÃÂÊËÔÇ
ÑÔÕÂáÕÔâ ÐÇËÊÏÇÐÐÞÏË. ¿ÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ (7), (8) Ë ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ A � Aiei:

d�ei A� � dei A� ei dA � Akek dei � ei dA � 0 : �9�

£ÇÍÕÑÓÞ e# Ë ej, ÑÃÓÂÊÖáÜËÇ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÌ ÃÂÊËÔ ÐÂ
S 2, ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÑÏ ÖÅÎÇ ÔÄâÊÂÐÞ
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇÐÑÔÑÏ ÄÆÑÎß ÏÇÓËÆËÂÐÂ. ³ÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ A ÄÆÑÎß ÏÇÓËÆËÂÐÂ ÐÇ
ËÊÏÇÐâÇÕ ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ A. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÓËÇÐ-
ÕÂÙËâ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÂÚÂÐËâÏÂâÕÐËÍÂ¶ÖÍÑ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËáÍ
ÖÆÂÎÈÐÐÞÏ ÊÄÈÊÆÂÏ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ (ØÑÕâ ÐÇ
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ) ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ ÄÆÑÎß
ÏÇÓËÆËÂÐÂ Ä ÎÑÍÂÎßÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÐÂÃÎáÆÂ-
ÕÇÎâ ÐÂ ³ÇÄÇÓÐÑÏ ÒÑÎáÔÇ.

³ËÐØÓÑÐËÊÂÙËâ ÔËÔÕÇÏ ÑÕÔÚÈÕÂ Ä ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÌ ÕÇÑÓËË
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ, ÚÕÑ ÃÂÊËÔÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ
ÔËÔÕÇÏ ÑÕÔÚÈÕÂ S 0 ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏË ÃÖÔÕÂ
ÃÂÊËÔÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÄÞÆÇÎÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÑÕÔÚÈÕÂ S. ¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÌ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ 1)
ÑÆÐÑÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÃÖÔÕÑÄ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÖá ÐÂ
ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÇ u 2 � 1 ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë ÚÕÑ 2)
ÃÖÔÕ ÃÂÊËÔÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ âÄÎâÇÕÔâ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇÐÑ-
ÔÑÏ ÄÆÑÎß ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ, ÆÂÐÑ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ

4 ®ÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÕÂÍÉÇ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇ, ËÔØÑÆâÜËÇ ËÊ P Ä
ÅËÒÇÓÒÎÑÔÍÑÔÕË P2, ÐÂÕâÐÖÕÑÌ ÐÂ A Ë ÄÇÍÕÑÓ v, ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ Í
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË. ´ÂÍËÇ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÆÄÖÏÇÓÐÖá ÅËÒÇÓÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß S2, ÍÂÔÂÕÇÎßÐÖá ÍP2 Ä ÕÑÚÍÇ P. ±ÓË ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÏ ÒÇÓÇÐÑÔÇ ËÊ
P Ä P 0 2 S2 ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÂâ ÎÇÉËÕ ÙÇÎËÍÑÏ Ä S2, Â ÄÇÍÕÑÓ A ÑÔÕÂÈÕÔâ
ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÏ Í S2. ¿ÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÊÂÒÓÇÜÂÇÕ ÄÓÂÜÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ Ë
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÑÒËÔÂÐÐÑÏÖ ÄÞÛÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ ÆÎâ A 0 Ä P 0 Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá
O�l 2�. £ ÒÓÇÆÇÎÇ l! 0 ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ØÑÓÑÛÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐ.

P
0

P

A
0

A

aS

±(P)

±(P
0
)

²ËÔ. 1. ±ÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÄÇÍÕÑÓÂ A ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÃÎËÊÍËÏË
ÕÑÚÍÂÏË P Ë P 0 ÄÆÑÎß ÅËÒÇÓÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S.P�P� ËP�P 0�ì ÍÂÔÂÕÇÎß-
ÐÞÇ ÅËÒÇÓÒÎÑÔÍÑÔÕË Í S Ä ÕÑÚÍÂØ P Ë P 0. £ÇÍÕÑÓ A ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ Ä
ÔÏÞÔÎÇ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ ÄÐÖÕÓË P�P� Í ÒÇÓÇÔÇÚÇ-
ÐËá P�P� Ë P�P 0�. ¥ÂÎÇÇ ÄÇÍÕÑÓ A ÒÓÑÇÍÕËÓÖÇÕÔâ ÐÂ P�P 0�. ¯Â
ÊÂÍÎáÚËÕÇÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ A ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ Ä ÔÏÞÔÎÇ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕ-
ÓËË ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÄÐÖÕÓË P�P 0� Í ÕÑÚÍÇ P 0. ²ÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ P Ë P 0

ËÏÇÇÕ ÒÇÓÄÞÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÏÂÎÑÔÕË ÒÑ ÖÅÎÖ a, Â ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÆÎËÐÞ ÄÇÍÕÑÓÂ
djAj � �1ÿ cos a�jAj ì ÄÕÑÓÑÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÒÑ a. £ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÏ
ÒÓÇÆÇÎÇ ÆÎËÐÂ ÄÇÍÕÑÓÂ jAj ÑÔÕÂÈÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ.
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ÔÎÇÆÔÕÄËâ ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ 4-ÄÇÍÕÑÓÂ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË a ÄÆÑÎß ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕ ÎÑÍÂÎß-
ÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ a.

°ÃÜËÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ×ÑÓÏÂÎËÊÏ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÌ
ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÓËÏÂÐÑÄÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä
ÓÂÃÑÕÂØ [1, 16, 19]. ³×ÇÓÂ, ÄÎÑÉÇÐÐÂâ Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÇ
ÇÄÍÎËÆÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ R 3, Ë ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆ ×ËÊËÚÇÔÍËØ
ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÄÎÑÉÇÐÐÞÌ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ
ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ TxM, ÒÑÍÂ ÇÜÈ ÑÔÕÂáÕÔâ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÑÔÕÞÏË Ë ÒÓÇÆÑÔÕÂÄÎâáÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß
ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÏË ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË ÏÇÕÑ-
ÆÂÏË.

3. £ÓÂÜÇÐËÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÂÚÂÐËâ
ÏÂâÕÐËÍÂ ¶ÖÍÑ

3.1. ¥ËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÖÔÎÑÄËâ
®Þ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÂÔÒÇÍÕÂØ
àÄÑÎáÙËË ÏÂâÕÐËÍÂ ¶ÖÍÑ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÞ Ô
ÅÇÑÏÇÕÓËÇÌ ÊÂÆÂÚË (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [2 ë 5, 18]).

´ÑÚÍÂ ÒÑÆÄÇÔÂ ÏÂâÕÐËÍÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÍÓÖÅÑÄÖá ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËá.¯ÂÏÂâÕÐËÍ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÔËÎÂ¬ÑÓËÑÎËÔÂ, ÔÄâÊÂÐÐÂâ
Ô ÄÓÂÜÇÐËÇÏ ©ÇÏÎË. ³ËÎÂ ÓÇÂÍÙËË ÐËÕË, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ
ÒÑÆÄÇÛÇÐ ÏÂâÕÐËÍ, ÒÓÑÕËÄÑÔÕÑËÕ ÔËÎÇ ÕâÉÇÔÕË 5.

³ËÎÂ ÕâÉÇÔÕË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ Í ÙÇÐÕÓÖ ©ÇÏÎË, ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËÇ ÔËÎÞ ÓÇÂÍÙËË ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÅÓÖÊÂ ÏÂâÕ-
ÐËÍÂ. ²ÂÆËÂÎßÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔËÎÞ ÕâÉÇÔÕË Ë ÔËÎÞ
ÓÇÂÍÙËË ÄÊÂËÏÐÑ ÍÑÏÒÇÐÔËÓÖáÕÔâ. ³ËÎÂ ÓÇÂÍÙËË ÔÑÊ-
ÆÂÇÕ ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÖá Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÂÎÞØ ÖÅÎÑÄ ÔÑÔÕÂ-
ÄÎâáÜÖá Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ©ÇÏÎË, ÍÑÕÑÓÂâ ÔÕÓÇÏËÕÔâ
ÄÇÓÐÖÕß ÏÂâÕÐËÍ Ä ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ.

³ËÎÂ ¬ÑÓËÑÎËÔÂ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ÆÄËÉÇÐËâ
ÏÂâÕÐËÍÂ ËÊ-ÊÂ ÄÓÂÜÇÐËâ ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô ©ÇÏÎÈÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ:

FC � 2mv�X ; �10�
ÅÆÇ m Ë v ì ÏÂÔÔÂ Ë ÔÍÑÓÑÔÕß ÅÓÖÊÂ ÏÂâÕÐËÍÂ, X ì
ÚÂÔÕÑÕÂ ÄÓÂÜÇÐËâ ©ÇÏÎË. ³ÍÑÓÑÔÕß v ì ÍÂÔÂÕÇÎßÐÂâ Í
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ¯Â àÍÄÂÕÑÓÇ v Ë X ÎÇÉÂÕ Ä ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÑàÕÑÏÖ FC ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÂ ÖÔÍÑÓÇÐËá ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÅÑ ÒÂÆÇÐËâ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÑÓËÑÎËÔÑÄÂ ÔËÎÂ ÐÇ ÔÑÊÆÂÇÕ
ÄÓÂÜÂáÜÇÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ. ¦ÔÎË ÏÂâÕÐËÍ ÆÄËÉÇÕÔâ ÄÆÑÎß
àÍÄÂÕÑÓÂ, ÕÑ ÇÅÑ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÍÂÚÂÐËâ ÐÇ ÄÓÂÜÂÇÕÔâ ÒÑ
ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÆÄËÉÇÐËâ. ¿ÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ
ÑÔÕÂÈÕÔâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏ ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË ÏÂâÕÐËÍÂ ÄÆÑÎß
ÎáÃÑÌ ÃÑÎßÛÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË Ô×ÇÓÞ.

©ÂÆÂÚÖ Ñ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ àÄÑÎáÙËË ÏÂâÕÐËÍÂ ÕÇÒÇÓß
ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá
ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÏ ÒÇÓÇÐÑÔÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕ-
ÐËÍÂ. ´ÓÂÇÍÕÑÓËâ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ #, ÍÑÕÑÓÖá ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÏÂâÕÐËÍ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑÄÂÐÂ ÑÕÓÇÊÍÂÏË ÆÖÅ
ÃÑÎßÛËØ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕÇÌ Ô×ÇÓÞ. ±ÓË ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËË ÄÆÑÎß
ÍÂÉÆÑÌ ËÊ ÐËØ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÏÂâÕÐËÍÂ ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ Ä ÕÑÏ
ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÍÂÚÂÐËâ ÐÇ ÄÓÂÜÂÇÕÔâ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇ-
ÐËá Í ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÆÖÅË. ¬ÂÚÂÐËÇ ÏÂâÕÐËÍÂ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÒÑ ËÐÇÓÙËË. °ÆÐÂÍÑ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ×ËÍÔË-

ÓÑÄÂÐÐÑÅÑ # ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÍÂÚÂÐËâ ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ, ÒÑÕÑÏÖ
ÚÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ô×ÇÓÞ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÇÄÍÎËÆÑ-
ÄÑÌ. £ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ, ÍÑÅÆÂ ÆÎËÐÞ ÆÖÅ ÔÕÓÇ-
ÏâÕÔâ Í ÐÖÎá, ÄÑÔÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ ËÔØÑÆÐÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ,
ÊÂÆÂÄÂÇÏÂâ ÒÑÎâÓÐÞÏ ÖÅÎÑÏ #, Ë ÐÂØÑÆËÕÔâ ÖÅÑÎ ÄÓÂÜÇ-
ÐËâ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ.

©ÇÏÎâ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔÒÎáÜÇÐÐÑÔÕßá f � 1=300 ( f �
� �aÿ c�=a, a ì àÍÄÂÕÑÓËÂÎßÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ, b ì ÒÑÎáÔÐÞÌ
ÓÂÆËÖÔ). ®Þ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ©ÇÏÎá ÍÂÍ ËÆÇÂÎßÐÖá Ô×ÇÓÖ
Ë ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÇÏ ÔÄâÊÂÐÐÞÏË Ô àÎÎËÒÔÑËÆÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÑÌ
©ÇÏÎË ÏÂÎÞÏË ÑÕÍÎÑÐÇÐËâÏË ÑÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ
ÊÂÍÑÐÂ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ.

3.2. ®ÇÕÑÆ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÍÑÐÖÔÂ Ä ÊÂÆÂÚÇ
Ñ ÏÂâÕÐËÍÇ ¶ÖÍÑ
¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 2 ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÒÑÍÂÊÂÐÂ ©ÇÏÎâ, ÐÂÍÓÞÕÂâ Ô
³ÇÄÇÓÐÑÅÑ ÒÑÎÖÛÂÓËâ ÍÑÐÖÔÑÏ Ô ÄÇÓÛËÐÑÌ B. ¬ÑÐÖÔ
ÍÂÔÂÇÕÔâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ©ÇÏÎË ÐÂ ÒÂÓÂÎÎÇÎË, ÊÂÆÂÄÂÇÏÑÌ
ÖÅÎÑÏ # � �BOA. £ÇÍÕÑÓ, ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ, ÆÄËÉÇÕÔâ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÏÂâÕÐËÍÑÏ ÒÑ
ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË. £ ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÄÇÍÕÑÓ ÒÓËÐÂÆ-
ÎÇÉËÕ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ Ô×ÇÓÞ Ë ÍÑÐÖÔÂ.
±ÑÎÂÅÂâ ÓÂÆËÖÔ Ô×ÇÓÞ ÓÂÄÐÞÏ ÇÆËÐËÙÇ, ÐÂØÑÆËÏ

OA � �n sin#; cos#� ; �11�

CA � �n sin#; 0� ; �12�

BA �
�
n sin#;ÿ sin2 #

cos#

�
; �13�

ÅÆÇ n � �cosj; sinj� ì ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË
àÍÄÂÕÑÓÂ. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÄÇÍÕÑÓ BA, ÏÞ ÒËÛÇÏ
BA � �n sin y; z� Ë ÐÂØÑÆËÏ z ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕË

BAOA � 0 : �14�

5 ¸ÇÐÕÓÑÃÇÉÐÂâ ÔËÎÂ ÄÞÄÑÆËÕ ÄÇÍÕÑÓ, ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ, ËÊ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ©ÇÏ-
ÎË. ¿××ÇÍÕ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÄÑÊÏÖÜÇÐËá ÖÔÍÑÓÇÐËâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÒÂÆÇÐËâ g.
ªÏ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá X2R sin#=jgj � 0;003, ÅÆÇ
jXj � 2p=23;93 Ä ÚÂÔ, R � 6371 ÍÏ ì ÓÂÆËÖÔ ©ÇÏÎË, sin# � 1,
jgj � 9;81 Ï Ôÿ2.

CC

OO

AA

BB

²ËÔ. 2. ©ÇÏÎâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÍÂÍ ËÆÇÂÎßÐÂâ Ô×ÇÓÂ Ô ÙÇÐÕÓÑÏ Ä ÕÑÚÍÇO Ë
ÓÂÆËÖÔÑÏ jOAj. ®ÂâÕÐËÍ ¶ÖÍÑ ÒÑÏÇÜÈÐ Ä ÕÑÚÍÖ A ÐÂ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË
ÒÑÎâÓÐÑÅÑ ÖÅÎÂ # � �BOA. ©Â ÑÆËÐ ÔËÆÇÓËÚÇÔÍËÌ ÆÇÐß ÏÂâÕÐËÍ
ÔÑÄÇÓÛÂÇÕ ÑÃÑÓÑÕ ÄÑÍÓÖÅ ©ÇÏÎË. ±ÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ ÒÓÑÜÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÂÍ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ
ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ Í ÐÇÌ ÄÇÍÕÑÓÂ. ¿ÕÑÕ ÄÇÍÕÑÓ ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑ-
ÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ Ô×ÇÓÞ, Â ÕÂÍÉÇ ÍÑÐÖÔÂ Ô ÄÇÓÛËÐÑÌ B (ÒÑØÑÉÇÅÑ ÐÂ
ÄßÇÕÐÂÏÔÍÖá ÛÎâÒÖ), ÍÑÕÑÓÞÌ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ©ÇÏÎË ÐÂ ÛË-
ÓÑÕÇ ÏÂâÕÐËÍÂ. C ì ÙÇÐÕÓ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË, ÄÆÑÎß ÍÑÕÑÓÑÌ ÆÄËÉÇÕÔâ
ÏÂâÕÐËÍ. ´ÑÚÍË B, C, O ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ÐÂ ÑÔË ÄÓÂÜÇÐËâ ©ÇÏÎË.
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®ÇÕÓËÍÂ ÐÂ ÍÑÐÖÔÇ, ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÇÄÍÎËÆÑÄÞÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ R 3, âÄÎâÇÕÔâ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎß-
ÐÑ, ÐÂ ÍÑÐÖÔÇ ÏÑÉÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ �r;j�,
ÅÆÇ rì ÇÄÍÎËÆÑÄÑ Ä ÔÏÞÔÎÇR 3 ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÑÕ ÕÑÚÍË B, j
ì ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÞÌ ÖÅÑÎ, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÌ ÄÞÛÇ. ¢ÇÔÍÑÐÇÚÐÑ
ÏÂÎÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÕÑÚÍÂÏË ÐÂ ÍÑÐÖÔÇ ÓÂÄÐÑ

dl 2 � dr 2 � cos2 #r 2 dj 2 : �15�

ªÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ j! j= cos# (ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ
ÖÅÑÎ # ÑÔÕÂÈÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ) ÏÑÉÐÑ ÆÑÃËÕßÔâ, ÚÕÑÃÞ
ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ ÐÂ ÍÑÐÖÔÇ ÔÕÂÎ ÇÄÍÎËÆÑÄÞÏ Ä ÒÑÎâÓ-
ÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÑÉÐÑ ÓÂÊÓÇÊÂÕß ÍÑÐÖÔ ÄÆÑÎß ÒÓâ-
ÏÑÌ BA, ÓÂÊÄÇÓÐÖÕß ÇÅÑ Ë ÖÎÑÉËÕß ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÍÂÍ
ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 3. ®ÇÕÓËÍÂ ÐÂ ÓÂÊÄÈÓÐÖÕÑÏ ÍÑÐÖÔÇ
ÑÔÕÂÈÕÔâ eÄÍÎËÆÑÄÑÌ, ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÍÂÏË ÐÂ
ÍÑÐÖÔÇ Ë ÖÅÎÞ ÐÇ ËÊÏÇÐâáÕÔâ.

±ÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÒÓÑÔÕ Ë ÐÂÅÎâÆÇÐ. °Ð ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 3 ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ Ô
ÐÂÚÂÎÑÏ Ä ÕÑÚÍÇ A, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÒÑ ÏÇÓËÆËÂÐÖ.

®ÂâÕÐËÍ ÄÓÂÜÂÇÕÔâ ÄÏÇÔÕÇ Ô ©ÇÏÎÈÌ ÒÓÑÕËÄ ÚÂÔÑÄÑÌ
ÔÕÓÇÎÍË. ±ÎÑÔÍÑÔÕß ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ ÄÓÂÜÂÇÕÔâ ÒÑ
ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍÇ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÄÓÂÜÇÐËâ ÊÄÈÊÆ. £
ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô ©ÇÏÎÈÌ, ÖÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ
jE ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ. ¦ÅÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ ÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇÏ ÆÎËÐÞ ÆÖÅË AA0 ÄÆÑÎß ÒÖÕË ÏÂâÕÐËÍÂ 2pjCAj Í
ÓÂÆËÖÔÖ jBAj ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË, ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÌ ÐÂ ÓËÔ. 3. ¥ÎËÐÂ
ÆÖÅËAA0 ÓÂÄÐÂ ÆÎËÐÇ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÐÂ ÓËÔ. 2 Ô ÙÇÐÕÓÑÏC Ë
ÓÂÆËÖÔÑÏ jCAj, jBAj ì ÑÃÓÂÊÖáÜÂâ ÍÑÐÖÔÂ. ¥ÎËÐÞ
ÄÇÍÕÑÓÑÄ, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (12) Ë (13),
jCAj � sin# Ë jBAj � tan#. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

jE � ÿ
2pjCAj
jBAj � ÿ2p cos# : �16�

µÅÑÎ ÄÓÂÜÇÐËâ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÖÆÂÎÈÐÐÞÏ ÊÄÈÊÆÂÏ
ÆÂÈÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (1).

µÓÂÄÐÇÐËÇ (16), ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÆÎâ ³ÇÄÇÓÐÑÅÑ ÒÑÎÖÛÂ-
ÓËâ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ #4 p=2, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÕÂÍÉÇ ÆÎâ ÀÉÐÑÅÑ
ÒÑÎÖÛÂÓËâ. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ àÕÑ ÖÄËÆÇÕß, ÔÎÇÆÖÇÕ ÊÇÓ-
ÍÂÎßÐÑ ÑÕÓÂÊËÕß ÓËÔ. 2 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÎÑÔÍÑÔÕË àÍÄÂÕÑÓÂ
Ë ÒÑÄÕÑÓËÕß ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ.

4. ±ÓÇÙÇÔÔËâ ´ÑÏÂÔÂ

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 4 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÕÓÈØÏÇÓÐÂâ ÒÓÑÇÍÙËâ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë ÒÑÅÓÖÉÈÐÐÑÅÑ Ä ÐÇÅÑ
ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÂ u 2 � 1 ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ. ³ÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÏÇÕÓËÍË ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ gmn � diag�1;ÿ1;ÿ1;ÿ1�. ¹ÂÔÕËÙÂ
Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌÏÑÏÇÐÕ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇA ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÂ Ë
ËÏÇÇÕ 4-ÔÍÑÓÑÔÕß u � �g; gv=c�.

4.1. ¬ÂÔÂÕÇÎßÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
4.1.1. £ÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË. ¡ÍÔËÂÎßÐÞÌ 4-ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓË-
ÊÂÙËË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÕÓÈØÏÇÓÐÞÌ ÂÍÔËÂÎßÐÞÌ ÄÇÍ-
ÕÑÓ a Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÒÑÍÑâ ÚÂÔÕËÙÞ ÍÂÍ ÑÉËÆÂÇÏÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ
ŝ=s, ÅÆÇ ŝì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÔÒËÐÂ, sì ÔÒËÐ ÚÂÔÕËÙÞ. ±ÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâ ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÒÓË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâØ
ÑÓÇÐÙÂ ÒÎÑØÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÓÇÎâ-
ÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÆÑÎÉÐÂ ÑÒËÔÞÄÂÕßÔâ ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ
ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ. £ ÔËÔÕÇÏÇ ÒÑÍÑâ ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ
ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

a � �0; a� ; �17�

ÅÆÇ a 2 � ÿa 2 � 1 ÆÎâ ÚËÔÕÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ë a 2 � ÿa 2 < 1
ÆÎâ ÔÏÇÛÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ.

£ ÔËÔÕÇÏÇ ÒÑÍÑâ u � �1; 0�, ÒÑàÕÑÏÖ
ua � 0 : �18�

³ÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÑÓÇÐÙÂ, ÒÑàÕÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18) ÔÒÓÂ-
ÄÇÆÎËÄÑ ÄÑ ÄÔÇØ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÑÕÔÚÈÕÂ.

¿ÕÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÆÑÒÑÎÐËÕß ÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÏ.
±ÓËÐÙËÒ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÔÇ âÄÎÇ-
ÐËâ Ä ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÑÕÔÚÈÕÂ ÒÓÑÕÇÍÂáÕ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ä ÅÎÑÃÂÎßÐÑÌ ËÐÇÓÙËÂÎß-
ÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÈÕÂ. ±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (17) Ë ÖÔÎÑÄËÇ (18)
ÒÑàÕÑÏÖ ÕÂÍÉÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ Ä ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜËØ ËÐÇÓÙË-
ÂÎßÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÑÕÔÚÈÕÂ ÚÂÔÕËÙ, ÆÄËÉÖÜËØÔâ Ô ÖÔÍÑÓÇ-
ÐËÇÏ. £ ÕÂÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÆÑÒÖÔÕËÏÞÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ a ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐÞ ÄÓÂÜÇÐËâÏË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ.

¬ ÖÓÂÄÐÇÐËá (18) ÏÑÉÐÑ ÒÓËÌÕË ÆÓÖÅËÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ. C
ÒÑÏÑÜßá ÕÇÐÊÑÓÂ ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ Mjk Ë 4-ËÏÒÖÎßÔÂ
pl � mul ÔÕÓÑËÕÔâ ÄÇÍÕÑÓ ±ÂÖÎË ëáÃÂÐßÔÍÑÅÑ

J i � 1

m
ei j k lMjk pl : �19�

¿ÕÑÕ ÄÇÍÕÑÓ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ 4-ÄÇÍÕÑÓÖ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
J i � sa i. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä àÕÑÏ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÄÞÃÓÂÕß ÔËÔÕÇÏÖ ÑÕÔÚÈÕÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ p � �m; 0�. £ ÕÂÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ÚÂÔÕËÙÂ ÒÑÍÑËÕÔâ Ë ÇÈ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, Â ÕÇÐÊÑÓ Mjk, ÍÑÕÑÓÞÌ ÔÄâÊÂÐ ÎËÛß ÔÑ
ÔÒËÐÑÏ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÚÂÔÕß ÄÇÍÕÑÓÂ J i.
µÓÂÄÐÇÐËÇ (18) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ p � mu
Ë ÕÇÐÊÑÓ ei j k l ÒÑÎÐÑÔÕßá ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÇÐ (e0123 � �1).

A

B A
0

²ËÔ. 3. ±ÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÄÇÍÕÑÓÂ, ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ. ®ÂâÕÐËÍ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇA, ÄÓÂÜÂÇÕ-
Ôâ Ô ©ÇÏÎÈÌ ÒÓÑÕËÄ ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍË Ë ÒÑ ÊÂÄÇÓÛÇÐËá ÑÆÐÑÅÑ ÒÑÎÐÑÅÑ
ÑÃÑÓÑÕÂ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇA. ¯Â ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÏÂâÕÐËÍ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ Ä
ÕÑÚÍÇ A 0 6� A, ÍÑÕÑÓÂâ ×ËÊËÚÇÔÍË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô A. ±ÖÕß ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÐÇ ÊÂÏÍÐÖÕ. µÅÑÎ jE, ÒÑÍÂÊÂÐÐÞÌ ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÆÖÅÑÌ, ÑÍÓÖÉÂá-
ÜÇÌ ÕÑÚÍÖ A 0, jjEj < 2p, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÖÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÈÕÂ, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô ©ÇÏÎÈÌ. ´ÑÚÍË A Ë
Bì ÕÇ ÉÇ, ÚÕÑ ÐÂ ÓËÔ. 2.

878 ®.ª. ¬²ª£°²µ¹¦¯¬° [µ¶¯ 2009



³ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18) ÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕ, ÚÕÑ a ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ
ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÂ u 2 � 1, ÄÎÑÉÇÐÐÑÅÑ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÓÇÎâ-
ÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ TxM. £ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß TxM ì
ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑM Ä ÕÑÚÍÇ x 2 M.

±ÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÖÒÑÕ-
ÓÇÃÎâÇÕÔâ Ä ÆÄÖØ ÔÏÞÔÎÂØ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, Ä ÔÏÞÔÎÇ ÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ Ä M, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÆÑÎß ÔÒËÓÂÎßÐÑÌ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË ®ËÐÍÑÄ-
ÔÍÑÅÑ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, Ä ÔÏÞÔÎÇ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ Ä
TxMju 2�1, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÆÑÎß ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ
g ÐÂ ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÇ 4-ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ x 2 M.

£ÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÇâÄÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
x 2 M Ë ÔÍÑÓÑÔÕË u 2 TxMju 2�1 ÚÂÔÕËÙÞ. £ÇÍÕÑÓÞ a Ë a 0

ÆÄÖØ ÚÂÔÕËÙ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÕÑÚÍÂØ x Ë x 0, ÏÑÅÖÕ
ÔÓÂÄÐËÄÂÕßÔâ, ÍÑÅÆÂ ËØ 4-ÔÍÑÓÑÔÕË ÓÂÄÐÞ, u � u 0. ¥ÄÂ
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ Ä ÕÑÚÍÂØ x Ë x 0, ÆÄËÉÖÜËÇÔâ Ô ÑÆËÐÂÍÑ-
ÄÞÏË ÔÍÑÓÑÔÕâÏË u � u 0, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÑÆÐÑÌ ËÐÇÓÙËÂÎß-
ÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÄÓÂÜÇÐËâ. £ÕÑÓÑÌ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÐÞÇ ÑÔË ÔÄÑÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞØ
ÑÔÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÕÔÚÈÕÂ ÒÇÓÄÑÅÑ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎË ÑÃÏÇÐËÄÂáÕÔâ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ËÐ×ÑÓÏÂÙËÇÌ
Ñ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ a Ë a 0.

£ ÕÑÚÐÑÔÕË ÕÂÍÑÌ ÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎË ÏÑÅÖÕ
ÒÑÎÖÚËÕß, ÒÇÓÇÐÑÔâ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÄÇÍÕÑÓÞ a Ë a 0 Ä ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÕÂÍ, ÍÂÍ ÃÖÆÕÑ àÕË
ÄÇÍÕÑÓÞ ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ TxM, ØÑÕâ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá
(18) ÑÐË ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ
TxMju 2�1.

±ÓË x � x 0 Ë u 6� u 0 ÄÇÍÕÑÓÞ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÔÓÂÄÐË-
ÄÂáÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔØÇÏÞ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ Ä
×ËÊËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
ÄÆÑÎß ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ, ÔÑÇÆËÐâáÜÇÌ ÕÑÚÍË u Ë u 0.

±ÓË x 6� x 0 Ë u 6� u 0 ÄÇÍÕÑÓ a 0 ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ ÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÑ �x 0; u 0� ! �x; u 0� Ä M, ÊÂÕÇÏ ÑÐ ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ �x; u 0� ! �x; u� ÄÆÑÎß ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ Ä
TxMju 2�1, ÒÑÔÎÇ àÕÑÅÑ a 0 ÔÓÂÄÐËÄÂÇÕÔâ Ô a. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ Ä M ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
ÄÇÍÕÑÓÂ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÇ ÒÇÓÇÐÑÔÞ ÄM
Ë TxMju 2�1 ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ, ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÕÑÅÑ,
ÍÂÍÂâ ÑÒÇÓÂÙËâ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÒÇÓÄÑÌ.

£ÇÍÕÑÓÞ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÑàÕÑÏÖÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÍÂÍ ÄÇÍÕÑÓÞ TxMju 2�1 ÆÎâ ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ÑÆÐÑÅÑ ÄÞÆÇÎÇÐ-
ÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ x, ÐÂÒÓËÏÇÓ x � �0; 0�, Ë ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÕß
ËØ ÕÑÎßÍÑ 4-ÔÍÑÓÑÔÕßá u 2 TxMju 2�1.

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß, ÒÑÍÑâÜËÌÔâ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÐÂÒÓËÏÇÓ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÑÕÔÚÈÕÂ, Ä ÔÑÔÕÑâ-
ÐËË ÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß Ë ÆÇÎÂÕß ÐÇÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÄÞÇ ÊÂÍÎáÚÇ-
ÐËâ Ñ ØÂÓÂÍÕÇÓÇ ÒÓÇÙÇÔÔËË ÔÒËÐÂ ÚÂÔÕËÙÞ, ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ Ô
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá Ë ÖÔÍÑÓÇÐËÇÏ.

£ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑ-
ÔÕË ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ËÊÏÇÓâÕß ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë
ÔÍÑÓÑÔÕË. ¿ÕÑ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÐÇ ÒÓËÄÐÑÔËÕ ÕÓÖÆÐÑÔÕÇÌ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÚÂÔÕËÙ ÐÇ ÄÂÉÐÂ Ë ÕÑÎßÍÑ ÒÇÓÇ-
ÐÑÔÞ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÆÂáÕ ÄÍÎÂÆ Ä ÒÓÇÙÇÔÔËá.

4.1.2. µÅÎÑÄÑÌ ÏÑÏÇÐÕ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎÚÍÂ. µÅÎÑÄÑÌ
ÏÑÏÇÐÕ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎÚÍÂ Lì ÕÓÈØÏÇÓÐÞÌ ÂÍÔËÂÎß-
ÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÒÑÍÑâ. ´Ç ÉÇ ÂÓÅÖÏÇÐÕÞ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË, ÄÇÆÖÕ Í 4-ÄÇÍÕÑÓÖ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖá-
ÜÇÏÖ ÖÅÎÑÄÑÌÏÑÏÇÐÕÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎÚÍÂ ÓÇÎâÕËÄËÔÕ-
ÔÍË-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ
Í ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá J � �0;L� Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÒÑÍÑâ Ë ÄÞÄÑÆÖ Ñ

ÕÑÏ, ÚÕÑ 4-ÄÇÍÕÑÓ J ì ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ Í ×ËÊËÚÇÔÍÑÏÖ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ: uJ � 0. £ÄËÆÖ
ÖÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÔØÑÆÔÕÄÂ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËÌ ÄÑÎÚÑÍ ÚÂÔÕÑ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÃÓÂÊÂ ÄÓÂÜÂá-
ÜÇÅÑÔâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ.

±ÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ, ÒÓËÎÑÉÇÐÐÑÌ Í ÙÇÐÕÓÖ
ÏÂÔÔ Ä ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËÌ ÄÑÎÚÑÍ
ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ËÊ ÑÆÐÑÌ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÑÕÔÚÈÕÂ Ä ÆÓÖÅÖá. ±Ñ àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ ÏÇØÂÐËÚÇ-
ÔÍËÌ ÄÑÎÚÑÍ ÖÆÑÃÇÐ ÆÎâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞØ
ÑÔÇÌ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÑÕÔÚÈÕÂ.

4.1.3. 4-ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÚÂÔÕËÙÞ. £ÊâÄ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÑÕ ÑÃÇËØ
ÚÂÔÕÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ u 2 � 1, ÒÑÎÖÚÂÇÏ wu � 0. µÔÍÑÓÇÐËÇ
w � du=ds, ÍÂÍ Ë ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÍÂÔÂÕÇÎß-
ÐÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ TxMju 2�1.

4.2. ®ÇÕÑÆ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÍÑÐÖÔÂ
Ä ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÒÓÇÙÇÔÔËË ´ÑÏÂÔÂ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÍÑÐÖÔ, ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ Í ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÖ Ä ÕÑÚÍÇ
A Ë ÄÆÑÎß ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ g, Õ.Ç. ÄÆÑÎß
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÚÂÔÕËÙÞ Ä ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÓÇÎâÕË-
ÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. ¯Â ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÑÓÃËÕÇ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÇ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÂ Ë ÍÑÐÖÔÂ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ. £ÇÍÕÑÓ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË a ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÑÃÑËÏ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÏ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂÏ.

±ÖÔÕß Bì ÄÇÓÛËÐÂ ÍÑÐÖÔÂ. £ÇÍÕÑÓÞ ÐÂ ÓËÔ. 4 ËÏÇáÕ
ÄËÆ

OA �
�
g;

ngv
c

�
; �20�

CA �
�
0;

ngv
c

�
; �21�

BA �
�
gv 2

c 2
;
ngv
c

�
; �22�

A

O

B

C

²ËÔ. 4. ´ÓÈØÏÇÓÐÂâ ÒÓÑÇÍÙËâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ. ®ÐÑÉÇÔÕÄÑ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÑÃÓÂÊÖÇÕ
ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆ Ô u0 � �

��������������
1� u 2
p

, ÅÆÇ u � gv=c, v ì ÕÓÈØÏÇÓÐÂâ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕß. £ÇÍÕÑÓ OA � �g; ngv=c� ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÐÂÚÂÎßÐÖá 4-ÔÍÑÓÑÔÕß
ÚÂÔÕËÙÞ ÐÂ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÑÓÃËÕÇ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ g. £ÇÍÕÑÓ BA âÄÎâÇÕÔâ
ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÏ ÄÇÍÕÑÓÖ OA Ë ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÍÂÔÂ-
ÕÇÎßÐÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÂ. ¬ÑÐÖÔ Ô ÄÇÓÛËÐÑÌ B, ÐÂÒÑÏË-
ÐÂáÜËÌ ÒÇÓÇÄÈÓÐÖÕÖáÄßÇÕÐÂÏÔÍÖáÛÎâÒÖ, ÍÂÔÂÇÕÔâ ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÂ Ä
ÕÑÚÍÇAË ÄÆÑÎß ÄÔÇÌ ÍÓÖÅÑÄÑÌÑÓÃËÕÞ ÔÙÇÐÕÓÑÏÄÕÑÚÍÇC. ´ÑÚÍÂOì
ÄÇÓÛËÐÂ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÍÑÐÖÔÂ. ´ÑÚÍËO, B ËC ÎÇÉÂÕ ÐÂ ÑÆÐÑÌ ÑÔË.
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ÅÆÇ n ì ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÄÓÂÜÇÐËâ ÚÂÔ-
ÕËÙÞ. ¶ËÍÔËÓÑÄÂÕß BA ÏÑÉÐÑ, ÊÂÒËÔÂÄ BA � �w; ngv=c� Ë
ÑÒÓÇÆÇÎËÄ w ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕË

BAOA � 0 : �23�

µÓÂÄÐÇÐËâ (20) ë (22) ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (11) ë (13).
£ÇÍÕÑÓ BA ì ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ Í ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÖ. £ ÒÓÑ-

ÙÇÔÔÇ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÖÅÑÎ ÄÓÂÜÇÐËâ BA ÔÑÄÒÂ-
ÆÂÇÕ Ô ÖÅÎÑÏ ÄÓÂÜÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË.

®ÇÕÓËÍÖ, ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÖá ÐÂ ÍÑÐÖÔÇ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖ-
ÚËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ´ÑÚÍË ÍÑÐÖÔÂ ÑØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏ
ÄÇÍÕÑÓÑÏ

BX � r
�
v

c
; n

�
; �24�

ÅÆÇ n � �cosf; sinf; 0� ÎÇÉËÕ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÄÓÂÜÇÐËâ
�ux; uy�. £ÇÍÕÑÓ BX ÒÑÎÖÚÇÐ ÓÂÔÕâÉÇÐËÇÏ Ë ÄÓÂÜÇÐËÇÏ
BA ÄÑÍÓÖÅ ÑÔË u0. ¢ÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÇ ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ BX
ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑ Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÍÑÐÖÔÂ, ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä
ÄËÆÇ

dBX � qBX
qr

dr� qBX
qf

df � dr
�
v

c
; n

�
� r�0; dn� : �25�

©ÆÇÔß dn � �ÿ sinf; cosf; 0� df, ÕÂÍ ÚÕÑ n dn � 0.
¥ÎËÐÂ 4-ÄÇÍÕÑÓÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑ-

ËÊÄÇÆÇÐËÇ

jXYj �
�������������������
ÿXYXY
p

: �26�

²ÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÎËÊÍËÏË ÕÑÚÍÂÏË ÐÂ
ÍÑÐÖÔÇ ÆÂÈÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

dl 2 � ÿdBX dBX � dr 2

g 2
� r 2df 2 : �27�

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÓËÄÇÔÕË dl 2 Í ÇÄÍÎËÆÑÄÖ ÄËÆÖ, ÏÞ
ÆÇÎÂÇÏ ÊÂÏÇÐÖ f! f=g Ë r! gr Ë ÒÑÎÖÚÂÇÏ

dl 2 � dr 2 � r 2df 2 : �28�

®ÇÕÓËÍÂ, ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÐÂ ÍÑÐÖÔÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ-
ÄÓÇÏÇÐÇÏ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÇÄÍÎËÆÑÄÂ.
µÓÂÄÐÇÐËÇ (28) ÊÂÆÂÇÕ ÇÈ Ä ÒÑÎâÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

¬ÑÐÖÔ ÐÂ ÓËÔ. 4 ÒÑàÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÓÂÊÓÇÊÂÕß ÄÆÑÎß BA,
ÓÂÊÄÇÓÐÖÕß Ô ÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ Ë ÖÅÎÑÄ, Ë ÖÎÑÉËÕß
ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 5.

¹ÂÔÕËÙÂ ÄÓÂÜÂÇÕÔâ ÒÓÑÕËÄ ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍË, ÄÇÍÕÑÓ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÄÓÂÜÂÇÕÔâ ÒÑ ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍÇ. £ ÔÑÒÖÕÔÕ-
ÄÖáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÖÅÑÎ ÄÓÂÜÇÐËâ fE ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞÌ. ¦ÅÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÆÎËÐÞ
ÆÖÅË AA 0 ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÚÂÔÕËÙÞ, Õ.Ç. 2pjCAj, Ë ÑÍ-
ÓÖÉÐÑÔÕË ÓÂÆËÖÔÑÏ jBAj. ´ÓÂÇÍÕÑÓËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÛËÓÑÕÞ ÐÂ ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÇ
×ËÊËÚÇÔÍËØ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ
ÓËÔ. 4. ¥ÎËÐÂ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÆËÖÔÑÏ jCAj.

¯Â ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÓËÔ. 5 ÖÅÑÎ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÆÖÅÇ AA 0

ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÃÑÎßÛÇ 2p. ²ÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÕÑÚ-
ÍÂÏËA, B ËA,CÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (21)
Ë (22):

jCAj � gv
c
; �29�

jBAj � v
c
: �30�

£ÇÍÕÑÓÞ CA Ë BA ì ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ, ËØ ÆÎËÐÞ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞ. °ÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

fE � ÿ
2pjCAj
jBAj � ÿ2pg : �31�

£ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÕÑÓÑÌ
x � y � z � 0 ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÑÔßá ÔÒËÓÂÎßÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä
M, ÖÅÑÎ ÄÓÂÜÇÐËâ fS � 2p� fE ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ (2).

£ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ TxM ÕÂÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÓÂÔ-
ÒÑÎÑÉÇÐÂ Ä ÄÇÓÛËÐÇ ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÂ u � �1; 0�. ³ ÕÑÚÍË
ÊÓÇÐËâ ÊÂÆÂÚË Ñ ÏÂâÕÐËÍÇ ¶ÖÍÑ, ÇÈ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß ÍÂÍ ÂÐÂÎÑÅ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÔÄâÊÂÐ-
ÐÑÌ Ô ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ ÐÂ ³ÇÄÇÓÐÑÏ ÒÑÎáÔÇ.

®ÇÓËÆËÂÐÞÐÂ Ô×ÇÓÇ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÞ ÔÎÇÆÑÏÕÑÚÍË �0; 0; 1�
ÒÓËÄÓÂÜÇÐËËÄÒÎÑÔÍÑÔÕâØ �0; 0; 1�Ë �cosj; sinj; 0�, ÅÆÇj
ì ÐÖÏÇÓÖáÜËÌ ÏÇÓËÆËÂÐÞ ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÞÌ ÖÅÑÎ. ¡ÐÂÎÑ-
ÅÑÏ ÏÇÓËÆËÂÐÑÄ Ä TxMju2�1 âÄÎâáÕÔâ ÑÓÃËÕÞ, ÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐÐÞÇ ÔÎÇÆÑÏ ÕÑÚÍË u � �1; 0� ÒÓË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâØ
ÃÖÔÕÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕâØ �1; 0� Ë �0; n�, ÅÆÇ n ì ÐÖÏÇÓÖáÜËÌ
ÑÓÃËÕÞ ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ. °ÓÃËÕÞ ÕÑÚÍË u � �1; 0�, ÍÂÍ Ë
ÏÇÓËÆËÂÐÞ ÐÂ Ô×ÇÓÇ, âÄÎâáÕÔâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏË (ÔÏ.
ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ).

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕß Í
ÄËÆÖ (2) Ô ÒÑÏÑÜßá ÊÂÏÇÐÞ #! iy, ÍÑÕÑÓÂâ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÊÂÏÇÐÇ ÄÓÂÜÇÐËÌ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏË Ñ-
ÓÇÐÙÂ.

£ ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÙÇÐÕÓÑÃÇÉÐÂâ
ÔËÎÂ Ë ÔËÎÂ ÓÇÂÍÙËË ÖÆÇÓÉËÄÂáÕ ÚÂÔÕËÙÖ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË
ÒÑÍÑâ. ³ÍÑÓÑÔÕß ÒÓÇÙÇÔÔËË ÔÒËÐÂ ÐÇÎßÊâ ÑÙÇÐËÕß, ÐÇ ÊÐÂâ
ÎÑÓÇÐÙÇÄÖ ÒÓËÓÑÆÖ ÔËÎÞ ÓÇÂÍÙËË.

¬ÓÖÅÑÄÂâ ÑÓÃËÕÂ ÚÂÔÕËÙÞ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÂÒÒÓÑÍÔËÏË-
ÓÑÄÂÐÂ ÐÂÃÑÓÑÏ ÏÂÎÞØ ÑÕÓÇÊÍÑÄ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ ÐÂ ÅËÒÇÓ-
ÃÑÎÑËÆÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. ´ÂÍËÇ ÑÕÓÇÊÍË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏ ÃÖÔÕÂ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ ÆÖÅÂÏ ÃÑÎßÛËØ
ÑÍÓÖÉÐÑÔÕÇÌ Ô×ÇÓÞ. ±ÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÄÇÍÕÑÓÂ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÄÆÑÎß ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ ÕÂÍËØ ÑÕÓÇÊÍÑÄ ÎÑÍÂÎßÐÑ
ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÓÂÜÇÐËá. °ÆÐÂÍÑ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ g ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÑÄÑ-
ÓÂÚËÄÂÇÕÔâ ËÊ-ÊÂ ÐÇÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÒÓËÓÑÆÞ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. £ ÍÑÐÕËÐÖÂÎß-
ÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÑÕÓÇÊÍË ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆâÕ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËá ÚÂÔÕËÙÞ. ±ÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑ-

A

B
A
0

²ËÔ. 5. ¬ÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ ÍÑÐÖÔ Ô ÄÇÓÛËÐÑÌ B, ÒÑÍÂÊÂÐÐÞÌ ÐÂ ÓËÔ. 4,
ÓÂÊÓÇÊÂÐ ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÑÕÓÇÊÍÂ BA Ë ÓÂÊÄÈÓÐÖÕ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË.
´ÑÚÍÂ A ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÍÑÐÖÔÖ Ë ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÖ. £Ñ ÄÓÇÏâ ÑÆÐÑÅÑ
ÑÃÑÓÑÕÂ ÚÂÔÕËÙÞ ÑÕ A Í A 0 ÄÆÑÎß ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÑÓÃËÕÞ ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓË-
ÊÂÙËË ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÖÅÑÎ jfEj > 2p Ä ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ´ÑÚÍË A (� A 0) Ë B ÕÇ ÉÇ, ÚÕÑ ÐÂ ÓËÔ. 4.
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ÓËË ÆÂÇÕ ÕÑÏÂÔÑÄÔÍÖá, Õ.Ç. ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÖá ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔ-
ÍÖá, ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá ÒÓÇÙÇÔÔËË ÔÒËÐÂ.

³ËÎÂ ÓÇÂÍÙËË, ÔÄâÊÂÐÐÂâ ÔÑ ÔÍÂÎâÓÐÞÏË ÒÑ ÅÓÖÒÒÇ
ÑÓÇÐÙÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂÏË, ÐÇ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÒÓÇÙÇÔÔËá ÔÒËÐÂ. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÑÏÂÔÑÄÔÍÂâ ÒÓÇÙÇÔÔËâ âÄÎâÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏ à××ÇÍÕÑÏ. ¿ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÅÑÄÑÓËÕ ÑÃ ÑÕÔÖÕÔÕ-
ÄËË ÄÓÂÜÂáÜÇÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ Ä ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂØ.

£ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑ ÅÓÖÒÒÇ ÑÓÇÐÙÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂØ ÐÂ ÔÒËÐ
ÚÂÔÕËÙ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÄÐÇÛÐËÌ ÄÓÂÜÂáÜËÌ ÏÑÏÇÐÕ, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÒÓÇÙÇÔÔËË ÂÓÏÑÓÂ. ¿ÕÑÕ
ÔÎÖÚÂÌ ØÂÓÂÍÕÇÓÇÐ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÂÕÑÏÂØ [11, 20] Ë
ÂÐÕËÒÓÑÕÑÐÑÄ Ë ÅËÒÇÓÑÐÑÄ Ä àÍÊÑÕËÚÇÔÍËØ ÂÕÑÏÂØ [21 ë
23].

£ ÓÂÃÑÕÇ [23], Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕß
ÒÓÇÙÇÔÔËË ÔÒËÐÂ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ¢ÂÓÅÏÂÐÂ ë®ËÛÇÎâ ë´Ç-
ÎÇÅÆË [24] ÔÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ ËÊ ÆÄÖØ ÚÂÔÕÇÌ, ÑÆÐÂ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÕÑÏÂÔÑÄÔÍÑÌ ÒÓÇÙÇÔÔËÇÌ, ÄÕÑÓÂâ ì ÒÓÇÙÇÔ-
ÔËÇÌ ÂÓÏÑÓÂ. £ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÚËÔÕÑ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÒÓË-
ÓÑÆÞ ÒÓÇÙÇÔÔËâ ´ÑÏÂÔÂ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÔÒÇÍÕÓÑÔÍÑÒËá Ë
ÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË âÆÇÓ [20] Ë ÂÆÓÑÐÑÄ [25, 26].

5. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

®ÇÕÑÆ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÍÑÐÖÔÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÆÎâ
ËÎÎáÔÕÓÂÙËË ÄÓÂÜÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÓË ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÏ ÒÇÓÇ-
ÐÑÔÇ ÄÆÑÎß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ô×ÇÓ Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÑÒËÔÂ-
ÐËâ ÄÓÂÜÇÐËâ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ ¶ÖÍÑ, ÑÃÑÃ-
ÜÈÐ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÕÑÏÂÔÑÄÔÍÑÌ ÒÓÇÙÇÔÔËË ÔÒËÐÂ ÓÇÎâÕË-
ÄËÔÕÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÒÑ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÑÓÃËÕÇ.

£ ÊÂÆÂÚÂØ Ñ ÏÂâÕÐËÍÇ ¶ÖÍÑ Ë ÒÓÇÙÇÔÔËË ´ÑÏÂÔÂ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔËÔÕÇÏ ÄÇÍÕÑÓÞ ÐÇ ËÔÒÞÕÞ-
ÄÂáÕ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËâ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÄÓÂÜÂáÜÇÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ Ë
àÄÑÎáÙËÑÐËÓÖáÕ ÒÑ ËÐÇÓÙËË, ÒÑÆÄÇÓÅÂâÔß ÒÂÓÂÎÎÇÎß-
ÐÑÏÖ ÒÇÓÇÐÑÔÖ. ®Þ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÃÎËÊÍÖá ÂÐÂÎÑÅËá
ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇÐÑÔÑÏ ÄÆÑÎß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
Ô×ÇÓÞ Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÄÆÑÎß
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÂ u 2 � 1 Ä ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. £ ÑÃÑËØ ÔÎÖ-
ÚÂâØ àÄÑÎáÙËâ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÏÖ ÒÇÓÇÐÑÔÖ Ä
ÑÃÞÚÐÑÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÄÞÔÕÖÒÂÇÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÍÑÐÖÔÂ.

´ÂÍËÏÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕÑÏÂÔÑÄÔÍÑÌ ÒÓÇ-
ÙÇÔÔËË ÔÒËÐÂ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÒÑ
ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÑÓÃËÕÇ, ÖÆÂÈÕÔâ ÒÑÎÖÚËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá àÎÇÏÇÐ-
ÕÂÓÐÞØ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÌ.

±ÓËÎÑÉÇÐËÇ. ¤ÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ

±ÓËÄÇÆÈÏ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ ÆÄÖØ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÌ, ÔÆÇÎÂÐÐÞØ
Ä ÍÑÐÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ 2.3.

1. ´ÑÚÍË u; u 0 2 TxMju 2�1 ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÆÄÇ ËÐÇÓÙËÂÎß-
ÐÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÕÔÚÈÕÂ: S Ë S 0. £ ÔËÔÕÇÏÇ S u � �1; 0�.
©ÂÒËÛÇÏ u 0 Ä ÄËÆÇ

u 0 � �cosh y; n sinh y� ; �P:1�
ÅÆÇ v � cn tanh y ì ÔÍÑÓÑÔÕß S 0 Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÈÕÂ S, n ì
ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ. ³ËÔÕÇÏÞ ÑÕÔÚÈÕÂ S Ë S 0 ÔÄâÊÂÐÞ
ÃÖÔÕÑÏ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË �u; u 0�.

®ÇÕÓËÍÂ, ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÐÂ TxMju 2�1, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÓÄÂÎÑÏ ds 2 � du du Ë Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ (±.1)
ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

ds 2 � ÿdy2 ÿ sinh2y dn 2 : �P:2�

ªÐÕÇÓÄÂÎ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÕÑÚÍÂÏË ÐÂ TxMju 2�1 ÑÕÓË-
ÙÂÕÇÎßÐÞÌ, ÒÓËÚÈÏ ÿds 2 5 dy 2. °ÕÔáÆÂ ÐÂØÑÆËÏ� u 0

u

�����������
ÿds 2
p

5y : �P:3�

áÃÞÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÑÕ ÍÓËÄÑÌ (±.1), ÔÑÇÆËÐâáÜÇÌ ÒÑ y
ÕÑÚÍË u Ë u 0 ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ n, ÖÄÇÎËÚËÄÂáÕ ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËÇ ÏÇÉÆÖ u Ë u 0.

³ÇÏÇÌÔÕÄÑ 4-ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (±.1) Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ n, ÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÖá ÐÂ TxMju 2�1. ³
ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, àÕÂ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÂâ âÄÎâÇÕÔâ ÑÓÃËÕÑÌ,
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÌ ÔÎÇÆÑÏ ÕÑÚÍË u � �1; 0� ÒÓË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâØ ÃÖÔÕÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÄÇÍÕÑÓÑÄ �1; 0� Ë �0; n�.

2. ¢ÂÊËÔÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
TxMju 2�1 ÏÑÉÐÑ ÄÞÃÓÂÕß Ä ÄËÆÇ

ey � qu 0

qy
� �sinh y; er cosh y� ; �P:4�

e# � 1

sinh y
qu 0

q#
� �0; e#� ; �P:5�

ej � 1

sinh y sin#
qu 0

qj
� �0; ej� ; �P:6�

ÅÆÇ er � n � �sin# cosj; sin# sinj; cos#�, e#, ej ì ÃÂÊËÔ-
ÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÄR3,

e# � qn
q#

; �P:7�

ej � 1

sin#

qn
qj

: �P:8�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ eaeb � ÿdab ÄÆÑÎß ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ.
±ÓË ÔÏÇÜÇÐËË y! y� dy, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÃÖÔÕÖ Ä

ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË n, ÃÂÊËÔÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ (±.4) ë (±.6) ËÊÏÇ-
ÐâáÕÔâ. ªØ ÒÓËÓÂÜÇÐËâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÔÎÑÄËâÏ

ea deb � 0 ; �P:9�

ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÖÔÎÑÄËâÏË ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá (8).
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Rotation of the plane of swing of Foucault's pendulum and the Thomas spin precession:
two sides of one coin
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Expressions for the rotation angle of the Foucault pendulum plane of swing and the spin precession of a circularly orbiting relativistic

particle (Thomas precession) are derived along similar lines using elementary geometrical arguments.
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