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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ Ä ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÂÔÕÓÑ×ËÊËÍÇ ÖÔË-
ÎËÎÔâ ËÐÕÇÓÇÔ Í ÓÂÃÑÕÂÏ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ
ÓÇÛÇÐËâ Ô ÒÓÑØÑÆËÏÞÏË ÍÓÑÕÑÄÞÏË ÐÑÓÂÏË (¬¯). ¿ÕÑÕ
ËÐÕÇÓÇÔ ÄÞÊÄÂÐ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÕÓÑËÕÇÎßÔÕÄÑÏ Ë ÒÓÑÇÍÕË-
ÓÑÄÂÐËÇÏ ÄÞÔÑÍÑÕÑÚÐÞØ ÓÂÆËÑËÐÕÇÓ×ÇÓÑÏÇÕÓÑÄ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÒÑÊÄÑÎâÕ Ä ÃÖÆÖÜÇÏ ÑÕÎËÚÂÕß ¬¯ ÑÕ ÚÈÓÐÞØ ÆÞÓ.

£ àÕÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÑ ÔÕÂÕËÚÐÑÇ Ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ¬¯, ÏÂÎÑ ÑÕÎËÚÂáÜÇÇÔâ ÑÕ
ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ Ä ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ²ÇÌÔ-
ÐÇÓÂ ë¯ÑÓÆÔÕÓÇÏÂ (ÔÏ. [1, 2]). ¬ÂÍ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä [3, 4],
ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ¬¯ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÏÂÕÇÓËËÏÑÉÇÕ ÒÎÂÄÐÑ ÒÇÓÇØÑÆËÕß Ä ÓÇÛÇÐËÇ Ô
ÅÑÓËÊÑÐÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ²ÇÌÔÐÇÓÂ ë¯ÑÓÆÔÕÓÇÏÂ
Ë ¬¯ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÒÓÑØÑÆËÏÑÌ.

³ÄÑË àÍÊÑÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ¬¯ ÒÑÆÆÇÓÉËÄÂÇÕ ÊÂ ÔÚÈÕ
×ÂÐÕÑÏÐÑÌ ÏÂÕÇÓËË, ÐÂÓÖÛÂáÜÇÌ ÐÖÎÇÄÑÇ àÐÇÓÅÇÕË-
ÚÇÔÍÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ 1 Ë ÑÍÓÖÉÂáÜÇÌ ÇÈ ÅÑÓÎÑÄËÐÖ (ÔÏ., ÐÂ-
ÒÓËÏÇÓ, [3, 5]).

±ÓÂÍÕËÚÇÔÍË ËÐÕÇÓÇÔÐÞÏ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÎÖÚÂÌ ÏÂÎÑÅÑ
ÑÕÎËÚËâ ¬¯ ÑÕ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍË ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ (ËÎË ÏÂÅÐËÕÐÑ
ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ) ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ ²ÇÌÔÐÇÓÂ ë¯ÑÓÆ-
ÔÕÓÇÏÂ Ô ÊÂÓâÆÑÏ q (ÊÂÓâÆ q � m ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÄÔÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ àÕÑÌ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ 2). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÎËÚÇ-
ÔÕÄÑ ×ÂÐÕÑÏÐÑÌ ÏÂÕÇÓËË Ö ¬¯ ÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ÔÍÑÎß
ÖÅÑÆÐÑ ÏÂÎÞÏ.

µÐËÍÂÎßÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ¬¯ ÏÑÅÖÕ ÒÓÑâÄÎâÕßÔâ Ä ÑÔÑ-
ÃÇÐÐÑÔÕâØ Ä ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ ÎËÐÊËÓÑÄÂÐËË (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [6]). £ ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÕÔâ ÏÇÕÑÆËÍÂ ÄÞÚË-
ÔÎÇÐËâ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ ÆÎâ ÓÂÊÐÞØ
ÏÑÆÇÎÇÌ ¬¯, ÚÕÑ Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÒÑÊÄÑÎËÕ Ä ÃÖÆÖÜÇÏ
ÐÂÃÎáÆÂÕß ¬¯ Ë ËØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË.

2. µÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ

®ÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ ÆÎâ ÔÕÂÕËÚÐÑÌ Ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÑÌ ¬¯ ÊÂÒËÛÇÏ Ä ÄËÆÇ

ds 2 � exp
�
2f�r��dt 2 ÿ exp

�
l�r�� dr 2 ÿ r 2 dO 2 ; �1�

dO 2 � dy 2 � sin2 y dj 2 :

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÏÂÕÇÓËá Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâ, ÍÑÅÆÂ ÔÄâÊß ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË e Ô ÒÓÑÆÑÎßÐÞÏ
ÆÂÄÎÇÐËÇÏ pk (ÄÆÑÎß ÓÂÆËÖÔÂ) Ë Ô ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ ÆÂÄÎÇÐËÇÏ
p? (ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÓÂÆËÖÔÖ) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ 1� d

1� d � ÿ pk
e
� p?

e
: �2�
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1 ¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (NEC): Tikz
iz k 5 0,

ÅÆÇ Tik ì ÕÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÂÕÇÓËË Ë z i ìÐÖÎÇÄÑÌ 4-ÄÇÍÕÑÓ
×ÑÕÑÐÂ. ¶ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ àÍÊÑÕËÚÐÑÔÕË ×ÂÐÕÑÏÐÑÌ ÏÂÕÇÓËË, ÐÂ-
ÓÖÛÂáÜÇÌ ÖÔÎÑÄËÇ NEC, ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÄÞÃÑÓÂ ÕÂÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÑÕÔÚÈÕÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË ÃÖÆÇÕ
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂ.
2 £ ÓÂÃÑÕÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÂ ÇÆËÐËÙ Ô c � 1 Ë G � 1.



±ÓË d � 0 ÕÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ (1) Ë
(2), ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÇÐÊÑÓÖ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÕÂÕËÚÐÑÅÑ
(Ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ) ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ (ËÎË àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÑÅÑ) ÒÑÎâ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÑÃÂÄÎÇÐËÇ Í ÕÇÐÊÑÓÖ
àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ d ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÆÑÃÂÄÍÇ Í
ÓÂÆËÂÎßÐÑÏÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá ÚËÔÕÑ ×ÂÐÕÑÏÐÑÌ ÏÂÕÇ-
ÓËË Ô e� pk < 0 (ÃÇÊ ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ÔÕÂÕËÚÐÑÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ¬¯).

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÞ, ÐËÍÂÍÑÅÑ
ÓÇÂÎßÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ q Ä ¬¯ ÐÇÕ: ÔËÎÑÄÞÇ ÎËÐËË ÏÑÐÑÒÑÎß-
ÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÐÂÛÇÌ ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ ÄØÑÆâÕ Ä
ÅÑÓÎÑÄËÐÖ ¬¯ Ë ÒÑÕÑÏ ÄÞØÑÆâÕ ËÊ ÐÇÈ Ä ÆÓÖÅÑÌ ÄÔÇÎÇÐ-
ÐÑÌ, ÖØÑÆâ ÊÂÕÇÏ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß.

£ÄÇÆÈÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ

x � r

q
; exp �ÿl� � 1ÿ y�x�

x
;

�3�
x�x� � 8peq 2 ; z�x� �

�
1ÿ 1

x

�
:

°ÃÑÊÐÂÚËÏ ÛÕÓËØÑÏ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ x. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÇ àÕÑÌ ÏÇÕÓËÍÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ËÏÇáÕ ÄËÆ 3

8per 2 � xx 2 � ÿ exp �ÿl��1ÿ xl0� � 1 ; �4�
8ppkr 2 � ÿ�1� d�xx 2 � exp �ÿl��1� 2xf 0� ÿ 1 ; �5�
8pp?r 2 � �1� d�xx 2 � exp �ÿl��

�
�
x 2f 00 � x 2f 0 2 ÿ x

l0

2
ÿ x 2f 0

l0

2
� xf 0

�
: �6�

´ÑÉÆÇÔÕÄÂ ¢ËÂÐÍË �Tk
l; k � 0� ÔÑÆÇÓÉÂÕÔâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ

¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ë ËÏÇáÕ ÄËÆ

�1� d��ln x� 0 � 4�1� d��lnx� 0 � df 0 � 0 : �7�

£ÄÑÆâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÓÂÆËÖÔÂ ÅÑÓÎÑÄËÐÞ 4 r0 (ËÎË x0) Ö ¬¯

x0 � y�x0� ; �8�

ÒÇÓÇÒËÔÞÄÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4), (5) Ë (7) Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ
ÖÆÑÃÐÑÏ ÄËÆÇ

y�x� � x0 �
� x

x0

xx 2 dx ; �9�

�
ln �xx 4�� 0 � d

2�1� d�
xx�1� d� ÿ y=x 2

1ÿ y=x
; �10�

exp
�
f�x�� � �xx 4�ÿ�1�d�=d : �11�

±ÓË d � 0 àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÒÓÇ-
ÆÇÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ²ÇÌÔÐÇÓÂ ë¯ÑÓÆÔÕÓÇÏÂ:

y�d� 0��x� � 2ÿ 1

x
; x�d� 0��x� �

1

x 4
;

�12�
exp

�
f�d� 0��x�

� � 1ÿ 1

x
:

±ÑÔÕÂÐÑÄÍÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ ÄÞÛÇÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÖÚÇÐËÇ ËØ ÓÇÛÇÐËâ Ä âÄÐÑÏ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÏ ÄËÆÇ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ ÏÂÎÑÌ
ÒÑÒÓÂÄÍÇ d Ô ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÏ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇÏ àÕÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ
ÆÎâ ÓÂÔÚÈÕÂ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÎËÐÊËÓÑÄÂÐËâ ÐÂ ¬¯.

£ ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ d ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (10) ÒÇÓÇ-
ÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

q ln �xx 4�
qx

� ÿd q ln z
qx

: �13�

°ÕÔáÆÂ, Ô ÖÚÈÕÑÏ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÐÂ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÄÇÎËÚËÐÞ x Ô ÄÇÎËÚËÐÑÌ x�d� 0�, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ

xx 4 � zÿd ; y�x� � x0 � z 1ÿd ÿ z 1ÿd0

1ÿ d

�
z0 � 1ÿ 1

x0

�
;

expf � z 1�d : �14�
³ÄâÊß ÓÂÆËÖÔÂ ÅÑÓÎÑÄËÐÞ x0 Ô d ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆË-
ÏÑÔÕßá ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍ Ö ×ÖÐÍÙËÌ exp �ÿl� Ë
exp �2f� ÒÓË x!1

x0 � 1ÿ z 1ÿd0

1ÿ d
! 2�1� d� : �15�

ªÊ àÕÑÅÑ ÕÓÂÐÔÙÇÐÆÇÐÕÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÓÂÆËÖÔ ÅÑÓÎÑÄËÐÞ. ±ÑÆÓÑÃÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÂÈÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ

lim
d!0

d � �x0 ÿ 1�2 : �16�

±ÓË àÕÑÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓ d ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâ ÏÂÕÇÓËË Ä ¬¯.

±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓË d > 0 ÖÉÇ ÐÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÚÈÓÐÑÌ ÆÞÓÇ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ exp �2f�
ÐËÅÆÇ ÐÇ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß (ÒÑÔÍÑÎßÍÖ x0 > 1), ÒÑàÕÑÏÖ
ÅÑÓËÊÑÐÕ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ¬¯ Ô ÅÑÓÎÑÄËÐÑÌ ÒÓË x � x0.

³ÕÓÑÅÑ ÅÑÄÑÓâ, ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ Ä ÓâÆ ÒÑ d ÐÇ ÄÒÑÎÐÇ
ÍÑÓÓÇÍÕÐÑ Ë ÒÓâÏÂâ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (14) Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5) Ë (6) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ àÕÑ. °ÆÐÂÍÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ
¬¯ ÏÑÉÐÑ ËÔÍÂÕß ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ: Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕ ÏÇÕÓËÍË exp �2f� Ë exp l ÆÎâ ¬¯ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÄÞÓÂÉÇÐËâ (14), Â ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ pk Ë p? ÐÂÌÕË ËÊ (5) Ë (6).
´ÂÍÑÌ ÒÑÆØÑÆ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÍÑÓÓÇÍÕÇÐ, ÚÇÏ ÑÃÞÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ.

3. ±ÓÑØÑÉÆÇÐËÇ ÔÄÇÕÂ ÚÇÓÇÊ ÅÑÓÎÑÄËÐÖ

±ÖÔÕß Ä ÆÓÖÅÑÌ ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ ÇÔÕß N ÊÄÈÊÆ ÑÆËÐÂÍÑÄÑÌ
ÔÄÇÕËÏÑÔÕË, N4 1; Ë ÒÖÔÕß ÄÔÇ àÕË ÊÄÈÊÆÞ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÒÑ ÐÇÃÇÔÐÑÌ Ô×ÇÓÇ.

¯ÂÃÎáÆÂÕÇÎß Ä ÐÂÛÇÌ ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ, ÔÏÑÕÓâ ÚÇÓÇÊ ÅÑÓ-
ÎÑÄËÐÖ ¬¯ ÐÂ ÊÄÈÊÆÞ Ä ÆÓÖÅÑÌ ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ, ÄËÆËÕ ËØ
ÐÇÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Ä ÅÑÓÎÑÄËÐÇ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ
Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÅÑÓÎÑÄËÐÂ ¬¯ ÒÓÇÎÑÏÎâÇÕ Ë ËÔÍÂÉÂÇÕ ÔÄÇÕ ÑÕ
àÕËØ ÊÄÈÊÆ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ àÕË ËÔÍÂÉÇÐËâ ÃÖÆÖÕ ÙÇÐÕ-
ÓÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞ, Ô ÙÇÐÕÓÑÏ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÅÑÓÎÑÄËÐÞ
¬¯.

±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ÔÏÑÕÓËÕ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÚÂÔÕß
àÕËØ ÊÄÈÊÆ, ÄËÆËÏÞØ ÇÏÖ ÚÇÓÇÊ ÕÑÐÍÑÇ ÍÑÎßÙÑ, ÙÇÐÕÓ
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÅÑÓÎÑÄËÐÞ, ÓÂÆËÖÔ ÍÑÎßÙÂ
ÓÂÄÇÐ h Ë ÇÅÑ ÕÑÎÜËÐÂ ì dh. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß
ÑÃÑÊÓÇÄÂÇÕ ÕÇÎÇÔÐÞÌ ÖÅÑÎ dO ÐÇÃÂ ÆÓÖÅÑÌ ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ,

3 £ÞÄÑÆ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌÏÑÉÐÑ ÒÑÔÏÑÕÓÇÕß, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä [7, ÊÂÆÂÚÂ 5 Í
æ 100].
4 ¤ÑÓÎÑÄËÐÑÌ ¬¯ âÄÎâÇÕÔâ (ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá) ÏËÐËÏÂÎßÐÑ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ r, ÔÕÑâÜËÌ Ä ÍÄÂÆÓÂÕÇ ÒÇÓÇÆ ÖÅÎÑÄÞÏ àÎÇÏÇÐÕÑÏ dO 2 Ä
ÏÇÕÓËÍÇ.
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ÒÓËÚÈÏ dO � 2pj sin yj dy. ©ÆÇÔß y�h� ì ÖÅÑÎ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ
ÎÖÚÇÌ ÔÄÇÕÂ, ÒÓÑØÑÆâÜËØ ÚÇÓÇÊ ÅÑÓÎÑÄËÐÖ ¬¯, ÑÕ ÔÄÑÇÅÑ
ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ 5. ´ÂÍ ÍÂÍ ÒÑÎÐÞÌ
ÕÇÎÇÔÐÞÌ ÖÅÑÎ ÓÂÄÇÐ 4p, ÕÑ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ÄËÆËÕ Ä àÕÑÏ
ÍÑÎßÙÇ dN � N dO=�4p� ÊÄÈÊÆ 6. ±ÓË àÕÑÏ ÄËÆËÏÂâ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß ÊÄÈÊÆ (ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÒÎÑÜÂÆË ÍÑÎßÙÂ dS � 2ph dh)
J � dN=dS. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

J�h� � Nj sin yj
4ph

dy
dh

: �17�

£ ÓÂÃÑÕÇ [3] ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÆÎâ y�h�:

y�h� � 2

�1
x0

h=q

x 2

���������������������������������������������������������������������
�1ÿ y=x�ÿexp �ÿ2f� ÿ h 2=�qx�2�q dx :

�18�

°ÕÔáÆÂ ËÏÇÇÏ

dy
dh
� 2

q

�1
x0

exp �ÿ2f�
x 2

����������������
1ÿ y=x

p �
exp �ÿ2f� ÿ h 2=�qx�2�3=2 dx :

�19�
ªÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÞ (14), (17), (18) Ë (19), ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄËÆËÏÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÊÄÈÊÆ J�h� Ä ÍÓÑÕÑÄÑÌ
ÐÑÓÇ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (18) ÄÞÄÑÆËÕÔâ ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÞÌ ÒÓËÙÇÎßÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ h � hmax, ÒÓË
ÍÑÕÑÓÑÏ ÇÜÈ ÏÑÉÐÑ ÖÄËÆÇÕß ÊÄÈÊÆÞ ËÊ ÆÓÖÅÑÌ ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ.
¿ÕÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÑÅÓÂÐËÚÇÐ ÐÖÎÈÏ ÄÕÑÓÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ Ä
ÒÑÆÍÑÓÇÐÐÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË (18)

exp �ÿ2f� ÿ h 2

�qx�2 5 0 ) h

q
4 x exp �ÿf� : �20�

±ÑàÕÑÏÖ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ h ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÏËÐËÏÂÎßÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá x exp �ÿf�.
±ÓÑÄÇÆâ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ Ô ÒÑ-
ÏÑÜßá (14) ÒÓË d! 0

hmax

q
� 4� 2 d � 4 : �21�

ªÐÕÇÅÓÂÎ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (19) ÓÂÔØÑÆËÕÔâ, ÐÑ ÒÑÎÐÞÌ
ÖÅÑÎ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ×ÑÕÑÐÂ ymax Ä (18) ì ÍÑÐÇÚÇÐ. ±ÑàÕÑÏÖ
ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß Ä (19) ÒÓË h � hmax ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÊÄÈÊÆ Ä àÎÇÏÇÐÕÇ ÕÇÎÇÔÐÑÅÑ
ÖÅÎÂ ÒÓË h � hmax. ¿ÕÂ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕß ÐÇ
ÔÄâÊÂÐÂ Ô ×ËÊËÚÇÔÍËÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË, Â ÖÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÒÓË
ÐÂÃÎáÆÇÐËË àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ¬¯ ÐÂ ÎáÃÑÏ ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ
ÒÓËÃÑÓÇ, ÄÔÇÅÆÂ ËÏÇáÜÇÏ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÖÅÎÑÄÑÇ ÓÂÊÓÇÛÇ-
ÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÊÄÈÊÆ Ä àÎÇÏÇÐÕÇ ÕÇÎÇÔÐÑÅÑ ÖÅÎÂ (ÄÏÇÔÕÑ (17)) ÄÃÎËÊË
h � hmax.

ªÔÍÂÉÇÐËÇ ÎÖÚÇÌ ÔÄÇÕÂ, ÒÓÑÛÇÆÛËØ ÚÇÓÇÊ ÅÑÓÎÑÄËÐÖ
¬¯, ÒÓËÄÑÆËÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Í ÒÇÓÇÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÊÄÈÊÆ, ÐÑ Ë Í ËÊÏÇÐÇÐËá ËØ ÄËÆËÏÑÌ âÓÍÑÔÕË ÔÎÇÆÖáÜËÏ

ÑÃÓÂÊÑÏ: Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÒÓËÙÇÎßÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ h âÓ-
ÍÑÔÕß ÊÄÇÊÆÞ ÏÇÐâÇÕÔâ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÒÓË
ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÎßÙÂ h, ÚÇÓÇÊ ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓÑØÑÆËÕ
ÔÄÇÕ ÊÄÇÊÆÞ, ËÊÏÇÐâÇÕÔâ Ë àÎÇÏÇÐÕ ÕÇÎÇÔÐÑÅÑ ÖÅÎÂ, Ä
ÍÑÕÑÓÞÌ àÕÑÕ ÔÄÇÕ ÓÂÔÔÇËÄÂÇÕÔâ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ËÊ-
ÏÇÐÇÐËÇ âÓÍÑÔÕË ÊÄÇÊÆÞ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ ÄÇÎËÚËÐÇ
k � dS=dO. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÑÎÐÂâ âÓÍÑÔÕß ÄÔÇØ ÊÄÈÊÆ, ÄËÆË-
ÏÞØ Ô ÇÆËÐËÙÞ ÒÎÑÜÂÆË ÄÞÛÇÑÒËÔÂÐÐÑÅÑ ÍÑÎßÙÂ, ÇÔÕß
k dN=dS.

±ÓË N!1 ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÊÄÈÊÆ ÖÉÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇ
ÄËÆÐÑ ì ÑÐË ÓÂÊÏÂÊÞÄÂáÕÔâ ËÊ-ÊÂ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÅÑ ÖÅÎÑ-
ÄÑÅÑ ÓÂÊÓÇÛÇÐËâ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÓËÃÑÓÂ. ±ÑàÕÑÏÖ ËÊ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ k dN=dS � N=�4p� ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ h
ÔÓÇÆÐÇÌ âÓÍÑÔÕË ËÊÎÖÚÇÐËâ, Õ.Ç. ÇÈ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß. ±ÓË
ÏÂÎÞØ ÉÇ ÊÐÂÚÇÐËâØ N Ä ¬¯ ÃÖÆÖÕ ÄËÆÐÞ ÑÕÆÇÎßÐÞÇ
ÊÄÈÊÆÞ, Õ.Ç. ÃÖÆÇÕ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÚÕÑ ÒÓË N!1 ÄËÆËÏÂâ
âÓÍÑÔÕß ÖÚÂÔÕÍÂ ¬¯ ÄÐÖÕÓË ÇÈ ÅÑÓÎÑÄËÐÞ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÒÓËÙÇÎßÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ Ë ÍÓÑÕÑÄÂâ ÐÑÓÂ ÄÞÅÎâÆËÕ ÍÂÍ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÒâÕÐÑ ÄÑ ÄÔÇØ ÆËÂÒÂÊÑÐÂØ ÆÎËÐ ÄÑÎÐ ÔÄÇÕÂ,
ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ÏÑÆÇÎË ¬¯. ±ÓËÚÈÏ àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎÇÐ ì ÑÐ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ
ÏÑÆÇÎË ¬¯, ÄÂÉÐÂ ÎËÛß ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÒÑÎÐÑÌ
ÏÂÔÔÞ ¬¯.

£ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [8] ÃÞÎ ÔÆÇÎÂÐ
ÑÛËÃÑÚÐÞÌ ÄÞÄÑÆ Ñ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÐÂÃÎáÆÇÐËË ÔÄÇÕÂ ËÊ
ÆÓÖÅÑÌ ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ ÚÇÓÇÊ ÅÑÓÎÑÄËÐÖ ¬¯. £ àÕÑÌ ÓÂÃÑÕÇ
ÒÓÂÄËÎßÐÞÏ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ ÃÞÎÂ ÆÂÐÂ
ÐÇÒÓÂÄËÎßÐÂâ ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ.

4. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ËÊ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÄÇÕÂ Ä ÅÑÓÎÑÄËÐÇ ¬¯ ÆÎâ
ÎáÃÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ¬¯, ÔÕÑËÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ Ä ÓÇÂÎßÐÑÌ
ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ ÚËÔÎÑ ÄËÆËÏÞØ ÊÄÈÊÆ ÍÑÐÇÚÐÑ (ØÑÕâ Ë ÄÇÎËÍÑ).
ªÊ àÕÑÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÖÅÎÑÄÑÇ ÓÂÊÓÇÛÇÐËÇ ÒÓËÃÑÓÂ
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ Ä ÐÂÛÇÌ ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÕÑ ÑÐ
ÔÏÑÉÇÕ ÊÂ×ËÍÔËÓÑÄÂÕß ËÊÏÇÐâáÜÖáÔâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÊÄÈÊÆ
Ä ÅÑÓÎÑÄËÐÇ J�h�. ¿ÕÑÕ ÅÓÂ×ËÍ ÆÎâ d � 0;001 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ
ÐÂ ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÓËÔÖÐÍÂ. °ÔÕÓÞÇ ÏËÐËÏÖÏÞ ÐÂ àÕÑÏ
ÅÓÂ×ËÍÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÐÖÎâÏ ÔËÐÖÔÂ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (17).
¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÎÖÚË ÔÄÇÕÂ ÒÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ
ÒÓËÙÇÎßÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂØ h � hmax ÑÕÍÎÑÐâáÕÔâ ÐÂ ÃÑÎß-
ÛËÇ ÖÅÎÞ �y > p�, ÒÑàÕÑÏÖ ÄÃÎËÊË ÕÑÚÇÍ y � pn ÄÑÊÐË-
ÍÂáÕ ÓÇÊÍËÇ "ÒÓÑÄÂÎÞ" Ä ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË. °ÆÐÂÍÑ ÄÃÎËÊË
ÕÂÍËØ "ÒÓÑÄÂÎÑÄ" ÐÂÃÎáÆÂÇÏÂâ âÓÍÑÔÕß ÊÄÈÊÆ ÔÕÓÇÏËÕÔâ

5 ±ÓâÏÑÎËÐÇÌÐÞÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇÏ ÔÚËÕÂÇÕÔâ (ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá)
ÒÓÑØÑÉÆÇÐËÇ ÎÖÚÂ ÚÇÓÇÊ ÙÇÐÕÓ ÅÑÓÎÑÄËÐÞ ¬¯.
6 ´ÂÍ ÍÂÍ ÖÅÑÎ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÔÄÇÕÂ yÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÃÑÎßÛÇ p, ÕÑ Ë ÒÑÎÐÞÌ
ÕÇÎÇÔÐÞÌ ÖÅÑÎ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÃÑÎßÛÇ 4p, ÐÑ àÕÂ ÊÂÏÇÐÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í
ÆÓÖÅÑÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ (ÄÏÇÔÕÑ 4p) Ë ÐÇ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ËÕÑÅÑÄÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ.

J�h�

hmax0

²ËÔ. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß J�h� ÒÓË h 2 �0; hmax� Ë d � 0;001 (ÔÎÇÄÂ); ÄËÆËÏÑÇ
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÐÇÃÂ ÆÓÖÅÑÌ ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ ÚÇÓÇÊ ÅÑÓÎÑÄËÐÖ ¬¯ ÒÓËN!1
(ÔÒÓÂÄÂ).
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Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË (ÎËÐÊËÓÑÄÂÐËÇ), ÚÕÑ Ä ËÕÑÅÇ ÑÃÇÔÒÇÚË-
ÄÂÇÕ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÞÌ (Ä ÔÓÇÆÐÇÏ) ÒÑÕÑÍ ÔÄÇÕÂ ÚÇÓÇÊ ÅÑÓÎÑ-
ÄËÐÖ ¬¯, ÒÑÍÂÊÂÐÐÞÌ ÐÂ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÓËÔÖÐÍÂ.

®ÇÔÕÑÒÑÎÑÉÇÐËÇ àÕËØ "ÒÓÑÄÂÎÑÄ" ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÇÎË-
ÚËÐÞ d, ÒÑàÕÑÏÖ Ô ÒÑÏÑÜßá ËØ ÓÇÅËÔÕÓÂÙËË ÏÑÉÐÑ
ÑÒÓÇÆÇÎâÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÏÂÕÇÓËË
¬¯ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÇÈ ÏÑÆÇÎË (ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÕÑÏÖ, ÍÂÍ
àÕÑ ÆÇÎÂÇÕÔâ ÒÓË ÓÂÔÛË×ÓÑÄÍÇ ÔÒÇÍÕÓÑÄ ÔÄÇÕÂ).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÂ ÏÇÕÑ-
ÆËÍÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÎËÐÊËÓÑÄÂÐËâ ÆÎâ
ÔÄÇÕÂ, ÒÓÑØÑÆâÜÇÅÑ ÚÇÓÇÊ ÍÓÑÕÑÄÞÇ ÐÑÓÞ, Â ÕÂÍÉÇ ÏÇÕÑ-
ÆËÍÂ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÑÕÎËÚËÕÇÎßÐÞØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÍÑÐÍÓÇÕ-
ÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÍÓÑÕÑÄÞØ ÐÑÓ.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ â ØÑÕÇÎ ÃÞ ÄÞÓÂÊËÕß ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕß
£. ³ÕÓÑÍÑÄÖ, ¯.³. ¬ÂÓÆÂÛÇÄÖ Ë ª.¥. ¯ÑÄËÍÑÄÖ ÊÂ ÒÎÑ-
ÆÑÕÄÑÓÐÑÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ ÓÂÃÑÕÞ Ë ÄÞÔÍÂÊÂÐÐÞÇ ÙÇÐÐÞÇ
ÊÂÏÇÚÂÐËâ.

²ÂÃÑÕÂ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ²¶¶ª, ÅÓÂÐÕÞ 07-02-01128-Â,
08-02-00090-Â, ÐÂÖÚÐÞÏË ÛÍÑÎÂÏË ¯º-626.2008.2, ¯º-
2469.2008.2 Ë ÒÓÑÅÓÂÏÏÑÌ ²¡¯ "±ÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ Ë àÄÑ-
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The sky of a universe as seen through a wormhole
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A technique is discussed for calculating the gravitational lensing of light passing through the wormhole from one universe to another.
Fundamental and characteristic features of wormhole traveling radiation are identiéed, leading to new methods for observing worm-
hole speciéc characteristics and yielding techniques for determining wormhole model parameters.
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