
ÑÍÔËÕÑÐÞ Ë ÆËÒÑÎßÐÞÇ ÔÕÓÂÕÞ ËÏÇáÕ ÄÐÖÕÓÇÐÐáá
ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÐÂÐÑÏÇÕÓÑÄÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ, ÒÓËÚÈÏ ÏÐÑÅËÇ
ËÐÕÇÓÇÔÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂáÕ ÓÂÆËÍÂÎßÐÞÇ ËÊÏÇ-
ÐÇÐËâ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÆÂÉÇ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÇÆÐËÏË ÂÕÑÏÂÏË,
Õ.Ç. ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÐÂÐÑÏÇÕÓÑÄ ËÎË
ÏÇÐßÛËØ. °ÒÕËÚÇÔÍËÇ ÏÇÕÑÆÞ ÒÎÑØÑ ÒÑÆØÑÆâÕ ÆÎâ ÓÂÊÓÇ-
ÛÇÐËâ ÔÕÑÎß ÏÂÎÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÃÑÎÇÇ ÓÇÂÎËÔÕËÚ-
ÐÞÏË ÏÇÕÑÆÂÏË ÆÎâ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐËâ
ÎÑÍÔËÕÑÐÑÄ ÏÑÅÖÕ ÔÕÂÕß ÐÂÃÎáÆÇÐËÇ ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐÐÞØ
ÐÂÏË ÓÇÊÑÐÂÐÔÑÄ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ ÓÂÊÏÇÓÂÏË ÔËÔÕÇÏÞ, Ë
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÓÇÐÕÅÇÐÑÄÔÍÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ËÎË ÔÒÇÍÕÓÑ-
ÔÍÑÒËË ÓÂÔÔÇâÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ (electron energy loss spect-
roscopy).

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÎÑÍÔËÕÑÐÞ Ë ÆËÒÑÎßÐÞÇ ÐÂÐÑ-
ÔÕÓÂÕÞ ÏÑÅÖÕ ÑÕÍÓÞÕß ÐÑÄÞÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÆÎâ ÔÑÊÆÂÐËâ
àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÆÎâ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞØ ÍÑÏÒßáÕÇÓÑÄ Ë ÆÓÖÅËØ
ÐÂÐÑÖÔÕÓÑÌÔÕÄ [19]. ³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÑÏ ÎÑÍ-
ÔËÕÑÐÑÄ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË Ä ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÂØ
Ë ÏÇÕÂÎÎÂØ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÎÑÍÔËÕÑ-
ÐÑÄ ÐÇ ÕÓÇÃÖÇÕÔâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÑÍÂ Ë ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÊÂÓâÆÂ.
¿ÕÑ ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÑ ÏÑÅÎÑ ÃÞ ÔÒÑÔÑÃÔÕÄÑÄÂÕß ÆÂÎßÐÇÌ-
ÛÇÏÖ ÖÏÇÐßÛÇÐËá ÓÂÊÏÇÓÑÄ ÎÑÅËÚÇÔÍËØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÍÑÏ-
ÒßáÕÇÓÑÄ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄÂâ ÕÇØÐÑÎÑÅËâ ÐÂ
ÏÂÔÛÕÂÃÂØ ÏÇÐÇÇ 10 ÐÏ ÔÕÂÎÍËÄÂÇÕÔâ ÔÑ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÏË
ÒÓÑÃÎÇÏÂÏË, ÔÄâÊÂÐÐÞÏË Ô ÄÞÆÇÎÇÐËÇÏ ÕÇÒÎÂ.

ÑÍÔËÕÑÐÞ ÏÑÅÎË ÃÞ ÓÂÃÑÕÂÕß ÍÂÍ Ä ÒÂÔÔËÄÐÞØ
àÎÇÏÇÐÕÂØ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÒÇÓÇÆÂÚË ÆÂÐÐÞØ ËÎË ÔÑÊÆÂ-
ÐËâ ÎËÐËÌ ÊÂÆÇÓÉÍË), ÕÂÍ Ë Ä ÂÍÕËÄÐÞØ (ÒÇÓÇÍÎáÚÂÕÇÎâØ
ËÎË ÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÖÔÕÓÑÌÔÕÄÂØ). ¯ÂÐÑÖÔÕÓÑÌÔÕÄÂ, ÑÔÐÑÄÂÐ-
ÐÞÇ ÐÂ ÎÑÍÔËÕÑÐÂØ, ÏÑÅÎË ÃÞ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÑÒÑÎÐËÕß
ÔÒÇÍÕÓ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÞØ ÐÂÐÑÕÇØÐÑÎÑÅËÌ, ÄÍÎáÚÂáÜËÌ Ä
ÔÇÃâ ÒÎÂÊÏÑÐËÍÖ (plasmonics) [20, 21], ÄÑ ÏÐÑÅÑÏ ÑÒËÓÂá-
ÜÖáÔâ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÒÎÂÊÏÑÐÞ [10, 11], Ë ÔÒËÐÕÓÑ-
ÐËÍÖ (spintronics) [22]. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÎÑÍÔËÕÑÐÞ ÏÑÅÖÕ
ÐÂÌÕË ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÒÓË ÔÑÊÆÂÐËË ÐÂÐÑÔÇÐÔÑÓÑÄ ÃËÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍËØ ÏÑÎÇÍÖÎ Ë ÆÓÖÅËØ ÚÂÔÕËÙ ËÎË ÒÓËÏÇÔÇÌ. ´ÂÍÑÌ
ÐÂÐÑÔÇÐÔÑÓ ÏÑÉÐÑ ÔÍÑÐÔÕÓÖËÓÑÄÂÕß ËÊ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ
ÏÑÎÇÍÖÎ-ÓÇÙÇÒÕÑÓÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ ËÊÃËÓÂÕÇÎßÐÑ ÒÓËÔÑÇÆË-
ÐâáÕ Í ÔÇÃÇ ËÐÕÇÓÇÔÖáÜËÇ ÐÂÔ ÏÑÎÇÍÖÎÞ ËÎË ÚÂÔÕËÙÞ,
ËÎË ÉÇ ÏÑÎÇÍÖÎÞ-ÓÇÙÇÒÕÑÓÞ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓËÔÑÇÆËÐÇÐÞ Í
ÚÂÔÕËÙÂÏ, ÑÃÎÂÆÂáÜËÏ ÑÒÕËÚÇÔÍËÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔÑÏ. ªÔ-
ÒÑÎßÊÖâ "ÏÂÅËÚÇÔÍÖá" ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËá ÏÑÎÇÍÖÎ, ÏÑÉÐÑ
ÆÑÃËÕßÔâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÎÑÍÔËÕÑÐ Ä ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÐÇ ËÔÚÇÊÂÇÕ
ÆÂÉÇ ÒÓË ÕÑÚÐÑÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔÇ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÏË ÇÈ ÏÑÎÇÍÖÎÂÏË, ÒÓË àÕÑÏ ÒÓË ÒÓËÔÑÇÆË-
ÐÇÐËË ËÐÕÇÓÇÔÖáÜÇÌ ÐÂÔ ÃËÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÎÇÍÖÎÞ Í
ÐÂÐÑÔÇÐÔÑÓÖ ÎÑÍÔËÕÑÐ ÃÖÆÇÕ ÒÑÆÂÄÎÇÐ.

¦ÜÈ ÃÑÎÇÇ ÊÂØÄÂÕÞÄÂáÜËÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÑÕÍÓÞ-
ÄÂáÕÔâ Ä ÙÇÒÑÚÍÂØ Ë ÓÇÛÈÕÍÂØ ËÊ ÂÕÑÏÑÄ Ô ËÐÄÇÓÔÐÑÌ
ÐÂÔÇÎÈÐÐÑÔÕßá ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ, ÍÑ-
ÕÑÓÖá ÏÑÉÐÑ ÔÑÊÆÂÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ÓÑÆÂ ÐÂ-
ÍÂÚÍË (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ). ´ÂÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÏÑÅÖÕ
ÑÕÍÓÞÕß ÒÖÕß Í ÏÂÐËÒÖÎËÓÑÄÂÐËá ÎÑÍÔËÕÑÐÂÏË, ËØ ÖÔË-
ÎÇÐËá Ë, ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÆÂÉÇ Í ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÌ ÅÇÐÇÓÂÙËË ÎÑÍ-
ÔËÕÑÐÑÄìÔÄÑÇÅÑ ÓÑÆÂ "ÎÑÍÔËÕÑÐÐÑÏÖ ÎÂÊÇÓÖ" ("locster").

ªÕÂÍ, ÐÂÏË ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÆÄÇÓÅÂâ ÙÇÒÑÚÍË Ë
ÓÇÛÈÕÍË ËÊ ÔËÎßÐÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÂÕÑÏÑÄ (Ä ÕÑÏ
ÚËÔÎÇ, ÆÄÖØÂÕÑÏÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ) ÆÇÌÔÕÄËá ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ËÊÎÖ-
ÚÇÐËâ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÃÎËÊÍÑÌ Í ÚÂÔÕÑÕÇ ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ,
ÏÑÉÐÑ ÆÑÃËÕßÔâ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÆËÒÑÎßÐÞØ ÐÂÐÑÔÕÓÂÕ Ë
ÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑÄÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ ì
ÎÑÍÔËÕÑÐÑÄ. ³ÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÎÑÍÔËÕÑÐÂÏË à××ÇÍÕÞ ÄÍÎá-
ÚÂáÕ Ä ÔÇÃâ ÅËÅÂÐÕÔÍËÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÞ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÑÒ-
ÓÇÆÇÎâÇÏÞÇ ÓÂÊÏÇÓÂÏË ÔËÔÕÇÏÞ, ÐÂÎËÚËÇ "ÏÂÅËÚÇÔÍËØ"

ÚËÔÇÎ Ë ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÌ ÂÕÑÏÑÄ, ÑÕÏÇÚÇÐÐÞØ ËÔÚÇÊÐÑÄÇ-
ÐËÇÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÅÑ ÒÑÆÂÄÎÇÐËâ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔËÔ-
ÕÇÏÇ, Â ÕÂÍÉÇ ÑÒÕËÚÇÔÍÖá ÃËÔÕÂÃËÎßÐÑÔÕß Ë ÅËÔÕÇÓÇÊËÔ.

¡ÄÕÑÓÞ ÃÎÂÅÑÆÂÓâÕ µÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÒÑ ÐÂÖÚÐÞÏ ËÔÔÎÇÆÑ-
ÄÂÐËâÏ ££³ ³º¡ (US AFOSR) ÊÂ ×ËÐÂÐÔËÓÑÄÂÐËÇ
ÓÂÃÑÕÞ.
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³ÑÄÓÇÏÇÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ

£.ª. ¬ÎâÙÍËÐ

1. £ÄÇÆÇÐËÇ

³.®. ²ÞÕÑÄ ÖÆÇÎâÎ ÃÑÎßÛÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÓÂÊÄËÕËá ×ÖÐÍ-
ÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÂÐÂÎËÊÂ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÐÂ
ÔÇÏËÐÂÓÂØ ÒÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÓÂÆËÑ×ËÊËÍÇ, ÄÑÊÅÎÂÄÎâÇ-
ÏÞØ ËÏ. ¿ÕË ÏÇÕÑÆÞ ÑÐ ÐÂÊÞÄÂÎ ÓÂÆËÑÏÂÕÇÏÂÕËÍÑÌ. Á
ÒÓËÐËÏÂÎ ÖÚÂÔÕËÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ àÕËØ ÔÇÏËÐÂÓÑÄ Ô ÍÑÐÙÂ 1960-Ø
ÅÑÆÑÄ. ³.®. ²ÞÕÑÄ ÚÂÔÕÑ ÊÂÆÂÄÂÎ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË Ë ÏÐÇ,
ÄÑÒÓÑÔ: "¹ÕÑ £Þ ËÊÖÚÂÇÕÇ?" Á ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑ ÑÕÄÇÚÂÎ, ÚÕÑ
ÓÇÛÇÐËâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË×-
×ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ Ë Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ËÎË ËÐÕÇÅÓÂÎß-
ÐÞØ) âÄÎâáÕÔâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂÏË ÑÕ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÑÄ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ë â ËÊÖÚÂá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ àÕËØ ÓÇÛÇÐËÌ ÑÕ ÓÂÊÎËÚÐÞØ
ÏÑÆÇÎÇÌ Ë ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ àÕËØ ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÑÄ. ±ÓËÏÇÓÐÑ 30 ÎÇÕ â ÔÚËÕÂÎ àÕÑÕ ÑÕÄÇÕ ËÔÚÇÓÒÞÄÂá-
ÜËÏ. ª ÕÑÎßÍÑ Ä ÒÑÔÎÇÆÐËÇ 10 ë 15 ÎÇÕ, â ÒÑÐâÎ ÄÔá
ÂÍÕÖÂÎßÐÑÔÕß ÄÑÒÓÑÔÂ "ÚÕÑ £Þ ËÊÖÚÂÇÕÇ?" Ë ÒÑÎÐÖá
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ÐÇÔÑÔÕÑâÕÇÎßÐÑÔÕß ÏÑÇÅÑ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÅÑ ÑÕÄÇÕÂ. ¿ÕÑ
ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ ÄÐËÏÂÐËÇ ÍÂÍ
ÕÇÑÓÇÕËÍÑÄ, ÕÂÍ Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÕÑÓÑÄ ÒÓËÄÎÇÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ
Ñ ÔÄâÊË ÆËÐÂÏËÍË ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÓÇÛÇÐËâ
ÊÂÆÂÚË Ô ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ.
¿ÕÑ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÂÍÕÖÂÎßÐÑ ÆÎâ ÅÇÑ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÃÎÇÏ,
ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÂÕÏÑÔ×ÇÓÑÌ Ë ÑÍÇÂÐÑÏ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ, ÄÑÑÃÜÇ
ÅÑÄÑÓâ, ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÂÐÔÂÏÃÎß ÖÔÓÇÆ-
ÐÇÐËâ Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÕÑÓÞ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ËÏÇáÕ ÆÇÎÑ
Ô ÑÕÆÇÎßÐÞÏË ÓÇÂÎËÊÂÙËâÏË. ±ÓË àÕÑÏ ÚÂÔÕÑ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÐÇ ËÏÇáÕ
ÐËÚÇÅÑ ÑÃÜÇÅÑ Ô ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ
ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ, ÐÑ Ë ÐÇÓÇÆÍÑ ÒÓÑÔÕÑ ËÏ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚÂÕ. ¿ÕÑ
â Ë ØÑÚÖ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÕß Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÔÑÑÃÜÇÐËË.

³ÇÌÚÂÔ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÕÓË ÒÑÆØÑÆÂ Í ÂÐÂÎËÊÖ ÔÕÑØÂ-
ÔÕËÚÇÔÍËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ.

±ÇÓÄÞÌ ÒÑÆØÑÆ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÂÐÂÎËÊÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÓÇÛÇÐËÌ ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÞØ ÎËÐÇÌÐÞØ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
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ÒÑ âÒÖÐÑÄÖ, ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑ ÒÓËÄÎÇÍÂÇÕ ÃÑÎßÛÑÇ ÄÐËÏÂ-
ÐËÇ ÏÐÑÅËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎÇÌ. ±ÓË àÕÑÏ ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÕÔâ
ÄÇÓØÐËÌ ÒÓÇÆÇÎ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË
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ÍÑÕÑÓÞÌ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÇÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇ-
ÎÇÏ. ±ÓË ÒÓËÏÇÐÇÐËË ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ Í ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ ÔËÔÕÇÏÂÏ ÚÂÔÕÑ ÆÎâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË Ë
ÖÒÓÑÜÇÐËâ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÐÂ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÔÕÂ-
ÆËË ÒÑÆÍÎáÚÂáÕ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ Ë ÄÞÚËÔÎâáÕ ËØ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ, ÕÂÍËÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÂÍ


lx�t �
� � lim

t!�1
1

t



ln jx�t�j� :

¯ÇÆÑÔÕÂÕÍË àÕÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÆÎâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ:

1. ´ÂÍËÇ ÖÒÓÑÜÂáÜËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÄ, ÍÂÍ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÔÕß ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß Ë
ËÊÑÕÓÑÒÐÑÔÕß Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÎËÛß ÐÂ
ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÔÕÂÆËË ÂÐÂÎËÊÂ.

2. ±ÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ Í ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÞÏ ÑÃÑÃÜÇÐËâÏ ÑÃÞÍ-
ÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÏÇ-
ØÂÐËÍÇ Ë àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆ), Õ.Ç. Í ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâÏ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ (Í ÒÑÎâÏ), ÂÐÂÎËÊ ÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË ÒÑ âÒÖÐÑÄÖ ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÕÑÎßÍÑ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ ÓÇÛÇÐËÌ Ä ÓâÆÞ ÒÑ ÒÑÎÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÑÓÕÑÅÑ-
ÐÂÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ±ÓË ÒÓËÏÇÐÇÐËË ÕÂÍÑÌ ÏÇÕÑÆËÍË Í
ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÊÂÆÂÚÂÏ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑ-
ÄÑÚÐÑÔÕË ÑÒÇÓÂÙËÌ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ä ÓâÆÞ Ë ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËË ÔÕÂÕËÔÕË-
ÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ë ÒÑÎÇÌ ÔËÐ-
ÅÖÎâÓÐÞÏË (ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÏË) ×ÖÐÍÙËâÏË (ÍÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÄ ÔËÔÕÇÏÞ) àÕË ÑÒÇÓÂÙËË, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÐÇ ÒÇÓÇ-
ÔÕÂÐÑÄÑÚÐÞ.

£ÕÑÓÑÌ ÒÑÆØÑÆ, ÕÂÍÉÇ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÞÌ, ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ
ÂÐÂÎËÊÇ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ Ë ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÓÇÛÇ-
ÐËÌ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ.

¯ÇÆÑÔÕÂÕÍÑÏ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ
ÑÃÞÚÐÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÔÓÇÆÐÇ-
ÐËâ ÔÅÎÂÉËÄÂáÕ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÑÕÆÇÎßÐÞØ

ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ Ë ÐÇÓÇÆÍÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÔÕËÍË ÐÇ ËÏÇáÕ ÐËÚÇÅÑ ÑÃÜÇÅÑ Ô ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÑÕÆÇÎß-
ÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ.

£ ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ, ÑÆÐÂÍÑ, ×ËÊËÚÇÔÍËÇ
ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ë âÄÎÇÐËâ, ÒÓÑËÔØÑÆâÜËÇ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆË-
ÐËÙÂ (Õ.Ç. ÒÑÚÕË ÄÑ ÄÔÇØ ËØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ), ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÏË (ÔÏ. ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [1 ë 4] Ë ÓÂÃÑÕÖ [5], Ä
ÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ). ¥Îâ ÑÒË-
ÔÂÐËâ ÕÂÍËØ âÄÎÇÐËÌ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÕÓÇÕËÌ ÒÑÆØÑÆ, ÑÔÐÑ-
ÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÏÇÕÑÆÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË, Ä ÍÑÕÑ-
ÓÑÏ ËÊÖÚÂáÕÔâ ÐÇ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, Â ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ, ÑÒËÔÞÄÂá-
ÜËØ ËÏÇÐÐÑ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ âÄÎÇÐËâ.

¥ÂÎÇÇ ÏÞ ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÏ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ àÕËØ ÒÑÆ-
ØÑÆÑÄ Í ÒÓÑÔÕÇÌÛËÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÏ ÊÂÆÂÚÂÏ.

2. ±ÓËÏÇÓÞ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ

2.1. ¥Ë××ÖÊËâ ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÃÇÊÞÐÇÓÙËÑÐÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË
Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÊÂÆÂÚÖ ÑÃ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÆË××ÖÊËË ÃÇÊÞÐÇÓÙËÑÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ Ä
ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÕÑÍÇ Ô ÒÑÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ u�r; t� Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÅÑ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ

d

dt
r�t� � u

ÿ
r�t�; t� ; r�0� � r0 :

¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ,
ÚÕÑ ÆËÐÂÏËÍÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÚÂÔÕËÙ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÂÇÕÔâ
Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÕÑÅÑ, âÄÎâÇÕÔâ ÎË ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÏ ËÎË ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÏ. ´ÂÍ, ÐÂ
ÓËÔ. 1Â ÆÎâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r� ÔØÇÏÂÕË-
ÚÇÔÍË ËÊÑÃÓÂÉÈÐ ×ÓÂÅÏÇÐÕ àÄÑÎáÙËË ÔËÔÕÇÏÞ ÚÂÔÕËÙ
(ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ) Ä ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË, ÔÄâÊÂÐÐÑÏ
ÔÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÒÑÎâ u�r�. £ ÐÂÚÂÎßÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ ÚÂÔÕËÙÞ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÓÂÔÒÑÎÂÅÂÎËÔß Ä ÍÓÖÅÇ.
£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÚÂÔÕËÙÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÊÂÒÑÎ-
ÐâáÕ ÑÃÎÂÔÕß, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÖá ÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÍÑÐÕÖ-
ÓÑÏ. £ÑÊÐËÍÂÇÕ ÎËÛß ÔËÎßÐÂâ ËÊÓÇÊÂÐÐÑÔÕß ×ÓÂÍÕÂÎß-
ÐÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ àÕÑÅÑ ÍÑÐÕÖÓÂ.

´ÑÅÆÂ ÍÂÍ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
u�r� ÚÂÔÕËÙÞ, ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÇ Ä ÍÄÂÆÓÂÕÇ
Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ, Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎáÙËË
ÑÃÓÂÊÖáÕ ÍÎÂÔÕÇÓÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 1Ã ÒÓËÄÇÆÈÐ
×ÓÂÅÏÇÐÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ÕÂÍÑÌ àÄÑÎáÙËË, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ
ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇÏ. ±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ ÇÜÈ ÓÂÊ, ÚÕÑ
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ì ÚËÔÕÑ ÍËÐÇÏÂÕË-
ÚÇÔÍËÌ à××ÇÍÕ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÖÔÓÇÆÐÇÐËË ÒÑ ÂÐÔÂÏÃ-
Îá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÕÂÍÂâ ÑÔÑÃÇÐ-
ÐÑÔÕß ÆËÐÂÏËÍË ÚÂÔÕËÙ ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÔÚÇÊÂÇÕ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÑÄÏÇÔÕÐÖá ÆËÐÂÏËÍÖ ÆÄÖØ ÚÂÔÕËÙ.
£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ
ÚÂÔÕËÙÂÏË (ÆÎâ ÏÂÎÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ
ÐËÏË) âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ Ë ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË
ÓÂÔÔÕÑâÐËâ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ) àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË:


l n�t�� � l0 exp

�
1

8

h
2�D s ÿDp� n� 3Dp n 2
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;

ÅÆÇ D s Ë Dp ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÑÌ Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÏË ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÎâ u�r; t�.
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±ÓË àÕÑÏ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ,
ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË (¬´²), ÍÑÕÑÓÂâ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÑÔÐÑÄÐÖá ÕÇÐÆÇÐÙËá ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ l�t� ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË. ¿ÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
ÃÖÆÇÕ âÄÎâÕßÔâ ÕÂÍÉÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÄÓÇ-
ÏÇÐË

l ��t� � l0 exp

�
1

4

ÿ
D s ÿDp

�
t

�
;

Ë ÑÐÂ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÑÌ.
¬´² ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÊÐÂÍÂ ÓÂÊÐÑÔÕËD s ÿD p.

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
�D p � 0� ËÏÇÇÏ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÖá ÕËÒËÚ-
ÐÖá ÓÇÂÎËÊÂÙËá. £ ÆÓÖÅÑÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ì ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ �D s � 0�ì ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂ-
ÙËÇÌ ÃÖÆÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÜÂâ ÍÓËÄÂâ, Õ.Ç.
ÐÂÎËÙÑ ÔÕÓÇÏÎÇÐËÇ ÚÂÔÕËÙ ÔÎËÕßÔâ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ
ÆÑÎÉÐÞ ÑÃÓÂÊÑÄÞÄÂÕßÔâ ÍÎÂÔÕÇÓÞ, Õ.Ç. ÊÑÐÞ ÍÑÏÒÂÍÕ-
ÐÑÅÑ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÇ Ä ÃÑÎßÛÇÌ
ÔÕÇÒÇÐË Ä ÓÂÊÓÇÉÈÐÐÞØ ÑÃÎÂÔÕâØ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÆÎâ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÚÂÔÕËÙ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÆÑÎÉÐÑ
ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ D s < D p.

¿ÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÑÃÖÔÎÑÄ-
ÎÇÐÑ ÄÞÃÓÑÔÂÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂ l�t� ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÓËÄÑÌ
ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË l ��t� ÍÂÍ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÃÑÎßÛËØ, ÕÂÍ
Ë ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ l, Õ.Ç. ÑÐÑ âÄÎâÇÕÔâ ÚËÔÕÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍËÏ à××ÇÍÕÑÏ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇÏ ÒÑ ÄÔÇÏÖ
ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ËÏÇÇÏ âÄÐÑÇ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÇ ÏÇÉÆÖ
ØÂÓÂÍÕÇÓÑÏ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ l�t� Ë ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ä ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ
ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ. ³ÆÇÎÂÇÏ ÆÄÂ ÖÕÑÚÐâáÜËØ ÊÂÏÇÚÂÐËâ.

©ÂÏÇÚÂÐËÇ 1. ¬ÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË (¬´²)
³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
z�t� ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË P�t; z� �
� 
dÿz�t� ÿ z

��
Ë ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ

F�t; z� � Prob
ÿ
z�t� < z

� � 
yÿz�t� ÿ z
�� �

�
�z
ÿ1

dz 0 P�t; z 0� ;

ÅÆÇ d�z� ì ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËâ ¥ËÓÂÍÂ, y�z� ì ×ÖÐÍÙËâ
·ÇÄËÔÂÌÆÂ, ÓÂÄÐÂâ 1 ÒÓË z > 0 Ë 0 ÒÓË z < 0.

¬ÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t�
ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÂâ ÍÓËÄÂâ z ��t�, ÍÑÕÑÓÂâ
âÄÎâÇÕÔâ ÏÇÆËÂÐÑÌ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

F
ÿ
t; z ��t�� � 1

2
:

°ÔÐÑÄÂÐËÇÏ ÆÎâ àÕÑÅÑ âÄÎâÇÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÏÇÆËÂÐÞ,
ÊÂÍÎáÚÂáÜÇÇÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ
ÄÓÇÏÇÐË �t1; t2� ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ z�t� ÍÂÍ ÃÞ ÑÃÄËÄÂÇÕ
ÍÓËÄÖá z ��t� ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑ ÔÓÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ, Ä ÕÇÚÇÐËÇ
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ z�t� > z ��t�, ÔÑÄÒÂ-
ÆÂÇÕ ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÄÓÇÏÇÐÇÏ, Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÞÒÑÎ-
ÐâÇÕÔâ ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ z�t� < z ��t� (ÓËÔ. 2), Õ.Ç.


Tz�t�>z ��t�
� � 
Tz�t�<z ��t�

� � 1

2
�t2 ÿ t1� :

¬ÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË, ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ, ÕÇÏ
ÐÇ ÏÇÐÇÇ, ÐÂ ÄÔÈÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐË t 2 �0;1�.

¥Îâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t�¬´² ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ
ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÒÓÑÙÇÔÔÂ, Õ.Ç. z ��t� � 
z�t��.

10

5

0

ÿ5

ÿ10

ÿ10 ÿ5 5 10

t � 4 t � 2,0

Â Ã

²ËÔ. 1. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÆË××ÖÊËË ÔËÔÕÇÏÞ ÚÂÔÕËÙ Ä ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÑÏ (Â) Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ (Ã) ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎâØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

z ��t�
z�t�

t1 t2 t

Dt1 Dt2 Dt3

²ËÔ. 2. ¬ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ.
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©ÂÏÇÚÂÐËÇ 2. ÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ
ÒÓÑÙÇÔÔ
°ÒÓÇÆÇÎËÏ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÔÕÑØÂÔ-
ÕËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

d

dt
y�t; a� � �ÿ a� z�t�� y�t; a� ; y�0; a� � 1 ;

ÅÆÇ z�t� ì ÅÂÖÔÔÑÄ ÒÓÑÙÇÔÔ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË


z�t�� � 0,


z�t� z�t 0�� � 2Dd�tÿ t 0�. ¦ÅÑ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë
±ÎÂÐÍÂ�

q
qt
ÿ a

q
qy

y

�
P�t; y; a� � D

q
qy

y
q
qy

yP�t; y; a� ;

P�0; y; a� � d� yÿ 1� :
·ÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÓÇÛÇÐËâ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ì
ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÆÎËÐÐÑÅÑ ÒÑÎÑÅÑÅÑ ØÄÑÔÕÂ ÒÓË Dt4 1, ÑÊÐÂ-
ÚÂáÜÇÅÑ ÖÔËÎÇÐËÇ ÓÑÎË ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
y�t; a� Ä ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍË. ³ÎÇÆ-
ÔÕÄËÇÏ àÕÑÅÑ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ ÇÅÑ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË


yn�t; a�� � exp

�
n

�
nÿ a

D

�
Dt

�
;

�
1

yn�t; a�
�
� exp

�
n

�
n� a

D

�
Dt

�
; n � 1; 2; . . .

àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓË n > a=D.
¥Îâ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ hln y�t�i � ÿat Ë, ÔÎÇ-

ÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÿa � �1=t�hln y�t�i âÄÎâÇÕÔâ ÎâÒÖ-
ÐÑÄÔÍËÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ, Â ¬´² ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ y�t; a� ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂáÜÇÌ
ÍÓËÄÑÌ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË:

y ��t� � exp
ÿ


ln y�t��� � exp�ÿat� :

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÇ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË
Ñ ÆË××ÖÊËË ÃÇÊÞÐÇÓÙËÑÐÐÑÌ ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË. ¥Îâ
àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓËÏÇÔË r�r; t� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË�

q
qt
� q
qr

u�r; t�
�
r�r; t� � 0 ; r�r; 0� � r0�r� : �1�

±ÓË àÕÑÏ ÑÃÜÂâ ÏÂÔÔÂ ÇÈ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ àÄÑÎá-
ÙËË, Õ.Ç.

M �M�t� �
�
dr r�r; t� �

�
dr r0�r� � const :

¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ
ÒÓËÏÇÔË Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
u�r; t� ÐÖÉÐÑ ÊÐÂÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÇÈ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË. ªÔØÑÆâ ËÊ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1),
ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÑÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË (ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË) ÒÓËÏÇÔË:�

q
qt
ÿD0D

�
P�r; t; r� � Dr

q2

qr 2
r 2P�r; t; r� ;

ÅÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË Ä r-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Dr � D p

ÔÄâÊÂÐ ÕÑÎßÍÑ Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ ÒÑÎâ

u�r; t�. ²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

P�r; t; r� � 1

2r
��������
pDt
p exp

�
D0t

q2

qr 2

�
�

� exp
ln2
�
r exp �at�=r0�r�

�
4Dt

: �2�

¦ÔÎË ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÓËÏÇÔË ÄÔáÆÖ ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÂ, r0�r� � r0 � const, ÕÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ r Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇÏ

q
qt

P�t; r� � Dr
q2

qr 2
r 2P�t; r� : �3�

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3), Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÏ Ë ÏÑÏÇÐÕ-
ÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÐÂÚËÐÂâ ÔÑ ÄÕÑÓÑÌ, àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ t � Drt:


r n�r; t�� � r n
0 exp

�
n�nÿ 1� t� :

³ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÒÑÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË r�r; t� Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÆÂÚÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ r�t�; ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ (3), Ë ÒÓË àÕÑÏ ¬´² àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÖÃÞÄÂÇÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÆÎâ ÎáÃÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍË
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ:

r ��t� � r0 exp�ÿt� ;

ÚÕÑ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÐÂÎËÚËË ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÆËÄÇÓÅÇÐÕ-
ÐÞØ ÒÑÕÑÍÂØ.

²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (2) ÆÂÈÕ ÕÂÍÉÇ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕß ÄÞâÔÐËÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ
ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË.

©ÂÏÇÚÂÐËÇ 3. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÒÑÅÓÂ×Ëâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
¥Îâ ÐÂÅÎâÆÐÑÔÕË ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÊÆÇÔß ÕÂÍÉÇ ÆÄÖÏÇÓÐÞÏ
ÔÎÖÚÂÇÏ. £ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÄÂÉÐÞÇ ÔÄÇÆÇÐËâ
Ñ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÏ ÒÑÄÇÆÇÐËË ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÆÂÈÕ ÂÐÂÎËÊ
ÎËÐËÌ ÖÓÑÄÐâ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

r�r; t� � r � const :

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÕÂÍËØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ ÒÑÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÍÂÍ ÑÃÜÂâ ÒÎÑÜÂÆß, ÅÆÇ r�r; t� > r,

S�t; r� �
�
dr y

ÿ
r�r; t� ÿ r

� � � dr �1
r

der dÿr�r; t� ÿ er� ;
Ë ÑÃÜÂâ ÏÂÔÔÂ ÒÓËÏÇÔË, ÊÂÍÎáÚÈÐÐÂâ Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË,

M�t; r� �
�
dr r�r; t� yÿr�r; t� ÿ r

� �
�
�
dr

�1
r

der erdÿr�r; t� ÿ er� ;
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ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË Ë
ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË


S�t; r�� � �1
r

der � drP�r; t; er� ;


M�t; r�� � �1

r
der er � drP�r; t; er� :

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÚÕÑ ÒÓË t4 1 ÔÓÇÆÐââ
ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕÇÌ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ
ÊÂÆÂÐÐÞÌ ÖÓÑÄÇÐß r, ÖÃÞÄÂÇÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ


S�t; r�i � 1��������
prt
p exp

�
ÿ t
4

��
dr

�����������
r0�r�

p
;

Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÊÂÍÎáÚÈÐÐÂâ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÔÓÇÆÐââ
ÏÂÔÔÂ ÒÓËÏÇÔË



M�t; r�� �Mÿ

�����
r
pt

r
exp

�
ÿ t
4

� �
dr

�����������
r0�r�

p
ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÒÑÎÐÑÌ ÏÂÔÔÇ. ¿ÕÑ ÇÜÈ ÓÂÊ
ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕ ÔÆÇÎÂÐÐÞÌ ÓÂÐÇÇ ÄÞÄÑÆ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÚÂÔÕËÙÞ ÒÓËÏÇÔË ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÔÕÓÇÏâÕÔâ ÔÑÃÓÂÕßÔâ
Ä ÍÎÂÔÕÇÓÞì ÍÑÏÒÂÍÕÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÄÞÛÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË, ÑÍÓÖÉÈÐÐÞÇ ÓÂÊÓÇÉÈÐÐÞÏË ÑÃÎÂÔÕâÏË.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ
ÒÑÎâ r�r; t� àÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ Ë ÆÎâ ÖÆÇÎßÐÞØ
ÄÇÎËÚËÐ, ÒÓËØÑÆâÜËØÔâ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÒÎÑÜÂÆË, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ


s�t; r�� � �1
r

derP�t; er� ; 

m�t; r�� � �1

r
der erP�t; er� ;

ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3).

2.2. £ÑÎÐÞ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ
£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÊÂÆÂÚÖ Ñ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÑÎÐ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ.

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÆÐÑÏÇÓÐÖá ÊÂÆÂÚÖ, ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÄÑÎÐÂÏ Ä ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÓÇÆÂØ.

±ÖÔÕß ÔÎÑÌ ØÂÑÕËÚÇÔÍË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÊÂÐËÏÂÇÕ
ÚÂÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ L0 < x < L Ë ËÊ ÑÃÎÂÔÕË x > L ÐÂ ÐÇÈ
ÒÂÆÂÇÕ ÒÎÑÔÍÂâ ÄÑÎÐÂ u0�x� � exp

�ÿ ik�xÿ L��. ªÊ-ÊÂ
ÐÂÎËÚËâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÑÕÓÂÉÈÐÐÂâ ÑÕ
ÔÎÑâ ÄÑÎÐÂ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÑÕÓÂÉÇÐËâ RL � u�L� ÿ 1 Ë
ÄÞØÑÆâÜÂâ ËÊ ÔÎÑâ ÄÑÎÐÂ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ
TL � u�L0�. £ÐÖÕÓË ÔÎÑâ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ

d2

dx 2
u�x� � k 2�1� e�x�� u�x� � 0 ;

u�L� � i

k

du�x�
dx

����
x�L
� 2 ; u�L0� ÿ i

k

du�x�
dx

����
x�L0

� 0 ;

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ e�x�, ÍÑÕÑÓÖá ÏÞ ÔÚËÕÂÇÏ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ,
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ.

£ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍË ×ÖÐÍÙËË e�x� âÄÎâáÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÞÏË, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÐÂØÑÉÆÇÐËË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÔÕËÍ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ I�x� � ju�x�j2
ÄÐÖÕÓË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ Ë ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÎÑâ.

³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ,
ÚÕÑ ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÕÑÎÔÕÑÅÑ ÔÎÑâ ÔÓÇÆÞ, Â ËÏÇÐÐÑ

D�Lÿ L0�4 1 �ÅÆÇ ÄÇÎËÚËÐÂ D ÔÄâÊÂÐÂ ÔÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔ-
ÍËÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË e�x��, Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ
jTLj ! 0 Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, jRLj ! 1, Õ.Ç. ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÑ (L0 ! ÿ1) ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÒÑÎ-
ÐÑÔÕßá ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÒÂÆÂáÜÖá ÄÑÎÐÖ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
àÕÑÏ ÔÎÑÇ.

°ÆÐÂÍÑ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ ÆÎâ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÒÑÔÕÑâÐÐÑ,
Â ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ, ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÐÂ ËØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÔÎÑâ, ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ


I n�Lÿ x�� � exp
�
Dn�nÿ 1��Lÿ x��;

Õ.Ç. ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÇÇÕ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇ-
ÔÍË ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, Â ÏÑÏÇÐÕ-
ÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËá ÄÅÎÖÃß ÔÓÇÆÞ.

±ÓË àÕÑÏ ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÄÑÎÐÞ Ä ÔÓÇÆÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂá-
ÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ

I ��x� � 2 exp
�ÿD�Lÿ x��

Ë ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÑÌ, Â ÄÇÎËÚËÐÂ
lloc � 1=D, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÎËÐÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË, ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÊÂÕÖØÂÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÓÇÆÇ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÇÅÑ ÓÇÂÎËÊÂ-
ÙËâØ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÔÕÂÕËÔ-
ÕËÍË ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÊÂ ÔÚÈÕ ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 3
ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÆÄÇ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÕÑÎÔÕÑÏ ÔÎÑÇ ÔÓÇÆÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ
ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇÏ. ¯Â àÕÑÏ ÓËÔÖÐÍÇ âÄÐÑ
ÒÓÑÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÕÇÐÆÇÐÙËâ ÓÇÊÍÑÅÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ
ÖÃÞÄÂÐËâ (Ô ÃÑÎßÛËÏË ÄÞÃÓÑÔÂÏË ÍÂÍ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÖÄÇÎË-

2

1

0 2,5 5,0 Dx

²ËÔ. 3. ¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ
ÆÄÖØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ ÔÓÇÆÞ.
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ÚÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, ÕÂÍ Ë Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÊÐÂÚÇÐËÌ,
ÃÎËÊÍËØ Í ÐÖÎá).

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄÑÎÐ Ä ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÔÍÂÎâÓ-
ÐÑÅÑ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

q
qx

U�x;R� � i

2k
DRU�x;R� � ik

2
e�x;R�U�x;R� ;

U�0;R� � U0�R� : �4�
©ÆÇÔß x ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ
ÄÑÎÐÞ, R ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, e�x;R�
ì ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÑÕ ÇÆË-
ÐËÙÞ.

¦ÔÎË ÄÄÇÔÕË ÂÏÒÎËÕÖÆÖ Ë ×ÂÊÖ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÍÂÍ

U�x;R� � A�x;R� exp�iS�x;R�	 ;
ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ I�x;R� � jU�x;R�j2 ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

q
qx

I�x;R� � 1

k
HR

�
HR S�x;R� I�x;R�	 � 0 ;

I�0;R� � I0�R� : �5�
°ÕÍÖÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ
ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ÏÑÜÐÑÔÕß
ÄÑÎÐÞ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x � const:

E0 �
�
I�x;R� dR �

�
I0�R� dR :

µÓÂÄÐÇÐËÇ (5) ÒÑ ×ÑÓÏÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (1),
ÒÑàÕÑÏÖ ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÕÓÂÍÕÑÄÂÕß ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÇÓÇÐÑÔÂ
ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÒÑÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ËÏÇáÕ ÍÎÂÔÕÇÓÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ, Ë àÕÂ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÒÓÑ-
âÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ. ´ÂÍ, ÐÂ ÓËÔ. 4
ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ×ÑÕÑÅÓÂ×ËË ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ
ÒÖÚÍÂ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ä
ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕâØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË. ªÊ
ÓËÔÖÐÍÂ âÔÐÑ ÄËÆÐÑ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ.

£ÄÇÆÈÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ Ë ×ÂÊÖ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, Â ÕÂÍÉÇ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ×ÂÊÖ ÄÑÎÐÞ:

U�x;R� � A�x;R� exp ÿiS�x;R�� � exp
ÿ
f�x;R�� ;

ÅÆÇ

f�x;R� � w�x;R� � iS�x;R� ;

w�x;R� � lnA�x;R� ì ÖÓÑÄÇÐß ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÑÎÐÞ,
S�x;R� ì ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ×ÂÊÞ ÄÑÎÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ×ÂÊÞ
ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ kx. ªÔØÑÆâ ËÊ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (4) ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ×ÂÊÞ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÒÎÂÄÐÞØ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ (®±£) ²ÞÕÑÄÂ:

q
qx

f�x;R� � i

2k
DR f�x;R��

� i

2k

�
HHR f�x;R��2 � i

k

2
e�x;R� :

¥Îâ ÔÎÖÚÂâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÌ Ë ÃÖÆÇÕ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÆÂÎÇÇ, ÃÇÊ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÑÃÜÐÑÔÕË
ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ U0�R� � 1 Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
f�0;R� � 0. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ f�x;R�
âÄÎâÇÕÔâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË R Ë ÄÔÇ
ÇÅÑ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÐÇ
ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ R.

©ÂÏÇÚÂÐËÇ 4. °ÏÇÕÑÆÇ ÒÎÂÄÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ³.®. ²ÞÕÑÄÂ
®ÇÕÑÆ ÒÎÂÄÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÃÞÎ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐ
³.®. ²ÞÕÑÄÞÏ ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÊÂÆÂÚË Ñ ÆË×ÓÂÍÙËË ÔÄÇÕÂ ÐÂ
ÖÎßÕÓÂÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐÂØ Ä 1938 Å. ¿ÕÑÕÏÇÕÑÆ¡.®.°ÃÖØÑÄ
ÒÓËÏÇÐËÎ Ä 1953 Å. ÆÎâ ÖÚÈÕÂ ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ
ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÑÎÐ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ Ä ÓÂÏÍÂØ
ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ²ÂÐÇÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
ÒÓÑÄÑÆËÎËÔß Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍË
(ÂÍÖÔÕËÍË). ¿ÕÂ ÏÇÕÑÆËÍÂ ÐÇ ÒÑÕÇÓâÎÂ ÂÍÕÖÂÎßÐÑÔÕË Ë
ÔÇÌÚÂÔ, âÄÎââÔß ÑÔÐÑÄÐÞÏ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÂÒÒÂÓÂÕÑÏ
ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÕÇØÐËÚÇÔÍËØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ.

£ ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ®±£ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ
ÖÓÑÄÐâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ, Õ.Ç. ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ s 2

0 �x� � hw 2
0 �x;R�i,

ÒÓË àÕÑÏ hw0�x;R�i � ÿs 2
0 �x�. ¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÆËÔÒÇÓÔËË

ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ËÐÆÇÍÔÑÏ
ÏÇÓÙÂÐËâ, ÕÑ ÆÎâ ÐÇÈ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ËÏÇÇÏ

b 2
0 �x� �



I 2�x;R��ÿ 1 �

� 
 exp �4w0�x;R���ÿ 1 � 4s 2
0 �x� :

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ âÄÎâÇÕÔâ
ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÐÑÓÏÂÎßÐÞÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ Ë ÄÔÇ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x�; Õ.Ç. Ô ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËÇÏ, ÒÓÑÌÆÇÐÐÑÏ ÄÑÎÐÑÌ. ´ÇÒÇÓß ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÕß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ
I�x�, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ âÄÎâÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÔÒÂÆÂáÜÂâ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÆËÔÕÂÐÙËË ÍÓËÄÂâ

I ��x� � exp

�
ÿ 1

2
b0�x�

�

Ä ÎáÃÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ R, ÚÕÑ
ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÐÂÚÂÎÇ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÌ
(ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ) ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÑÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. ¶ÑÓÏË-
ÓÑÄÂÐËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÍË �ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ
hI n�x;R�i� ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÊÂ ÔÚÈÕ ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ I�x� ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ.

±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÐÂ
ÑÔÐÑÄÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ®±£ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË
ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x�4 1. ±ÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÖÄÇÎË-
ÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x� àÕÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ

Â Ã

²ËÔ. 4. ±ÑÒÇÓÇÚÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ä
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ (Â) Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ
×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ Ë (Ã) Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ (ÐÂÔÞÜÇÐÐÞØ) ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ.
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ÐÇÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏ Ë ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓËÐËÏÂÕß ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ×ÂÊÞ
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ. ¿ÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ, ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ
ÑÃÎÂÔÕßá ÔËÎßÐÞØ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ, ÑÚÇÐß ÕÓÖÆÐÂ ÆÎâ ÂÐÂÎË-
ÕËÚÇÔÍËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ. ±ÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÖÄÇÎËÚÇÐËË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x� ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË ÄÞØÑÆâÕ ÐÂ ÓÇÉËÏ ÐÂÔÞÜÇÐËâ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
b�x� ! 1 ÒÓË b 2

0 �x� ! 1, àÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ b0�x� ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÑÃÎÂÔÕßá ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË.

£ ÖÍÂÊÂÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÇÓÇÔÕÂáÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÆËÔÕÂÐÙËË Ë


I n�x;R�� � n! ; P�x; I � � exp�ÿI � :
£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎßÐÂâ ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕÇÌ,
ÄÐÖÕÓË ÍÑÕÑÓÞØ I�x;R� > I, Ë ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎßÐÂâ ÏÑÜ-
ÐÑÔÕß, ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÂâ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ, âÄÎâáÕÔâ
ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË Ë ÐÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ. ´ÂÍÉÇ Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ ËÐ×ÑÓÏÂÕËÄÇÐ Ë ÒÇÓÇØÑÆ Í ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÍÓËÄÑÌ
ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ ÐÇÅÑ ÃÖÆÇÕ ÕÂÍÉÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ
ÄÇÎËÚËÐÂ. ±ÑÐËÏÂÐËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÑÎßÍÑ
ËÔØÑÆâ ËÊ ÂÐÂÎËÊÂ ÕÂÍËØ ÄÇÎËÚËÐ, ÍÂÍ ÖÆÇÎßÐÂâ ÔÓÇÆÐââ
ÆÎËÐÂ ÍÑÐÕÖÓÑÄ Ë ÖÆÇÎßÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ. ¿ÕË ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÓÑÆÑÎ-
ÉÂáÕ ÄÑÊÓÂÔÕÂÕß Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x�, Ë,
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÆÓÑÃÎÇÐËÇ ÍÑÐÕÖÓÑÄ (ÔÏ.
ÓËÔ. 4).

3. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

£ ÊÂÄÇÓÛÇÐËÇ, ØÑÚÖ ÇÜÈ ÓÂÊ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÕÇÊËÔ
ÆÑÍÎÂÆÂ. ±ÑÆØÑÆ Í ÂÐÂÎËÊÖ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËØ ÊÂÆÂÚ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ËÆÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË,
ÒÑÊÄÑÎâáÜËÌ ÒÑ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÔÕËÍÂÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ë ÒÑÎÇÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÕß
ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ Ë ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÒÑÄÇÆÇ-
ÐËâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ ÐÂ ÄÔÈÏ ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÇ ÄÓÇÏÈÐ (ÄÑ ÄÔÈÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ), ÄÑÊÐËÍ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ
ÆËÔÍÖÔÔËÌ Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÕÑÓÂÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ
ËÏÇáÕ ÆÇÎÑ Ô ÑÕÆÇÎßÐÞÏË ÓÇÂÎËÊÂÙËâÏË. ¥Îâ ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ
ÔËÔÕÇÏ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ Ë ÐÂÚÂÎßÐÞÇ ËÎË ÍÓÂÇÄÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÆÎâ ÐËØ. ¯ÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÒÑÐËÏÂÕß, ÍÂÍËÇ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ âÄÎÇÐËâ
(ÒÓÑËÔØÑÆâÜËÇ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ, Õ.Ç. ÒÑÚÕË ÄÑ
ÄÔÇØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ ËØ ÓÇÛÇÐËÌ) ÔÑÆÇÓÉÂÕÔâ Ä àÕËØ ÔËÔÕÇ-
ÏÂØ, Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÔÕÓÑËÕß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ.

²ÂÃÑÕÂ ÒÓÑÄÑÆËÎÂÔß ÒÓË ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ ²¶¶ª (ÒÓÑÇÍÕÞ
07-05-0006Â Ë 07-05-92210-¯¸¯ª Â).

³ÒËÔÑÍ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÞ
1. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª ³ÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÅÎÂÊÂÏË ×ËÊËÍÂ:

°ÔÐÑÄÐÞÇ ÒÑÎÑÉÇÐËâ, ÕÑÚÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ Ë ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ (®.: ¶ËÊÏÂÕÎËÕ, 2001) [Klyatskin V I Stochastic

Equations through the Eye of the Physicist: Basic Concepts, Exact

Results and Asymptotic Approximations (Amsterdam: Elsevier,

2005)]

2. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª ¥ËÐÂÏËÍÂ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ (®.: ¶ËÊÏÂÕ-
ÎËÕ, 2002) [Klyatskin V I Dynamics of Stochastic Systems (Am-

sterdam: Elsevier, 2005)]

3. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª ¥Ë××ÖÊËâ Ë ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË
Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÒÑÕÑÍÂØ (®.: ¶ËÊÏÂÕÎËÕ, 2005)

4. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª ³ÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ´ÇÑÓËâ Ë ÇÇ ÒÓËÎÑÉÇ-
ÐËâ Í ÂÍÖÔÕËÍÇ, ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ Ë ÓÂÆËÑ×ËÊËÍÇ ´. 1, 2 (®.:
¶ËÊÏÂÕÎËÕ, 2008)

5. ¬ÎâÙÍËÐ £ªµ¶¯ 178 419 (2008) [Klyatskin V IPhys. Usp. 51 395

(2008)]

PACS numbers: 42.25.Dd, 42.68.Ay, 42.68.Xy
DOI: 10.3367/UFNr.0179.200905k.0553

²ÂÊÄËÕËÇ ÕÇÑÓËË ÒÇÓÇÐÑÔÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ
Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË Í ÊÂÆÂÚÂÏ
ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ÄËÆÇÐËâ
Ä ÏÖÕÐÞØ ÔÓÇÆÂØ

.³. ¥ÑÎËÐ

1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ ÆÑÍÎÂÆÇ ËÊÎÂÅÂáÕÔâ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÕÇÑÓËË
ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ Ä�iÆÇÐËâ Ä ÔÓÇÆÂØ Ô ÔËÎßÐÑ ÂÐËÊÑÕ-
ÓÑÒÐÞÏ ÓÂÔÔÇâÐËÇÏ Ë ÏÇÕÑÆËÍÂ ÓÂÔÚÈÕÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ
ÆË××ÖÊÐÑ ÑÕÓÂÉÂáÜËØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ Ô ÖÚÈÕÑÏ à××ÇÍÕÑÄ
ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ Ë ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÔÄÇÕÂ Ä ÔÓÇÆÇ.
°ÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÒÇÓÇÐÑÔÂ Ä ÏÂÎÑÖÅÎÑÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ËÔÒÑÎßÊÖÇ-
ÏÞØ Ä ÕÇÑÓËË ÄËÆÇÐËâ Ë ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÌ "ÕÑÏÑ-
ÅÓÂ×ËË" (°¬´) ÏÖÕÐÞØ ÔÓÇÆ. °ÒËÔÂÐ ÐÑÄÞÌ ÔÒÑÔÑÃ
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÄÓÇÏÇÐÐ�yØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ËÏÒÖÎßÔÐÑÅÑ ÔÄÇÕÑ-
ÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÒÓÑÛÇÆÛÇÅÑ ÚÇÓÇÊ ÔÎÑÌ ÏÖÕÐÑÌ ÔÓÇÆÞ.
±ÓËÄÑÆâÕÔâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÑÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÕÇÐÇÄÞØÛÖÏÑÄ Ä °¬´-ËÊÑÃÓÂÉÇ-
ÐËâØ ÏÖÕÐÞØ ÔÓÇÆ Ô ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜËÏË ÑÒÕËÚÇÔÍËÏË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË.

®ÖÕÐÂâ ÔÓÇÆÂ, ÓÂÔÔÇËÄÂâ ÔÄÇÕ, ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕ ÆÂÎß-
ÐÑÔÕß ÄËÆËÏÑÔÕË ÐÂØÑÆâÜËØÔâ Ä ÐÇÌ ÑÃÝÇÍÕÑÄ Ë ÒÓË
àÕÑÏ ÔÂÏÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÄËÆËÏÑÌ. ±ÑàÕÑÏÖ ÓÂÊÄËÕËÇ
ÏÇÕÑÆÑÄ Ë ÕÇÑÓËË ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ Ä�iÆÇÐËâ Ä ÏÖÕÐÞØ
ÔÓÇÆÂØ ÃÞÎÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÑ ÐÂ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÄÖØ ÄÊÂËÏÑÔÄâÊÂÐ-
ÐÞØ ÊÂÆÂÚ ì ÖÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÐÇÅÂÕËÄÐÑÅÑ ÄÎËâÐËâ ÔÓÇÆÞ ÐÂ
ÄËÆËÏÑÔÕß ÑÃÝÇÍÕÑÄ Ë ÆËÔÕÂÐÙËÑÐÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÑÒÕË-
ÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÔÂÏÑÌ ÔÓÇÆÞ.

¬ ÚËÔÎÖ ÑÔÐÑÄÑÒÑÎÂÅÂáÜËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÕÇÑÓËË
Ä�iÆÇÐËâ Ä ÏÖÕÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ÑÕÐÑÔËÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ÑÛÏË-
ÆÇÓÂ [1], ÍÑÕÑÓÑÇ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÕÓÂÔÕÑÏ
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ÚÈÓÐÑÅÑ ÑÃÝÇÍÕÂ (ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÅÑ ÐÂ ×ÑÐÇ
ÐÇÃÂ ÄÃÎËÊË ÅÑÓËÊÑÐÕÂ) Ô ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ ÑÔÎÂÃÎÇÐËâ ÔÄÇÕÂ Ä
ÂÕÏÑÔ×ÇÓÇ. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ ÑÙÇÐÍË ÍÑÐÕÓÂÔÕÂ ËÊÑÃÓÂ-
ÉÇÐËâ Ë ÆÂÎßÐÑÔÕË ÄËÊÖÂÎßÐÑÌ ÄËÆËÏÑÔÕË ÒÑÆÄÑÆÐÞØ
ÑÃÝÇÍÕÑÄ Ä ÖÔÎÑÄËâØ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÑÔÄÇÜÇÐËâ ÃÞÎË
ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ¥ÂÐÕÎË [2]. ±ÓË àÕÑÏ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÖÅÎÑÄÞÇ ÓÂÊÏÇÓÞ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÅÑ
ÑÃÝÇÍÕÂ ÏÂÎÞ Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÇÅÑ ÄËÆËÏÂâ âÓÍÑÔÕß ÑÔÎÂÃ-
ÎâÇÕÔâ ÔÓÇÆÑÌ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ ¢ÖÅÇÓÂ. ±ÑÕÓÇÃÐÑÔÕß Ä ÃÑÎÇÇ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ ÕÇÑÓËË Ä�iÆÇÐËâ ÒÑâÄËÎÂÔß Ä ÔÄâÊË Ô
ÓÂÊÄËÕËÇÏ ÎÂÊÇÓÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÒÑÆÄÑÆÐÑÅÑ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ.

±ËÑÐÇÓÔÍËÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÑ àÕÑÌ ÕÇÏÂÕËÍÇ ÃÞÎË
ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ Ä 1960-Ç ÅÑÆÞ ÒÑÆ ÓÖÍÑÄÑÆÔÕÄÑÏ ¡.£. ¤ÂÒÑ-
ÐÑÄÂ-¤ÓÇØÑÄÂ Ä ¯ÂÖÚÐÑ-ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÔÍÑÏ ÓÂÆËÑ×ËÊË-
ÚÇÔÍÑÏ ËÐÔÕËÕÖÕÇ (¯ª²¶ª) (Å. ¤ÑÓßÍËÌ). ¿ÕË ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËâ ÒÓËÄÇÎË Í ÔÑÊÆÂÐËá ÒÇÓÄÑÅÑ ÏÂÍÇÕÂ ÎÂÊÇÓÐÑ-ËÏ-
ÒÖÎßÔÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÑÆÄÑÆÐÑÅÑ Ä�iÆÇÐËâ, Ô ÒÑÏÑÜßá
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