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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

²ÑÄÐÑ ÄÑÔÇÏßÆÇÔâÕ ÎÇÕ ÐÂÊÂÆ ¡ÐÆÓÑÐÑÄÞÏ ÃÞÎÑ ÄÄÇÆÇÐÑ
ÒÑÐâÕËÇ ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞØ ÔËÔÕÇÏ [1 ë 3], ÍÑÎÇÃÂÕÇÎß-
ÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ä ÍÑÕÑÓÞØ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞØ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ä ÆÓÖÅËØ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ, ÐÇ ÕÓÇÃÖáÕ
ÆÎâ ËØ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐËâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËâ ËÊÄÐÇ.
±ÓË àÕÑÏ ÄËÆ ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÄÑÌÔÕÄ
ÔËÔÕÇÏÞ, ÐÑ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ. °ÆÐÂÍÑ
ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÅÎÂÄÐÂâ ÊÂÔÎÖÅÂ ¡ÐÆÓÑÐÑÄÂ
ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÑÐ ÒÓËÆÂÎ àÕÑÏÖ ÒÑÐâÕËá ÚÈÕÍÑÇ
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÑÆÇÓÉÂÐËÇ, ÔÄâÊÂÄ ÆÂÐÐÞÌ ÕËÒ ÍÑÎÇÃÂ-
ÐËÌ Ô ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏË ÙËÍÎÂÏË ±ÖÂÐÍÂÓÇ.

´ÂÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ Í ÕÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË ÖÉÇ ÃÞÎË ËÊÄÇÔÕÐÞ,
ËØ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÎ Ë ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑ-

ÄÂÎ ÐÂ ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÔÕÓÑÅÑÔÕË ÐÇÔÍÑÎßÍËÏË
ÆÇÔâÕËÎÇÕËâÏË ÓÂÐÇÇ ²àÎÇÌ [4, 5]. ªÐÕÇÓÇÔ ²àÎÇâ Í
ÆÂÐÐÑÌ ÕÇÏÂÕËÍÇ ÃÞÎ ÄÞÊÄÂÐ ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÊÂÆÂÚÂÏË
ÕÇÑÓËË ÊÄÖÍÂ: ÍÑÎÇÃÂÐËâÏË ÔÕÓÖÐÞ ÒÓË ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÏ
ÆÄËÉÇÐËË ÔÏÞÚÍÂ, ÄÑÊÆÖØÂ Ä ÑÓÅÂÐÐÞØ ÕÓÖÃÂØ, àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÍÂÏÇÓÕÑÐÂ ì ÔËÔÕÇÏ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑ ÔÑÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ, ÊÂ
ÔÚÈÕ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÓÂÔÔÇâÐËÇ Ë ÒÑÆÆÇÓÉÂÐËÇ
àÐÇÓÅËË ÍÑÎÇÃÂÐËÌ.

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÒÑÆÑÃÐÞÇ ÏÇØÂÐËÊÏÞ, ÓÇÂÎËÊÖáÜËÇ
"ÊÄÇÐÑ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË", ÒÑÎÖÚËÎË, ÐÂÚËÐÂâ Ô ÓÂÃÑÕ £ÂÐ
ÆÇÓ ±ÑÎâ ÒÑ ÎÂÏÒÑÄÑÏÖ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÖ, ÛËÓÑÍÑÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÇÐËÇ Ä ÓÂÆËÑÕÇØÐËÍÇ Ë ÓÂÆËÑ×ËÊËÍÇ, Ô ÍÑÕÑÓÞÏË ÃÞÎ
ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐ ÓÂÔÙÄÇÕ ÕÇÑÓËË ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÃÊÑÓ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË,
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÛÍÑÎÑÌ ­.ª. ®ÂÐÆÇÎßÛÕÂÏÂ, ¯.¥. ±ÂÒÂ-
ÎÇÍÔË Ë ¡.¡. ¡ÐÆÓÑÐÑÄÂ, ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [6]. ³ÎÇÆÖÇÕ
ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ËÏÇÐÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ²àÎÇâ ÄÞÔÕÖÒËÎÑ Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÃÂÊËÔÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ
ÕÂÏ ÊÂÆÂÚ.

°ÆÐÂÍÑ ÒÓËÏÇÓÞ ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÐÇ ÑÅÓÂ-
ÐËÚËÄÂáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÚËÔÕÑ ×ËÊËÚÇÔÍËÏË ÔËÔÕÇÏÂÏË; ÊÂ
ÒÑÔÎÇÆÐËÇ 40 ÎÇÕ ÐÇÊÂÕÖØÂáÜËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËË ÃÞÎË ÑÃÐÂ-
ÓÖÉÇÐÞ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÃËÑ×ËÊËÚÇÔÍËØ Ë ØËÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇ-
ÏÂØ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÇÂÍÙËâ ¢ÇÎÑÖÔÑÄÂ ë¨ÂÃÑÕËÐÔÍÑÅÑ [7],
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ âÄÎÇÐËâ Ä ×ÑÕÑÔËÐÕÇÊÇ [8] Ë ÆÓÖÅËØ ÍÎÇ-
ÕÑÚÐÞØ ÏÇÕÂÃÑÎËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÙÇÔÔÂØ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË Ä ÅÎËÍÑ-
ÎËÊÇ, ÍÑÎÇÃÂÐËâØ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÍÂÎßÙËâ [9], ÐÇÌÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍÇ [10] Ë ÏÐÑÅËØ ÆÓÖÅËØ.

±ÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ
ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ØËÏËÚÇÔÍËØ ÓÇÂÍÙËâØ âÄÎâÇÕÔâ "ÃÓáÔ-
ÔÇÎâÕÑÓ", ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞÌ Ä 1967 Å. ±ÓËÅÑÉËÐÞÏ Ë ­Ç×ÇÄ-
ÓÑÏ [11], ÍÑÕÑÓÞÇ ÂÐÑÐÔËÓÑÄÂÎË ÇÅÑ ÍÂÍ ÏÑÆÇÎß, ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÜÖá ÂÃÔÕÓÂÍÕÐÖá ÕÓËÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÖá ØËÏËÚÇÔÍÖá
ÓÇÂÍÙËá, ÐÑ ÒÑÊÄÑÎâáÜÖá ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÞÏ Ë ÐÂÅÎâÆ-
ÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÕËÒÞ ÒÑÄÇÆÇÐËâ,
ÔÑÄÏÇÔÕËÏÞÇ Ô ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞÏË ÊÂÍÑÐÂÏË ØËÏËÚÇÔ-
ÍÑÌ Ë ÃËÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ÍËÐÇÕËÍË [12]. ¢ÓáÔÔÇÎâÕÑÓ ÄÔÕÂÎ Ä
ÓâÆ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞØ ÔËÔÕÇÏ,
ÕÂÍËØ ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ²àÎÇâ Ë £ÂÐ ÆÇÓ ±ÑÎâ, ÒÓËÏÇÐâÇÏÞØ
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Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ Ë ÓÂÆËÑÕÇØÐËÍÇ. ¢ÓáÔÔÇÎâÕÑÓ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ
ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÕ ËÅÓÂÕß ÓÑÎß ÃÂÊÑÄÑÌ ÏÑÆÇÎË, ÒÓËÄÎÇÍÂÇÏÑÌ
ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÖÉÇ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞØ ÔËÕÖÂÙËÌ, ÄÍÎá-
ÚÂáÜËØ Ä ÔÇÃâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÇ Ë ÔËÐØÓÑÐËÊÂÙËÑÐÐÞÇ
à××ÇÍÕÞ, Â ÕÂÍÉÇ ÕÇÔÕÑÄÑÌ ÏÑÆÇÎË ÆÎâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÏÂ-
ÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÂÐÂÎËÊÂ ÔËÔÕÇÏ Ô ÔËÎßÐÑÌ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÑÔÕßá, ÐÑ ÐÇ ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÏË ØËÏËÚÇÔÍËÏË
ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË [13].

£ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß, ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä
ÓÇÂÎßÐÞØ ØËÏËÚÇÔÍËØ Ë ÏÇÕÂÃÑÎËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ
ÓÂÊÄËÕÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÏÑÆÇÎÇÌ, ÑÒËÓÂáÜËØÔâ ÐÂ àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
ÑÆÐÑÌ ËÊ ÒÇÓÄÞØ ÔÕÂÎÂ ÏÑÆÇÎß ³ÇÎßÍÑÄÂ [14], ÒÑÔÕÓÑÇÐ-
ÐÂâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ Ô ÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓÑÏ Ä ÕÑÏ
ÉÇ 1967 Å., ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÔÖÃÔÕÓÂÕÑÄ Ë ÒÓÑ-
ÆÖÍÕÑÄ ÅÎËÍÑÎËÊÂ ì ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÄÂÉÐÇÌÛËØ ÃËÑØËÏË-
ÚÇÔÍËØ ÒÖÕÇÌ ÒÑÎÖÚÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÆÎâ ÉËÄÞØ ÑÓÅÂÐËÊÏÑÄ.

¥ÂÎßÐÇÌÛÇÇ ÓÂÊÄËÕËÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ ÒÇÓÇÛÎÑ ÑÕ
ÔÑÔÕÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÞØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ Í ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐ-
ÐÞÏ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÇ Ä ÑÃÊÑÓÂØ
µ¶¯, ÒÑÔÄâÜÈÐÐÞØ ÍÂÍ ÑÃÜËÏ ÄÑÒÓÑÔÂÏ ÒÓËÎÑÉÇÐËâ
ÕÇÑÓËË ÂÄÕÑÄÑÎÐ Í ÃËÑ×ËÊËÚÇÔÍËÏ ÔËÔÕÇÏÂÏ [15], ÕÂÍ Ë
ÃÑÎÇÇ ÚÂÔÕÐÞÏ, ÕÂÍËÏ ÍÂÍ ÂÄÕÑÄÑÎÐÞ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ
ÍÎÇÕÍÂØ [16] Ë ÍÎÇÕÑÚÐÞØ ÒÑÒÖÎâÙËâØ [17, 18], ÏÑÆÇÎâÏ
ÔÄÇÓÕÞÄÂÐËâ ÍÓÑÄË [19], Â ÕÂÍÉÇ Ä ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ
ÏÑÐÑÅÓÂ×ËâØ [20, 21]). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß,
ÙËÕËÓÖâ ÒÑÆÊÂÅÑÎÑÄÑÍ ÍÐËÅË [22], ÚÕÑ ËÆÇË ÑÒËÔÂÐËâ
ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÐËÌ, ÊÂÎÑÉÇÐÐÞÇ Ä ÂÍÖÔÕËÍÇ Ë ÓÂÆËÑ×ËÊËÍÇ,
ÐÂ ÒÓÑÕâÉÇÐËË ÄÇÍÂ ÒÓÑÎÑÉËÎË ÊÂÏÇÕÐÖá ÚÂÔÕß "ÒÖÕË
×ËÊËÍÂ Ä ÃËÑÎÑÅËá".

£ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ, Ô ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ, ËÏÇÇÕ
ÔÏÞÔÎ ÄÇÓÐÖÕßÔâ Í ÆÄÖÏ ÍÎáÚÇÄÞÏ ÕÑÚÍÂÏ, Ô ÍÑÕÑÓÞØ
àÕÂ ÆÑÓÑÅÂ ÐÂÚËÐÂÎÂÔß, ì ÖÓÂÄÐÇÐËá ²àÎÇâ, ÊÂÎÑÉËÄ-
ÛÇÏÖ ÑÔÐÑÄÖ ÕÇÑÓËË ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ×ËÊËÍÇ, Â ÕÂÍÉÇ
ÏÑÆÇÎâÏ ±ÓËÅÑÉËÐÂ ë­Ç×ÇÄÓÂ (ÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓ) Ë ³ÇÎß-
ÍÑÄÂ, ÔÞÅÓÂÄÛËÏ ÕÖ ÉÇ ÓÑÎß Ä ØËÏËË, ÃËÑØËÏËË Ë
ÃËÑ×ËÊËÍÇ, Ë ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ËØ ÄÊÂËÏÑÔÄâÊß Ô ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ.

¸ÇÎß ÐÂÔÕÑâÜËØ ÊÂÏÇÕÑÍ ì ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÆÄÇ ÃÂ-
ÊÑÄÞÇ ÏÑÆÇÎË ØËÏËÚÇÔÍÑÌ Ë ÃËÑØËÏËÚÇÔÍÑÌ ÍËÐÇÕËÍË ì
ÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓ Ë ÏÑÆÇÎß ³ÇÎßÍÑÄÂ ì ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÔÄÇÆÇÐÞ
Í ÑÆÐÑÏÖ Ë ÕÑÏÖ ÉÇ ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ²àÎÇâ Ë
ÄÔÇ ÓÇÉËÏÞ, ÐÂÌÆÇÐÐÞÇ Ä ÏÑÆÇÎË "ÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓ" Ë
ÏÑÆÇÎË ³ÇÎßÍÑÄÂ, ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÎÇÅÍÑ Ë ÐÂÅÎâÆÐÑ ÑÃÝâÔ-
ÐÇÐÞ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, Â ÕÂÍÉÇ ÄÞâÄËÕß ÄÊÂËÏÑÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ
ÐËÏË, ÆÎâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÑÐâÕß, ÐÂÔÍÑÎßÍÑ ÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓ
âÄÎâÇÕÔâ ÏÑÆÇÎßá ËÏÇÐÐÑ ÂÃÔÕÓÂÍÕÐÑÌ ØËÏËÚÇÔÍÑÌ
ÓÇÂÍÙËË.

2. ®ÑÆÇÎË

°ÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÐÂ ÕÓÈØ ÏÑÆÇÎâØ, ÖÒÑÏâÐÖÕÞØ ÄÞÛÇ. ´ÂÍ
ÍÂÍ ËØ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ×ÑÓÏÂ ØÑÓÑÛÑ ËÊÖÚÇÐÂ Ë ÒÑÆÓÑÃÐÑ
ÑÒËÔÂÐÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [5, 9, 13, 23]), ÕÑ ÆÂÎÇÇ ÒÓËÄÑ-
ÆËÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÍÓÂÕÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ àÕËØ ÏÑÆÇÎÇÌ,
ÒÑâÔÐâáÜÇÇ ×ËÊËÚÇÔÍÖá ÔÖÕß Ë ÒÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ ÍÂÉÆÑÌ
ËÊ ÐËØ.

2.1. °ÔÙËÎÎâÕÑÓ ²àÎÇâ
²àÎÇÌ [5] ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎ ÔËÕÖÂÙËá, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÌ Ä ÔËÔÕÇÏÇ Ô
ÕÓÇÐËÇÏ ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ÄÐÖÕÓÇÐÐËÌ ËÔÕÑÚÐËÍ àÐÇÓÅËË,
ÒÓËÚÈÏ ÔËÎÂ, Ô ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÐ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÐÂ ÑÔÙËÎÎËÓÖá-
ÜËÌ ÑÃÝÇÍÕ, ÔÚËÕÂÇÕÔâ ÏÂÎÑÌ, Õ.Ç. ÎËÐÇÌÐÑÌ ÒÑ ÄØÑÆâ-

ÜËÏ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ ì ÔÏÇÜÇÐËá x
Ë ÔÍÑÓÑÔÕË _x. ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓËÐËÏÂáÕ
ÄËÆ

m
d2x
dt 2
� ÿk0 dx

dt
ÿ k1x� k2

dx
dt

; �1�

ÅÆÇ k0 ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÕÓÇÐËâ, k1 ì ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ ÖÒÓÖÅÑÔÕË, k2 ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÓË ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ
ÔËÎÞ, ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË. ¶ËÊËÚÇÔÍË ÒÑÔÎÇÆÐËÌ ÚÎÇÐ
Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (1) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔËÎÇ, ÒÇÓÇÆÂÄÂÇÏÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ÖÆÂÓÑÏ, ÆÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË ÒÖÕÈÏ ÃÞÔÕÓÑÅÑ
ÔÑÑÃÜÇÐËâ ÇÌ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ. ±ÑÆÑÃÐÂâ
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÓâÆÇ
ÕÇØÐËÍ ÊÄÖÍÑËÊÄÎÇÚÇÐËâ ËÊ ÏÖÊÞÍÂÎßÐÞØ ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕÑÄ
ËÎË ÒÓË ÒÑÆÆÇÓÉÂÐËË ÓÂÃÑÕÞ ÚÂÔÑÄÑÅÑ ÏÇØÂÐËÊÏÂ.
²ÇÛÇÐËÇ ÕÂÍÑÅÑ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË
k2 > k0 ÃÖÆÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÕß Ô ÕÇÚÇÐËÇÏ
ÄÓÇÏÇÐË, Ë Ä ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÇÓÇÔÕÂÐÇÕ
ÃÞÕß ÏÂÎÑÌ, Õ.Ç. Í ÒÇÓÄÑÏÖ ÔÎÂÅÂÇÏÑÏÖ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (1)
ÆÑÎÉÇÐ ÆÑÃÂÄËÕßÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐË ÔÍÑÓÑÔÕË
ÚÎÇÐ, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÌ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑ ÇÌ, Õ.Ç. ÒÓÑÒÑÓ-
ÙËÑÐÂÎßÐÞÌ _x 3.

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ²àÎÇâ ÒÓËÐË-
ÏÂÇÕ ÄËÆ

d2x
dt 2
� l

dx
dt
� l0

�
dx
dt

�3

� O 2x � 0 : �2�

©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ l � k2 ÿ k0� �=m, O 2 � k1=m.
±ÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÄ (2), ²àÎÇÌ ÒÑÍÂÊÂÎ, ÚÕÑ Ä ÆÂÐÐÑÌ

ÔËÔÕÇÏÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ, ÇÔÎË l Ë l0

ËÏÇáÕ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÇ ÊÐÂÍË. ±ÓË àÕÑÏ, ÇÔÎË l
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂ, Â l0 ì ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂ, ÕÂÍËÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ
ÖÔÕÑÌÚËÄÞ. ²àÎÇÌ ÕÂÍÉÇ ÑÒÓÇÆÇÎËÎ (ÇÔÎË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÖá ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËá) ÓÂÆËÖÔ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ
àÕËØ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ë ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ ÒÑ ÐÇÏÖ ÐÂÛÈÎ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ (2) Ô
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË.

2.2. ¢ÓáÔÔÇÎâÕÑÓ
¢ÓáÔÔÇÎâÕÑÓ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÓÑÔÕÇÌÛÖá ØËÏËÚÇÔÍÖá ÓÇÂÍ-
ÙËá ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ËÔØÑÆÐÞØ ÄÇÜÇÔÕÄ (ÔÖÃÔÕÓÂÕÑÄ) A Ë
B Ä ÒÓÑÆÖÍÕÞ C Ë D

A� B! C�D

ÍÂÍ ÓÇÂÍÙËá, ÔÑÔÕÑâÜÖá ËÊ ÔÎÇÆÖáÜËØ ÔÕÂÆËÌ:

A!k1 X ; �3�
2X�Y!k2 3X ; �4�
B�Y!k3 Y� C ; �5�
X!k4 D : �6�

¯ÂËÃÑÎÇÇ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ ÛÂÅÑÏ Ä ÔËÔÕÇÏÇ (3) ë (6)
âÄËÎÑÔß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞØ ÄÇÜÇÔÕÄ X Ë Y,
ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÕÓËÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ ÓÇÂÍÙËÇÌ (4), ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂá-
ÜÇÌ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÓÇÉËÏÂ. ±ÓË ÖÔÎÑ-
ÄËË, ÚÕÑ ÒÓÑÆÖÍÕÞ ÐÇÑÃÓÂÕËÏÑ ÖÆÂÎâáÕÔâ ËÊ Ô×ÇÓÞ
ÓÇÂÍÙËË, ÔÖÃÔÕÓÂÕÞ ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ËÊÃÞÕÍÇ Ë ÊÐÂÚÇÐËâ
ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÓÇÂÍÙËÌ ÓÂÄÐÞ ÇÆËÐËÙÇ, ÆËÐÂÏËÍÂ
ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËÌ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞØ ÓÇÂÅÇÐÕÑÄ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
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ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:

dx

dt
� A� x 2yÿ �B� 1�x ;

�7�
dy

dt
� Bxÿ x 2y ;

x, y ì ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÏÇÕÂÃÑÎËÕÑÄ ÓÇÂÍ-
ÙËË, A Ë Bì ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÓÇÂÍÙËË.

¯ÂÚËÐÂâ Ô ËÔØÑÆÐÑÌ ÔÕÂÕßË [11], ÂÄÕÑÓÞÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓÂ
ÒÑÆÚÈÓÍËÄÂÎË, ÚÕÑ ÔØÇÏÂ (3) ë (6) ×ËÊËÚÇÔÍË ÐÇÓÇÂÎË-
ÔÕËÚÐÂ ËÊ-ÊÂ ÕÓËÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÅÑ ÛÂÅÂ (4), ÑÆÐÂÍÑ ÇÈ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÄÇÔßÏÂ ÖÆÑÃÐÂ ÆÎâ ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ ÄÂÉÐÞØ ÒÓÑÃ-
ÎÇÏ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÒÓË ÔÑÃÎáÆÇÐËË ÒÓÑÔ-
ÕÇÌÛÇÅÑ ÖÔÎÑÄËâ ÄÍÎáÚÇÐËâ Ä ÓÇÂÍÙËá ÄÔÇÅÑ ÆÄÖØ ÒÓÑ-
ÏÇÉÖÕÑÚÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÄ.

³ÎÇÆÖÇÕ, ÑÆÐÂÍÑ, ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÑÃÞÚÐÞØ
ØËÏËÚÇÔÍËØ ÓÇÂÍÙËÌ, Ä ×ÇÓÏÇÐÕÂÕËÄÐÑÌ ÍËÐÇÕËÍÇ ËÐÑÅÆÂ
ÓÇÂÍÙËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄÇÆÇÐÂ Í ÍÖÃËÚÇÔÍÑÏÖ ÄËÆÖ. ¿ÕÑ
ÄÑÊÏÑÉÐÑ Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ×ÇÓÏÇÐÕ ËÏÇÇÕ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ
ÏÇÓÇ, ÕÓË ÍÂÕÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÙÇÐÕÓÂ, ÔÒÑÔÑÃÐÞØ ÑÆÐÑÄÓÇ-
ÏÇÐÐÑ ×ËÍÔËÓÑÄÂÕß ÆÄÇ ÏÑÎÇÍÖÎÞ ÑÆÐÑÅÑ ÄËÆÂ Ë ÑÆÐÖ
ÏÑÎÇÍÖÎÖ ÆÓÖÅÑÅÑ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ ÑÃÓÂÊÖáÜËÇÔâ ÒÓÑ-
ÏÇÉÖÕÑÚÐÞÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÞ ÓÂÔÒÂÆÂáÕÔâ Ô ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎß-
ÛÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá Ë ×ÇÓÏÇÐÕ ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ä ÐÇÃÑÎßÛËØ
ÍÑÎËÚÇÔÕÄÂØ. ´ÑÅÆÂ ÎÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÄÔá ÒÑÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑÔÕß ÓÇÂÍÙËÌÏÑÉÐÑ ÔÄÇÔÕË Í ÑÆÐÑÌ ÔÕÂÆËË, ÆÂáÜÇÌ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÚÎÇÐ ÕËÒÂ x 2y ËÎË xy 2. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÒÑ-
ÆÑÃÐÞÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ âÄÎâÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÂ ³ÇÎßÍÑÄÂ.

2.3. ®ÑÆÇÎß ³ÇÎßÍÑÄÂ
£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓÂ ÏÑÆÇÎß ³ÇÎßÍÑÄÂ ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ
ÔÑÊÆÂÄÂÎÂÔß ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÏ
ÃËÑØËÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÑÙÇÔÔÇ ì ÅÎËÍÑÎËÊÇ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
ÏÑÆÇÎß ³ÇÎßÍÑÄÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÇÓÄÖá ÍÎáÚÇÄÖá ÔÕÂÆËá
ÅÎËÍÑÎËÊÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÍÂÕÂÎËÊËÓÖÇÕÔâ ×ÇÓÏÇÐÕÑÏ ì
×ÑÔ×Ñ×ÓÖÍÕÑÍËÐÂÊÑÌ.

±ÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ ÔÖÃÔÕÓÂÕ X ÒÑÔÕÖÒÂÇÕ Ä ÔËÔÕÇÏÖ Ô
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá v, ÒÓÑÆÖÍÕ Y ÖÆÂÎâÇÕÔâ cÑ
ÔÍÑÓÑÔÕßá w, Â ÔÄÑÃÑÆÐÞÌ ×ÇÓÏÇÐÕ E (×ÑÔ×Ñ×ÓÖÍÕÑÍË-
ÐÂÊÂ) ÔÂÏ ÒÑ ÔÇÃÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÂÍÕËÄÐÞÏ, ÐÑ ÔÒÑÔÑÃÔÕÄÖÇÕ
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá ÕÓËÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞØ ÍÑÏÒÎÇÍÔÑÄ, ÆÂÐÐÞÌ
àÕÂÒ ÓÇÂÍÙËË ÅÎËÍÑÎËÊÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ Ä ÄËÆÇ
ÔØÇÏÞ

!v X� EY2 �
k�1

kÿ1
XEY2 ;

XEY2 !k�2 EY2 �Y!w ;

2Y� E �
k�3

kÿ3
EY2 :

£ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂ ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ
ÓÇÂÍÙËá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËÌ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÂ Ä ÄËÆÇ:

dx

dt
� vÿ xy 2 ;

�8�
dy

dt
� xy 2 ÿ wy :

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ, ÒÑÆÑÃÐÑ (7), ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8) ÔÑÆÇÓÉÂÕ
ÍÖÃËÚÇÔÍÖá ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÖá ÒÓÑËÊÄÇÆÇ-
ÐËÇÏ xy 2, ÒÓËÚÈÏ Ä ÍÂÉÆÑÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÔËÔÕÇÏÞ àÕÑ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÄØÑÆËÕ Ô ÓÂÊÐÞÏË ÊÐÂÍÂÏË, ÐÑ Ô ÑÆËÐÂÍÑ-

ÄÞÏ ÇÆËÐËÚÐÞÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÓÂÄÞÇ
ÚÂÔÕË ÑÃÇËØ ÔËÔÕÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÎËÐÇÌÐÑÇ ÔÎÂ-
ÅÂÇÏÑÇ ÕÑÎßÍÑ ÒÑ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, Â ÕÂÍÉÇ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÞÌ ÚÎÇÐ. £ÔÈ àÕÑ ÄÞÊÞÄÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ, ÐÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÎË ÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÚÂÔÕÐÞÏË ÔÎÖÚÂâÏË
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÏ ÄÞÃÑÓÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ Ë
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ âÄÎâáÕÔâ (7) Ë (8), Â ÇÔÎË ì ÆÂ, ÕÑ ÍÂÍÑÄ
ÇÅÑ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ.

3. ³ÄÇÆÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓÂ
Ë ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ³ÇÎßÍÑÄÂ
Í ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ²àÎÇâ

¯ÂÚÐÈÏ Ô ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ ÒÑ ×ÑÓÏÇ ÔËÔÕÇÏÞ³ÇÎßÍÑÄÂ (8) Ë
ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÇÈ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÕÂÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÄÄÇÆÈÏ ÔÖÏÏÂÓÐÖá ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËá
ÓÇÂÅËÓÖáÜËØ ÄÇÜÇÔÕÄ z � x� y Ë ÔÖÏÏÂÓÐÞÌ ÒÑÕÑÍ
ÑÃÏÇÐÂ Ô ÑÍÓÖÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÑÌ u � vÿ wy. ³ÍÎÂÆÞÄÂâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8) Ë ÒÑÆÔÕÂÄÎââ Ä ÐËØ z Ë u, ÒÑÎÖÚËÏ
ÔÎÇÆÖáÜÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:

dz

dt
� u ;

�9�
du

dt
� ÿw�uÿ v� ÿ wÿ2�wz� uÿ v��uÿ v�2 ;

ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÆËÐÂÏËÍÖ ÑÃÜÇÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË
ÓÇÂÅÇÐÕÑÄ Ë ÇÈ ÑÃÏÇÐ Ô ÄÐÇÛÐÇÌ ÔÓÇÆÑÌ.

³ËÔÕÇÏÂ (9) ËÏÇÇÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ

u0 � 0 ;

z0 � w 2

v
� v

w
;

ÑÃÎÂÆÂáÜÇÇ ÒÓÑÊÓÂÚÐÞÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÏ ÔÏÞÔÎÑÏ:
ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÑ ÒÑÎÐÑÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÓÇÂÅÇÐÕÑÄ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÐÖÎÇÄÑÏÖ ÔÖÏÏÂÓÐÑÏÖ ÒÑÕÑÍÖ.

¥Îâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ËÊÖÚÇÐËâ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ
ÄÄÇÆÈÏ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÑÕ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË x �
� zÿ z0. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (9) ÐÑÄÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá Ë ÅÓÖÒÒË-
ÓÖâ ÒÑÆÑÃÐÞÇ ÚÎÇÐÞ, ÒÑÎÖÚËÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

dx
dt
� u ;

du

dt
� ÿluÿ �l00 � l0u� u 2 ÿ �O�1ÿ ku��2x ;

ÍÑÕÑÓÖá ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ ÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ:

d2x
dt 2
� l

dx
dt
� l00

�
dx
dt

�2

� l0
�
dx
dt

�3

� O 2

�
1ÿ k

dx
dt

�2

x � 0 :

�10�

©ÆÇÔß l � v 2wÿ2 ÿ w, l00 � �z0wÿ 3v�=w 2, l0 � wÿ2, k �
� vÿ1, O � v= ����

w
p

.
µÓÂÄÐÇÐËÇ (10), ÔÓÂÄÐËÄ ÇÅÑ Ô (2), Ô ÒÑÎÐÞÏ ÒÓÂÄÑÏ

ÏÑÉÐÑ ÐÂÊÄÂÕß ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ²àÎÇâ: ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÑÔÕß Ä ÐÈÏ, ÍÂÍ Ë Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË ²àÎÇâ (2), Ä
ÑÕÎËÚËÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ £ÂÐ
ÆÇÓ ±ÑÎâ Ë ¥á××ËÐÅÂ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÕÑÎßÍÑ ÔÍÑÓÑÔÕâÏË,
Â ÐÇ ÔÏÇÜÇÐËâÏË. ¡ ËÏÇÐÐÑ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä "ÆËÔÔË-
ÒÂÕËÄÐÑÌ" ÚÂÔÕË (ÄÕÑÓÑÇ, ÕÓÇÕßÇ Ë ÚÇÕÄÈÓÕÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ Ä
ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2)) Ë ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑ
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ÄÔÇÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÔÍÑÓÑÔÕË ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÕÓÇÕßÇÌ, Â ÕÂÍÉÇ
ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÇÈ ÄÎËâÐËÇ ÐÂ ÚÂÔÕÑÕÖ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ
O Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÇÓÄÑÌ ÔÕÇÒÇÐË. ±ÓË àÕÑÏ ÐÂÆÑ
ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓ l00 > 0 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÂÔËÏÏÇÕÓËá
Ä ÒÑÎÑÉÇÐËË ÙÇÐÕÓÂ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓ (7). ³ÐÑÄÂ ÄÄÇÆÈÏ
ÒÑÎÐÖá ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËá ÄÇÜÇÔÕÄ z � x� y Ë ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá
u � Aÿ x. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ Ë ÔÖÏÏËÓÑ-
ÄÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÔËÔÕÇÏÞ (7) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ

dz

dt
� u ;

�11�
du

dt
� A�B� A2� ÿ �1� B� 3A2�u� 3Au2 ÿ u3 ÿ �Aÿ u�2z :

³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÕÑÚÍË ÆÎâ (11): z0 � B� A2
ÿ �

=A Ë
u0 � 0. °ÒâÕß ÔÏÇÜÂÇÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ Ä ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ,
ÄÄÑÆâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá x � zÿ z0. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÇÈ Ä (11),
ÅÓÖÒÒËÓÖâ Ë ÒÓËÄÑÆâ ÒÑÆÑÃÐÞÇ ÚÎÇÐÞ, ÒÑÎÖÚËÏ

dz
dt
� u ;

�12�
du

dt
� �Bÿ A2 ÿ 1�u�

�
2Aÿ B

A

�
u 2 ÿ u 3 ÿ �Aÿ u�2x :

±ÓÇÆÔÕÂÄÎââ (12) Ä ÄËÆÇ ÑÆÐÑÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÑÒâÕß ÒÓËØÑÆËÏ Í ÑÃÑÃÜÈÐ-
ÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ²àÎÇâ (10), ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÍÑÕÑÓÑÅÑ Ä
ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇáÕ ÄËÆ l � 1� A2 ÿ B

ÿ �
, l0 � 1,

l00 � �Bÿ 2A2�=A, O � A, k � Aÿ1.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÃÇ ÏÑÆÇÎË ì ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ "ÂÃÔÕ-

ÓÂÍÕÐÞÌ" ÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓ Ë ÔËÔÕÇÏÂ ³ÇÎßÍÑÄÂ, ÑÒËÔÞÄÂá-
ÜÂâ ÄÒÑÎÐÇ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÌ ÃËÑØËÏËÚÇÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ, ì ÒÓË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ ÄÞÃÑÓÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÇÔ-
ÕÇÔÕÄÇÐÐÑÏ Ë âÔÐÑÏ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ×ËÊËÍË ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ,
ÒÓËÐËÏÂáÕ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ËÆÇÐÕËÚÐÖá ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÖá
×ÑÓÏÖ. ±ÑÆÑÃÐÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÃÞÎÂ ÊÂÕÓÑÐÖÕÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ
[24]. ±ÑàÕÑÏÖ ÂÐÂÎËÊ ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ²àÎÇâ (10),
ÕÂÍÉÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÐÂÅÎâÆÐÞÌ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ×ÑÓÏÇ ÒÑÔÎÇÆ-
ÐÇÅÑ, ÆÂÔÕ ÒÑÎÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá ÔÓÂÊÖ ÑÃ ÑÃÇËØ ÏÑÆÇÎâØ.
¬ÑÐÓÇÕÐÞÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÓÇÉËÏÞ ÃÖÆÖÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏË ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ËÊ ÊÂÆÂÚ ÄÇÎËÚËÐÂÏË ÄØÑÆâ-
ÜËØ Ä (10) ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ.

4. °ÃÔÖÉÆÇÐËÇ ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ²àÎÇâ

±ÓÑÄÇÆÈÏ ÍÓÂÕÍËÌ ÂÐÂÎËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10), ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ, Ô
ÙÇÎßá ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÕÂÍÂâ ×ÑÓÏÂ ÊÂÒËÔË ËÏÇÇÕ ÃÑÎßÛËÇ
ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍËÇ ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÂ ÒÓË ËÊÖÚÇÐËË ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂ-
ÐËÌ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÃËÑØËÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ. ±ÑÆÚÇÓÍ-
ÐÈÏ, ÚÕÑ ÕÂÍÂâ ×ÑÓÏÂ ÊÂÒËÔË ÒÓÇÆÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÂÏÞÌ
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÔÒÑÔÑÃ ÎËÐÇÂÓËÊÂÙËË Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÐÇÒÑÆ-
ÄËÉÐÑÌ ÕÑÚÍË x � 0; _x � 0: ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÑÔÕÑ ÑÕÃÓÑÔËÕß
ÄÔÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ ÔÑ ÔÕÇÒÇÐßá ÄÞÛÇ ÒÇÓÄÑÌ:

d2x
dt 2
� l

dx
dt
� O 2x � 0 : �13�

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (13)

x�t� � x0 exp
�
ÿ lt

2

�
cos �ot� f0� ;

ÅÆÇ o � �O 2 ÿ l2=4�1=2, x0, f0 ì ÐÂÚÂÎßÐÞÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ Ë
×ÂÊÂ, ÐÂÅÎâÆÐÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÖÔÎÑÄËÇ ÒÑÕÇÓË

ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÇÒÑÆÄËÉÐÑÌ ÕÑÚÍË (ÃË×ÖÓÍÂÙËË ·ÑÒ×Â):
ÇÔÎË l < 0, ÕÑ ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÃÖÆÖÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊ-
ÓÂÔÕÂÕß. £ ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÑÚÍÂ ÑÔÕÂÐÇÕÔâ ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÌ Ë ÎáÃÞÇ ÏÂÎÞÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÑÕ ÐÖÎâ ÃÖÆÖÕ ÕÂÍÉÇ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂÕß ÒÓË l > 0. ±ÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í
ÏÑÆÇÎË ³ÇÎßÍÑÄÂ ÕÑÚÍÂ ÃË×ÖÓÍÂÙËË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ v � w

����
w
p

, Â Ö ÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓÂ ì
A2 � 1 � B.

¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÔÕÑÎß ÉÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÄÑÆËÕÔâ Ë ÔÏÇÐÂ
ÕËÒÂ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÑÌ ÕÑÚÍË: ÒÓË O 2 4l2=4
ÑÐÂ ÏÇÐâÇÕ ÔÄÑÌ ÕËÒ Ô ×ÑÍÖÔÂ (ÑÔÙËÎÎâÙËÑÐÐÑÇ ÄÑÊÓÂÔ-
ÕÂÐËÇ) ÐÂ ÖÊÇÎ (ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ).

¥Îâ ÆÇÏÑÐÔÕÓÂÙËË ÒÓËÐÙËÒÂ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÂÄÕÑ-
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÓÇÉËÏÇ ÖÆÑÃÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß (10)
Ä ÕËÒËÚÐÑÌ "ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÌ" ×ÑÓÏÇ:

d2x
dt 2
�
�
l� l00

dx
dt
� l0

�
dx
dt

�2�
dx
dt
� O 2

�
1ÿ k

dx
dt

�2

x � 0 :

�14�
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß ÒÓË O 2 ÄÔÇÅÆÂ

ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎÇÐ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÔÄÑÇÌ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÔÕË, ÕÂÍ ÚÕÑ
ÐÂ ÖÔÎÑÄËÇ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ ÑÐ ÄÎËâÐËâ
ÐÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕ Ë àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÃÖÆÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ ÒÑÄÇÆÇ-
ÐËÇÏ ÔÍÑÃÍË ÒÓË _x (ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË
ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÐÑÇ ÐÂ ÓËÔ. 1 ë 3 ÍÂÍ F� _x��. ¡
ËÏÇÐÐÑ, ÇÔÎË l < 0, ÕÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÏÑÉÇÕ ÒÓËÄÇÔÕË Í ËÊÏÇÐÇÐËá ÊÐÂÍÂ àÕÑÅÑ ÚÎÇÐÂ Ë
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÔÏÇÐËÕÔâ ÆÇÏÒ×ËÓÑÄÂÐËÇÏ. £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ Ô×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÏÖ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏÖ ÙËÍÎÖ. ¥Îâ ÏÑÆÇÎË ³ÇÎßÍÑÄÂ
Ë ÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓÂ ÒÑÆÑÃÐÞÇ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÐÂ
ÓËÔ. 1 ë 3, ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ
u � _x ÊÐÂÍ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÒÇÓÇÆ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÇÈ
ÊÐÂÍÑÏ, Õ.Ç. ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÒÇÓËÑ-
ÆËÚÇÔÍËØ ÆÄËÉÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ë ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÕÔâ ÐÂ
×ÂÊÑÄÞØ ÒÑÓÕÓÇÕÂØ ÓÇÛÇÐËÌ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ ÐÂ ÕÇØ ÉÇ
ÓËÔÖÐÍÂØ.

³ÕÇÒÇÐÐ�yÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÕÂÍÉÇ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÆÑÔÕÑÚÐÑ
ÎÇÅÍÑ ÒÓÑÄÑÆËÕß ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ (10), ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÏÇÕÑÆÑÏ £ÂÐ ÆÇÓ ±ÑÎâ ë¬ÓÞÎÑÄÂ ë¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ
Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ
ËØ ÔÕÇÒÇÐË ÎÇÅÍÑ ÒÑÐËÉÂáÕÔâ, ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÂÃÑÓÖ
ÅÂÓÏÑÐËÍ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ÒÑ ÑÕÆÇÎß-

ÿ0,5

ÿ1,0

ÿ0,5

0

0

u

0,5

x 0,5

Â

0

Ã
0,5

F� _x�
0 1

²ËÔ. 1. (Â) ¶ÂÊÑÄÞÌ ÒÑÓÕÓÇÕ ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ³ÇÎßÍÑÄÂ Ä ×ÑÓÏÇ
ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ²àÎÇâ ÒÓË v � 2;8, w � 2. ºÕÓËØÑÄÞÇ ÎËÐËË
ì ÐÖÎßÍÎËÐÞ. (Ã) ¤ÓÂ×ËÍ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÏÐÑÉËÕÇÎâ, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÜÇÅÑ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÐËÌ, ÒÓË àÕËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂØ. F� _x� �
� l� l00 dx=dt� l0�dx=dt�2.
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ÐÑÔÕË. ±ÓË àÕÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá, ÑÕÎËÚÂá-
ÜÇÌ ÆÄËÉÇÐËÇ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÇ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
²àÎÇâ, ÑÕ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ, âÄÎâÇÕÔâ ÐÂÎËÚËÇ ÍÄÂÆÓÂÕËÚ-
ÐÑÅÑ ÒÑ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÐËÍÑÅÆÂ ÐÇ ÏÇÐâÇÕ
ÊÐÂÍ, ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÏÇÜÇÐËá ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÅÑ ÙÇÐÕÓÂ
ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÆÑÃÐÞÌ à××ÇÍÕ
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑ-
ÄÂÐ ²àÎÇÇÏ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÃÇÊÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ [5]. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÕÂÍÑÌ ÏÇÕÑÆ ÆÂÈÕ ÄÞÔÑÍÑÕÑÚ-
ÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÄÞØÑÆÂ
ÐÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ ÒÓË ÍÑÎÇÃÂÐËâØ, ÃÎËÊÍËØ Í ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÏ,
Ä ÓÇÛÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ³ÇÎßÍÑÄÂ [30]. ¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÎÇÅÍÑ ÑÃÝâÔÐËÕß, ÅÎâÆâ ÐÂ ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÑÓÕÓÇÕ
ÐÂ ÓËÔ. 1, ÅÆÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÙËÍÎ ÃÎËÊÑÍ ÒÑ ×ÑÓÏÇ Í
àÎÎËÒÔÖ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓÂ ÄÃÎËÊË ÃË×ÖÓÍÂÙËË
·ÑÒ×Â ÑÐ ËÏÇÇÕ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÄËÆ.

²ÂÊÎËÚËÇ Ä ÒÑÄÇÆÇÐËË àÕËØ ÆÄÖØ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ
ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÓÇÎÂÍÔÂÙËÑÐÐÞØ ÍÑÎÇÃÂ-
ÐËÌ (ÔÏ. ÓËÔ. 2 Ë 3). °ÐÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ×ËÊËÚÇÔÍË
ÓÇÂÎËÊÖÇÏÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÍÂÚÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÑÏÖ ÄËÆÖ ËÊÑÍÎËÐ _x � 0. £ ÔÎÖÚÂÇ
ÏÑÆÇÎË ³ÇÎßÍÑÄÂ àÕÂ ËÊÑÍÎËÐÂ ËÏÇÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ
àÍÔÕÓÇÏÖÏ (ÔÏ. ÓËÔ. 2), Â Ö ÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑ
ÐÂÎËÚËÇ ÆÄÖØ (ÔÏ. ÓËÔ. 3 Ë ÄÔÕÂÄÍÖ ÐÂ àÕÑÏ ÓËÔÖÐÍÇ).
£ÕÑÓÑÌ àÍÔÕÓÇÏÖÏ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÊÐÂÚÇÐËâ
B, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÃÑÎßÛËÏ. £ àÕÑÏ

ÔÎÖÚÂÇ "ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞÌ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÌ" ÚÎÇÐ ÐÂÚË-
ÐÂÇÕ ÒÓÇÄÂÎËÓÑÄÂÕß ÐÂÆ "ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÐÞÏ" �O2�1ÿ k _x�x�
Ë Ä ÒÓÇÆÇÎÇ B!1 ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÍÎÂÔÔË-
ÚÇÔÍËÏË ÏÇÕÑÆÂÏË ÂÐÂÎËÊÂ ÓÇÎÂÍÔÂÙËÑÐÐÞØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ
ÍÂÍ ÏÇÆÎÇÐÐÞÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÑ ÐÖÎßÍÎËÐÇ Ë ÃÞÔÕÓÞÇ ÔÓÞÄÞ
ÄÆÑÎß ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÑÄ, ÑÒÖÜÇÐÐÞØ ÐÂ ÐÇÈ ÉÇ ËÊ ÕÑÚÇÍ
àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ ÐÖÎßÍÎËÐÞ (ÔÏ. ÄÔÕÂÄÍÖ ÐÂ ÓËÔ. 3, ÅÆÇB ØÑÕâ Ë
ÍÑÐÇÚÐÑ, ÐÑ ÖÉÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÇÎËÍÑ). ³ ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ àÕÑ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÒÑÎÇÊÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÎÇÅÍÑ ÑÃÝâÔÐËÕß ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓÂ, ÒÇÓÇØÑÆâ Í ÐÇÏÖ
ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÓÇÎÂÍÔÂÙËÑÐÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ÓÇÛÇ-
ÐËâØ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ²àÎÇâ, ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÓÂÊÑ-
ÃÓÂÐÐÞØ Ä ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÍÐËÅÇ [25].

³ÎÖÚÂÌ ÏÑÆÇÎË ³ÇÎßÍÑÄÂ ÏÇÐÇÇ ÕÓËÄËÂÎÇÐ, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä
ÐÇÌ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ âÄÐÞÌ ÃÑÎßÛÑÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ Ë ÒÓË ÖÏÇÐß-
ÛÇÐËË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑÔÕÖÒÎÇÐËâ ÔÖÃÔÕÓÂÕÂ v
ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÓÇÎÂÍÔÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ ÒÑÓÑÉÆÂáÕÔâ ÒÓË
ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÏ ÔÕÓÇÏÎÇÐËË Í ÐÖÎá ÑÃÑËØ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ Ä
ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (14). ±ÑàÕÑÏÖ, ÍÂÍ àÕÑ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 2, ÎËÐËâ
ÃÞÔÕÓÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ ÐÂ ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÑÓÕÓÇÕÇ ÐÇ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÂ
Ë ÐÂØÑÉÆÇÐËÇ ÕÑÚÍË ÔÓÞÄÂ ÆÎâ ÅÎËÍÑÎËÕËÚÇÔÍËØ ÍÑÎÇÃÂ-
ÐËÌ ÓÇÎÂÍÔÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ ì ÃÑÎÇÇ ÕÓÖÆÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ.

5. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÃÇ ÃÂÊÑÄÞÇ ÏÑÆÇÎË ØËÏËÚÇÔÍÑÌ Ë
ÃËÑØËÏËÚÇÔÍÑÌ ÑÔÙËÎÎâÙËÑÐÐÑÌ ÍËÐÇÕËÍË, ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ
ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞÇ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞØ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÌ ì ÑÃ ÂÃÔÕÓÂÍÕÐÑÌ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÌ
ÔØÇÏÇ, ÆÑÒÖÔÍÂáÜÇÌ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ØËÏËÚÇÔÍËØ ÂÄÕÑ-
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ, Ë ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ÖÒÓÑÜÈÐÐÑÌ, ÐÑ ÓÇÂÎËÔÕËÚ-
ÐÑÌ ÒÑ ×ËÊËÍÑ-ØËÏËÚÇÔÍËÏ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâÏ, ì Ô ÏÂÕÇÏÂ-
ÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÑÆÐÑ Ë ÕÑ ÉÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË
ÊÂÏÇÐÞ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ.

¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÞÏ
Ô ÑÔÐÑÄÑÒÑÎÂÅÂáÜËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÏ ÂÄÕÑ-
ÍÑÎÇÃÂÐËâ Ä ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ, ì ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ²àÎÇâ,
ÑÃÑÃÜÂâ ÇÅÑ ÄÒÑÎÐÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ. ´ÂÍÂâ
ÖÐË×ËÍÂÙËâ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ âÄÐÑ Ë ×ËÊËÚÇÔÍË ÐÂÅÎâÆÐÑ ÄÞÆÇ-
ÎËÕß ÚÎÇÐÞ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÊÂ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ, ÆÇÏÒ×ËÓÑÄÂ-
ÐËÇ Ë ÒÑÆÆÇÓÉÂÐËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ, ÒÓËÚÈÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÌ ÎËÐÇÌÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÔÕË, ÐÇ ÒÓËÃÇÅÂâ Í
ÍÂÍËÏ-ÎËÃÑ ×ÑÓÏÂÎßÐÞÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâÏ, Â ÒÓÑÔÕÑ ÄÑÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËÔß ÕÇÏ, ÚÕÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÄÔÇÏ ÕÓÈÏÏÑÆÇÎâÏ, ÔÄÑÆâÕÔâ Í àÎÇÏÇÐ-
ÕÂÓÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÂ.

¿ÕÑ ÖÒÓÑÜÂÇÕ ÕÂÍÉÇ ÂÐÂÎËÊ ÔÎÂÃÑ- Ë ÔËÎßÐÑÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÞØ ÓÇÉËÏÑÄ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÂÐÂÎËÊÑÏ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ, ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÅÓÑÏÑÊÆÍÑ, ÍÂÍ àÕÑ ÄËÆÐÑ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ
ÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓÂ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÂÐÂÎËÊ ÇÅÑ ÍÄÂÊËÅÂÓÏÑÐËÚÇ-
ÔÍËØ Ë ÓÇÎÂÍÔÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÙËÍÎÑÄ ÒÓÑÄÇÆÈÐ Ä
ÔÇÓËË ÔÕÂÕÇÌ [26, 27], Â ÕÂÍÉÇ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔËÎßÐÑÌ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË, ÐÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÂÎÈÍÑÌ ÑÕ ÓÇÉËÏÂ ËÆÇÂÎß-
ÐÞØ ÓÇÎÂÍÔÂÙËÑÐÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ì ÔÎÖÚÂâ, ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐ-
ÐÑÅÑ ÐÇÆÂÄÐÑ [28] ÏÇÕÑÆÑÏ ·Ç [29]. ±ÑÔÎÇÆÐËÌ ÒÑÆØÑÆ,
âÄÎâáÜËÌÔâ ÆÂÎßÐÇÌÛËÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÏÇÕÑÆÂ £ÂÐ ÆÇÓ
±ÑÎâ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÒÇÓËÑÆÖ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ
ÐÇÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÒÇÓ-
ÔÒÇÍÕËÄÐÞÏ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÄÞÄÇÆÇÐÐÑÇ ÑÃÑÃ-
ÜÈÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ²àÎÇâ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÍÎÂÔÔÖ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
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²ËÔ. 3. (Â) ¶ÂÊÑÄÞÌ ÒÑÓÕÓÇÕ ÃáÔÔÇÎâÕÑÓÂ Ä ×ÑÓÏÇ ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ²àÎÇâ ÒÓË A � 2;55, B � 25; ÐÂ ÄÔÕÂÄÍÇ ì ÇÅÑ ÖÚÂÔÕÑÍ
ÄÃÎËÊË ÕÑÚÍË ÔÓÞÄÂ ÓÇÎÂÍÔÂÙËÑÐÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ. ºÕÓËØÑÄÞÇ ÎË-
ÐËË ì ÐÖÎßÍÎËÐÞ. (Ã) ¤ÓÂ×ËÍË ÊÐÂÚÇÐËÌ ÏÐÑÉËÕÇÎâ, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂá-
ÜÇÅÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÒÓË àÕËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂØ.
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ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑ ÒÇÓËÑÆÖ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ (Ä
ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ì ÒÑÎÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ) ÇÈ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏÖ
ÊÐÂÚÇÐËá, ÚÕÑ ËÏÇÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÖá ÄÂÉÐÑÔÕß Ä ÏÑÆÇÎË-
ÓÑÄÂÐËË ÃËÑ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ (ÔÏ. [30]).

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÕÇØ ÔËÔÕÇÏ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐÞ ÑÃÑÃÜÈÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
²àÎÇâ. °ÔÐÑÄÐÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ²àÎÇâ ì
ÖÚÈÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÄÞÔÛËØ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Ä
"ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÇ" (ÏÐÑÉËÕÇÎÇ ÒÇÓÇÆ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá dx=dt) Ë "ÚÂÔÕÑÕÇ" (ÏÐÑÉËÕÇÎÇ ÒÇÓÇÆ ÔÏÇÜÇÐËÇÏ
ÑÕ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ x) Ä ÔÎÖÚÂÇ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ
ÑÙËÎÎâÕÑÓÂ, ÊÂÒËÔÂÐÐÑÅÑ Ä ×ÑÓÏÂÎßÐÑÏ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÏ
ÄËÆÇ (14). ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÎËÐÇÂÓËÊÖá-
ÜËØ ÑÆÐÑ ËÊ ÆÄÖØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÚÕÑÃÞ ÐÑÄÂâ
ÔÍÑÓÑÔÕß dx=dt ÃÞÎÂ ÎËÐÇÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑÌ ËÊ
ËÔØÑÆÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ �x; y�, ÐÂÒÓËÏÇÓ,

dx
dt
� k1x� b1 ;

ÅÆÇ k1 Ë b1 ì ÐÇÍËÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ u. ±ÓË àÕÑÏ
ÔÏÇÜÇÐËÇ ÑÕ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ x âÄÎâÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ ÆÓÖÅÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ: x � k2y� b2 (ÚÕÑ ÔÑÄÒÂ-
ÆÂÇÕ ÕÂÍÉÇ Ô ÖÔÎÑÄËÇÏ, ÒÑÓÑÉÆÂáÜËÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÔÓÇÆ-
ÐËØ Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ [30]). ©ÆÇÔß ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕß
ËÏÇÐÐÑ ÕÂÍÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÓÇÂÍÙËÑÐÐÞÌ
ÚÎÇÐ Ä ÏÑÆÇÎâØ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÕËÒÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ x 2y
ËÎË x 3 Ë ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß dx=dt ÑÕ ÆÄÖØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÐÇ
ÆÑÎÉÐÂ ÒÓËÄÑÆËÕß Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÒÑ x ÚÎÇÐÑÄ
Ä (14).

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÕÂÍÉÇ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËÇ Ä ÄËÆÇ ÑÃÑÃÜÈÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ²àÎÇâ ÔÎÖÉËÕ à××ÇÍ-
ÕËÄÐÞÏ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÏÏÇÕÑÆÑÏ [31], ÄÞâÄÎâáÜËÏÏÇØÂ-
ÐËÊÏ ÐÑÄÑÅÑ ÕËÒÂ ×ÂÊÑÄÞØ ÂÄÕÑÄÑÎÐ Ä ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ
ÓÇÂÍÙËË ÅÎËÍÑÎËÊÂ, ËÆÖÜÇÌ Ä ÒÎÑÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ô àÍÔÕÓÇ-
ÏÂÎßÐÑ ÏÂÎÑÌ ÆË××ÖÊËÇÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÂÍÕËÄÐÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÑ ËÔÔÎÇÆÖáÕÔâ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ [32].

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÏÑÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß ÎáÃÑÒÞÕÐÞÌ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ
ÒÑÆØÑÆ, ÔÄâÊÞÄÂáÜËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÃËÑØËÏËÚÇÔÍÑÌ ÍËÐÇ-
ÕËÍË Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ²àÎÇâ, ËÏÇÇÕ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÌ ÄÞØÑÆ Ë
ÐÂÊÂÆ Ä ÓÂÆËÑ×ËÊËÍÖ: ÂÄÕÑÓÞ ÒÂÕÇÐÕÂ [33] ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÎË
ÅÇÐÇÓÂÕÑÓ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÐËÌ, ÑÔÐÑÄÐÞÏ ÐÑÄ-
ÛÇÔÕÄÑÏ ÍÑÕÑÓÑÅÑ âÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓÇÔÕÓÑÌÍÂ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ
ÙËÍÎÂ ÖÓÂÄÇÐËâ ²àÎÇâ Ä ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÙËÍÎ ÃÓáÔÔÇÎâÕÑÓÂ
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÄÄÇÆÇÐËá ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËØ ÍÑÐÕÖÓÑÄ ÔËÐØÓÑÐË-
ÊÂÙËË. ¥ÂÐÐÂâ ÔÕÂÕßâ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÆÑÃÐÞÌ àÏÒË-
ÓËÚÇÔÍËÌ ÒÑÆØÑÆ âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÑÃÑÔÐÑÄÂÐÐÞÏ
Ë ÒÓÇÆÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÊÂÆÂÕß ÕÓÇÃÖÇÏÞÇ ÆÑÒÑÎ-
ÐËÕÇÎßÐÞÇ ÚÎÇÐÞ Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ.
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The Bruselator and the Selkov model which describes an irreversible glycolysis reaction in the self-sustained regime are discussed. It is
shown that these two differently structured models can be reduced to a single equation, the generalized Rayleigh equation. The physical
basis of this reduction is examined. The advantages of the obtained equation as a quantitative and qualitative analysis tool are discussed,
as are the similarities and differences of the solutions from the two models for nearly harmonic and relaxation self-oscillations.
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