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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

©ÂÍÑÐ ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ä ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕË, Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß Ë ÔÍÑÓÑÔÕß ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (ÃÖÔÕÂ) ÔÚËÕÂáÕÔâ ÔÎÂÅÂÇÏÞÏË ÔÍÑÓÑ-
ÔÕâÏË, Â ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÚËÕÂÇÕÔâ ËØ ÔÖÏ-
ÏÑÌ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ, ÔÎÑÉÇÐËÇ ÆÄÖØ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕÇÌ ÒÓÑÜÇ ÄÔÇÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÐÂ âÊÞÍÇ 4-ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
Ë ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÄÇÍÕÑÓÐÑÌ ÔÖÏÏÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÚÂÔÕÇÌ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ 4-ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, Ä ÍÑÕÑÓÖá, ÑÆÐÂÍÑ, ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÚÂÔÕß ÔÍÑÓÑÔÕË ÃÖÔÕÂ ÄØÑÆËÕ ÖÆÎËÐÇÐÐÑÌ.
´ÂÍÑÇ ÒÓÂÄËÎÑ ÔÎÑÉÇÐËâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÐÂ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐ-
ÐÞÏ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÏ ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. ±ÓË ÒÇÓÇÔÕÂ-
ÐÑÄÍÇ ÔÍÎÂÆÞÄÂÇÏÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÄÇÍÕÑÓÐÂâ ÔÖÏÏÂ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÚÂÔÕÇÌ 4-ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ, ÕÂÍ ÍÂÍ
ÕÇÒÇÓß ÔÍÑÓÑÔÕß, ÃÞÄÛÂâ ÆÑ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇ-
ÏÑÌ, ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÃÖÔÕÂ Ë ÒÑÎÖÚÂÇÕ ÖÆÎËÐÇÐËÇ,
Â ÒÓÇÉÐââ ÔÍÑÓÑÔÕß ÃÖÔÕÂ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏÑÌ Ë
ÄØÑÆËÕ Ä ÔÖÏÏÖ ÃÇÊ ÖÆÎËÐÇÐËâ. £ ËÕÑÅÇ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÂâ
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ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËØ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË Ë ÐÇÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÅÇÑÏÇÕÓËâ
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¡ÔËÏÏÇÕÓËâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ ÔÎÑÉÇÐËâ ÐÇÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËØ ÒÇÓÇÔÕÂ-
ÐÑÄÍË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÆÄÖÏ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂÏ, ËÊÑÃÓÂÉÂáÜËÏ ÐÂ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÔÎÑÉÇÐËÇ ÐÇÒÇÓÇÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ Ë ÒÇÓÇÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÐÇÐÖÎÇÄÑÅÑ ÖÅÎÂ o ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ
ÓÇÊÖÎßÕËÓÖáÜËÏË ÔÍÑÓÑÔÕâÏË. ¯Â àÕÑÕ ÉÇ ÖÅÑÎ o ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ ÔÒËÐ ÚÂÔÕËÙÞ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÇÇ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÎÑÓÇÐÙÇÄÞÏ ÃÖÔÕÑÏ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá, ÐÇÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÚÂÔÕËÙÞ. ´ÓË ÄÊÂËÏÑÔÄâÊÂÐÐÞØ
ÕÓÇØÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÖÅÎÂ o, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÂÄÕÑÓÑÏ ÓÂÐÇÇ, ÄÞÓÂÉÂáÕ ÕÓÇØÒÂÓÂÏÇÕÓË-
ÚÇÔÍÖá ÔËÏÏÇÕÓËá ÔÕÑÓÑÐ Ë ÖÅÎÑÄ ÆÄÖØ ÇÄÍÎËÆÑÄÞØ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÄ, ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÖá ÕÇÑÓÇÏÂÏ ÔËÐÖÔÑÄ Ë
ÍÑÔËÐÖÔÑÄ ÆÎâ ÔÕÑÓÑÐ Ë ÖÅÎÑÄ ÑÆÐÑÅÑ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ. ¡ ËÏÇÐÐÑ,
ÄÔÇ ÕÓË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÖÅÎÂ o ÒÑÔÎÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÐËØ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏË ÒÎÑÜÂÆË
ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÚÇÓÇÊ ÎáÃÞÇ ÆÄÇ ÇÅÑ ÔÕÑÓÑÐÞ Ë ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË. µÅÑÎ o ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑ
ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÚÇÓÇÊ ÕÓË ÖÅÎÂ ËÎË ÕÓË ÔÕÑÓÑÐÞ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ Ë, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
âÄÎâÇÕÔâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ ÅÓÖÒÒÞ ÇÅÑ ÆÄËÉÇÐËÌ ÒÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ, ÄÍÎáÚÂâ ÅÓÖÒÒÖ ­ÑÓÇÐÙÂ. ·ÑÕâ
ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ Ë ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ ÎÑÍÂÎßÐÑ ËÊÑÏÇÕÓËÚÐÞ, ÎËÛß ÒÑÔÎÇÆÐââ
ËÊÑÏÇÕÓËÚÐÂ ÄÔÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ Ë ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ, ËÊÑÕÓÑÒÐÑÇ ÍÓËÄÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ
4-ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ä ÒÎÑÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ. £ àÕÑÌ ÔÄâÊË, ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ
ÒÓÑÙÇÔÔÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÑÌ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ ËÐÕÇÓÇÔÐÞ.
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ÔÖÏÏÂ ÆÄÖØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÐÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË ÔÍÎÂÆÞÄÂÇÏÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÇÔÎË ÑÐË ÐÇÍÑÎ-
ÎËÐÇÂÓÐÞ. ¯Â ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂ ÕÂÍËØ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÆÄÖÏ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐ-
ÐÞÏ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂÏ, ËÊÑÃÓÂÉÂáÜËÏ ÔÎÑÉÇÐËÇ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ.

®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË àÕÂ ÂÔËÏÏÇÕÓËâ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÐÇÍÑÏÏÖÕÂ-
ÕËÄÐÑÔÕßá ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ ÃÖÔÕÑÄ Ô ÐÇÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÞÏË ÔÍÑ-
ÓÑÔÕâÏË. ²ÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÖá ÔÖÏÏÖ ÆÄÖØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÂÍ ÔÍÑÓÑÔÕß, ÒÇÓÇÆÂÐÐÖá ÆÄÖÏâ ÃÖÔÕÂÏË
ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ ÚÂÔÕËÙÇ. ±ÑàÕÑÏÖ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÒÇÓÇÆÂÐÐÞÇ
ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ ÚÂÔÕËÙÇ ÃÖÔÕÂÏË Ô ÐÇÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÞÏË ÔÍÑÓÑ-
ÔÕâÏË, ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÃÖÔÕÑÄ. £ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ, ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ ÔÖÏÏÞ ÆÄÖØ ÐÇÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ,
ÓÂÊÎËÚÂáÜËÇÔâ ËØ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÑÌ, ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÞÏË ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ, ÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá.
µÅÑÎ o ÏÇÉÆÖ àÕËÏË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏË Ë âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÇÆ-
ÏÇÕÑÏ ÆÇÕÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ Ä àÕÑÌ ÔÕÂÕßÇ. ªÏÇÐÐÑ
ÐÂ àÕÑÕ ÖÅÑÎ ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ ÔÒËÐ ÚÂÔÕËÙÞ, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ-
ÐÞÌ ÄÆÑÎß ÇÇ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË àÕÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÎÑÓÇÐÙÇÄÞÏ ÃÖÔÕÑÏ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá, ÐÇÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÌ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕË ÚÂÔÕËÙÞ.

£ ÔÂÏÑÏ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÅÑÎ o ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÓÇÏâ
ÔÍÂÎâÓÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ì ÂÃÔÑÎáÕÐÞÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË
ÔÍÎÂÆÞÄÂÇÏÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë ÖÅÎÑÏ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË. ¦ÅÑ
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÕÂÍÉÇ ÚÇÓÇÊ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÞ ÎáÃÞØ ÆÄÖØ ÆÓÖÅËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ËÊ ÕÓÇØ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ­ÑÓÇÐÙÂ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ, ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ
ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÕÓË
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÖÅÎÂ o, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏË
ÔÍÂÎâÓÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÆÄÖØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ, ÄÞÃÓÂÐÐÞØ Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ËÊ ÕÓÇØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ,
ÔÄâÊÂÐÐÞØ àÕËÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ. ³ËÏÏÇÕÓËâ àÕËØ
×ÖÐÍÙËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË ÔÄÑËØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ
ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÚÕÑ o ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÔÍÑÓÑÔÕË ÃÖÔÕÂ,
ÕÂÍ ÚÕÑ ÑÆÐÑ ËÊ ÕÓÇØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÆÎâ o âÄÎâÇÕÔâ
ÑÃÜËÏ ÆÎâ ÆÄÖØ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ÓÂÊÎËÚÂá-
ÜËØÔâ ÖÍÂÊÂÐÐÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÑÌ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÑÐÑ
âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÜËÏ ÆÎâ ÑÃÑËØ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÞØ ÕÓÇ-
ÖÅÑÎßÐËÍÑÄ ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

¥ÄÂ ÆÓÖÅËØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ o, ÑÕÐÑÔâÜËØÔâ Í ÑÆÐÑÏÖ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÖ ÔÎÑÉÇÐËâ, ÒÓÑÔÕÞÏ, ÐÑ ÄÂÉÐÞÏ ÂÎÅÇÃÓÂË-
ÚÇÔÍËÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ÍÑÐÄÇÓÕËÓÖáÕÔâ Ä ÆÄÂ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËâ o, ÑÕÐÑÔâÜËØÔâ Í ÆÓÖÅÑÏÖ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÖ. ´ÑÅÆÂ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ , ÚÕÑ ÄÔÇ ÕÓË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ o ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ
ÑÆÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ o�a; b�, ÊÂÄË-
ÔâÜÇÌ ÑÕ ÆÄÖØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ, ËÏÇáÜËØ ÔÏÞÔÎ ÔÍÑÓÑÔÕË ÃÖÔÕÂ
Ë ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË (ËÎË ÔÍÑÓÑÔÕË ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ
ÃÖÔÕÂ Ë ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË) Ä ÕÑÏ ËÎË ÆÓÖÅÑÏ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÇ ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÕÓË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÖÅÎÂ o ÔÑÆÇÓÉÂÕ
ÒÑÎÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÔÕÑÓÑÐÂØ Ë ÖÅÎÂØ ÑÃÑËØ ÇÄÍÎËÆÑ-
ÄÞØ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÄ ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. ¿ÕÂ ËÐ×ÑÓÏÂ-
ÙËâ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÂÃÔÑÎáÕÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÕÓÇØ
ÐÇÖÆÎËÐÇÐÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ä ÆÄÖØ ÇÄÍÎËÆÑÄÞØ ÕÓÇÖÅÑÎßÐË-
ÍÂØ Ë ÒÓÑÕËÄÑÎÇÉÂÜËÇ ËÏ ÖÅÎÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÕÇÑÓÇ-
ÏÂÏ ÔËÐÖÔÑÄ Ë ÍÑÔËÐÖÔÑÄ ÆÎâ ÔÕÑÓÑÐ Ë ÖÅÎÑÄ ÑÆÐÑÅÑ
ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÔÇÄÆÑ-
Ô×ÇÓÞ ì ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÅÂÖÔ-
ÔÑÄÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÕÓÇØÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËâ ÆÎâ ÖÅÎÂ o ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏË
ÒÎÑÜÂÆË S àÕÑÅÑ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ, ËÊÏÇ-
ÓÇÐÐÑÌ Ä ÇÆËÐËÙÂØ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂ-

ÕÇÎßÐÑ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÐÂ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ, ì Ô ÆÇ×ÇÍ-
ÕÑÏ ÔÖÏÏÞ ÇÅÑ ÖÅÎÑÄ A, A1, A2:

o � jK jS � pÿ Aÿ A1 ÿ A2 :

´ÂÍ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÇÜÇ ÑÆÐÑ ÕÓÇØÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÖÅÎÂ o, ÐÂ àÕÑÕ ÓÂÊ ÚÇÓÇÊ ÄÐÖÕÓÇÐÐËÇ ÖÅÎÞ
ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ (Õ.Ç. ÖÅÎÞ, ÒÓËÎÇÅÂáÜËÇ
ÔÍÑÓÑÔÕâÏ ÃÖÔÕÑÄ Ä ÆÄÖØ ÇÄÍÎËÆÑÄÞØ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂØ).
¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÖÅÑÎ o ì ËÐÄÂÓËÂÐÕ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ
ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËØ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË ì
ÒÑÎÖÚÂÇÕ ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËá ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÂ ÅÓÖÒÒÞ ÆÄËÉÇÐËÌ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ
ÒÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ. ¿ÕÂ ÅÓÖÒÒÂ ÆÄËÉÇÐËÌ
ÄÍÎáÚÂÇÕ ÅÓÖÒÒÖ ­ÑÓÇÐÙÂ.

£ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ Ë ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ ÆÄÖÏÇÓÐÞÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕ-
ÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÍÓËÄËÊÐÑÌ (ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ), ËÏÇâ
ÑÆËÐÂÍÑÄÖá ÄÐÖÕÓÇÐÐáá ÅÇÑÏÇÕÓËá (ÏÇÕÓËÍÖ), ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ ÒÑ ÔÄÑÇÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË Ä àÕËØ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÂØ.

±ÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÂ Ä ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ì
àÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖÒÑÆÑÃÐÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ì ÒÑÎÑÔÕß ÆÄÖ-
ÒÑÎÑÔÕÐÑÅÑ ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆÂ Ô ÑÔßá ÄÓÂÜÇÐËâ ÄÆÑÎß ÑÔË
ÄÓÇÏÇÐË. °ÐÂ ËÏÇÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÖá ÒÎÑÜÂÆß, ÓÇÅÖÎâÓÐÂ,
ÑÆÐÑÓÑÆÐÂ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÂ ÐÂ ÄÔÇÏ ÔÄÑÇÏ ÒÓÑÕâÉÇÐËË, Ë ÇÇ
ÏÇÕÓËÍÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ ÄÔÇÌ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ Ë ÄÓÇÏÇÐ-
ÐaÂ â ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÕÑÚÍË ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ
ÎËÛß ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ jK jÿ1=2 ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÞØ Ë ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ 4-ÔÍÑÓÑÔÕË.

£ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÍÂÍ ÃÞÎÑ
ÆÑÍÂÊÂÐÑ ¥. ¤ËÎßÃÇÓÕÑÏ, ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÅÎÂÆ-
ÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ËÊÑÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÄÔÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ­ÑÃÂÚÇÄ-
ÔÍÑÅÑ. ±ÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÂ Ä àÕÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß
¢ÇÎßÕÓÂÏË) ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÖá ÒÎÑÜÂÆß Ë ËÊÑÏÇÕÓËÚÐÂ
ÎËÛß ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ. ´ÂÍËÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÖ Ä
ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÄÞÊÄÂÐÞ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕßá
ÒÑÍÓÞÕß ÇÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÑÌ ÚÇÃÞ-
ÛÇÄÔÍÑÌ ÔÇÕßá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞØ ÎËÐËÌ x; y, ÔÇÕÇÄÑÌ ÖÅÑÎ
f�x; y� ÍÑÕÑÓÑÌ ÃÞÎ ÃÞ ÓÇÅÖÎâÓÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

q2f
qx qy

� sinf ;

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÏ ÖÔÎÑÄËá 0 < f < p.
·ÑÕâ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ Ë ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ

ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ ÎÑÍÂÎßÐÑ ËÊÑÏÇÕÓËÚÐÞ Ë ÒÑÊÄÑÎâáÕ
ÑÕÑÃÓÂÊËÕß ÐÂ ÔÄÑËØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâØ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÇ ÔÎÑ-
ÉÇÐËÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏË ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂÏË Ô ÑÆË-
ÐÂÍÑÄÞÏË ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË, ÑÐË âÄÎâáÕÔâ
ÂÓÇÐÂÏË ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÂáÜËØÔâ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÑÄ. ¯ÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß Ë ÐÇËÊÑÕÓÑÒÐÑÔÕß ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ
Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ
ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÂÏ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÎËÐÇÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ,
ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá
ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ Ä ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.

2. ´ÓÇÖÅÑÎßÐËÍ ÔÎÑÉÇÐËâ
ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
ÐÂ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË

¬ÂÍ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, æ 5 ÍÖÓÔÂ ­ÂÐÆÂÖ Ë
­Ë×ÛËÙÂ [1]), ÔÍÑÓÑÔÕß v ÚÂÔÕËÙÞ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂ-
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ÊÑÄÂÐËÇÏ (ÃÖÔÕÑÏ) ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá v1 ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Ä
ÔÍÑÓÑÔÕß v2, ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÍÑÏÒÑÐÇÐ-
ÕÂÏË ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ v Ë v1 ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

v2x � vx � v1
1� vv1

; v2y � vy
�1� vv1�g1

; v2z � vz
�1� vv1�g1

;

g1 �
1��������������

1ÿ v 2
1

q ; �1�

ÇÔÎË v1 ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÄÆÑÎß ÑÔË x. ¿ÕË ×ÑÓÏÖÎÞ ÏÑÉÐÑ
ÑÃÝÇÆËÐËÕß Ä ÑÆÐÖ ÄÇÍÕÑÓÐÖá ×ÑÓÏÖÎÖ

v2 � 1

1� vv1

�
v1

�
vv1

v 21

�
1ÿ 1

g1

�
� 1

�
� v

g1

�
; �2�

ÍÂÍ àÕÑ ÔÆÇÎÂÐÑ Ä ÍÐËÅÇ ®ÈÎÎÇÓÂ [2] ËÎË Ä ÔÕÂÕßÇ ÂÄÕÑÓÂ
[3]. ©ÆÇÔß Ë ÐËÉÇ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ àÕÑÌ ÔÕÂÕßË.
¡ÔËÏÏÇÕÓËâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ v2 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ v Ë v1 ÑÚÇÄËÆÐÂ.

°ÆÐÂÍÑ ÃÑÎÇÇ ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ, ÇÔÎË ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏË ÚÂÔÕâÏË

u � vg ; u1 � v1g1 ; u2 � v2g2 �3�

Ë ÄÓÇÏÇÐÐ�yÏË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË g, g1, g2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ
4-ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u a � �u; g�, g � �������������

u2 � 1
p

, Ë ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÆÎâ u a
1 ,

u a
2 . ´ÑÅÆÂ ×ÑÓÏÖÎÂ (2) Ë ÑÃÓÂÕÐÂâ ÇÌ ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ

u2 � u� u1
C1

; u � u2 ÿ u1
C1

; u1 � �u2 ÿ u�C1 ; �4�

ÅÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ C1,

C1 � g1 � 1

g� gg1 � uu1
� g1 � 1

g2 � g2g1 ÿ u2u1
� g� g2

1� gg2 � uu2
; �5�

ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÕÓË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ì ÂÃÔÑ-
ÎáÕÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÎáÃÞØ ÆÄÖØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÖÚÂÔÕÄÖáÜËØ Ä
ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË, Ë ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË. ¿ÕÑÕ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô C, ÄÄÇÆÇÐÐÞÏ Ä [3], ÐÑ ÔÐÂÃÉÇÐ
ÕÇÒÇÓß ËÐÆÇÍÔÑÏ 1, ÚÕÑÃÞ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß ÂÔËÏÏÇÕÓËá,
ÑÃâÊÂÐÐÖá ËÏÇÐÐÑ ÔÍÑÓÑÔÕË u1 ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÃÖÔÕÂ.

¥Îâ ÔÍÑÓÑÔÕË u1 ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÃÖÔÕÂ Ä (4) Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ C1

ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ (ÐÑ ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ) ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ËÊ (5), ÚÕÑÃÞ ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß u1 ÊÂÄËÔÇÎÂ
ÕÑÎßÍÑ ÑÕ u Ë u2. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Ë
Í ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ ÆÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u2 Ë u Ä (4), Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÆÎâC1

ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÇÓÄÑÇ Ë ÄÕÑÓÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ËÊ
(5) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

±ÓËÄÇÆÇÏ ÇÜÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÄÓÇÏÇÐÐ�yØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ
4-ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u a, u a

1 , u
a
2 ÚÇÓÇÊ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕË ÆÄÖØ

ÆÓÖÅËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÖÚÂÔÕÄÖáÜËØ Ä ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÏ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËË:

g2 � gg1 � uu1 ; g � g2g1 ÿ u2u1 ;

g1 �
�g� g2�2

1� gg2 � uu2
ÿ 1 :

�6�

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß C1 ÍÂÍ
×ÖÐÍÙËá ÕÑÎßÍÑ ÂÃÔÑÎáÕÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÄÔÇØ ÕÓÇØ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ:

C1 � g1 � 1

g� g2
: �7�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ ÒÓâÏÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâ ­ÑÓÇÐÙÂ Í ÑÃÓÂÕÐÑÏÖ, Õ.Ç. ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ u1 $ ÿu1,

u$ u2, ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u2, u Ä (4) ÒÇÓÇØÑÆâÕ
ÆÓÖÅ Ä ÆÓÖÅÂ, Â ÄÞÓÂÉÇÐËÇ u1 ÒÇÓÇØÑÆËÕ ÔÂÏÑ Ä ÔÇÃâ.
¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ ÂÔËÏÏÇÕÓËÇÌ ÑÃÎÂÆÂáÕ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÄÓÇÏÇÐÐ�yØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ (6), Â ÕÂÍÉÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ (5) ÆÎâ C1.

¶ÑÓÏÖÎÞ (4), (5) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÌ
ÊÂÍÑÐ ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÑÃÞÚ-
ÐÑÅÑ ÔÎÑÉÇÐËâ 3-ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÕÑÎßÍÑ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÑÆÐÂ ËÊ
ÔÍÎÂÆÞÄÂÇÏÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, Â ËÏÇÐÐÑ, ÔÍÑÓÑÔÕß ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ
ÃÖÔÕÂ, ÄØÑÆËÕ ÖÆÎËÐÇÐÐÑÌ Ä 1=C1 ÓÂÊ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 1 ÄÐËÊÖ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍ ÔÎÑÉÇÐËâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕÇÌ u Ë u1 ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ, ÍÑÅÆÂ ËØ ÄÇÎËÚËÐÞ Ë ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ
ÐËÏË ÓÂÄÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ u � 2, u1 � 1, y � 60�. ´ÑÅÆÂ
ÖÆÎËÐÇÐËÇ 1=C1 � 2;65. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ àÕÑÕ ÕÓÇ-
ÖÅÑÎßÐËÍ ÒÓË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ ËÊÏÇÐÇÐËË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ
u1 ËÎË u ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÄÔÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÔÎÑÉÇÐËâ, ×ËÅÖÓËÓÖá-
ÜËÇ Ä (4).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÇÏÑÐ-
ÔÕÓËÓÖáÕ ÄÞÆÇÎÇÐÐÖá, ÂÍÕËÄÐÖáÓÑÎß ÔÍÑÓÑÔÕË u1 ÎÑÓÇÐ-
ÙÇÄÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (ÃÖÔÕÂ), ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ
ÓÂÊÐÑÔÕË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÌ Ë ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.
¿ÕÂ ÄÞÆÇÎÇÐÐÂâ ÓÑÎß ËÔÚÇÊÂÇÕ Ä ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÏ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËË, ÍÑÅÆÂ g � g1 � g2 � 1, Â u, u1, u2 ÏÂÎÞ ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô 1. ´ÑÅÆÂ C1 � 1 Ë ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ
ÒÇÓÇØÑÆâÕ Ä v2 � v� v1.

3. µÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ ÚÂÔÕËÙÞ
ÒÓË ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË ÇÇ ÔÍÑÓÑÔÕË

£ËÅÐÇÓÑÏ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ [4, 5], ÚÕÑ ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËÇÏ ÔÒËÐÂ ÏÂÔÔËÄÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ë ÇÇ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÐÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ. ´ÂÍ, ÇÔÎË ÚÂÔÕËÙÇ ÔÑ
ÔÍÑÓÑÔÕßá v Ë ÔÒËÐÑÏ, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÏ ÄÆÑÎß v, ÔÑÑÃÜËÕß
ÎÑÓÇÐÙÇÄÞÏ ÃÖÔÕÑÏ ÔÍÑÓÑÔÕß v1 Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, ÑÓÕÑÅÑ-
ÐÂÎßÐÑÏ v, ÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕß ÚÂÔÕËÙÞ ÒÑÄÇÓÐÇÕÔâ ÐÂ ÖÅÑÎ #,

sin# � v1
v2
� u1g

u2
; �8�

Ë ÔÕÂÐÇÕ ÓÂÄÐÑÌ v2, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÔÒËÐ ÒÑÄÇÓÐÇÕÔâ ÐÂ
ÏÇÐßÛËÌ ÖÅÑÎ o,

o � #ÿ d � arcsin
uu1

1� gg1
; sin d � u1

u2
�9�

O

u

C

u1
C1

u00

u

u1

u2

y

y

#

pÿ y

pÿ y

pÿ y0

d

o

1

1

2

2

3

²ËÔ. 1. ´ÓÇÖÅÑÎßÐËÍË ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ×ÑÓÏÖ-
ÎÂÏ (4) Ë (16).
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(ÔÏ. [4, 5]). °ÆÐÂÍÑ, ÇÔÎË ÚÂÔÕËÙÂ ÆÄËÉÇÕÔâ ÔÑ ÔÄÇÕÑÄÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕßá, v � v2 � 1, ÕÑ d � 0 Ë ÖÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÅÎÑÏ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕË. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÅÑÎ
ÏÇÉÆÖ ÔÒËÐÑÏ Ë ÔÍÑÓÑÔÕßá âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞÏ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÑÏ, ÍÂÍ Ë ÔÂÏÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÔÒËÐÂ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË
ÆÄËÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ.

£ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÔÍÑÓÑÔÕË v Ë v1 ÐÇ
ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ, ÒÑÄÑÓÑÕ ÔÒËÐÂ ÃÞÎ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ Ä ÓÂÃÑ-
ÕÂØ ³ÕÂÒÒÂ [6], ÂÄÕÑÓÂ [7] Ë ÓâÆÇ ÆÓÖÅËØ. ®Þ ÒÓËÄÇÆÇÏ
ÊÆÇÔß ÕÓË ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ
ÆÎâ ÖÅÎÂo, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÂÄÕÑÓÑÏ Ä [7]. ¬ÂÉÆÑÇ ËÊ ÐËØ âÄÐÑ
ÄÞÓÂÉÇÐÑ ÚÇÓÇÊ ÕÓË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂì ÂÃÔÑÎáÕ-
ÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÎáÃÞØ ÆÄÖØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ËÊ ÕÓÇØ u, u1, u2,
ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ­ÑÓÇÐÙÂ, Ë ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ
àÕËÏË ÆÄÖÏâ ÔÍÑÓÑÔÕâÏË:

o � 2 arctan

���uu1���
�g� 1��g1 � 1� � uu1

�

� 2 arctan

���u1u2���
�g1 � 1��g2 � 1� ÿ u1u2

�

� 2 arctan

���u2u���
�g2 � 1��g� 1� � u2u

: �10�

£ÔÇ ÕÓË ×ÑÓÏÖÎÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ [7] ÒÑÆ ÐÑÏÇ-
ÓÂÏË (32), (36) ë (38), Â Ä ÔÕÂÕßÇ [3] ì ÒÑÆ ÐÑÏÇÓÂÏË (20) ë
(22). °ÐË ËÏÇáÕ ÔÂÏÑÇ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í
ÐÇÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ, Õ.Ç. Í ÅÇÑÏÇÕÓËË
­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ. ¬ ËÊÎÑÉÇÐËá àÕÑÌ ÔÄâÊË ÏÞ Ë ÒÇÓÇÌÆÇÏ.

4. ±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÖÅÎÂ x Ä ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÖá

©ÂÒËÛÇÏ ÕÓË ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ o ÚÇÓÇÊ ÄÐÖÕÓÇÐÐËÇ ÖÅÎÞ
pÿ y, pÿ y 0, # ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ (ÔÏ. ÓËÔ. 1, ÐËÉÐËÌ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍ). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÂÔËÏÏÇÕÓËâ, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÂâ ÔÍÑÓÑÔÕßá u1 ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ
ÃÖÔÕÂ, ÄÞÔÕÖÒÂÇÕ ÃÑÎÇÇ ÄÞÒÖÍÎÑ:

tan
o
2
� uu1 sin �pÿ y�
�g� 1��g1 � 1� ÿ uu1 cos �pÿ y� �

� u2u1 sin �pÿ y 0�
�g2 � 1��g1 � 1� ÿ u2u1 cos �pÿ y 0� �

� uu2 sin#

�g� 1��g2 � 1� � uu2 cos#
: �11�

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, Ä ÒÇÓÄÞØ ÆÄÖØ ÄÞÓÂÉÇÐËâØ ÆÎâ o ÍÑ-
ÔËÐÖÔÞ ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ ÖÅÎÑÄ pÿ y Ë pÿ y 0 ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ,
ÒÓËÎÇÉÂÜËØ ÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÇ, ÄØÑÆâÕ ÔÑ ÊÐÂÍÑÏ ÏËÐÖÔ,
Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ Ä ÕÓÇÕßÇÌ ×ÑÓÏÖÎÇ ÍÑÔËÐÖÔ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ
ÖÅÎÂ #, ÒÓÑÕËÄÑÎÇÉÂÜÇÅÑ ÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÇ, ÄØÑÆËÕ ÔÑ
ÊÐÂÍÑÏ ÒÎáÔ.

¿ÕÂ ÂÔËÏÏÇÕÓËâ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÆÎâ o ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÄÞÆÇÎÇÐ-
ÐÑÌ ÓÑÎßá ÔÍÑÓÑÔÕË u1 ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÃÖÔÕÂ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÇ u1 � �u2 ÿ u�C1 ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. ªÊÏÇ-
ÐÇÐËÇ ÊÐÂÍÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ÃÖÔÕÂ ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÇÇ ÂÍÕËÄÐÖá ÓÑÎß Ë
ÎËÛß ÏÇÐâÇÕ Ö ÄÇÍÕÑÓÑÄ u Ë u2 ÓÑÎË ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏÑÌ Ë
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÐÇ ÏÇÐââ ËØ ÄÇÎËÚËÐÞ Ë
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ (ÔÏ. (4)). ³ÍÑÓÑÔÕË u, u2 ËÅÓÂáÕ ÒÂÔÔËÄÐÖá
ÓÑÎß Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÇ. £ ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÂÍÕËÄÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ u1=C1 ÕÑÎÍÂÇÕ ÒÂÔÔËÄÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ u,
ÒÓÇÑÃÓÂÊÖâ ÇÅÑ Ä ÒÂÔÔËÄÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ u2. £Ñ ÄÕÑÓÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

ÂÍÕËÄÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ÿu1=C1 ÕÑÎÍÂÇÕ ÒÂÔÔËÄÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ u2,
ÒÓÇÑÃÓÂÊÖâ ÇÅÑ Ä ÒÂÔÔËÄÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ u (ÔÏ. ÓËÔ. 1, ÐËÉÐËÌ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍ).

¥Îâ ÄÞâÄÎÇÐËâ Ä (11) ÔÍÓÞÕÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ, ÕÓÇÕßÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ o Ä (11)
ÏÑÉÐÑ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕß Í ÄËÆÖ ÒÇÓÄÞØ ÆÄÖØ Ô
ÒÓÇÉÐËÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u, u2, ÐÑ Ô ÐÑÄÞÏ ÖÅÎÑÏ
d � #ÿ o ÄÏÇÔÕÑ # Ë ÊÐÂÍÑÏ ÏËÐÖÔ ÒÇÓÇÆ cos d:

tan
o
2
� uu2 sin d
�g� 1��g2 � 1� ÿ uu2 cos d

; d � #ÿ o : �12�

£ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÕÂÍ ÍÂÍ

tan
o
2
� sino

1� coso
� uu2 sin#

�g� 1��g2 � 1� � uu2 cos#
; �13�

ÕÑ

�g� 1��g2 � 1� sino� uu2 cos# sino �
� uu2 sin#� uu2 sin# coso

ËÎË

�g� 1��g2 � 1� sino � uu2 sin �#ÿ o��
� uu2 sin �#ÿ o� coso� uu2 cos �#ÿ o� sino ;

ÑÕÍÖÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ

sino
��g� 1��g2 � 1� ÿ uu2 cos �#ÿ o�� �
� uu2 sin �#ÿ o��1� coso� ;

Õ.Ç. ×ÑÓÏÖÎÂ (12). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
Ä (11) ÏÑÉÐÑ ÊÂÏÇÐËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (12), Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÚÇÅÑ ÄÔÇ ÕÓË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÆÎâ tan �o=2� ÔÕÂÐÖÕ ÓÂÊÎË-
ÚÂÕßÔâ ÎËÛß ÙËÍÎËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÏÇÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ

�u; u1; pÿ y� ! �u1; u2; pÿ y 0� ! �u2; u; d� : �14�

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÔÖÏÏÂ ×ËÅÖÓËÓÖáÜËØ
ÊÆÇÔß ÖÅÎÑÄ ÓÂÄÐÂ pÿ o, Õ.Ç. ÏÇÐßÛÇ p.

5. ±ÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂ ÔÍÎÂÆÞÄÂÇÏÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
Ë ÕÓÇØÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÔËÏÏÇÕÓËâ ÖÅÎÂ x

¦ÔÎË Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÄÇÍÕÑÓÑÄ u, u1 ÄÄÇÔÕË ÄÇÍÕÑÓ u 00,
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÌ ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ d Í ÄÇÍÕÑÓÖ u Ë ËÏÇáÜËÌ
ÆÎËÐÖ u 00 � u2, ÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÖá ×ÑÓÏÖÎÖ (12) ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

tan
o
2
�

���u 00u���
�g 00 � 1��g� 1� ÿ u 00u

: �15�

±ÑâÄÎÇÐËÇ ÕÂÍÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ ÐÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑ. °ÐÂ ÄÑÊÐË-
ÍÂÇÕ, ÇÔÎË Ä ÊÂÍÑÐÇ ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (4) ÒÇÓÇÔÕÂÄËÕß
ÔÍÑÓÑÔÕË u Ë u1, Õ.Ç. ÔÚËÕÂÕß u ÔÍÑÓÑÔÕßá ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÃÖÔÕÂ,
Â u1 ì ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá. ´ÑÅÆÂ, ÑÚÇÄËÆÐÑ,
ÄÏÇÔÕÑ ÒÓÂÄËÎÂ ÔÎÑÉÇÐËâ (4) ÒÑÎÖÚËÏ ÒÓÂÄËÎÑ ÔÎÑÉÇÐËâ

u 00 � u1 � u

C
; u1 � u 00 ÿ u

C
; u � �u 00 ÿ u1�C ; �16�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏÐÑÄÞÌ ÄÇÍÕÑÓ u 00 ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË, Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕ C ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË,
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ÑÕÎËÚÂáÜËÏËÔâ ÑÕ (5) ÊÂÏÇÐÑÌ u$ u1, u2 $ u 00:

C � g� 1

g1 � gg1 � uu1
� g� 1

g 00 � gg 00 ÿ uu 00
� g1 � g 00

1� g1g 00 � u1u 00
:

�17�

¬Ñà××ËÙËÇÐÕ C, ÍÂÍ Ë ÔÍÑÓÑÔÕß ÃÖÔÕÂ u Ä (16), ÐÇ ËÏÇÇÕ
ËÐÆÇÍÔÂ, ÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ C, ÄÄÇÆÇÐÐÑÅÑ Ä [3] Ë ÑÃÑÊÐÂ-
ÚÇÐÐÑÅÑ ÕÇÒÇÓß ÚÇÓÇÊ C1 (ÔÏ. ÄÞÛÇ). ¥Îâ C ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ
ÕÂÍÉÇ ×ÑÓÏÖÎÂ

C � g� 1

g1 � g2
�18�

(ÔÓ. Ô (7)).
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÆÄÖØ ÖÆÎËÐÇÐËÌ 1=C Ë

1=C1 ÄÔÇÅÆÂ ÃÑÎßÛÇ ËÎË ÓÂÄÐÑ ÇÆËÐËÙÇ,

1

CC1
� �g1 � g2��g� g2�
�g� 1��g1 � 1� 5 1 ; �19�

ÚÇÅÑ ÐÇÎßÊâ ÔÍÂÊÂÕß Ñ ÍÂÉÆÑÏ ËÊ ÐËØ Ä ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË.
±ÓÂÄËÎÑ ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (16) ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕÔâ

ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÏ ÐÂ ÕÑÏ ÉÇ ÓËÔ. 1,
ÄÇÓØÐËÌ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍ, Ë Ô ÕÇÏË ÉÇ ÄÇÎËÚËÐÂÏË ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
Ë ÖÅÎÂ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË u � 2, u1 � 1, y � 60�, ÚÕÑ Ë ÒÓÂÄËÎÑ
(4). ¯Ñ ÔÍÑÓÑÔÕß ÃÖÔÕÂ u ÖÚÂÔÕÄÖÇÕ Ä àÕÑÏ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÇ
ÖÆÎËÐÇÐÐÑÌ Ä 1=C � 1;72 ÓÂÊÂ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÖÆÎËÐÇÐËâ
1=C1 � 2;65 ÔÍÑÓÑÔÕË ÃÖÔÕÂ u1 Ä ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÇ, ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ (4).

£ (17), (18) ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ

g � g1g2 ÿ u1u2 ; g2 � g 00 � gg1 � uu1 ; �20�

Â g1 Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ (6) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËâ ÆÄÖØ 4-ÄÇÍÕÑÓÑÄ:

g1 � gg 00 ÿ uu 00 ; �21�

ÇÔÎË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß u 00. ¿ÕÑ ÑÃÞÚÐÞÌ ÄËÆ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏÑÌ 4-ÔÍÑÓÑÔÕË u1; g1 ÚÇÓÇÊ
4-ÔÍÑÓÑÔÕß u; g ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÃÖÔÕÂ Ë ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÖá
4-ÔÍÑÓÑÔÕß u 00; g 00 ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÔÎÑÉÇÐËá ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (16).
¢ÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (6) ÆÎâ g1 ÑÃâÊÂÐÑ ÊÂÍÑÐÖ
ÔÎÑÉÇÐËâ (4), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ g1 ì ÄÓÇÏÇÐÐaÂ â ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ
4-ÔÍÑÓÑÔÕË u1; g1 ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÃÖÔÕÂ, Â ÐÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏÑÌ
ËÎË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÌ 4-ÔÍÑÓÑÔÕË.

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ, ÊÂÍÑÐ ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (16), ÍÂÍ Ë
ÊÂÍÑÐ (4), ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÕÇÏ ÉÇ ÔÂÏÞÏ ÖÅÎÑÏ o,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÕÇÒÇÓß ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË

o � 2 arctan

���uu1���
�g� 1��g1 � 1� � uu1

�

� 2 arctan

���uu 00���
�g 00 � 1��g� 1� ÿ u 00u

�

� 2 arctan

���u 00u1���
�g 00 � 1��g1 � 1� � u 00u1

: �22�

±ÓË ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÇ u$ ÿu, u1 $ u 00, ÐÇ ÏÇÐâáÜÇÌ
ÊÂÍÑÐÂ ÔÎÑÉÇÐËâ (16), ÒÇÓÄÑÇ Ë ÄÕÑÓÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ o
ÒÇÓÇØÑÆâÕ ÆÓÖÅ Ä ÆÓÖÅÂ, Â ÕÓÇÕßÇ ì ÔÂÏÑ Ä ÔÇÃâ.

¿ÕË ÕÓË×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâo ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏËo Ä (10) ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÑÌ u$ u1, u 00 $ u2,

ÒÓËÚÇÏ ÒÇÓÄÞÇ ËÊ ÐËØ, ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË u, u1, ÒÓÑÔÕÑ
ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ä ÔËÎÖ ÔËÏÏÇÕÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ àÕÑÌ ÒÇÓÇ-
ÔÕÂÐÑÄÍË. ´ÇÒÇÓß ÄÂÉÐÑ ÔÐÑÄÂ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐ-
ÐÂâ ÆÎâ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u1 � �u2 ÿ u�C1 ÕÓÇÕßâ
×ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ o Ä (10) ËÎË (11) ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÖÇÕÔâ ÄÑ ÄÕÑÓÖá ×ÑÓÏÖÎÖ ÆÎâ o Ä (22), ÒÑÎÖÚÇÐÐÖá ÆÎâ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u � �u 00 ÿ u1�C. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ
ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÕÓÇÕßâ ×ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ o Ä (22)
ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÂ ÄÕÑÓÑÌ ×ÑÓÏÖÎÇ ÆÎâ o Ä (10) ËÎË (11).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÅÎÑÃÂÎßÐÂâ ÔËÏÏÇÕÓËâ o ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÄÔÇÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÍ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÑÕÓÂÉÂ-
ÇÕÔâ ÕÓÇÏâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË: ÒÇÓÄÞÏ Ë ÄÕÑÓÞÏ ËÊ (10) Ë
ÄÕÑÓÞÏ ËÊ (22). ¬ÂÉÆÑÇ ËÊ ÐËØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÌ Ë
ÕÑÌ ÉÇ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ o�a; b�, ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑ ÊÂÄËÔâ-
ÜÇÌ ÑÕ ÆÄÖØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ-ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ:

o�a; b� � 2 arctan

���ab���
�a 0 � 1��b 0 � 1� � ab

;

a 0 �
��������������
a 2 � 1

p
; b 0 �

��������������
b 2 � 1

p
:

�23�

´ÑÅÆÂ ÔËÏÏÇÕÓËá ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÙÇÒÑÚÍÑÌ ÕÓÇØ
ÓÂÄÇÐÔÕÄ:

o�u; u1� � o�u2;ÿu1� � o�u 00;ÿu� � o�u1; u� : �24�

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÇÓÄÑÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËá ÒÓÂÄËÎÂ ÔÎÑÉÇÐËâ (4) ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË
u1 $ ÿu1, u$ u2, ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÌ ÒÓâÏÑÇ Ë ÑÃÓÂÕÐÑÇ
ÎÑÓÇÐÙ-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕâÏË�u1. £ÕÑÓÑÇ ÑÕÓÂ-
ÉÂÇÕ ÔËÏÏÇÕÓËá ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË u1$ u,
u2 $ u 00, ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÌ ÒÓÂÄËÎÂ ÔÎÑÉÇÐËâ (4) Ë (16).
¯ÂÍÑÐÇÙ, ÕÓÇÕßÇ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÔËÏÏÇÕÓËá ÒÓÂÄËÎÂ ÔÎÑÉÇ-
ÐËâ (16) ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË u$ ÿu, u 00 $ u1, Õ.Ç.
ÒÓâÏÑÅÑ Ë ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÎÑÓÇÐÙ-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕâÏË �u. °ÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ àÕÂ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂ ÄÑÊÄÓÂÜÂÇÕ
ÐÂÔ Í ËÔØÑÆÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ô ÒÇÓÇÔÕÂÄÎÇÐÐÞÏË ÂÓÅÖÏÇÐ-
ÕÂÏË, ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂâ ÇÇ ÔËÏÏÇÕÓËá.

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂÏË ×ÖÐÍÙËË
o Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÂØ (24) ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß
Ë ÔÍÑÓÑÔÕß ÃÖÔÕÂ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËÇ ÕÑÏÖ ËÎË ÆÓÖÅÑÏÖ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÖ ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

´Ö ÉÇ ×ÖÐÍÙËá o�a; b� ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ
×ÖÐÍÙËá

o�a; b; z� � 2 arctan
ab sin z

�a 0 � 1��b 0 � 1� � ab cos z
; �25�

ÕÓÇØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ì ÂÃÔÑÎáÕÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ a, b ÆÄÖØ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë ÖÅÎÂ z ÏÇÉÆÖ ÐËÏË, ÄÐÇÛÐÇÅÑ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖáÜÇÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÇÔÎË ÑÆÐÂ
ËÊ a, b ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÂÍÕËÄÐÂ, Ë ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ, ÇÔÎË ÑÃÇ a, b
ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÂÔÔËÄÐÞ. ´ÂÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÂÔß ÂÄÕÑ-
ÓÑÏ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (36) ë (38) ÓÂÃÑÕÞ [7]. ´ÓË ÚÎÇÐÂ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (24) ÊÂÒËÛÖÕÔâ ÚÇÓÇÊ àÕÖ ×ÖÐÍÙËá Ä ÄËÆÇ

o�u; u1� � o�u; u1; y� ; �26�
o�u2;ÿu1� � o�u1; u2; y 0� ; �27�
o�u 00;ÿu� � o�u2; u; pÿ d� ; u 00 � u2 ; �28�

ÅÆÇ y, y 0 Ë pÿ d ì ÄÐÇÛÐËÇ ÖÅÎÞ ÆÄÖØ ÇÄÍÎËÆÑÄÞØ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÄ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (ÔÏ. ÓËÔ. 1). ³ÂÏÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
(24) ÒÇÓÇÒËÛÇÕÔâ ÕÇÒÇÓß Ä ÄËÆÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÒÓÂÄÞØ ÚÂÔÕÇÌ
×ÑÓÏÖÎ (26) ë (28).
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£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÖÆÑÃÐÇÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÄÏÇÔÕÑ
ÄÐÇÛÐËØ ÖÅÎÑÄ y, y 0, pÿ d ÔÏÇÉÐÞÇ Ô ÐËÏË ÄÐÖÕÓÇÐÐËÇ
ÖÅÎÞ pÿ y, pÿ y 0, d ÕÇØ ÉÇ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÄ. ´ÑÅÆÂ,
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÄ ×ÖÐÍÙËá o�a; b; z� ÚÇÓÇÊ "ÆÓÖÅÖá" ×ÖÐÍÙËá
f �a; b; pÿ z�, ÊÂÄËÔâÜÖá ÑÕ ÖÅÎÂ, ÔÏÇÉÐÑÅÑ Ô z:

o�a; b; z� � f �a; b; pÿ z� �

� 2 arctan
ab sin �pÿ z�

�a 0 � 1��b 0 � 1� ÿ ab cos �pÿ z� ; �29�

ÕÓÇØÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ÔËÏÏÇÕÓËá (24) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄËÕß ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ ÕÓÇØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÆÎâ ÖÅÎÂ o:

o � f �u; u1; pÿ y� � f �u1; u2; pÿ y 0� � f �u2; u; d� : �30�

¬ÂÉÆÑÇ ËÊ àÕËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÓÇÏâ ÐÇÊÂÄË-
ÔËÏÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ì ÂÃÔÑÎáÕÐÞÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË
ÒÂÔÔËÄÐÑÌ Ë ÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏ ÖÅÎÑÏ
ÏÇÉÆÖ ÐËÏË, Õ.Ç. ÔËÔÕÇÏÑÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÆÄÖØ ÇÄÍÎËÆÑÄÞØ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÄ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (4) Ë (16). ³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÕÑ, ÚÕÑ
ÍÂÉÆÂâ ÕÓÑÌÍÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ×ÖÐÍÙËá f Ä
(30), ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÆÄÖØ ÆÓÖÅËØ
ÕÓÑÇÍ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÕÓÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (34), (35), ÒÓËÄÇÆÇÐ-
ÐÞÏ ÐËÉÇ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ f ÑÕ ÕÇØ ÉÇ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ, ÚÕÑ Ë Ä
(30), ÖÉÇ ×ËÅÖÓËÓÑÄÂÎÂ Ä ÆÄÖØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(11) Ë Ä (12) Ä ÄËÆÇ tan � f=2�. ´ÓÇÕßÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÖÅÎÂ o
Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (11), ÊÂÒËÔÂÐÐÑÇ ÍÂÍ o�u2; u; #�, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (12) Ë (29) ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÑ Ä

o�u2; u; #� � o�u2; u; pÿ d� � f �u2; u; d� ; d � #ÿ o :

�31�

¯ÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ ÊÆÇÔß âÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓÄÑÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ. ±Ñ
ÔÖÜÇÔÕÄÖ, àÕÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË
o. °ÐÑ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÒÂÔÔËÄÐÞÏË ÔÍÑÓÑ-
ÔÕâÏË Ë ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏ ÖÅÎÑÏ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË Ä ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÇ
ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (4) Ë ÒÂÔÔËÄÐÑÌ Ë ÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕâÏË Ë ÄÐÇÛÐËÏ ÖÅÎÑÏ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË Ä ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÇ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (16).

6. ´ÇÑÓÇÏÞ ÔËÐÖÔÑÄ Ë ÍÑÔËÐÖÔÑÄ Ä ÅÇÑÏÇÕÓËË
ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÄ ÐÂ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ

±ÑÆ ÊÐÂÍÑÏ arctan Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (10), (22) Ä ÚËÔÎËÕÇÎâØ
ÔÕÑâÕ ÆÎËÐÞ ÓÂÄÐÞØ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ ÄÇÍÕÑÓÑÄ

�uu1� � �u2u1� � �uu2�C1 � �uu 00� � �u 00u1�C ; �32�

Â Ä ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎâØ ì ÓÂÄÐÞÇ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ ÄÇÎËÚËÐÞ

�g� 1��g1 � 1� � uu1 � �g2 � 1��g1 � 1� ÿ u2u1 �
� C1

ÿ�g� 1��g2 � 1� � uu2
� � �g 00 � 1��g� 1� ÿ u 00u �

� C
ÿ�g 00 � 1��g1 � 1� � u 00u1

�
; �33�

ÅÆÇ u, u2 ÔÄâÊÂÐÞ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ÔÑ
ÔÍÑÓÑÔÕßá u1 (ÔÏ. (4)), Â u1, u 00 ì ÎÑÓÇÐÙÇÄÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÇÏ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá u (ÔÏ. (16)).

²ÂÄÇÐÔÕÄÑ ÆÎËÐ ÄÇÍÕÑÓÑÄ, ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ C1, C Ä (32),
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ Ä ÄËÆÇ

u

sin �pÿ y 0� �
u1
sin d

� u2 � u 00

sin �pÿ y� : �34�

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÄÇÎËÚËÐÞ, ×ËÅÖÓËÓÖáÜËÇ Ä (33), ÔÖÕß
ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÔÖÏÏÞ 1� g� g1 � g2, g2 � g 00,
ÚÇÓÇÊ ÆÎËÐÞ ÆÄÖØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ Ë ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË; ÒÑàÕÑÏÖ
ËÊ (33), Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÎÇÆÖáÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

g � g1g2 ÿ u1u2 ; g1 � gg 00 ÿ uu 00 ; g2 � g 00 � gg1 � uu1 :

�35�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ u, u1, u2, u 00 ì ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕË
4-ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, Â g, g1, g2 � g 00ìËØ ÄÓÇÏÇÐÐ�yÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ,
ÕÑ àÕË ÄÇÎËÚËÐÞ ÏÑÉÐÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÕß ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔ-
ÍËÏË ÖÅÎÂÏË a, a1, a2, ÕÂÍ ÚÕÑ

u � sinh a ; g � cosh a ; u1 � sinh a1 ; g1 � cosh a1 ;

u2 � u 00 � sinh a2 ; g2 � g 00 � cosh a2 : �36�

´ÑÅÆÂ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (34) ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ×ÑÓÏÖ "ÕÇÑÓÇÏÞ
ÔËÐÖÔÑÄ" ÆÎâ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË
­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ (ÅÇÑÏÇÕÓËË ÐÂ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ):

sinh a
sin �pÿ y 0� �

sinh a1
sin d

� sinh a2
sin �pÿ y� ; �37�

Â ÕÓË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (35) ì ×ÑÓÏÖ "ÕÇÑÓÇÏÞ ÍÑÔËÐÖÔÑÄ"
àÕÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË:

cosh a � cosh a1 cosh a2 ÿ sinh a1 sinh a2 cos �pÿ y 0� ;
cosh a1 � cosh a2 cosh aÿ sinh a2 sinh a cos d ; �38�
cosh a2 � cosh a cosh a1 ÿ sinh a sinh a1 cos �pÿ y� :

¿ÕË ÆÄÇ ÕÇÑÓÇÏÞ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÌ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ Ô
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÇÅÑ ÆÄËÉÇÐËÌ ÍÂÍ ÙÇÎÑÅÑ ÒÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
(Õ.Ç. ÃÇÊ ÓÂÊÓÞÄÑÄ Ë ÔÍÎÂÆÑÍ Ë Ô ÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ ÆÎËÐ Ë
ÖÅÎÑÄ).

7. ±ÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÂ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ

±ÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÂ, ËÎË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ¢ÇÎßÕÓÂÏË,ì àÕÑ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐ-
ÐÂâ ÄÓÂÜÇÐËÇÏ ÒÎÑÔÍÑÌ ÍÓËÄÑÌ ì ÕÓÂÍÕÓËÔÞ ÄÑÍÓÖÅ ÇÇ
ÂÔËÏÒÕÑÕÞ. £ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß, ÕÓÂÍÕÓËÔÂ ì àÕÑ ÍÓËÄÂâ,
ËÏÇáÜÂâ ÂÔËÏÒÕÑÕÖ Ë ÕÑÚÍÖ ÄÑÊÄÓÂÕÂ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖá-
ÜÂâÔâ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÑÕÓÇÊÑÍ ÇÇ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÌ ÑÕ ÕÑÚÍË ÍÂÔÂÐËâ
ÆÑ ÕÑÚÍË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ Ô ÂÔËÏÒÕÑÕÑÌ ËÏÇÇÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÖá
ÆÎËÐÖ, ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÐÖá ÐÂ ÓËÔ. 2 Ë ÐËÉÇ ÃÖÍÄÑÌ a.

£ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ z; r;j ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ Ô ÑÔßá ÄÓÂÜÇÐËâ ÄÆÑÎß z ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÊÂÒËÔÂÐÑ Ä ÄËÆÇ

z � �
�
a ln

a�
����������������
a 2 ÿ r 2

p
r

ÿ
����������������
a 2 ÿ r 2

p �
;

0 < r4 a ; ÿp < j4 p : �39�

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ j Ë ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÏ r
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÏÇÓËÆËÂÐÞ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ ì ÕÓÂÍÕÓËÔÞ,
âÄÎâáÜËÇÔâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏË, Â ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ r Ë
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÏ j ì ÒÂÓÂÎÎÇÎË ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ ì ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË
(ÓËÔ. 3). ¤ÂÖÔÔÑÄÂ ÍÓËÄËÊÐÂ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ ÓÂÄÐÂ ÿ1=a 2.
±ÎÑÜÂÆß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ Ë ÑÃÝÇÏ, ÑÅÓÂÐËÚÇÐ-
ÐÞÌ Çá, ÓÂÄÐÞ 4pa 2 Ë �2=3�pa 3 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. £
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÏÞ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß ÄÇÓØÐáá ÒÑÎÑÄËÐÖ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ z > 0.
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±ÎÑÜÂÆß àÕÑÌ ÄÑÓÑÐÍË ¢ÇÎßÕÓÂÏË Ë ÑÃÝÇÏ Çá ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐÐÞÌ ÓÂÄÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ 2pa 2 Ë �1=3�pa 3.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (39) ÆÎâ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß
ÕÂÍÉÇ Ä ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÄËÆÇ

x � a sin u cosj ; y � a sin u sinj ;

z � a

�
ln cot

u

2
ÿ cos u

�
; 0 < u < p ; ÿp < j4 p ;

�40�
ÇÔÎË ÓÂÆËÖÔ ÛËÓÑÕÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ×ÑÓÏÖ-
ÎÑÌ r � a sin u, ÅÆÇ 0 < u < p. ´ÑÅÆÂ ÄÇÓØÐââ Ë ÐËÉÐââ
ÄÑÓÑÐÍË ¢ÇÎßÕÓÂÏË, ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÖ, ÑÕÄÇ-
ÚÂáÕ ÊÐÂÚÇÐËâÏ u ËÊ ËÐÕÇÓÄÂÎÑÄ 0 < u4 p=2 Ë
p=24 u < p, Â ËØ ÑÃÜÂâ ÛËÓÑÕÐÂâ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß r � a
(ÓÇÃÓÑ ÄÑÊÄÓÂÕÂ) ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËá u � p=2. ·ÑÕâ ÄÔÇ
×ÖÐÍÙËË (40), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß, Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÊÂÆÂÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ u;j (Ë ÆÂÉÇ Ä ÓÂÔÛËÓÇÐÐÑÌ ÆÎâ j
ÑÃÎÂÔÕË ÿ1 < j <1) âÄÎâáÕÔâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏË,
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÐÇ ÓÇÅÖÎâÓÐÂ Ä ÕÑÚÍÂØ ÓÇÃÓÂ ÄÑÊÄÓÂÕÂ, ÇÇ
ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ÒÓÑÆÑÎÉËÕß ÊÂ ÓÇÃÓÑ ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ Ô
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË.

¦ÔÎË ÐÂ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ Ô ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÍÓËÄËÊÐÑÌ K �
� ÿ1=a2 ÄÞÃÓÂÕß ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÌ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍ (Õ.Ç. ÕÓÇ-
ÖÅÑÎßÐËÍ, ÔÕÑÓÑÐÞ ÍÑÕÑÓÑÅÑ âÄÎâáÕÔâ ÑÕÓÇÊÍÂÏË ÅÇÑ-
ÆÇÊËÚÇÔÍËØ) Ô ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏË ÖÅÎÂÏË A � pÿ y 0, A1 � d,
A2 � pÿ y, ÕÑ ÒÓÑÕËÄÑÎÇÉÂÜËÇ ËÏ ÔÕÑÓÑÐÞ ÃÖÆÖÕ
ËÏÇÕß ÆÎËÐÞ aa, a1a, a2a, ÅÆÇ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÇ ÖÅÎÞ a, a1,
a2 Ë ÖÅÎÞA,A1,A2 ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÕÇÑÓÇÏÂÏ (37), (38) (ÔÏ.
ÓËÔ. 3).

±ÓË ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËË ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
u1 � �u2 ÿ u�C1 ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ ÄÐÖÕÓÇÐÐËÇ
ÖÅÎÞ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ pÿ y, pÿ y 0, ÒÓÑÕËÄÑÎÇÉÂÜËÇ ÇÅÑ
ÒÂÔÔËÄÐÞÏ ÔÕÑÓÑÐÂÏ u2, u, Ë ÆÎËÐÞ àÕËØ ÔÕÑÓÑÐ,

ËÊÏÇÓâÇÏÞÇ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÏË ÖÅÎÂÏË a2, a, ÔÑØÓÂ-
ÐâáÕÔâ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÐË ÃÇÊ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÕÓÂÐÔ-
×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ Ä ÖÅÎÞ A2 � pÿ y, A � pÿ y 0 Ë ÒÓÑÕËÄÑ-
ÎÇÉÂÜËÇ ËÏ ÔÕÑÓÑÐÞ a2a, aa ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎß-
ÐËÍÂ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÖÅÑÎ #,
ÒÓÑÕËÄÑÎÇÉÂÜËÌ ÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÇ u1=C1 ÇÄÍÎËÆÑÄÂ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ, Ë ÆÎËÐÂ àÕÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ ÐÇ ÔÑØÓÂÐâáÕÔâ.
°ÐË ÒÓÇÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÖÅÑÎ A1 � d �
� #ÿ o Ë ÆÎËÐÖ a1a ÒÓÑÕËÄÑÎÇÉÂÜÇÌ ÇÏÖ ÔÕÑÓÑÐÞ
ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÇÄÍÎËÆÑÄ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ u � �u 00 ÿ u1�C ÑÕÑÃÓÂÉÂÇÕÔâ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÒÔÇÄÆÑ-
Ô×ÇÓÞ ÕÂÍ, ÚÕÑ ÇÅÑ ÄÐÖÕÓÇÐÐËÇ ÖÅÎÞ pÿ y, d, ÒÓÑÕËÄÑÎÇ-
ÉÂÜËÇ ÒÂÔÔËÄÐÞÏ ÔÕÑÓÑÐÂÏ u 00, u1, Ë ÆÎËÐÞ àÕËØ ÔÕÑÓÑÐ,
ËÊÏÇÓâÇÏÞÇ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÏË ÖÅÎÂÏË a2, a1, ÃÇÊ ËÊÏÇÐÇ-
ÐËâ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ Ä ÖÅÎÞ A2 � pÿ y, A1 � d Ë
ÒÓÑÕËÄÑÎÇÉÂÜËÇ ËÏ ÔÕÑÓÑÐÞ a2a, a1a ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ. ¯Ñ ÖÅÑÎ yÿ d, ÒÓÑÕËÄÑÎÇÉÂÜËÌ ÂÍÕËÄÐÑÌ
ÔÕÑÓÑÐÇ u=C àÕÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ, Ë ÇÇ ÆÎËÐÂ ÐÇ ÔÑØÓÂ-
ÐâáÕÔâ, Â ÒÓÇÑÃÓÂÊÖáÕÔâ Ä ÖÅÑÎ A � yÿ dÿ o � pÿ y 0 Ë
ÆÎËÐÖ aa ÒÓÑÕËÄÑÎÇÉÂÜÇÌ ÇÏÖ ÔÕÑÓÑÐÞ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÄÂ ÇÄÍÎËÆÑÄÞØ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕÇÌ ÑÕÑÃÓÂÉÂáÕÔâ Ä ÑÆËÐ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÌ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍ
ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ Ô ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏË ÖÅÎÂÏË
A2 � pÿ y, A1 � d, A � pÿ y 0 Ë ÆÎËÐÂÏË a2a, a1a, aa

2

z

1

0

ÿ1

ÿ2

1

a

a

r

²ËÔ. 2. ´ÓÂÍÕÓËÔÂ, ÒÂÓÂÏÇÕÓ a � 1.

A

A1

a2a

a1a

aa

A2

²ËÔ. 3. ±ÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÂ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ô ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÏ AA1A2.
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ÒÓÑÕËÄÑÎÇÉÂÜËØ ËÏ ÔÕÑÓÑÐ. ¿ÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓâÏÞÏ
ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÖÅÎÞ Ë ÔÍÑÓÑÔÕË ÆÄÖØ ÇÄÍÎËÆÑÄÞØ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÄ, ÓÂÊÎËÚÂáÜËØÔâ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÑÌ ÔÍÎÂÆÞ-
ÄÂÇÏÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u1 $ u, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÕÇÑÓÇÏÂÏ
ÔËÐÖÔÑÄ (37) Ë ÍÑÔËÐÖÔÑÄ (38) ÅÇÑÏÇÕÓËË ÐÂ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ.

£ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÐÂ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÒÎÑ-
ÜÂÆß S ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ
ÆÇ×ÇÍÕÖ ÔÖÏÏÞ ÇÅÑ ÖÅÎÑÄ [8]:

S � a 2�pÿ Aÿ A1 ÿ A2� : �41�

´ÂÍ ÍÂÍ ÔÖÏÏÂ ÖÅÎÑÄ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
u1 � �u2 ÿ u�C1 ÓÂÄÐÂ p, pÿ y� pÿ y 0 � # � p, ÕÑ ÆÇ×ÇÍÕ
ÔÖÏÏÞ ÖÅÎÑÄ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÒÑÎÑÉËÕÇÎÇÐ
Ë ÓÂÄÇÐ

pÿ Aÿ A1 ÿ A2 � pÿ �pÿ y 0� ÿ dÿ �pÿ y� � #ÿ d � o ;

�42�

Õ.Ç. ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÅÎÑÏ o ÏÇÉÆÖ ÄÇÍÕÑÓÂÏË u2 Ë u 00 (ÔÏ.
ÓËÔ. 1), ÄÑÊÐËÍÛËÏ ËÊ-ÊÂ ÐÇÔËÏÏÇÕÓËË ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ
ÊÂÍÑÐÂ ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u Ë u1 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËØ
ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË,

u2 � u� u1
C1

; u 00 � u1 � u

C
; �43�

ËÎË, ÇÔÎË ÖÅÑÆÐÑ, ËÊ-ÊÂ ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÑÔÕË ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ
ÃÖÔÕÑÄ Ô ÐÇÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÞÏË ÔÍÑÓÑÔÕâÏË.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÅÑÎ o, ÑÕÓÂÉÂáÜËÌ ÂÔËÏÏÇÕÓËá
ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÐÂ ÇÄÍÎËÆÑ-
ÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÆÇ×ÇÍÕÑÏ
ÔÖÏÏÞ ÖÅÎÑÄ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÐÂ ÒÔÇÄÆÑ-
Ô×ÇÓÇ.

8. ±ÎÑÜÂÆß ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ
ÐÂ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ

£ "­ÇÍÙËâØ ÒÑ ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË" ­ÑÅÖÐÑÄÂ [9]
ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÆÓÖÅÂâ ÄÂÉÐÂâ ÕÓÇØÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ
ÆÎâ ÒÎÑÜÂÆË S ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ­ÑÃÂÚÇÄ-
ÔÍÑÅÑ, Õ.Ç. ÒÎÑÜÂÆË ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ Ô ÍÓËÄËÊÐÑÌ ÿ1=a 2. £ ÐÂÛËØ
ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ ÇÇ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

sin
S

2a 2
� sinh �a1=2� sinh �a2=2� sinA

cosh �a=2� : �44�

¥ÄÇ ÆÓÖÅËØ ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ S ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÑÕÔáÆÂ ÙËÍÎË-
ÚÇÔÍÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÑÌ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËØ ÖÅÎÑÄ a, a1, a2 Ë
ÖÅÎÑÄ A, A1, A2. °ÆÐÂÍÑ àÕË ×ÑÓÏÖÎÞ ÄÞÓÂÉÂáÕ S=a 2

ÚÇÓÇÊ ÚÇÕÞÓÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ, ØÑÕâ Ä ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ËÊ ÐËØ
ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ ÕÑÎßÍÑ ÕÓË. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÇ
ÖÅÎÞ ×ËÅÖÓËÓÖáÕ Ä ÐËØ Ä ÄËÆÇ ÒÑÎÑÄËÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ, ÚÕÑ
ÐÇÖÆÑÃÐÑ ÆÎâ ÔÄâÊË ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕâÏË (ÔÏ. (36)).

´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ, ËÔÒÑÎßÊÖâ (44), ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ

cos
S

2a 2
�

� 1

cosh �a=2�
�
cosh

a1
2

cosh
a2
2
ÿ sinh

a1
2

sinh
a2
2

cosA

�
;

�45�

ÕÂÍÉÇ ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÇ ÚÇÕÞÓÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ, Â ÊÂÕÇÏ Ë ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ ÆÎâ

tan
S

2a 2
�

� sinh �a1=2� sinh �a2=2� sinA
cosh �a1=2� cosh �a2=2� ÿ sinh �a1=2� sinh �a2=2� cosA ;

�46�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÖÉÇ ÕÑÎßÍÑ ÕÓË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ. ¹ÕÑÃÞ
ÒÇÓÇÌÕË ÕÇÒÇÓß ÑÕ ÒÑÎÑÄËÐÐÞØ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËØ ÖÅÎÑÄ Í
ÔÂÏËÏ ÖÅÎÂÏ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÏÐÑÉËÕß ÚËÔÎËÕÇÎß Ë ÊÐÂÏÇ-
ÐÂÕÇÎß ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÐÂ 4 cosh �a1=2� cosh �a2=2�
Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÖÆÄÑÇÐËâ ÖÅÎÑÄ.
´ÑÅÆÂ ÒÑÎÖÚËÏ

tan
S

2a 2
� sinh a1 sinh a2 sinA
�cosh a1 � 1��cosh a2 � 1� ÿ sinh a1sinh a2 cosA

:

�47�

¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ë ÆÄÂ ÆÓÖÅËØ, ÒÑÎÖÚÂáÜËØÔâ ËÊ ÐÇÅÑ
ÙËÍÎËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÏÇÐÑÌ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËØ Ë ÑÃÞÚÐÑÅÑ ÖÅ-
ÎÑÄ, ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÒÇÓÄÞÏË ÆÄÖÏâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË ÆÎâ
tan �o=2� Ä (11) Ë ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (12), ÇÔÎË ÖÚÇÔÕß ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓËÊÂÙËá (36) ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ 4-ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÏË
ÖÅÎÂÏË. ²ÂÄÇÐÔÕÄÑ S=a 2 � o ÒÎÑÜÂÆË ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÖÅÎÖ o ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ×ÑÓÏÖ-
ÎÑÌ (30).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÊ ÕÓÇØ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ Ä ÓÂÃÑÕÇ [7]
ÕÓÇØÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÖÅÎÂ o (ÖÅÎÂ ÒÑÄÑ-
ÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ ÒÓË ÐÇÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÞØ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐËâØ) ÆÄÂ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÆÄÖÏâ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËâÏË ÆÎâ ÒÎÑÜÂÆË S=a 2 ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ, Â ÕÓÇÕßÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÔÑÄÒÂ-
ÆÂÇÕ Ô ÕÓÇÕßËÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ ÆÎâ S=a 2 ÒÑÔÎÇ ÒÓÑÄÇÆÇ-
ÐËâ ÔÆÇÎÂÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÑÕ ÖÅÎÂ # Í ÖÅÎÖ
d � #ÿ o. £ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ, ËÏÇÐÐÑ ÕÓÇÕßÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ä
(11) ÄÞÆÇÎÇÐÑ ÔÄÑÇÌ ÂÔËÏÏÇÕÓËÇÌ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í
ÒÇÓÄÞÏ ÆÄÖÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÐÑ ÔÑÆÇÓÉËÕ
ÖÅÑÎ #, ÒÓÑÕËÄÑÎÇÉÂÜËÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÃÖÔÕÂ ì
ËÔÕÑÚÐËÍÖ ÂÔËÏÏÇÕÓËË Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÇ ÔÎÑ-
ÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (ÔÏ. ÓËÔ. 1). ¯Ë ÑÆËÐ ËÊ ÖÅÎÑÄ ÅÇÑÆÇÊË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÐÇ ËÏÇÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÏÞÔÎÂ ÖÅÎÂ
# ì ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ÚÂÔÕËÙÞ ÒÓË ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÏ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá, ÐÇÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÚÂÔÕËÙÞ. ±ÑàÕÑÏÖ ËÏÇÐÐÑ àÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÑÕÄÇÚÂÇÕ
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÐÂ ÐÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÔÄâÊË
ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÖÅÎÑÏ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÇÇ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÓË ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ.

°ÕÏÇÕËÏ ÆÄÂ ÄÂÉÐÞØ ÚÂÔÕÐÞØ ÔÎÖÚÂâ, ÔÎÇÆÖáÜËØ ËÊ
ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ.

1. ¢ÖÔÕ ÏÇÐâÇÕ ÔÍÑÓÑÔÕß ÚÂÔÕËÙÞ ÕÑÎßÍÑ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËá. ´ÑÅÆÂ u � u2 Ë

o � 2 arctan
sin#

�g� 1�=�gÿ 1� � cos#
: �48�

¦ÔÎË ÒÓË àÕÑÏ ÖÅÑÎ # ÏÂÎ, ÕÑ

o �
�
1ÿ 1

g

�
# : �49�

2. ³ÍÑÓÑÔÕß ÚÂÔÕËÙÞ ÏÂÎÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÔÄÇÕÂ. ´ÑÅÆÂ u � u2 � g � g2 4 1 Ë ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ÄÇÎË-
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ÚËÐÞ ÖÅÎÂ #

o � 2 arctan
sin#

1� cos#
� # ; �50�

Õ.Ç. ÔÒËÐ ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÕÑÕ ÉÇ ÖÅÑÎ, ÚÕÑ Ë ÔÍÑÓÑÔÕß
ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ.

9. ±ÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÂ
Ä ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ

£ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÆÄÖÏÇÓÐÂâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß Ô×ÇÓÞ ÓÂÆËÖÔÂ a Ô ÙÇÐÕÓÑÏ Ä ÐÂÚÂÎÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

x 2 � y 2 � z 2 � a 2 : �51�

£ ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÒÇÓÇØÑÆ Í ÍÑÕÑÓÑÏÖ
ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÊÂÏÇÐÑÌ z! it, àÕÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÖÇÕÔâ Ä ÑÆÐÑÒÑÎÑÔÕÐÞÌ ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆ

x 2 � y 2 ÿ t 2 � a 2 ; �52�

ÍÑÕÑÓÞÌ ËÐÑÅÆÂ ÐÂÊÞÄÂáÕ Ô×ÇÓÑÌ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÅÑ
ÓÂÆËÖÔÂ Ä ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ [10].

¦ÔÎË ÓÂÆËÖÔ a ÔÆÇÎÂÕß ÚËÔÕÑ ÏÐËÏÞÏ: a! ia, ÕÑ
ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

x 2 � y 2 ÿ t 2 � ÿa 2 ; �53�

ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ Ô×ÇÓÖ ÏÐËÏÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ Ä ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑ-
ÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ¦Ç ÐÂÊÞÄÂáÕ ÕÂÍÉÇ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÑÌ
ÓÂÆËÖÔÂ a Ä ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ R3

1 (ÔÏ.
[11]). µÓÂÄÐÇÐËÇ (53), ÊÂÒËÔÂÐÐÑÇ Ä ÃÑÎÇÇ ÒÓËÄÞÚÐÑÏ ÄËÆÇ

t 2 � a 2 � x 2 � y 2 ; �54�

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÆÄÖÒÑÎÑÔÕÐÞÌ ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆ Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (ÓËÔ. 4).

¦ÔÎË ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÑÃÞÚÐÑÌ Ô×ÇÓÞ (51) ÄÞÆÇÎËÕß
ÆÄÇ ÕÑÚÍË A1, A2 Ë ÔÑÇÆËÐËÕß ËØ ÑÕÓÇÊÍÑÏ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ
(ÆÖÅÑÌ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÍÓÖÅÂ), ÕÑ ÇÅÑ ÆÎËÐÂ s, ÓÂÆËÖÔ Ô×ÇÓÞ a Ë
ÖÅÑÎ a ÏÇÉÆÖ ÓÂÆËÖÔÂÏË-ÄÇÍÕÑÓÂÏË r1, r2, ÒÓÑÄÇÆÇÐÐÞÏË
ËÊ ÙÇÐÕÓÂ x � y � z � 0 Ô×ÇÓÞ Í àÕËÏ ÕÑÚÍÂÏ, ÃÖÆÖÕ

ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

a � s

a
; cos a � r1r2�����

r 21

q �����
r 22

q � r1r2
a 2
� x1x2 � y1y2 � z1z2

a 2
:

�55�

±ÇÓÇØÑÆâ ÕÇÒÇÓß Í ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ,
z1z2 ! ÿt1t2, Ë Ô×ÇÓÇ ÏÐËÏÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ, a! ia, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÄÏÇÔÕÑ (55):

a! ÿi s
a
� ÿia ;

�56�
cos a! cosh a � t1t2 ÿ x1x2 ÿ y1y2

a 2
� g1g2 ÿ u1u2 :

¿ÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÍÓÂÕÚÂÌÛÇÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ sÏÇÉÆÖ
ÕÑÚÍÂÏË A1, A2 ÐÂ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ Ä ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä (56) ÔÄâÊÞÄÂÇÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
ÕÑÚÇÍ A1, A2 ÐÂ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Ô ÃÇÊÓÂÊ-
ÏÇÓÐÞÏË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË 4-ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ:

u1x � x1
a
; u1y � y1

a
; g1 �

t1
a
; �57�

Ë ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÆÎâ �u2; g2�.
¦ÔÎË ÔÑÄÏÇÔÕËÕß ÕÑÚÍÖ A2 Ô "ÔÇÄÇÓÐÞÏ ÒÑÎáÔÑÏ"

ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ N �x � y � 0; t � a�, ÕÑ ËÊ (56) ÒÑÎÖÚÂÇÏ

cosh a1 � g1 ; u1 � e1 sinh a1 ; e 21 � 1 : �58�

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ, ÔÑÄÏÇÜÂâ A1 Ô ÒÑÎáÔÑÏ N, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊ
(56)

cosh a2 � g2 ; u2 � e2 sinh a2 ; e 22 � 1 : �59�

£ÇÍÕÑÓÞ e1, e2 ËÏÇáÕ ÇÆËÐËÚÐÖá ÆÎËÐÖ Ë ÎÇÉÂÕ Ä
ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÌ Í ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ Ä
ÕÑÚÍÇ N. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÕÑÚÇÍ A1, A2 ÑÕ
"ÔÇÄÇÓÐÑÅÑ ÒÑÎáÔÂ" N ÓÂÄÐÞ s1 � a1a, s2 � a2a, Â ËØ
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÓÂÄÐÑ s � aa.

±ÑÏÇÜÂâ Ä ÕÑÚÍÖ ÒÑÎáÔÂ N ÄÇÓÛËÐÖ A ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ
AA1A2 ÐÂ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ Ë ÑÃÑÊÐÂÚÂâ ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÄÇÍÕÑ-
ÓÂÏË e1, e2 ÃÖÍÄÑÌ A, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊ (56) Ë (58), (59)

cosh a � cosh a1 cosh a2 ÿ sinh a1 sinh a2 cosA : �60�

¿ÕÑ ÒÇÓÄÂâ ÔÕÓÑÚÍÂ "ÕÇÑÓÇÏÞ ÍÑÔËÐÖÔÑÄ" ÆÎâ ÕÓÇÖÅÑÎß-
ÐËÍÂ AA1A2 ÐÂ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ.

±ÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ (ÒÑÎÑ-
ÉËÕÇÎßÐÑÌ ËÎË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ) ÑÃÎÂÆÂáÕ ÄÂÉÐÞÏ ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÑÏ. ±ÓË ÆÄËÉÇÐËË ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ×ËÅÖÓÞ, ÙÇÎËÍÑÏ
ÎÇÉÂÜÇÌ ÐÂ ÕÂÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ
AA1A2, ÔÑØÓÂÐâáÕÔâ ÆÎËÐÞ ÄÔÇØ ÎËÐËÌ Ë ÄÇÎËÚËÐÞ ÄÔÇØ
ÖÅÎÑÄ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÇ ËÊÅËÃÂÐËÇ ÒÇÓÇÆÄËÅÂÇÏÑÌ
×ËÅÖÓÞ.

±ÇÓÇÆÄËÅÂâ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍ AA1A2 ÒÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÔÇÄ-
ÆÑÔ×ÇÓÞ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ Ä ÇÇ ÔÇÄÇÓÐÑÏ ÒÑÎáÔÇ x � y � 0, t � a
ÄÏÇÔÕÑ ÄÇÓÛËÐÞ A ÑÍÂÊÂÎÂÔß ÄÇÓÛËÐÂ A1, ÒÑÎÖÚËÏ
ÄÕÑÓÖá ÔÕÓÑÚÍÖ ÕÇÑÓÇÏÞ ÍÑÔËÐÖÔÑÄ:

cosh a1 � cosh a2 cosh aÿ sinh a2 sinh a cosA1 : �61�

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ, ÒÇÓÇÏÇÜÂâ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍ AA1A2 ÕÂÍ,
ÚÕÑÃÞ Ä ÔÇÄÇÓÐÞÌ ÒÑÎáÔ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ ÒÑÒÂÎÂ ÄÇÓÛËÐÂ

5
t
4

3

2

1

0

ÿ5
0x

5 ÿ4 ÿ2 0

0

2 4 y
x1; y1

x2; y2

a

A

A1

s2
s

s1

A2

²ËÔ. 4. ³ÇÄÇÓÐÂâ ÒÑÎÑÔÕß t �
���������������������������
a 2 � x 2 � y 2

p
ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ Ä ÒÔÇÄÆÑ-

ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ô ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÏ AA1A2.
£ÇÓÛËÐÂ A ÔÑÄÏÇÜÇÐÂ Ô ÒÑÎáÔÑÏ x � y � 0, t � a. µÅÎÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÞ
ÕÇÏËÉÇ ÃÖÍÄÂÏË, ÚÕÑ Ë ÄÇÓÛËÐÞ, s, s1, s2 ìÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓËÚÇÔÍËÇ ÆÎËÐÞ
ÆÖÅ. ±ÂÓÂÏÇÕÓ a � 1.
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A2, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÕÓÇÕßá ÔÕÓÑÚÍÖ ÕÇÑÓÇÏÞ:

cosh a2 � cosh a cosh a1 ÿ sinh a sinh a1 cosA2 : �62�
³ ÒÑÏÑÜßá ÕÇÑÓÇÏÞ ÍÑÔËÐÖÔÑÄ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß Ë

ÕÇÑÓÇÏÖ ÔËÐÖÔÑÄ (37). £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÆÎâ cosA
×ÑÓÏÖÎÖ (60), ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÑÕÐÑÛÇÐËÇ sinA=sinh a
Ä ÄËÆÇ

sinA

sinh a
�

����������������������
1ÿ cos2 A
p

sinh a
�

�
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
1� 2 cosh a cosh a1 cosh a2ÿ cosh2 aÿ cosh2 a1ÿ cosh2 a2

p
sinh a sinh a1 sinh a2

;

�63�

Õ.Ç. ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ ÒÑ a, a1, a2 ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏ Ë ÆÎâ ÆÄÖØ ÆÓÖÅËØ
ÚÎÇÐÑÄ ÕÇÑÓÇÏÞ ÔËÐÖÔÑÄ.

£ ÔÄÑáÑÚÇÓÇÆß, ×ÑÓÏÖÎÂ (63) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÇÜÇ
ÑÆÐÑ ÕÓÇØÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÆÎâ ÖÅÎÂ o,
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÇ ÒÑ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÖÅÎÂÏ a, a1, a2 ËÎË
ÄÓÇÏÇÐÐ�yÏ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏ g, g1, g2:

o � 2 arctan
uu1 sinA2

�g� 1��g1 � 1� ÿ uu1 cosA2
�

� 2 arctan

�����������������������������������������������������
1� 2gg1g2 ÿ g 2 ÿ g 21 ÿ g 22

q
1� g� g1 � g2

: �64�

¬ÂÉÆÑÇ ËÊ àÕËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÆÎâ ÖÅÎÂo âÄÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ
ÎËÃÑ ÚÇÓÇÊ ÆÎËÐÞ ÆÄÖØ ÔÕÑÓÑÐ Ë ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË, ÎËÃÑ
ÚÇÓÇÊ ÆÎËÐÞ ÕÓÇØ ÔÕÑÓÑÐ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ,
Õ.Ç. ÚÇÓÇÊ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ, ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË ÕÓÇ-
ÖÅÑÎßÐËÍÂ ÒÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ. ±ÑàÕÑÏÖ o ì
ËÐÄÂÓËÂÐÕ àÕÑÌ ÅÓÖÒÒÞ ÆÄËÉÇÐËÌ, ÄÍÎáÚÂáÜÇÌ ÅÓÖÒÒÖ
­ÑÓÇÐÙÂ. ° ÕÑÏ ÉÇ ÅÑÄÑÓËÕ Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÖÅÎÂ o (42)
ÚÇÓÇÊ ÖÅÎÞ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ.

10. ®ÇÕÓËÍÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ

£ÇÎËÚËÐÂ g � g1g2 ÿ u1u2 � ÿu a
1 u2a ÃÖÆÖÚË ÔÍÂÎâÓÐÞÏ

ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇÏ ÆÄÖØ 4-ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ âÄÐÑ ÎÑÓÇÐÙ-ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÂ. ­ÑÓÇÐÙÇÄÞÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ âÄÎâÇÕÔâ Ë ÆÎËÐÂ
u �

�������������
g 2 ÿ 1

p
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕË 4-ÔÍÑÓÑÔÕË

u a � �u; g�. °ÕÐÑÛÇÐËÇ v � u=g ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÍÂÍ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ 3-ÔÍÑÓÑÔÕË
ÆÄÖØ ÚÂÔÕËÙ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕâÏË u a

1 , u
a
2 (ÔÏ. æ 12 Ä [1]). ´Ñ ÉÇ

ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß Ë Ñ ÄÇÎËÚËÐÂØ g1, g2 � g 00, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ
Ä (35).

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÍÄÂÆÓÂÕ ÆÎËÐÞ ÄÇÍÕÑÓÂ u ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ,
ÍÑÅÆÂ ÄÇÍÕÑÓ u2 ÑÚÇÐß ÃÎËÊÑÍ Í ÄÇÍÕÑÓÖ u1: u2 � u1 � du1.
¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕ g ÑÕÎË-
ÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÇÆËÐËÙÞ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÏÂÎÑÔÕË
ÒÑ du1:

g � g1g2 ÿ u1u2 � g1

��������������������������������
1� �u1 � du1�2

q
ÿ u 2

1 ÿ u1 du1 �

� 1� 1

2

�
du 2

1 ÿ
�u1 du1�2
1� u 2

1

�
� . . . �65�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ u 2 � g 2 ÿ 1, ÕÑ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÆÎâ u ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂ-
ÙËá (36) Ë ÔÄâÊß s � aa, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

ds 2 � a 2

�
du 2

1 ÿ
�u1 du1�2
1� u 2

1

�
: �66�

¦ÔÎË ÔÚËÕÂÕß u1 N-ÏÇÓÐÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ, ÕÑ ×ÑÓÏÖÎÂ (66)
ÆÎâ ÍÄÂÆÓÂÕÂ àÎÇÏÇÐÕÂ ÆÎËÐÞ ds 2 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÏÇÕÓËÍÖ
N-ÏÇÓÐÑÌ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ô
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÍÓËÄËÊÐÑÌ K � ÿ1=a 2. ¿ÕÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÄÎÑÉÇÐÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÇ N� 1-ÏÇÓÐÑÇ ÒÔÇÄÆÑ-
ÇÄÍÎËÆÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ

ds 2 � dx 2 ÿ dt 2 �67�

(ÔÏ. æ 3 ÅÎ. 13 ÍÐËÅË ³. £ÇÌÐÃÇÓÅÂ [12] Ë æ 111 ÍÖÓÔÂ
­.¥. ­ÂÐÆÂÖ Ë ¦.®. ­Ë×ÛËÙÂ [1]). £ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ N � 2
Ë ÆÎâ ÐÂÅÎâÆÐÑÔÕË ÖÆÑÃÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÏÇÕÓËÍÖ (66) Ä
"ÒÑÎâÓÐÞØ" ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ

u1x � r

a
cosj ; u1y � r

a
sinj : �68�

´ÑÅÆÂ

ds 2 � a 2 da 2 � dr 2

1� r 2=a 2
� r 2 dj 2 ; �69�

ÕÂÍ ÚÕÑ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÎËÐÞ 2pr ÛËÓÑÕÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË Í
ÓÂÔÔÕÑâÐËá ÆÑ ÐÇÇ ÑÕ ÒÑÎáÔÂ,

s �
� r

0

dr��������������������
1� r 2=a 2

p � a arsinh
r

a
; �70�

ÃÑÎßÛÇ 2p.

11. ±ÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ
Ë ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÑÌ Ä ÇÄÍÎË-
ÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (±³¦) Ë ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÑÌ Ä ÒÔÇÄÆÑ-
ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (±³±¦). °ÃÇ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ
ÑÃÎÂÆÂáÕ ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÍÓËÄËÊ-
ÐÑÌ K � ÿ1=a 2. £ ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x; y; t
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ±³±¦ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÂÏË 4-ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (ÔÏ. (57)), ÔÄâÊß ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕË ±³¦ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕâÏË ÐÖÉÐÑ ÇÜÇ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß. ¥Îâ
àÕÑÅÑ ÔÓÂÄÐËÏ ÑÔÐÑÄÐÖá ÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ×ÑÓÏÖ ±³¦,
ÊÂÒËÔÂÐÐÖá Ä ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ r;j; z � z�r�
(ÔÏ. (39)),

ds 2 � a 2

r 2
dr 2 � r 2 dj 2 ; 0 < r4 a ; ÿp < j4 p ;

�71�

Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ ±³±¦ (66).
³ ÒÑÏÑÜßá ÊÂÏÇÐÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ r;j ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË

x; Z,

r � a 2

Z
; j � x

a
; �72�

ÏÇÕÓËÍÖ (71) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕß Ä ÏÇÕÓËÍÖ

ds 2 � a 2 dx 2 � dZ 2

Z 2
�73�

ÏÑÆÇÎË ¬ÎÇÌÐÂ ÅÇÑÏÇÕÓËË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ [11]. £ àÕÑÌ
ÏÑÆÇÎË ÏÇÕÓËÍÂ (73) ÊÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÒÑÎÖÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕË ÿ1 < x <1, Z > 0, Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x; Z
ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. ³ÐÂÃÉÇÐÐÂâ ÕÂÍÑÌ
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ÏÇÕÓËÍÑÌ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕß ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÑÎÐÞÏ
ÏÇÕÓËÊÑÄÂÐÐÞÏ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇÏ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÑÌ K � ÿ1=a 2. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß ±³¦, ÑÃÎÂÆÂâ ÕÑÌ ÉÇ ÍÓËÄËÊÐÑÌ, ËÊÑÏÇÕÓËÚÐÑ
ÑÕÑÃÓÂÉÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÚÂÔÕß

ÿpa < x � aj4 pa ; a4Z � a 2

r
<1 ; �74�

ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË x; Z > 0, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÖá ÒÓâ-
ÏÞÏË x � �pa Ë Z � a.

¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÔÄâÊÂÕß ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x; Z Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË
x; y; t ÕÑÚÍË ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ±³±¦ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏË

x
a
� y

t� x
;

Z
a
� a

t� x
; t �

���������������������������
a 2 � x 2 � y 2

p
; �75�

ÕÑ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÏÇÕÓËÍÂ

ds 2 � dx 2 ÿ �x dx�
2

a 2 � x 2
; x � xi� yj ; �76�

ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ ±³±¦ (66). °ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ
ÕÑ, ÚÕÑ ÏÇÕÓËÍÂ (76) ÊÂÆÂÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÆÇÍÂÓÕÑÄÞØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x; y ÐÂ ÄÔÇÌ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË àÕËØ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ r;j ÏÇÕÓËÍË (71)
ËÊÏÇÐâáÕÔâ Ä ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ ÒÓÇÆÇÎÂØ, ÕÂÍ ÚÕÑ

0 <
r
a
� t� x

a
< 1 ; ÿp < j � y

t� x
4 p : �77�

¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ±³¦ ËÊÑÏÇÕÓËÚÐÑ ÑÕÑÃ-
ÓÂÉÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÚÂÔÕß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ±³±¦ ËÎË, ÚÕÑ ÕÑ
ÉÇ ÔÂÏÑÇ, ì ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÚÂÔÕß

ÿ1 < x < 0 ; jyj < p�t� x� ; �78�

ÄÔÇÌ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË x; y, ÔÐÂÃÉÇÐÐÑÌ ÏÇÕÓËÍÑÌ
±³±¦.

¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË àÕÖ ÚÂÔÕß, ÖÆÑÃÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÑÃÓÂÕ-
ÐÖá Í (75) ÔÄâÊß x; y Ô x; Z:

x � a 2 ÿ x 2 ÿ Z 2

2Z
; y � ax

Z
; t � a 2 � x 2 � Z 2

2Z
: �79�

´ÑÅÆÂ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÑÃÎÂÔÕß ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË x; y,
ÍÖÆÂ ÑÕÑÃÓÂÉÂÇÕÔâ ±³¦, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÂ ÔÐËÊÖ ÒÑ x ÆÄÖÏâ
ÅËÒÇÓÃÑÎÂÏË x1�y�, y0 0, Ô ÑÃÜÇÌ ÂÔËÏÒÕÑÕÑÌ y � 0, Â
ÔÄÇÓØÖ ÒÑ xì ÒÂÓÂÃÑÎÑÌ x2�y�:

x1�y� < x < x2�y� ; ÿpa < y < pa ; �80�

ÅÆÇ

x1�y� � ÿ p2 ÿ 1

2p
jyj ÿ pa 2

2jyj ; x2�y� � ÿ y 2

2a
�81�

(ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÓËÔ. 5). ¤ËÒÇÓÃÑÎÞ Ë ÒÂÓÂÃÑÎÂ ì àÕÑ ÑÕÑÃÓÂ-
ÉÇÐËâ ÅÓÂÐËÙ x � �pa Ë Z � a ÑÃÎÂÔÕË, ÊÂÐâÕÑÌ ÑÕÑÃÓÂ-
ÉÇÐËÇÏ ±³¦ ÐÂ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË Ä ÏÑÆÇÎË
¬ÎÇÌÐÂ.

±³±¦ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ, ÄÞÓÂ-
ÉÂáÜÇÌÔâ Ä ËÊÑÕÓÑÒËË Ë ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÇÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË:
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕß ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍË
ÒÑÆÑÃÐÂ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÎáÃÑÌ ÆÓÖÅÑÌ ÇÇ ÕÑÚÍË. ¿ÕÑ

ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÏÇÕÓËÍË (76) ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÄÓÂÜÇÐËÌ ÄÑÍÓÖÅ ÑÔË t Ë ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
"ÍÄÂÊËÕÓÂÐÔÎâÙËÌ" (ÕÇÓÏËÐ £ÇÌÐÃÇÓÅÂ [12])

x 0 � x� q

� ����������������
a 2 � x 2

p
� qx

1�
�������������
1� q2

p �
; �82�

ÒÇÓÇÄÑÆâÜËØ ÇÇ ÕÑÚÍÖ x � au Ä ÕÑÚÍÖ x 0 � au 0. £ ÚÂÔÕÐÑ-
ÔÕË, ÎáÃÖá ÕÑÚÍÖ xÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÄÇÔÕË Ä ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
x 0 � 0, ÄÞÃÓÂÄ q ÓÂÄÐÞÏ ÿx=a. £ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË,
(82) ì àÕÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË u Ä ÔÍÑÓÑÔÕß u 0

ÎÑÓÇÐÙÇÄÞÏ ÃÖÔÕÑÏ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá q:

u 0 � u� q

Cq
; Cq �

gq � 1

g� ggq � uq
; gq �

�������������
q2 � 1

p
�83�

(ÔÓ. Ô (4) Ë (5)). ¯ÇÕÓÖÆÐÑ âÄÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÎÑÓÇÐÙÇÄÑ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (83) ÄÔÇØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÄÇÎË-
ÚËÐÞ g, g1, g2 Ä (35), ÐÇ ÏÇÐâÇÕ àÕË ÄÇÎËÚËÐÞ:

g�u1; u2� � g�u 01; u 02� ; g1�u; u 00� � g1�u 0; u 000� ; �84�
g2�u;ÿu1� � g2�u 0;ÿu 01� :

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá (64), àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÖÅÑÎ o
ÕÂÍÉÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÇÐ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (83).

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË±³±¦ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß±³¦ÐÇ
ËÊÑÕÓÑÒÐÂ Ë ÐÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÂ Ä ÙÇÎÑÏ, ÇÇ ÅÎÂÄÐÞÇ ÍÓËÄËÊÐÞ
k1, k2 ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ r:

k1 � r

a
����������������
a 2 ÿ r 2

p ; k2 � ÿ
����������������
a 2 ÿ r 2

p
ar

; ÿp < j4 p ;

�85�

Ë, ÃÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä 0;ÿ1 Ë 1; 0 ÒÓË r � 0 Ë
r � a, ØÑÕâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÍÓËÄËÊÐÂ ÄÑ ÄÔÇØ ÕÑÚÍÂØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÒÑÔÕÑâÐÐÂ Ë ÓÂÄÐÂ K � k1k2 � ÿ1=a 2. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß ±³¦ ËÊÑÏÇÕÓËÚÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ±³±¦ ÎËÛß Ä
ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ (ÔÏ. (74)). ±ÎÑÜÂÆß àÕÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË ÓÂÄÐÂ 2pa 2, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÒÎÑÜÂÆß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
±³±¦, ÍÂÍ Ë ÄÔâÍÑÌ ÆÓÖÅÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ,
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÂ. ¿ÕÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÕÇÑÓÇÏÑÌ ¥. ¤ËÎßÃÇÓÕÂ,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÑÍÂÊÂÎ, ÚÕÑ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÐÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÒÑÎÐÑÌ Ë ÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ËÊÑÏÇÕ-
ÓËÚÐÑÌ ÄÔÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ [13].

pa�������������
p2 ÿ 1
p pa

p2 ÿ 1

ÿ pa
p2 ÿ 1ÿ pa�������������

p2 ÿ 1
p

ÿ 1

2
p2a

ÿpa

pa

ÿ
�������������
p2 ÿ 1
p

a x

x1�y�

x1�y�

x2�y�

y

0

²ËÔ. 5. °ÃÎÂÔÕß ËÊÑÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ÄÑÓÑÐÍË ¢ÇÎßÕÓÂÏË
(ÓÂÊÓÇÊÂÐÐÑÌ ÒÑ ÏÇÓËÆËÂÐÖ) ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË x; y Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ (76)
ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÞ Ä ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.
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12. ´ÇÑÓÇÏÂ ¤ËÎßÃÇÓÕÂ

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÇÂÎßÐÑÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÒÔÇÄÆÑ-
ÇÄÍÎËÆÑÄÑ, ÕÑ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
ÑÕÓÇÊÍÂÏË ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ, Â ÊÂÍÑÐÂ ÔÎÑÉÇÐËâ àÕËØ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕÇÌ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÏ ÐÂ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë
ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ±³±¦ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÂÆÇÍÄÂÕ-
ÐÞÏ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÓÇÂÎßÐÑÔÕË. ªÏÇÐÐÑ ÕÂÍËÏ ÒÓÂÄËÎÂÏ
ÒÑÆÚËÐâáÕÔâ ËÏÒÖÎßÔÞ p � mu Ë àÐÇÓÅËË E � mg ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÞØ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ. ¡ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x; y; t ÕÑÚÍË ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ±³±¦, ÅÆÇ t �

���������������������������
a 2 � x 2 � y 2

p
, ÔÂÏÞÏ ÐÇ-

ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ (ØÑÚÇÕÔâ ÔÍÂÊÂÕß, ÐÂÒÓâÏÖá)
ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË 4-ÔÍÑÓÑÔÕË u a � �u; g�:

ux � x

a
; uy � y

a
; g � t

a
: �86�

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, Ë ÇÄÍÎËÆÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ËÐÆÖ-
ÙËÓÖÇÕ ÐÂ ÄÎÑÉÇÐÐÑÌ Ä ÐÇÅÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ¢ÇÎßÕÓÂÏË (ÏÞ
ÄÑÊÄÓÂÜÂÇÏÔâ ÊÆÇÔß Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ËÊÑÃÓÂÉÇÐÐÑÌ ÐÂ
ÓËÔ. 3) ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍÖá ÅÇÑÏÇÕÓËá, Õ.Ç. ÏÇÕÓËÍÖ Ô
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÍÓËÄËÊÐÑÌ. ±Ñ-
ÔÍÑÎßÍÖ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ¢ÇÎßÕÓÂÏË ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÒÎÑ-
ÜÂÆßá 4pa 2 Ë ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕ ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÑÃÝÇÏ �2=3�pa 3,
ÃÞÎÑ ÃÞ ËÐÕÇÓÇÔÐÑ ÖÊÐÂÕß, ÐÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÎË àÕÑ, ÚÕÑ ÔÖ-
ÜÇÔÕÄÖáÕ ÍÑÐÇÚÐÞÇ ÇÄÍÎËÆÑÄÞ ÑÃÝÇÏÞ ÕÑÅÑ ÉÇ ÒÑÓâÆÍÂ
pa 3, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÑÃÝÇÍÕÞ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÐÇ
ÔÍÑÓÑÔÕâÏË, Â ÚËÔÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË ì
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÓÂÊÏÇÓÂÏË, ÓÂÔÔÕÑâÐËâÏË ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ Ë
ÚËÔÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏË.

¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ ËÊ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË, ÇÔÎË
ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÄÞÃÓÂÐÂ
ÚÇÃÞÛÇÄÔÍÂâ ÔÇÕß ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞØ ÎËÐËÌ x; y, ÕÑ ÏÇÕÓËÍÂ
(ÒÇÓÄÂâ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÂâ ×ÑÓÏÂ) ÐÂ àÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ËÏÇÇÕ
ÄËÆ

ds 2 � dx 2 � 2 cosf dx dy� dy 2 ; �87�
ÅÆÇ ÔÇÕÇÄÑÌ ÖÅÑÎ f�x; y� ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ 0 < f < p [14]. ´ÑÅÆÂ ËÊ ÊÐÂÏÇÐËÕÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ
¤ÂÖÔÔÂ, ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÌ ÍÓËÄËÊÐÖ K Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË
ÒÇÓÄÑÌ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ×ÑÓÏÞ, ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË Ô K � ÿ1=a 2 Ë ÏÇÕÓËÍË (87) ÔÇÕÇÄÑÌ ÖÅÑÎ ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÔËÐÖÔ-¤ÑÓÆÑÐÂ [13]

a 2 q2f
qx qy

� sinf : �88�

³ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÖÎáÄÕÑÓÑÌ ÍÄÂÆÓÂÕËÚ-
ÐÑÌ ×ÑÓÏÞ

N d2r � a

r
����������������
a 2 ÿ r 2

p dr 2 ÿ r
����������������
a 2 ÿ r 2

p
a

dj 2 �89�

ÆÎâ ±³¦ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÆÄÖÏ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ
ÎËÐËÌ

j1 � � arcosh
a

r
ÿ c1 � ln tan

u

2
ÿ c1 ;

�90�
j2 � � arcosh

a

r
� c2 � ÿ ln tan

u

2
� c2 ;

ÐÂ àÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ©ÆÇÔß r � a sin u, 0 < u < p, Â ÄÇÓØ-
ÐËÌ Ë ÐËÉÐËÌ ÊÐÂÍË ÒÇÓÇÆ arcosh Ë ËÐÕÇÓÄÂÎÞ
0 < u4 p=2, p=24 u < p ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ u ÑÕÐÑ-
ÔâÕÔâ Í ÄÇÓØÐÇÌ Ë ÐËÉÐÇÌ ÄÑÓÑÐÍÂÏ ¢ÇÎßÕÓÂÏË ÔÑÑÕ-

ÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ

arcosh
a

r
� ln

 
a

r
�

���������������
a 2

r 2
ÿ 1

s !
;

a

r
5 1 :

±ÑÎßÊÖâÔß ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (90) ÆÎâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ
ÎËÐËÌ, ÏÞ ÏÑÎÚÂÎËÄÑ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß
±³¦, ÍÂÍ ÑÐÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 3, ÓÂÊÓÇÊÂÐÂ ÒÑ ÏÇ-
ÓËÆËÂÐÖ j � �p Ë Í ÍÓÂâÏ àÕÑÅÑ ÓÂÊÓÇÊÂ ÒÓËÍÎÇÇÐÞ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑ ÒÓÑÔÕËÓÂáÜËÇÔâ ÎËÔÕÞ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ÖÐËÄÇÓ-
ÔÂÎßÐÑÌ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ±³¦. ¿ÕÂ ÖÐËÄÇÓ-
ÔÂÎßÐÂâ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÂâ, ËÏÇâ ÕÖ ÉÇ ÍÓËÄËÊÐÖ K � ÿ1=a 2,
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÓÂÊ "ÑÃÏÂÕÞÄÂÇÕ" ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ±³¦,
ÒÓËÚÇÏ k-Ì ÇÇ ÖÚÂÔÕÑÍ �2kÿ 1�p < j4 �2k� 1�p, k ì
ÎáÃÑÇ ÙÇÎÑÇ ÚËÔÎÑ, ÔÚËÕÂÇÕÔâ ÔÕÇÎáÜËÏÔâ ÐÂÆ ÒÓÇÆÞÆÖ-
ÜËÏ kÿ 1-Ï ÖÚÂÔÕÍÑÏ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÓÂÄÐÇÐËâ (90)
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ÎËÐËË ±³¦ ÐÂ ÇÇ ÖÐËÄÇÓ-
ÔÂÎßÐÑÌ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ.

³ ÓÑÔÕÑÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ u Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ 0 < u < p ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÚÇÔÍËÇ ÎËÐËË ÆÄÖØ ÔÇÏÇÌÔÕÄ, ÄÓÂÜÂâÔß Ä ÒÓÑÕËÄÑÒÑ-
ÎÑÉÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ, ÒÓËÃÎËÉÂáÕÔâ ÒÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÄÇÓØÐÇÌ ÄÑÓÑÐÍË Í ÓÇÃÓÖ ÄÑÊÄÓÂÕÂ, ÒÓË u � p=2 ÍÂÔÂáÕÔâ
ÇÅÑ Ä ÕÑÚÍÂØj1 � ÿc1,j2 � c2 Ë ÍÂÔÂáÕÔâ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÂ, ÇÔÎË
c2 � ÿc1, Â ÊÂÕÇÏ Ô ÓÑÔÕÑÏ u ÖÆÂÎâáÕÔâ ÑÕ ÐÇÅÑ ÒÑ ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕË ÐËÉÐÇÌ ÄÑÓÑÐÍË, ÄÓÂÜÂâÔß Ä ÒÓÇÉÐËØ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâØ. ­áÃÑÒÞÕÐÑ, ÚÕÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ÎËÐËË, ÃÖÆÖÚË
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏË ÍÓËÄÞÏË, ÐÇ ËÏÇáÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ
ÆÎâ ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ u Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ 0 < u < p,
ØÑÕâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ±³¦, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÐË ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ,
ËÏÇÇÕ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÇ ÓÇÃÓÑ ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÒÓË u � p=2.

¦ÜÇ ÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÑ ÕÑ, ÚÕÑ ÆÄÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ
ÎËÐËË 1-ÅÑ Ë 2-ÅÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄ, ÔÒÖÔÍÂáÜËÇÔâ ÒÑ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË ÄÇÓØÐÇÌ ÄÑÓÑÐÍË Ë ËÏÇáÜËÇ ÑÃÜÖá ÕÑÚÍÖ ÍÂÔÂÐËâ
ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ Ë Ô ÓÇÃÓÑÏ ÄÑÊÄÓÂÕÂ (ÆÎâ ÕÂÍËØ ÎËÐËÌ
c2 � ÿc1), ÏÑÅÖÕ ÔÚËÕÂÕßÔâ ÑÆÐÑÌ ÎËÐËÇÌ, ÍÑÕÑÓÂâ ÔÒÖÔ-
ÍÂÇÕÔâ ËÊ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË u � 0, j � ÿ1 ÒÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÄÇÓØÐÇÌ ÄÑÓÑÐÍË Í ÓÇÃÓÖ ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÍÂÍ ÎËÐËâ 1-ÅÑ
ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ, Â ÒÑÔÎÇ ÍÂÔÂÐËâ Ô ÓÇÃÓÑÏ ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÒÑÆÐË-
ÏÂÇÕÔâ ÒÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÕÑÌ ÉÇ ÄÑÓÑÐÍË Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË
u � 0, j � �1 ÍÂÍ ÎËÐËâ 2-ÅÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ,
ÄÇÓØÐââ ÄÑÓÑÐÍÂ ÒÑÍÓÞÄÂÇÕÔâ ÑÆÐÑÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÔÇÕßá ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÎËÐËÌ, ÐÂÚËÐÂáÜËØÔâ Ë ÊÂÍÂÐÚË-
ÄÂáÜËØÔâ ÒÓË u � 0, j � �1 Ë ÍÂÔÂáÜËØÔâ ÓÇÃÓÂ
ÄÑÊÄÓÂÕÂ Ä ÕÑÚÍÂØ u � p=2, j � c, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ c � ÿc1 � c2, ÿ1 < c <1. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ÓÇÃÓÑ ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÅÓÂÐËÙÇÌ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÇÕË ÆÎâ ÄÇÓØÐÇÌ ÄÑÓÑÐÍË. ¡ÐÂÎÑÅËÚ-
ÐÑÇ ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß Ë ÑÃ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÇÕË ÆÎâ
ÐËÉÐÇÌ ÄÑÓÑÐÍË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐÂ ÊÇÓÍÂÎßÐÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ
ÄÇÓØÐÇÌ.

¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÆÎâ àÎÇÏÇÐÕÂ ÆÎËÐÞ (71) ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
±³¦ ÄÏÇÔÕÑ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ r;j ËÎË ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ u;j, u 2 �0; p�, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ x; y,

x � 1

2
a

�
ln tan

u

2
ÿ j

�
; y � 1

2
a

�
ln tan

u

2
� j

�
; �91�

Ë ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÒÑÊÄÑÎËÕß ÖÅÎÖjÏÇÐâÕßÔâ ÑÕÿ1 ÆÑ�1,
ÕÑ àÕÑÕ àÎÇÏÇÐÕ ÒÓËÑÃÓÇÕÇÕ ×ÑÓÏÖ (87), ÅÆÇ
cosf � cos 2u. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ x; y Ä (91),
ÑÃÓÂÊÖáÜËÇ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (90) ÔÇÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÎËÐËÌ
ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ±³¦ (ÕÑÚÐÇÇ, ÐÂ ÇÇ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ
ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ), ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË x; y ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÐÞØ ÎËÐËÌ ÚÇÃÞÛÇÄÔÍÑÌ ÔÇÕË. £ ÕÂÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ë
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ÔÇÕÇÄÑÌ ÖÅÑÎ f�x; y� ÚÇÃÞÛÇÄÔÍÑÌ ÔÇÕË ÆÑÎÉÇÐ ÔÑÄÒÂÆÂÕß
Ô ÖÅÎÑÏ ÏÇÉÆÖ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏË ÎËÐËâÏË Ä ÕÑÌ ÉÇ
ÕÑÚÍÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ¿ÕÑÕ ÒÑÔÎÇÆÐËÌ ÖÅÑÎ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ô
ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ ¿ÌÎÇÓÂ ÆÎâ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ Ä
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË y:

k�y� � k1 cos
2 y� k2 sin

2 y : �92�
©ÆÇÔß k1, k2 ì ÅÎÂÄÐÞÇ ÍÓËÄËÊÐÞ (85), Â ÖÅÑÎ y ÑÕÔÚËÕÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÑÕÏÇÓËÆËÂÐÐÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ. ±Ñ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá, Ä
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ ÍÓËÄËÊÐÂ k�y� ËÔÚÇÊÂÇÕ Ë
ÆÎâ ÖÅÎÑÄ y1, y2 àÕËØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ Ô ÏÇÓËÆËÂÐÑÏ ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ

tan y1; 2 � �
���������
ÿ k1
k2

s
� � r����������������

a 2 ÿ r 2
p ;

�93�
y1; 2 � � arctan

r����������������
a 2 ÿ r 2

p :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏË
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏË ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ±³¦ ÓÂÄÇÐ

2y1 � 2 arctan
r����������������

a 2 ÿ r 2
p � 2 arcsin

r
a
: �94�

°Ð ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÓÂÆËÖÔÑÏ ÛËÓÑÕÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑ-
ÔÕË, ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ÇÇ ÒÓËÐÂÆÎÇÉÐÑÔÕË ÄÇÓØÐÇÌ ËÎË
ÐËÉÐÇÌ ÄÑÓÑÐÍÇ ¢ÇÎßÕÓÂÏË, Ë ÎÇÉËÕ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
0 < 2y1 < p.

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ cosf � cos 2u, ÔÄâÊÞ-
ÄÂáÜÇÇ ÚÇÃÞÛÇÄÔÍËÌ ÖÅÑÎ f Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ r � a sin u ËÎË Ô
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ u, ÓÂÄÐÞÏ u � arcsin �r=a� ÆÎâ ÄÇÓØÐÇÌ Ë
ÓÂÄÐÞÏ u � pÿ arcsin �r=a� ÆÎâ ÐËÉÐÇÌ ÄÑÓÑÐÍË, ËÏÇÇÕ
ÆÄÂ ÓÇÛÇÐËâ

1� f � 2u ; 2� f � 2pÿ 2u : �95�
ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÇÓÄÑÇ ËÊ ÐËØ ÆÎâ ÄÇÓØÐÇÌ ÄÑÓÑÐÍË, Â ÄÕÑÓÑÇ
ì ÆÎâ ÐËÉÐÇÌ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ ÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ

1� f � 2u � 2 arcsin
r
a
;

�96�
2� f � 2pÿ 2u � 2pÿ 2

�
pÿ arcsin

r
a

�
� 2 arcsin

r
a
;

ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÌ Ô (94).
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ô ÓÑÔÕÑÏ u Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ 0 < u < p

ÔÇÕÇÄÑÌ ÖÅÑÎ f ÔÐÂÚÂÎÂ ÎËÐÇÌÐÑ ÓÂÔÕÇÕ, ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÐÇÆÑ-
ÒÖÔÕËÏÑÅÑ ÆÎâ ÚÇÃÞÛÇÄÔÍÑÌ ÔÇÕË ÊÐÂÚÇÐËâ f � p ÐÂ
ÅÓÂÐËÙÇ u � p=2 ÄÇÓØÐÇÌ Ë ÐËÉÐÇÌ ÄÑÓÑÐÑÍ, Â ÊÂÕÇÏ
ÎËÐÇÌÐÑ ÒÂÆÂÇÕ ÆÑ ÐÖÎâ. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÚÇÃÞÛÇÄÔÍÂâ ÔÇÕß,
ÍÂÍ Ë ÔÂÏÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ±³¦, ËÏÇÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÐÂ
ÅÓÂÐËÙÇ ÄÇÓØÐÇÌ Ë ÐËÉÐÇÌ ÄÑÓÑÐÑÍ (ÔÍÂÚÑÍ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
qf=qu) Ë ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÆÄÇ ÓÇÅÖÎâÓÐÞÇ ÔÇÕË, ÒÑÍÓÞÄÂá-
ÜËÇ ÑÕÆÇÎßÐÑ ÍÂÉÆÖá ËÊ ÄÑÓÑÐÑÍ. ªÏÇÐÐÑ àÕÑ ÑÃÔÕÑâ-
ÕÇÎßÔÕÄÑ ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ¤ËÎßÃÇÓÕÖ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ Ä ÇÄÍÎË-
ÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ ÃÇÊ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ Ë ÒÑÄÔáÆÖ ÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ, Õ.Ç. ËÊÑÏÇÕÓËÚÐÑÌ
ÄÔÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ.

´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔËÐÖÔ-¤ÑÓÆÑÐÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑÏ ÓÇÛÇÐËÌ, ÓÇÅÖÎâÓÐÞØ ÐÂ ÄÔÇÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ±³¦ (ÕÑÚÐÇÇ, ÐÂ ÇÇ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ ÐÂÍÓÞ-
ÄÂáÜÇÌ). °ÆÐÂÍÑ ÑÐË ÖÉÇ ÐÇ ËÏÇáÕ ÔÏÞÔÎÂ ÔÇÕÇÄÑÅÑ ÖÅÎÂ
ÚÇÃÞÛÇÄÔÍÑÌ ËÎË ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÇÕË. µÒÑÏâÐÇÏ
ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑ ËÊ ÕÂÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ.

13. ±ÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÂ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÍÂÍ ÂÓÇÐÂ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞØ
ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ

£ÄÇÆÇÏ ÄÏÇÔÕÑ x; y ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ x, j,
ËÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÞ (91):

x� y � a ln tan
u

2
� ax ; yÿ x � aj : �97�

¬ÂÍ Ë x, y, ÑÐË ÑÃÓÂÊÖáÕ ÆÇÍÂÓÕÑÄÞ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË x;j. ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔËÐÖÔ-¤ÑÓÆÑÐÂ (88)
ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

q2f

qx 2
ÿ q2f
qj 2
� sinf : �98�

¦ÅÑ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ

fb�x;j� � 4 arctan

"
exp

 
e

xÿ bj��������������
1ÿ b 2

q !#
; e � �1 ; �99�

ÓÇÅÖÎâÓÐÑÇ ÐÂ ÄÔÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË x;j, ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÑÎËÕÑÐÑÏ
�e � 1� ËÎË ÂÐÕËÔÑÎËÕÑÐÑÏ �e � ÿ1�. °ÐÑ ÔÑÆÇÓÉËÕ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ b, jbj < 1, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÉÐÑ ÐÂÊÄÂÕß ÔÍÑÓÑÔÕßá
ÔÑÎËÕÑÐÂ (ÂÐÕËÔÑÎËÕÑÐÂ), ÇÔÎË x Ë j ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß
ÍÂÍ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá Ë ÄÓÇÏÇÐÐ�yá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. ´Ñ, ÚÕÑ
ÓÑÎß ÄÓÇÏÇÐË ÄÞÒÑÎÐâÇÕ ÖÅÎÑÄÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ j ÕÑÚÍË ÐÂ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ ±³¦, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÏÐÑ-
ÅÑÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÏ. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÓÂÆËÖÔÑÏ ÛËÓÑÕÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË Ë ÓÂÄÐÂ

x � �arcosh a

r
�100�

ÆÎâ ÄÇÓØÐÇÌ Ë ÐËÉÐÇÌ ÄÑÓÑÐÑÍ ¢ÇÎßÕÓÂÏË. ³ ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ
x ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ j ÔÑÎËÕÑÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÎÂÄÐÑ
ÓÂÔÕÇÕ ÑÕ 0 ÆÑ 2p, Â ÂÐÕËÔÑÎËÕÑÐÐÑÇ ì ÒÂÆÂÇÕ ÑÕ 2p ÆÑ 0.
±ÓË àÕÑÏ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ fb�x;j� ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä
ÑÃÎÂÔÕË x � bj Ô ÒÓÑÕâÉÇÐÐÑÔÕßá Dx � �1ÿ b 2�1=2, ÍÑÕÑ-
ÓÂâ ÔÑÍÓÂÜÂÇÕÔâ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÔÍÑÓÑÔÕË (ÎÑÓÇÐÙÇÄÑ ÔÑÍÓÂÜÇ-
ÐËÇ ÓÂÊÏÇÓÑÄ ÔÑÎËÕÑÐÂ). ±ÓË ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËË ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá b1 ÓÇÛÇÐËÇ fb�x;j�, ÃÖÆÖÚË ÓÇÎâÕË-
ÄËÔÕÔÍËÏ ÔÍÂÎâÓÑÏ, ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÔÄÑá ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÖá
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÎÑÓÇÐÙ-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
x 0;j 0 Ë ÎÑÓÇÐÙ-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË b 0: fb�x;j� �
� fb 0 �x 0;j 0�, ÕÂÍ ÍÂÍ

xÿ bj��������������
1ÿ b 2

q � x 0 ÿ b 0j 0���������������
1ÿ b 0 2

q ; b 0 � b� b1
1� bb1

: �101�

±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß b 0 ì ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ b Ë b1.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ±³¦ (ÕÑÚÐÇÇ, ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß ÇÇ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ) ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÂÓÇÐÑÌ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ Ë ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞØ ÓÇÎâÕË-
ÄËÔÕÔÍËØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ. ªÏ ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÑÃÛËÓÐÂâ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÂ
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [15, 16]).

´ÂÍ ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔËÐÖÔ-¤ÑÓÆÑÐÂ ÒÑâÄËÎÑÔß Ä ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÄÎÑÉÇÐËâ Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÇ ÇÄÍÎËÆÑÄÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓË-
ÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ, ÕÑ Ä ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚÂØ, ÑÒËÔÞÄÂÇ-
ÏÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÔËÐÖÔ-¤ÑÓÆÑÐÂ, ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ËÐÕÇÓÇÔ-
ÐÞÏË ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ, ÄÞÒÑÎÐâáÜÂâ ÓÑÎß ÄÓÇ-
ÏÇÐË, Ë ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ÇÆËÐËÙÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕË. £Ñ
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ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÕÓÖÆÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ×ËÅÖÓËÓÖáÜÂâ Ä
àÕËØ ÊÂÆÂÚÂØ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß b ËÊÏÇÓâÇÕÔâ Ä
ÇÆËÐËÙÂØ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ, ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÄâÊÂÐÑ Ô
ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑÔÕßá ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ.

14. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÕÓÇØÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔ-
ÍËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÖÅÎÂ o, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÂÄÕÑÓÑÏ Ä 1961 Å.,
Ä ÐÇÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË âÄÎâáÕÔâ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏË ÆÎâ ÒÎÑÜÂÆË (ÖÏÐÑÉÇÐÐÑÌ ÐÂ ÍÓËÄËÊ-
ÐÖ) ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÔÄâÊÂÐ-
ÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ­ÑÓÇÐÙÂ. °ÐË ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÕ
ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÐÇÇÄÍÎËÆÑÄÑ ÒÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ àÕÑÅÑ
ÖÅÎÂ ì ÑÃÝÇÍÕÂ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÍÓËÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË ì Ë ÇÅÑ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÖá ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß.

£ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ ÐÇÎßÊâ ÐÇÆÑÑÙÇÐËÄÂÕß Ë ÒÓÑÔÕÑÕÖ
ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÆÄÖÏâ ÇÄÍÎËÆÑÄÞÏË
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂÏË ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ËÊÑÃÓÂÉÇÐÐÞÏË ÐÂ ÓËÔ. 1. £
ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ àÕËÏ ÆÄÖÏ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂÏ
"ÕÇÑÓÇÏÞ ÔËÐÖÔÑÄ"

u

sin �pÿ y 0� �
u2

sin �pÿ y� �
u1

C1 sin#
; �102�

u1
sin d

� u 00

sin �pÿ y� �
u

C sin �yÿ d� ; �103�

ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÑÆÇÓÉÂÕ "ÕÇÑÓÇÏÖ ÔËÐÖÔÑÄ"
u

sinA
� u1

sinA1
� u2

sinA2
�104�

ÆÎâ ÑÆÐÑÅÑ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÐÂ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ u 00 � u2 (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ (34), (37)).

¡ ÕÓË ÄÞÓÂÉÇÐËâ "ÕÇÑÓÇÏÞ ÍÑÔËÐÖÔÑÄ"

u 2 � u 2
1

C 2
1

� u 2
2 ÿ 2

u1u2
C1

; �105�

u 2
1 � u 00 2 � u 2

C 2
ÿ 2

u00u
C

; �106�

u 2
2 � u 2 � u 2

1

C 2
1

� 2
uu1
C1

; �107�

Ô ÖÅÎÂÏË, ÒÓËÎÇÉÂÜËÏË ÔÍÑÓÑÔÕâÏ ÃÖÔÕÑÄ Ä àÕËØ ÆÄÖØ
ÇÄÍÎËÆÑÄÞØ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂØ, ÒÑÔÎÇ ÐÇÔÎÑÉÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂ-

ÊÑÄÂÐËÌ ÔÄÑÆâÕÔâ Í ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ

g � g1g2 ÿ u1u2 ; g1 � g00gÿ u00u ; g2 � gg1 � uu1 ; �108�
Õ.Ç. Í "ÕÇÑÓÇÏÇ ÍÑÔËÐÖÔÑÄ" ÆÎâ ÕÑÅÑ ÉÇ ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ (35), (38)).
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Permutation asymmetry of relativistic velocity addition law, and noneuclidean geometry

V.I. Ritus
P.N. Lebedev Physical Institute, Russian Academy of Sciences, Leninskii prosp. 53, 119991 Moscow, Russian Federation
Tel. (7-499) 132-64 26. E-mail: ritus@lpi.ru

The asymmetry of the relativistic noncollinear velocity addition law about velocity permutation leads to two modiéed triangles
depicting on Euclidian plane the addition of unpermuted and permuted velocities and the appearance of nonzero angle o between
two resulting velocities. Through the same angle o the spin of a particle turns when the Lorentz boost with velocity noncollinear to the
velocity of a particle changes the last one. Three mutually connected three-parametric representations of the angle o, at one time
obtained by the author, express the three-parametric symmetry of sides and angles of two Euclidian triangles identical to the sine and
cosine theorems for the sides and angles of a single geodesic triangle on the surface of a pseudosphere. Namely, all three representations
of the angleo after a transformation one of them coincide with the representations of the area of a pseudospherical triangle expressed by
any two of its sides and the angle between them. The angle o is also symmetrically expressed in terms of three angles or three sides of a
geodesic triangle, and therefore it is an invariant of the group of triangle's motions along the pseudospherical surface, the group that
includes the Lorenzian group. Though the pseudospheres in Euclidian and pseudoeuclidian spaces are locally isometric, only the last
one is isometric to the entire Lobachevsky plane and forms the homogeneous isotropic curve 4-velocity subspace in the plane
Minkovsky space. In this connection, relativistic physical processes that may be related to the pseudosphere in Euclidian space are
exceptionally interesting.
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