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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

°ÆËÐ ËÊ ÒÑÒÖÎâÓÐÞØ ÒÓËÏÇÓÑÄ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÂ Ä ÍÂÉÆÑÆÐÇÄÐÑÌ ÉËÊÐË ì ÍÂÚÇÎË. ±Ñ ÑÃÜÇÏÖ
ÖÃÇÉÆÇÐËá, ËÊÏÇÐââ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÑÕ ÕÑÚÍË ÒÑÆÄÇÔÂ ÍÂÚÇ-
ÎÇÌ ÆÑ ÙÇÐÕÓÂ ÏÂÔÔ ÍÂÚÂÎßÜËÍÂ, ÏÑÉÐÑ ÎÇÅÍÑ Ë à××ÇÍ-
ÕËÄÐÑ ÄÑÊÃÖÉÆÂÕß ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÍÂÚÇÎÇÌ. °ÔÕÂÄËÏ ÒÑÍÂ Ä
ÔÕÑÓÑÐÇ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÎË àÕÑ ÖÃÇÉÆÇÐËÇ

×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÓÇÂÎßÐÑÔÕË ËÎË ÐÇÕ. ¥Îâ ÐÂÔ ÄÂÉÐÇÇ ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÇ. ¶ÑÎßÍÎÑÓÐÂâ ÕÓÂÆËÙËâ ÒÓËÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓË-
ÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÍÂÚÇÎÇÌ ÏÑÆÖÎâÙËË ÚÂÔÕÑÕÞ
o�t� � ��������

g=L
p

, ÅÆÇ g [Ï Ôÿ2] ì ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÔËÎÞ ÕâÉÇÔÕË,
L [Ï] ì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÏÂÔÔÑÌ Ë ÑÔßá ÒÑÆÄÇÔÂ.
©ÐÂÕÑÍË Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÎáÃâÕ ÔÔÞÎÂÕßÔâ ÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
®ÂÕßÈ:

d2x

dt 2
� o 2
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�
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o0
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�
x�t� � 0 : �1:1�

°ÃÜÇËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÇÔÎË "ÏÅÐÑÄÇÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ o�t� �
� o0 � o1 cos � pt�" ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÂ Ô ÒÇÓËÑÆÑÏ T � 2p=p,
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÎËÊÍËÏ Í ÒÑÎÑÄËÐÇ ÒÇÓËÑÆÂ T0 � 2p=o0

ÐÇÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ, ÕÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓË-
ÚÇÔÍÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÕßÈ (1.1).
°ÆÐÂÍÑ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÏÑÉÐÑ ÑÕÆÇÎßÐÑ
ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÕß ÆÎËÐÖ L�t� Ë à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÔËÎÞ
ÕâÉÇÔÕË g�t�. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÏÑÉÐÑ ÑÔÖÜÇÔÕÄËÕß (ÓËÔ. 1),
ÆÄËÅÂâ ÑÔß ÒÑÆÄÇÔÂ ÄÄÇÓØ Ë ÄÐËÊ Ô ÖÔÍÑÓÇÐËÇÏ a�t�, ÕÂÍ
ÚÕÑ geff�t� � g0 � a�t�.

±ÇÓÇÖÒÓÑÜÂâ ÑÔÐÑÄÐÖá ÙÇÎß ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÊÂÏÇÕÍË,
ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÏÞ ÒÞÕÂÇÏÔâ Ä ÐÇÌ ÑÕÄÇÕËÕß ÐÂ
ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄÑÒÓÑÔ. £ÇÓÐÑ ÎË, ÚÕÑ ÏÑÆÖÎâÙËâ ËÏÇÐÐÑ
ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ o�t� � �������������������

g�t�=L�t�p
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÂÓÂ-

ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏÖ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËá?
µÆËÄËÕÇÎßÐÑ, ÐÑ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ÔÒÇÙËÂÎËÔÕÑÄ ÒÑ ÒÂÓÂ-

ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ÒÓÑÙÇÔÔÂÏ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÐÂ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ "ÆÂ",
ØÑÕâ ÒÓÂÄËÎßÐÞÌ ÑÕÄÇÕ ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß "ÐÇÕ"! ª ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ, ÏÞ ÄÄÑÆËÏ Ä àÕÑÌ ÊÂÏÇÕÍÇ ÒÑÐâÕËÇ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ ÆÎâ
ÔËÔÕÇÏ Ô ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÞÏË ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ
ÆÎâ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ, Ë ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÏ, ÚÕÑ ÏÑÆÖÎâÙËâ
ËÏÒÇÆÂÐÔÂ ÏÂâÕÐËÍÂ Z�t� � ������������������������������

m 2L3�t� geff�t�
p

ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏÖ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËá. ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÇÔÎË
ÏÅÐÑÄÇÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ o�t� � �������������������

g�t�=L�t�p
ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÔÑ

ÄÓÇÏÇÐÇÏ, Â ËÏÒÇÆÂÐÔ Z�t� ËÊÏÇÐâÇÕÔâ, ÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑ. ¯ÂÒÓÑÕËÄ, ÇÔÎË ËÏÒÇÆÂÐÔ
Z�t� ÒÑÔÕÑâÐÇÐ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, Â ÏÅÐÑÄÇÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ o�t� �
� �������������������

g�t�=L�t�p
ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÂ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓË-

ÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÕÔÖÕÔÕ-
ÄÖÇÕ.
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¬ÂÉÖÜÇÇÔâ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÇ Ô ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÏËÏÂÕÇ-
ÏÂÕËÚÇÔÍËÏË ×ÂÍÕÂÏË ÑÃ ÖÓÂÄÐÇÐËË ®ÂÕßÈ (1.1) ÓÂÊÓÇ-
ÛÂÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÑÔÕÑ. ªÏÇÐÐÑ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÂÚËÐÂÕß Ô
ÔËÔÕÇÏÞ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(°¥µ) ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ¬ÂÍ ÓÂÊ ÒÓË ÔÄÇÆÇÐËË àÕÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ Í °¥µ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ (1.1) Ë ÆÇÎÂáÕÔâ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ: ËÐÑÅÆÂ ÒÓÂÄËÎßÐÞÇ, Â
ËÐÑÅÆÂ ÐÇÕ.

±ÑÆÑÃÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ LC-
ÙÇÒÑÚÍÇ ËÊ ËÐÆÖÍÕËÄÐÑÔÕË L Ë ÇÏÍÑÔÕË C, ÚÂÔÕÑÕÂ
ÍÑÕÑÓÑÌ o � 1=

�������
LC
p

, Â ËÏÒÇÆÂÐÔ Z � ����������
L=C

p
. ª ÔÐÑÄÂ

ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ÔÒÇÙËÂÎËÔÕÑÄ ÔÚËÕÂÇÕ (ÑÛËÃÑÚÐÑ), ÚÕÑ
ÏÑÆÖÎâÙËâ ÚÂÔÕÑÕÞ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓËÚËÐÑÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ Ä ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË
ÕÑÎßÍÑ ÏÑÆÖÎâÙËâ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔ-
ÍÑÏÖ ÓÇÊÑÐÂÐÔÖ.

±ÑØÑÉÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ë Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ. ¢ÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ÓÂÃÑÕÂáÜËØ Ä ÑÒÕËÍÇ
ÔÚËÕÂÇÕ, ÚÕÑ ×ÓÇÐÇÎÇÄÔÍÑÇ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÒÓË ÐÑÓÏÂÎßÐÑÏ
ÒÂÆÇÐËË ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÖ ÆÄÖØ ÔÓÇÆ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ
ÔÍÂÚÍÑÏ ÔÍÑÓÑÔÕË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ v � c=n. £ ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑÔÕË ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÒÓË ÐÑÓÏÂÎßÐÑÏ ÒÂÆÇÐËË ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ ËÊ-ÊÂ ÔÍÂÚÍÂ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ Z � �������

m=e
p

, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ
ÔÍÂÚÑÍ ÔÍÑÓÑÔÕË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ v � 1=

�����
em
p

ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ. ´ÇØÐÑÎÑÅËâ "³ÕÇÎÔ" ËÔÒÑÎßÊÖÇÕ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑ-ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ ÒÑÍÓÞÕËâ, ÔÑÅÎÂÔÖáÜËÇ ËÏÒÇ-
ÆÂÐÔ ÒÑÍÓÞÕËÌ ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ 377 °Ï, Õ.Ç. Ô ÄÇÎËÚËÐÑÌ
ËÏÒÇÆÂÐÔÂ ÄÂÍÖÖÏÂ. £ ÕÇÎÇÄËÊËÑÐÐÑÌ ÒÓÑÏÞÛÎÇÐÐÑÔÕË
ÔÑÅÎÂÔÖáÕ 75-ÑÏÐÞÌ ÍÑÂÍÔËÂÎßÐÞÌ ÍÂÃÇÎß Ô ÆÓÖÅËÏ
75-ÑÏÐÞÏ ÍÂÃÇÎÇÏ, ÒÓË àÕÑÏ ÔÍÑÓÑÔÕË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ
Ä ÔÑÇÆËÐâÇÏÞØ ÍÂÃÇÎâØ ÐÇ ËÅÓÂáÕ ÓÑÎË. ªÔÕÑÚÐËÍ
ÐÇÆÑÓÂÊÖÏÇÐËâ ÑÒÕËÍÑÄ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÑÒÕËÚÇÔÍÑÏ
ÆËÂÒÂÊÑÐÇ m � mvac, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ËÏÒÇÆÂÐÔ Ë ÔÍÑÓÑÔÕß
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ Ä ÑÒÕËÍÇ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÉÇÔÕÍÑ ÔÄâÊÂÐ-
ÐÞÏË: v � c=n Ë Z � �377 °Ï�=n.

£ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÌ ÚÂÔÕË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÐËÉÇ ÏÂÕÇ-
ÓËÂÎÂ ÏÞ ÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËÇÌ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ Ë
ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ô ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏË (ÔËÏÒÎÇÍÕË-
ÚÇÔÍËÏË) ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏË Ë ÒÓÑËÊÄÑÆâÜËÏË ×ÖÐÍ-
ÙËâÏË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [1 ë 6]). ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇ-
ÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÞ ÆÇÎÂÇÏ Ñ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÓÑÎâØ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ Ë
ÚÂÔÕÑÕÞ, ÄÒÑÎÐÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÐâÕÞ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÔËÔÕÇÏ °¥µ, ÃÇÊ ÔÔÞÎÑÍ ÐÂ ÎÂÅÓÂÐ-
ÉÇÄÖ ËÎË ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÖ ÏÇØÂÐËÍÖ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÏÞ

ÒÓËÊÞÄÂÇÏ ÚËÕÂÕÇÎâ ÐÂÚÂÕß Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3.5), ÒÓÑÚÇÔÕß
ÆÑ ÍÑÐÙÂ ÓÂÊÆÇÎ 3 Ë ÒÓÑÔÎÇÆÑÄÂÕß Ä ÓÂÊÆÇÎ 4. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ,
ÇÔÎË ËÐÕÇÓÇÔ Í ÒÓÇÆÏÇÕÖ ÇÜÇ ÐÇ ÃÖÆÇÕ ÖÕÓÂÚÇÐ, ÏÑÉÐÑ
ÄÇÓÐÖÕßÔâ Í ÑÃÔÖÉÆÇÐËá ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÑÄ Ë ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂ-
ÐÑÄ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.

2. ÂÅÓÂÐÉËÂÐ, ËÏÒÖÎßÔÞ, ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ:
ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ

®Þ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÎËÐÇÌÐÞØ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (°¥µ). ¿ÕÑ ÃÖÆÇÕ ÐÇ
ÔÂÏÂâ ÑÃÜÂâ ÔËÔÕÇÏÂ °¥µ, ÐÑ ÕÂ, ÍÑÕÑÓÖá ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ ëÂÅÓÂÐÉÂ ËÊ
ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ Ô ÃËÎËÐÇÌÐÞÏ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÑÏ.
¯ÇÖÆËÄËÕÇÎßÐÑ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÕÑÉÇ ÃËÎËÐÇÌÐÞÏ.

®Þ ÃÖÆÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß "ÄÇÍÕÑÓÞ" Ë "ÕÓÂÐÔÒÑÐËÓÑ-
ÄÂÐÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ" ÆÎâ n ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ:

x�t� �
x1�t�
� � �
xn�t�

 !
; _x�t� �

_x1�t�
� � �
_xn�t�

 !
;

�2:1�
xT�t� � ÿx1�t�; . . . ; xn�t�

�
; _xT�t� � ÿ _x1�t�; . . . ; _xn�t�

�
:

¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ ÂÅÓÂÐÉÂ ÃËÎËÐÇÌÐÂ ÒÑ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ Ë ÔÍÑÓÑÔÕâÏ:

L�x; _x; t� � ÿ 1

2
xTK̂x� 1

2
_xTM̂ _x� xTb̂ _x �

� ÿ 1

2
xiKi jxj � 1

2
_xiMi j _xj � xibi j _xj : �2:2�

©ÆÇÔß Ki j�t�, Mi j�t� Ë bi j�t� ì ÏÂÕÓËÙÞ n� n, K̂ Ë M̂ ì
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÏÂÕÓËÙÞ, Â b̂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÍÂÍ ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÌ ÏÂÕÓËÙÇÌ, ÕÂÍ Ë ÐÇ ÄÒÑÎÐÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ; ÄÔÇ
ÏÂÕÓËÙÞ ÏÑÅÖÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË. ¬ÂÍ ÑÃÞÚÐÑ,
ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕÔâ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÒÑÄÕÑÓâáÜËÏÔâ
ËÐÆÇÍÔÂÏ, Â ÔËÏÄÑÎ ÛÎâÒÍË ÐÂÆ ÃÖÍÄÑÌ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ
ÏÂÕÓËÙÖ. °ÃÑÊÐÂÚÇÐËâ K, M Ë b ÄÞÃÓÂÐÞ ÕÂÍËÏË, ÚÕÑÃÞ
ÐÂÒÑÏËÐÂÕß ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ ÖÒÓÖÅÑÔÕË K ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, ÏÂÔÔÖ
M Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ B. £ÓÇÏÇÐÐaÂ â ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÂÐÕË-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÚÂÔÕË b̂ ÒÓËÄÑÆËÕ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÊÂÍÑÐÖ àÎÇÍÕ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË ¶ÂÓÂÆÇâ Í ÄËØÓÇÄÑÏÖ àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÏÖ ÒÑÎá, Õ.Ç. Í àÎÇÍÕÓÑÆÄËÉÖÜÇÌ ÔËÎÇ.

³ÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ËÏÒÖÎßÔÑÄ p
Ë ÔËÎ f ËÏÇáÕ ÄËÆ

pi � pi�t� � qL
q _xi
�Mi j _xj � b̂T

i j xj ;

fi � fi�t� � qL
qxi
� ÿKi jxj � b̂i j _xj ; �2:3�

p � M̂ _x� b̂ Tx ; f � b̂ _xÿ K̂x :

®ÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÔÍÑÓÑÔÕË ÚÇÓÇÊ ËÏÒÖÎßÔÞ:

_x � M̂ÿ1�pÿ b̂ Tx� : �2:4�
¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÐÖÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÆÎâ ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐÖ:

H�p; x; t� � pT _x�p� ÿ L
ÿ
x; _x�p�; t� �

� 1

2
�pT ÿ xTb̂� M̂ÿ1�pÿ b̂Tx� � 1

2
xTK̂x : �2:5�

a�t� � d2Y=dt 2

m�g0 � a�t��

Y�t�

L�t�

²ËÔ. 1. ®ÂâÕÐËÍ (ËÎË ÍÂÚÇÎË), ÕÑÚÍÂ ÒÑÆÄÇÔÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ËÏÇÇÕ ÒÓÑ-
ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÄÞÔÑÕÖ Y�t� Ë ÆÎËÐÖ L�t�. £ÇÓÕËÍÂÎßÐÑÇ
ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÕÑÚÍË ÒÑÆÄÇÔÂ a�t� � d2Y=dt 2 ÒÓËÄÇÆÇÕ Í ËÊÏÇÐÇÐËá
à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÔËÎÞ ÕâÉÇÔÕË mgeff�t� � m

ÿ
g0 � a�t��.
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³ÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ ë
ÂÅÓÂÐÉÂ ËÏÇáÕ ÄËÆ dp=dt � f. ¥ÓÖÅÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÄÞÓÂÊËÕß
ÕÖ ÉÇ ÔÂÏÖá ÏÞÔÎß ì ÊÂÒËÔÂÕß ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ:

_p � ÿ qH
qxT

; _x � qH
qpT

: �2:6�

¥Îâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ (2.5) ËÎË, ÚÕÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ, ÆÎâ
ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ (2.2) àÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕÂÍÑÄÞ

_pi�t� � bi j _xj ÿ Ki jxj � �b̂M̂ÿ1�i j pj ÿ �K� b̂M̂ÿ1b̂T�i jxj ;
_xi�t� �Mÿ1

i j pj ÿ �M̂ÿ1b̂T�i jxj : �2:7�

´Ç ÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÞ Ä ÄËÆÇ

d

dt

p�t�
x�t�

� �
� V

p�t�
x�t�

� �
;

�2:8�

V � b̂M̂ÿ1 ÿ�K̂� b̂M̂ÿ1b̂T�
M̂ÿ1 ÿM̂ÿ1b̂T

 !
;

ÅÆÇ V ì ÏÂÕÓËÙÂ 2n� 2n. ¦ÔÎË ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÐÂÛÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞ, Õ.Ç. ÇÔÎË ÄÔÇ ÕÓË ÏÂÕÓËÙÞ M̂, K̂ Ë b̂ ÐÇ
ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË, ÕÑ àÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß
ÕÂÍÉÇ Ä ÄËÆÇ "ÄÕÑÓÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ ¯ßáÕÑÐÂ":

M̂
d2x

dt 2
� �b̂ÿ b̂T� dx

dt
ÿ K̂x �stacionarnyj slu~aj� :

�2:9�
¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÂÉÐÂ ÕÑÎßÍÑ
ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÚÂÔÕß ÏÂÕÓËÙÞ b̂ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ B � rot

ÿ
A�r�� Ä ËÊÄÇÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÄËÉÇÐËâ

ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ B Ä
ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ³ÂÏÑ ÒÑ ÔÇÃÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.9)
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÚËÔÎÂ
ËÊÏÇÓÇÐËÌ. ¯ËÉÇ ÏÞ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÃÖÆÇÏ ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ
ÔËÔÕÇÏÑÌ (2.8) ÆÎâ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

3. °ÆÐÑÏÇÓÐÞÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ

¥Îâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ (ÑÆÐÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ x, ÑÆËÐ
ËÏÒÖÎßÔ p) ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÕÂÍÑÄÞ:

dp

dt
� b�t�

m�t� pÿ
�
K�t� � b 2

m

�
x ;

dx

dt
� 1

m�t� pÿ
b�t�
m�t� x :
�3:1�

£ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÌÕË Í ÐÑÄÞÏ ÍÂÐÑÐËÚÇ-
ÔÍËÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÐËâ Ë Í ÐÑÄÑÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ ÖÒÓÖÅÑÔÕË:

pnew � pold ÿ b�t�xold ; xnew � xold ;
�3:2�

Knew�t� � Kold�t� ÿ db
dt

:

¿ÕÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÑÔÐÑÄÂÐÑ ÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÇÌ ×ÖÐÍÙËË
G� pnew; xold� (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [1 ë 6]):

G� pnew; xold; t� � pnewxold ÿ 1

2
b�t�x 2

old ; �3:3�
xnew � qG

qpnew
; pold � qG

qxold
; Hnew � Hold � qG

qt
:

³ÕÑËÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÑØÑÉÇÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ xnew � x,
pnew � pÿ b̂Tx ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍËÏ (Õ.Ç. ÍÂÐÑ-
ÐËÚÇÔÍËÏ), ÐÂÚËÐÂâ ÖÉÇ Ô ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ x. (£ÞÊÞ-
ÄÂÇÕ ÖÎÞÃÍÖ ÕÑ, ÚÕÑ ËÏÇÐÐÑ ÕÂÍÑÇ, ÐÇ ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍÑÇ,
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÍÂÍ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑ ÚËÕÂÕÇ-
ÎâÏ ÍÐËÅË [7], ÐÂÊÞÄÂáÜÇÌÔâ £ÄÇÆÇÐËÇ Ä ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇ-
ÔÍÖá ÅÇÑÏÇÕÓËá.)

£ÑÊÄÓÂÜÂâÔß Í ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂá, ÒÓËØÑÆËÏ Í
ÓÇÊÖÎßÕËÓÖáÜÇÏÖ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÖ

Hnew� pnew; xnew; t� � 0;5

�
p 2
new

m�t� � Knew�t�x 2
new

�
; �3:4�

Â ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ

dp

dt
� ÿK�t�x ; dx

dt
� 1

m�t� p ; �3:5�

ÅÆÇ ÆÎâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË ÑÒÖÜÇÐ ËÐÆÇÍÔ "new". ¯Â ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ
ÆÎâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÚËÕÂÕÇÎß ÏÑÉÇÕ ÐÂÚÂÕß Ô
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3.5), ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÅÐÑÓËÓÖâ ÄÇÔß ÒÓÇÆÞÆÖÜËÌ
"ÄÞÔÑÍËÌ ÛÕËÎß" b-ÚÎÇÐÑÄ.

´ÇÒÇÓß ÒÑÓÂ ÄÄÇÔÕË ÆÄÇ ÄÇÎËÚËÐÞ: ÏÅÐÑÄÇÐÐÖá ÚÂÔ-
ÕÑÕÖ o�t� Ë ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ Z�t�, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâÏË

o�t� �
����������
K�t�
m�t�

s
; Z�t� �

������������������
K�t�m�t�

p
;

�3:6�
K�t� � oZ ;

1

m�t� �
o
Z
:

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÚÂÔÕÑÕÖ Ë ËÏÒÇÆÂÐÔ, ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (3.5) Ä ÄËÆÇ

dp

dt
� ÿo�t�Z�t�x�t� ; dx

dt
� o�t�

Z�t� p�t� : �3:7�

£ÑÊÏÑÉÐÑÇ ÒÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ ÕÇÓÏËÐÂ "ËÏÒÇÆÂÐÔ" ÆÎâ Z�t�
ÕÂÍÑÄÑ. ¡ÐÅÎËÌÔÍËÌ ÅÎÂÅÑÎ "to impede" ÑÊÐÂÚÂÇÕ
"ÏÇÛÂÕß", "ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÕß ÒÓÑÆÄËÉÇÐËÇ", "ÊÂÅÑÓÂÉË-
ÄÂÕß", ÐÂÒÓËÏÇÓ "ÊÂÆÇÓÉËÄÂÕß ÒÓÑÆÄËÉÇÐËÇ ÄÑÌÔÍ".
¦ÔÎË ÆÑÃÂÄËÕß Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÚÎÇÐ Ô ÄâÊÍÑÌ ÔËÎÑÌ
fvisc � ÿZvisc dx=dt (ÔÏ. ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ £), ÕÑ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß
Zvisc ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÕÑÌ ÉÇ, ÚÕÑ Ë Ö ÐÂÛÇÅÑ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ Z�t�.
¬ÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ Zvisc �
� 2Z, ÍÑÅÆÂ ÑÃÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎá-
ÙËË ÒÇÓÇÍÎáÚÂáÕÔâ Ô ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÐÑ-ÊÂÕÖØÂáÜËØ ÐÂ
ÚËÔÕÑ ÊÂÕÖØÂáÜËÇ. ´ÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ ×ÂÍÕÑÓ ÍÂÚÇÔÕÄÂ Q
ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, LRC-ÍÑÐÕÖÓÂ Ä
àÎÇÍÕÓÑÐËÍÇ) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ Q � Z=Zvisc, ÑÐ ÓÂÄÇÐ
ÑÕÐÑÛÇÐËá Q � o0=g ÚÂÔÕÑÕÞ o0 Í ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ ÊÂÕÖØÂÐËâ
g [Ôÿ1] (ÆÎâ àÐÇÓÅËË), g � Zvisc=m. ¬ÔÕÂÕË, Ë ÄÇÎËÚËÐÂ b�t�
ËÏÇÇÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ËÏÒÇÆÂÐÔÂ. ¿ÕÂ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x. ¶ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ËÏÒÇ-
ÆÂÐÔÂ Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÃÖÆÇÕ ÄÞâÄÎÇÐ ÐËÉÇ ÍÂÍ
ÂÔÒÇÍÕÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ âÚÇÌÍË ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ.

®ÑÉÐÑ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÇÜÇ ÑÆÐÑ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÇ (ÔËÏÒÎÇÍ-
ÕËÚÇÔÍÑÇ) ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ Ë ÒÇÓÇÌÕË Í ÐÑÄÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÞÏì ÐÑÄÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ X Ë ÐÑÄÑÏÖ ËÏÒÖÎßÔÖ P:

p�t� �
���������
Z�t�

p
P�t� ; x�t� � 1���������

Z�t�p X�t� : �3:8�
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³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÔËÔÕÇÏÂ °¥µ Ä ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
ÕÂÍÑÄÂ:

d

dt

P�t�
X�t�

� �
� ÿg�t� ÿo�t�

o�t� g�t�
� �

P�t�
X�t�

� �
;

�3:9�
g�t� � 1

2

d

dt
ln
ÿ
Z�t�� :

µÓÂÄÐÇÐËâ (3.9) ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÒÓÑÜÇ ÄÔÇÅÑ ÒÓâÏÑ ËÊ (3.7) Ë
(3.8); ÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÇ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÂâ ×ÖÐÍÙËâ Ë ÐÑÄÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ
ËÏÇáÕ ÄËÆ

G�x;P; t� � xP
���������
Z�t�

p
;

�3:10�
Hnew�P;X; t� � Hold � qG

qt
� g�t�PX� o�t�

2
�X 2 � P 2�

Ë ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.9) âÄÎâáÕÔâ ÒÓâÏÞÏ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ (3.10).

µÆÑÃÐÑ ÄÄÇÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ a�t�, a ��t� Ë
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÏÇÆÎÇÐÐÑ ËÊÏÇÐâáÜËÇÔâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ
b�t�, b ��t� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏË

a�t� � X�t� � iP�t������
2�h
p ; a ��t� � X�t� ÿ iP�t������

2�h
p ; �3:11�

b�t� � a�t� exp
�
i

� t

0

o�t 0� dt 0
�
;

�3:12�
b ��t� � a ��t� exp

�
ÿi
� t

0

o�t 0� dt 0
�
:

³ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍË ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ 2�h
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÂÉÇ ÓÂÄÐÑÌ 2.
µÆÑÃÔÕÄÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË �h ÍÂÍ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ±ÎÂÐÍÂ
ÃÖÆÇÕ âÔÐÑ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
àÐÇÓÅËâ (ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ) ÆÎâ ÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ o Ë Z ÄÞÓÂ-
ÉÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ H � �ho�aa � � a �a�=2, ÅÆÇ a ËÐÕÇÓÒÓÇÕË-
ÓÖÇÕÔâ ÍÂÍ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ ÑÆÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÂ �ho.
°ÔÕÂÄÂâÔß Ä ÓÂÏÍÂØ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍË, ÏÞ ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ÕÑÚÐÞÇ ÎËÐÇÌÐÞÇ °¥µ ÆÎâ "ÃÞÔÕÓÞØ" ÂÏÒÎËÕÖÆ
a�t�, a ��t� Ë "ÏÇÆÎÇÐÐÑ ËÊÏÇÐâáÜËØÔâ" ÂÏÒÎËÕÖÆ b�t�,
b ��t�:

da

dt
� ÿioa�t� � g�t� a ��t� ; da �

dt
� g�t�a�t� � ioa ��t� ;

�3:13�
g�t� � 1

2

d

dt
ln
ÿ
Z�t�� ; �3:14�

db

dt
� g�t�b ��t� exp

�
2i

� t

0

o�t 0� dt 0
�
;

�3:15�
db �

dt
� g�t�b�t� exp

�
ÿ2i

� t

0

o�t 0� dt 0
�
:

³ËÔÕÇÏÞ (3.13) ËÎË (3.15) ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÔÆÇÎÂÕß ÄÂÉÐÞÌ
ÄÞÄÑÆ. ªÏÇÐÐÑ, ÆÂÉÇ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË
ÚÂÔÕÑÕÞ o�t� ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ aa � � bb � �
� H=�ho ÔÕÓÑÅÑ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ, ÇÔÎË ËÏÒÇÆÂÐÔ Z�t� ÒÑÔÕÑâ-
ÐÇÐ Ë ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ g�t� � 0.

³ÎÇÆÖâ ËÆÇâÏ, ÄÞÔÍÂÊÂÐÐÞÏ Ä [8] ±. ±ÂÓÂÆÑÍÔÑÄÞÏ,
ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÔÕË ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÖá ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂ-
ÙËá ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
ÕÇÑÓËË. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË cn�x� ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, Õ.Ç. ÔÑÔÕÑâ-

ÐËÌ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏ ÐÑÏÇÓÑÏ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ n, ì àÕÑ
ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ àÓÏËÕ-ÅÂÖÔÔÑÄÞ ×ÖÐÍÙËË Ô ÏÂÕÇÏÂÕË-
ÚÇÔÍËÏ ÑÉËÆÂÐËÇÏ


ÿ
a�t� � a ��t��2� � 2n� 1, ÕÂÍ ÚÕÑ

cn�x� � constHn

�
x

�����
Z

�h

r �
exp

�
ÿ
ÿ
x
���������
Z=�h

p �2
2

�
; �3:16�

hx 2i �
�
n� 1

2

�
�h

Z
; h p 2i �

�
n� 1

2

�
�hZ ;

�3:17�

hx 2ih p 2i �
�
n� 1

2

�2

�h 2 ;

Ô ÏËÐËÏÂÎßÐÞÏË ÆËÔÒÇÓÔËâÏË Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÅÂÖÔÔÑÄÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË, n � 0.

ªÊ ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÏÞ ÊÐÂÇÏ, ÚÕÑ
àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÂâ ÒÎÑÜÂÆß âÚÇÌÍË ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
dp dx ÒÑÓâÆÍÂ �h [¥É Ô] (ÐÂ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ 2p�h�n� 1=2� ÆÎâ
n-ÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ). ±ÑàÕÑÏÖ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÌ
ÍÄÂÐÕ àÐÇÓÅËË ÓÂÄÇÐ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ®. ±ÎÂÐÍÖ, �ho [¥É] (ÔÏ. Ä
ÒÓËÎÑÉÇÐËË ¥ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (¥.8)), ÅÆÇ ÚÂÔÕÑÕÂ o [ÓÂÆ Ôÿ1]
ì ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ. ¶ÑÓÏÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä
×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ àÎÎËÒÔ 1.
¶ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ ì àÕÑ ÂÔÒÇÍÕÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇ dp=dx ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ä ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ:

dp dx � �h

�
n� 1

2

�
;

dp
dx
� Z : �3:18�

±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ÂÔÒÇÍÕÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ dp=dx ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖÇÕ ÑÓÃËÕÖ ÆÄËÉÇÐËâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ä ÎáÃÑÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË, ÄÍÎáÚÂâ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÍÎÂÔÔË-
ÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ. ªÏÒÇÆÂÐÔ Z ËÏÇÇÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß
[¥É Ô xÿ2], ÍÂÍÑÄÂ ÃÞ ÐË ÃÞÎÂ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x.

¦ÔÎË ËÏÒÇÆÂÐÔ Z�t� ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ, ÕÑ
ÍÂÉÆÂâ ËÊ àÓÏËÕ-ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ×ÖÐÍÙËÌ ÔÑØÓÂÐâÇÕ
ÔÄÑá ×ÑÓÏÖ, ÓÂÊÏÇÓ �Dx � ����������������������������

�h�n� 1=2�=Zp � Ë ÐÑÏÇÓ n.
ªÊÏÇÐÇÐËâ ÒÓÑâÄÎâáÕÔâ ÎËÛß ÄÑ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ï ×ÂÊÑÄÑÏ
ÏÐÑÉËÕÇÎÇ. ´Ñ ÉÇ ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß Ë ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ËÐÂÚÇ. ´ÇÑÓÇÏÂ ËÖÄËÎÎâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍË
ÖÕÄÇÓÉÆÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÎÑÜÂÆß ÐÂ ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÑØÓÂ-
ÐâÇÕÔâ. ¦ÔÎË ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ë ÂÔÒÇÍÕÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ (Õ.Ç.
ËÏÒÇÆÂÐÔ), ÕÑ ËÊ àÕÑÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ.

¥ÓÖÅÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÒÑÐâÕß ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÑÅÑ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ ì ÊÂÒËÔÂÕß ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ (3.4) Ä
ËÔØÑÆÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ x Ë ËÏÒÖÎßÔÇ p, ÄÞÓÂÊËÄ ÏÂÔÔÖ m Ë
ÖÒÓÖÅÑÔÕß K ÚÇÓÇÊ ÚÂÔÕÑÕÖ Ë ËÏÒÇÆÂÐÔ:

H�x; p� � p _x� p� ÿ L
ÿ
x; _x� p�� � 0;5o�t�

�
x 2Z�t� � p 2

Z�t�
�
:

�3:19�

´ÂÍÂâ ×ÑÓÏÂ ÊÂÒËÔË ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ
(Õ.Ç. ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÅÑ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË) ËÏÒÇÆÂÐÔÂ Z Ä ÐÂÛÇÌ
ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ, ÄÓÇÏÇÐÐaÂ â ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÚÂÔÕÑÕÞo�t�
ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÎËÛß ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÏÂÔ-
ÛÕÂÃÂ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ (ÔÓ. ÕÂÍÉÇ Ô (3.10)). ´ÂÍÂâ ÊÂÄËÔË-

1 £ÑÕ ÍÂÍ ÄÑÇÐÐÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ, ÚÕÑ ÕÂÍÑÇ àÎÎËÒÔ: "¿ÎÎËÒÔìàÕÑ ÍÓÖÅ,
ÄÒËÔÂÐÐÞÌ Ä ÍÄÂÆÓÂÕ 3 ÐÂ 4" (â ÖÊÐÂÎ àÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÑÕ ÒÑÍÑÌÐÑÅÑ
ÐÞÐÇ ¡ÎÇÍÔÂÐÆÓÂ ¡ÐÂÕÑÎßÇÄËÚÂ (³ÂÐË) °ÄÚËÐÐËÍÑÄÂ). £ ËÊÄÇÔÕÐÑÏ
ÔÏÞÔÎÇ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÂÏÒÎËÕÖÆ a, a � Í ÑÃÞÚÐÞÏ ËÏÒÖÎßÔÖ p Ë
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ x ÍÂÍ ÓÂÊ Ë ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÊÂÏÇÐÇ ÂÔÒÇÍÕÐÑÅÑ ÑÕÐÑÛÇÐËâ
ÍÓÖÅÂ (1:1) ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ dp=dx � Z 1=2=Zÿ1=2 ÄÏÇÔÕÑ (3:4).
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ÏÑÔÕß ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÊÂÏÇÐÇ ÄÓÇ-
ÏÇÐÐoÂ Ì ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ

t�t� �
� t

0

o�t 0� dt 0 : �3:20�

´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÚÂÔÕÑÕÞ ÒÓË
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ ËÏÒÇÆÂÐÔÇ ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ Ä ×ÂÊÑ-
ÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ �x; p�, ÐÑ ËÊÏÇÐâÇÕ ËØ Ä ÓÂÔÛËÓÇÐÐÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ �x; p; t�. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 5 ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÑÆÐÂÍÑ,
ÚÕÑ ÆÎâ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ ÒÓÇÆÒÑ-
ÎÑÉÇÐËâ Ñ ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ËÏÒÇÆÂÐÔÐÑÌ ÏÂÕ-
ÓËÙÇ ÐÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÖÆÇÓÉËÄÂÕß ÐÇËÊ-
ÏÇÐÐÞÏË ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ �x; p�.

²ËÔÖÐÑÍ 2 ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ ÓÂÊÎËÚËÇ ÆÇÌÔÕÄËÌ ÐÂ ×Â-
ÊÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË �x; p� ÆÄÖØ ÄËÆÑÄ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ËÔØÑÆÐÑ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 2Â ÒÓËÄÇÆÇÐÑ
ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÚÂÔÕÑÕÞ, Â ÐÂ ÓËÔ. 2Ã ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐÑ ÕÑ ÉÇ ÆÎâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ
ËÏÇÐÐÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ ÒÞÕÂÇÕÔâ ÄÐÇÔÕË ÐÇÕÓË-
ÄËÂÎßÐÞÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ Ä ËÔØÑÆÐÞÌ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ àÎÎËÒÔ.

¡ÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ E=�ho ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ô ØÑÓÑ-
ÛÇÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá, ÇÔÎË Z�t� ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍË, Õ.Ç.
ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÐÂ ÏÂÔÛÕÂÃÇ ÄÓÇÏÇÐË t � 1=o, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÄâÊß
ÏÇÉÆÖ ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË b�t� Ë b ��t� ÑÚÇÐß ÃÞÔÕÓÑ ÑÔÙËÎÎË-
ÓÖÇÕ Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÐÇ ÆÂÇÕ ÐÂÍÂÒÎËÄÂáÜÇÅÑÔâ à××ÇÍÕÂ.
³ÎÇÆÖâ ±. ±ÂÓÂÆÑÍÔÑÄÖ [8], ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ n Ë ÔÑÔÕÑâÐËâÏË
�n� 2� ÐÂØÑÆâÕÔâ ÄÐÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ Ô ÄÐÇÛÐËÏË ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËâÏË. ¿ÕÂ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓËÃÎËÊË-
ÕÇÎßÐÑÇ ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ÔÄâ-
ÊÂÐÑ, ÅÎÂÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ô ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÑÄ: ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ �oparameter � 2o0� ËÎË
ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, Ë
ÐÇÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ËÊ-ÊÂ ÏÇÆÎÇÐÐÑÔÕË ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
(ÔÏ. "âÊÞÍË ¡ÓÐÑÎßÆÂ" Ä ÍÐËÅÇ [2]).

£ ÐÂÛËØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇ-
ÐËÇ ì àÕÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ bb �

(Õ.Ç. ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÚËÔÎÂ ÍÄÂÐÕÑÄ); ÑÐÑ ÏÑÉÇÕ ÒÓÑËÔØÑÆËÕß
ÎËÛß Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ËÏÒÇÆÂÐÔ Z�t� ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË
Ë, ÊÐÂÚËÕ, g�t� � 0;5 d ln

ÿ
Z�t��=dt 6� 0. ±ÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ

ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑ à××ÇÍÕËÄÐÑ, ÍÑÅÆÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓ
ËÏÒÇÆÂÐÔÂ ÔËÔÕÇÏÞ Z�t� ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÐÂ
ÖÆÄÑÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ: Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÏÇÆÎÇÐÐÑ ËÊÏÇÐâáÜÂâÔâ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ b�t� Ë b ��t�. ¯ÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÇÔÎË

o�t� � o0 � const ; �3:21�
Z�t� � Z0 � Z1 cos �2o0t� ; jZ1j5Z0 ;

ÕÑ

g�t� � g1 sin �2o0t� ; g1 � ÿZ1

Z0
o0 : �3:22�

¥Îâ ÔÎÂÃÑÌ ÏÑÆÖÎâÙËË Z1=Z0 ÄÃÎËÊË ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÃÞÔÕÓÑÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËÏË
ÚÎÇÐÂÏË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÆÎâ b�t�, b ��t�. ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë
ËØ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ

db

dt
� i

g1
2

b ��t� ; db �

dt
� ÿi g1

2
b�t� ;

�3:23�
b�t� � cosh

jg1jt
2

b�0� � i
g1
jg1j sinh

jg1jt
2

b ��0� ;

âÄÐÑ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖâ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÖÔËÎÇÐËÇ Ô ÕÇÏÒÑÏ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ jg1j=2 [Ôÿ1].
¿ÕÑ ÄÒÑÎÐÇ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÍÂÓÕËÐÑÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÑÄ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÕÑâÐËâÏË n Ë ÔÑÔÕÑâÐËâÏË �n� 2�,
ÓÂÊÐÑÔÕË àÐÇÓÅËÌ ÆÎâ àÕËØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÓÂÄÐÞ �2�ho0.

³ÓÂÄÐËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ (3.23) Ô ÓÇÛÇÐËâÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
®ÂÕßÈ. ±ÓÇÆÔÕÂÄÎââ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÖá ÐÇËÊÄÇÔÕÐÖá ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÖá x�t� Ä ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ Ë
ÔÑÒÓâÉÇÐÐÑÌ ÇÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ,

x�t� � 1

2

�
c�t� exp �ÿio0t� � c ��t� exp �io0t�

�
; �3:24�

ÏÑÉÐÑ ÔÄÇÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ®ÂÕßÈ (1.1) ÒÓË p � 2o0, Õ.Ç. Ä
ÕÑÚÐÑÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔÇ Ë Ä ÕÑÏ ÉÇ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËË, Í ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÔÄâÊÂÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ Ë ËØ ÓÇÛÇ-
ÐËâÏ:

dc

dt
� ÿi o1

2
c ��t� ; dc �

dt
� i

o1

2
c�t� ;

�3:25�
c�t� � cosh

jo1jt
2

c�0� ÿ i
o1

jo1j sinh
jo1jt
2

c ��0� :

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÖÔËÎÇÐËÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÔÑ
ÔÍÑÓÑÔÕßá àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ
jo1j=2 [Ôÿ1].

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÆÄÂ ÔÎÖÚÂâ ÆÎâ ÏÂâÕÐËÍÂ: ÍÑÅÆÂ
ÏÑÆÖÎËÓÖÇÕÔâ ÆÎËÐÂ Ë ÍÑÅÆÂ ÏÑÆÖÎËÓÖÇÕÔâ ÔËÎÂ ÕâÉÇÔÕË
(ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 4). £ ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ geff � const Ë ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÌ (4.4) ÓÂÊÆÇÎÂ 4 ÒÑÎÖÚÂÇÏ

L�t� � L0 � L1 cos �2o0t� ;

o�t� � o0

�
1ÿ L1

2L0
cos �2o0t�

�
; �3:26�

Z�t� � Z0

�
1� 3L1

2L0
cos �2o0t�

�
:

£Ñ ÄÕÑÓÑÏ ÔÎÖÚÂÇ L�t� � const Ë

geff�t� � g0 � a1 cos �2o0t� ;

o�t� � o0 � o0

�
a1
2g0

�
cos �2o0t� ; �3:27�

Z�t� � Z0 � Z0

�
a1
2g0

�
cos �2o0t� :

³ÓÂÄÐËÄÂâ ÓÇÛÇÐËâ (3.23) Ë (3.25), ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í
ÊÂÍÎáÚÇÐËá, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ®ÂÕßÈ (1.1) ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ

Â

p

x

Ã

p

x

²ËÔ. 2. (Â) £ÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËá ÚÂÔÕÑÕÞ, Ë
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ. (Ã) £ÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ ÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐËá ËÏÒÇÆÂÐÔÂ, Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ.
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ÏÑÆÖÎâÙËË ÆÎËÐÞ ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÔËÎÇ ÕâÉÇÔÕË ÒÓË
ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË ÖÅÎÂ j�t� Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ x�t� ÆÂÇÕ ÐÇÒÓÂÄËÎß-
ÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÇÏÒÂ ÖÔËÎÇÐËâ (Ä
ÕÓË ÓÂÊÂ ÏÇÐßÛËÌ ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ; ÒÑÔÎÇÆÐËÌ
ÓÂÄÇÐ 3o0jL1j=4L0) Ë ÐÇÒÓÂÄËÎßÐÖá ×ÂÊÖ ÖÔËÎËÄÂÇÏÑÌ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ. ´Ñ ÉÇ ÔÂÏÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ®ÂÕßÈ (1.1) ÆÂÇÕ
ÒÓÂÄËÎßÐÞÌ ÕÇÏÒ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ o0ja1j=4g0 Ë
ÒÓÂÄËÎßÐÖá ×ÂÊÖ ÆÎâ ÏÑÆÖÎâÙËË ÔËÎÞ ÕâÉÇÔÕË ÒÓË
L � const.

¿ÕÑ ÉÇ ÏÑÉÐÑ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß Ë ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ËÐÂÚÇ.
¦ÔÎË ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß x�t� Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ®ÂÕßÈ (1.1) ÍÂÍ
ÖÅÎÑÄÑÌ ÏÑÏÇÐÕ ÏÂâÕÐËÍÂMz, ÕÑ ÏÑÆÖÎâÙËâ ÆÎËÐÞ ÆÂÔÕ,
ÔÑÅÎÂÔÐÑ (1.1), Ä ÕÓË ÓÂÊÂ ÏÇÐßÛËÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÖÔËÎÇ-
ÐËâ (ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÒÓÂÄËÎßÐÞÏ), ÐÑ ÒÓÂÄËÎßÐÖá ×ÂÊÖ
ÖÔËÎËÄÂÇÏÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÏÑÆÖÎâÙËâ
à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÔËÎÞ ÕâÉÇÔÕË ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÆÎËÐÇ ÆÂÇÕ
ÄÇÓÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ ÖÔËÎÇÐËâ, ÐÑ ÑÛËÃÑÚÐÞÌ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕ ÆÎâ ×ÂÊÞ ÖÔËÎËÄÂÇÏÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ 2.

4. ¬ÑÐÍÓÇÕÐÞÇ ÒÓËÏÇÓÞ:
ÏÂâÕÐËÍ, LC-ÍÑÐÕÖÓ Ä àÎÇÍÕÓÑÐËÍÇ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÏÂâÕÐËÍ, ËÊÑÃÓÂÉÇÐÐÞÌ ÐÂ ÓËÔ. 1. °ÃÑÊÐÂ-
ÚËÏ ÚÇÓÇÊ j�t� ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÖÅÎÂ, ÔÑÔÕÂÄÎâÇÏÑÅÑ
ÏÂâÕÐËÍÑÏ Ô ÄÇÓÕËÍÂÎßá. µÅÎÑÄÑÌ ÏÑÏÇÐÕ ÏÂâÕÐËÍÂ ÒÑ
ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÑÔË ÒÑÆÄÇÔÂ z ÓÂÄÇÐ Mz � I�t� _j � mL2�t� _j,
ÅÆÇ I�t� � mL2�t� ì ÏÑÏÇÐÕ ËÐÇÓÙËË ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í
ÖÒÑÏâÐÖÕÑÌ ÄÞÛÇ ÑÔË. £ÇÎËÚËÐÞ j Ë Mz ì ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÇ
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ Ë ËÏÒÖÎßÔ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.
£ÇÓÕËÍÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÔËÎÞ Fy, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÂ
ÏÂÔÔÖ, Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÏÑÏÇÐÕ ÔËÎÞ T Ä ÔËÔÕÇÏÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÒÑÆÄÇÔÂ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ Ä ÄËÆÇ

jFyj � m
ÿ
g0 � a�t�� � mgeff�t� ; a�t� � d2Y�t�

dt 2
; �4:1�

T�t� � ÿL�t�Fy�t� sinj�t� � ÿL�t�mgeff�t�j�t� : �4:2�

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (4.2) ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÂ ÔËÎÞ T ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÎËÐÇÂÓË-
ÊÂÙËË ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÏÂÎÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ j�t�
[ÓÂÆ]. £ (4.1) ÖÚÕÇÐÂ ÔËÎÂ ËÐÇÓÙËË ma�t�, ÅÆÇ a�t� ì
ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÇ ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÑÔË ÒÑÆÄÇÔÂ. µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ ÆÎâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ j ËMz ÕÂÍÑÄÞ:

dj
dt
� 1

mL2�t� Mz ;
dMz

dt
� ÿmL�t�geff�t�j : �4:3�

£ÄÑÆâ ÏÅÐÑÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÚÂÔÕÑÕÞ o�t� Ë ËÏÒÇÆÂÐÔÂ
Z�t� (ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ j) ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏË

o�t� �
�������������
geff�t�
L�t�

s
; Z�t� �

�����������������������������
m 2L3�t�geff�t�

q
;

�4:4�
1

mL2�t� �
o�t�
Z�t� ; mL�t�geff�t� � o�t�Z�t� ;

ÏÑÉÐÑ ÔÄÇÔÕË ÐÂÛÖ ÔËÔÕÇÏÖ Í ÄËÆÖ

dMz

dt
� ÿo�t�Z�t�j�t� ; dj

dt
� o�t�

Z�t� Mz�t� ; �4:5�

ËÆÇÐÕËÚÐÑÏÖ ÄËÆÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3.7), Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÇÓÇ-
ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÌ j! x, Mz ! p. ®Þ ÖÃÇÆËÎËÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3,
ÚÕÑ ËÏÇÐÐÑ ÏÑÆÖÎâÙËâ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ (Z�t� �
� �����������������������������

m 2L3�t�geff�t�
p

ÆÎâ ÏÂâÕÐËÍÂ) ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÂ ÊÂ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ. ³ÕÑËÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ÆÎâ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÏÂâÕÐËÍÂ
x�t� � L�t� sinj�t� ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÔÎÑÉÐÞÏË
ÆÂÉÇ Ä ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÇÔÎË L�t� ÊÂÄË-
ÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË; ÒÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÊÆÇÔß ÖÅÎÑÏ j Ë
ÖÅÎÑÄÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏMz.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÆÓÖÅÑÌ ÄÂÉÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ ÔËÔÕÇÏÞ
Ô ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÞÏË ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË: ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞÌ LC-
ÍÑÐÕÖÓ Ä àÎÇÍÕÓÑÐËÍÇ (ÓËÔ. 3). ¯ÂÒÓâÉÇÐËÇ ÐÂ ÍÑÐÆÇÐÔÂ-
ÕÑÓÇ V�t� [£] ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÊÂÓâÆÖ (ÐÂ ÐËÉÐÇÏ àÎÇÍÕÓÑÆÇ
ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÑÓÂ ÐÂ ÓËÔ. 3) Q�t� � ÿC�t�V�t�. ©ÆÇÔß C�t� [¶]
Ë Q�t� [¬] ì ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÊÐÂÚÇÐËâ ÇÏÍÑÔÕË Ë
ÊÂÓâÆÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¯ÂÒÓâÉÇÐËÇ V�t� ÔÕÓÇÏËÕÔâ
ÖÄÇÎËÚËÕß ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÕÑÍ F�t� Ä ÔÑÎÇÐÑËÆÇ. ¿ÕÑÕ
ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÕÑÍ (ÒÓÑÔÖÏÏËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÒÑ ÄÔÇÏ ÄËÕÍÂÏ
ÔÑÎÇÐÑËÆÂ) ÓÂÄÇÐ F�t� � L�t�I�t�, ÅÆÇ I�t� [¡] ì ÕÑÍ,
L�t� [¤] ì ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ËÐÆÖÍÕËÄÐÑÔÕß ÔÑÎÇ-
ÐÑËÆÂ.

³ËÔÕÇÏÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË:

dF
dt
� V�t� ; dQ

dt
� I�t� ;

�4:6�
F�t� � L�t�I�t� ; Q�t� � ÿC�t�V�t� :

±ÇÓÄÑÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4.6) ì ÊÂÍÑÐ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ
ËÐÆÖÍÙËË ¶ÂÓÂÆÇâ (ÂÐÂÎÑÅ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ _p � f ), ÄÕÑÓÑÇ
ÄÞÓÂÉÂÇÕ ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÊÂÓâÆÂ (ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ v � _x),
ÕÓÇÕßÇ Ë ÚÇÕÄÇÓÕÑÇ ì ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ
(ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ p � mv Ë f � ÿkx). ªÔÍÎáÚÂâ ÒÓÑÏÇÉÖ-
ÕÑÚÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ V Ë I, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÆÄÖØ

2 £ÑÊÏÑÉÐÞÌ ËÔÕÑÚÐËÍ àÕÑÅÑ ÐÇÆÑÓÂÊÖÏÇÐËâ ì ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÇ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÕÇÓÏËÐÂ "ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÌ ÒÑÄÑÓÑÕ" ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÒÓË ÊÂÄËÔâÜÇÏ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ËÏÒÇÆÂÐÔÇ (ÓËÔ. 2Ã). ³ËÏÒÎÇÍÕËÚÇ-
ÔÍÂâ ÅÓÖÒÒÂ Sp2n�R� ËÏÇÇÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß n�2n� 1�, ÚÕÑ ÆÎâ n � 1 (ÑÆËÐ
ËÏÒÖÎßÔ Ë ÑÆÐÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ: ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ �2� 2�-ÏÂÕÓËÙÞ Ô ÇÆË-
ÐËÚÐÞÏ ÑÒÓÇÆÇÎËÕÇÎÇÏ) ÓÂÄÐÑ 3. °ÆËÐ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓ àÕÑÌ ÅÓÖÒÒÞì àÕÑ
ËÐ×ËÐËÕÇÊËÏÂÎßÐÞÌ ÒÑÄÑÓÑÕ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË �P;X � ÄÑÍÓÖÅ ÐÂÚÂÎÂ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Ë ÇÔÕß ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ ÕËÒ àÕÑÅÑ ÒÑÄÑÓÑÕÂ Ä ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏ
ÔÏÞÔÎÇ. ¥Îâ "ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËØ ÒÑÄÑÓÑÕÑÄ", ÑÆÐÂÍÑ, ËÏÇáÕÔâ ÆÄÂ
ÎËÐÇÌÐÑ-ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂ. °ÆËÐ ËÊ ÐËØ ÔÉËÏÂÇÕ P-ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËÇ Ë ÓÂÔÕâÅËÄÂÇÕ Ä ÕÑÉÇ ÚËÔÎÑ ÓÂÊX-ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ (ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ
ÓËÔ. 2Ã). ¥ÓÖÅÑÌ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓ ÔÉËÏÂÇÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ �45� Ë
ÓÂÔÕâÅËÄÂÇÕ Ä ÕÑ ÉÇ ÚËÔÎÑ ÓÂÊ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ ÿ45�. ¶ÂÊÂ
ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ (ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆÇÎË, ×ÂÊÂ ÏÑÆÖÎâÙËË ËÏÒÇÆÂÐÔÂ)
ÄÞÃËÓÂÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÖá ÍÑÏÃËÐÂÙËá ËÊ àÕËØ ÆÄÖØ ÒÑÔÎÇÆÐËØ ÅÇÐÇ-
ÓÂÕÑÓÑÄ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÄÓÇÏÇÐÐaÂ â ÏÑÆÖÎâÙËâ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ, Õ.Ç. ÚÂÔÕÑÕÞ, ØÑÕâ ÕÑÉÇ ÆÇÎÂÇÕ ÔËÔÕÇÏÖ ÐÇÂÄÕÑÐÑÏÐÑÌ,
ÐÑ ÐÇ ÄÞÆÇÎâÇÕ ÐËÍÂÍÑÌ ÒÓÇÆÒÑÚÕËÕÇÎßÐÑÌ ×ÂÊÞ ÆÄËÉÇÐËâ, ÒÑÔÍÑÎß-
ÍÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÑÄÑÓÑÕÖ �P;X �-ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ä ÑÃÞÚÐÑÏ ÔÏÞÔÎÇ.

F�t� Q�t�

V�t�

I�t� Q � ÿCV
F � LI

L
C

²ËÔ. 3. ¬ÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞÌ LC-ÍÑÐÕÖÓ.
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ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

dF
dt
� ÿQ�t�

C�t� ;
dQ

dt
� F�t�

L�t� : �4:7�

£ÄÇÆÇÏ ÚÂÔÕÑÕÖo [ÓÂÆ Ôÿ1] Ë ËÏÒÇÆÂÐÔZ [OÏ] ×ÑÓÏÖÎÂÏË

o � 1�������
LC
p ; Z �

�����
L

C

r
;

1

L
� o

Z
;

1

C
� oZ : �4:8�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4.7) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

dF
dt
� ÿo�t�Z�t�Q�t� ; dQ

dt
� o�t�

Z�t� F�t� ; �4:9�

Õ.Ç. Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍËF! p,Q! x ËÆÇÐÕËÚÐÂ
ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3.5), (3.7). ¿ÕÑ ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÅÑ LC-ÍÑÐ-
ÕÖÓÂ ÄÞÊÞÄÂÇÕÔâ ÏÑÆÖÎâÙËÇÌ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ Z�t�, Â ÐÇ
ÚÂÔÕÑÕÞ o�t�.

5. ®ÐÑÅÑÏÇÓÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÃÇÊ "ÏÂÅÐËÕÐÞØ" ÔËÎ

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ b̂ � 0, Õ.Ç. ÔÎÖÚÂÌ
ÃÇÊ ÔËÎ "ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÕËÒÂ". ´ÑÅÆÂ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(2.8) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

d

dt

p
x

� �
� V

p
x

� �
;

�5:1�
V � 0̂ ÿK̂

M̂ÿ1 0̂

� �
; ili

dp

dt
� ÿK̂x ; dx

dt
� M̂ÿ1p :

®Þ ØÑÕËÏ ÄÄÇÔÕË ÕÇÐÊÑÓÐÞÇ ÂÐÂÎÑÅË ÚÂÔÕÑÕÞ Ë ËÏÒÇ-
ÆÂÐÔÂ. £ÑÕ ÍÂÍÑÄ ÐÂÛ ÒÑÆØÑÆ Í ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (5.1), Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÃÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ-ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÏÂÕÓËÙÞ M̂ Ë
K̂ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÅÖÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË. °ÒÓÇÆÇÎËÏ
ÏÅÐÑÄÇÐÐÖá ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÖá ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÖá ÏÂÕÓËÙÖ Ẑ�t�
ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ ÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

ẐM̂ÿ1Ẑ � K̂ ; M̂ � M̂T ; K̂ � K̂T ; Ẑ � ẐT �5:2�

(ÐÂÒÑÏÐËÏ: ËÐÆÇÍÔ T ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÕÓÂÐÔÒÑÐËÓÑÄÂÐËÇ
ÏÂÕÓËÙÞ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÄÔÇ ÕÓË ÏÂÕÓËÙÞ M̂, K̂ Ë Ẑ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÞ). £ÑÕ âÄÐÑÇ (ØÑÕâ Ë ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍÑÇ) ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ:

Ẑ � M̂ 1=2�M̂ÿ1=2K̂M̂ÿ1=2�1=2M̂ 1=2 : �5:3�

£ÑÕ ÆÓÖÅÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÆÂÇÕ ËÆÇÐÕËÚÐÞÌ ÑÍÑÐ-
ÚÂÕÇÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ:

Ẑ � K̂ 1=2�K̂ 1=2M̂ÿ1K̂ 1=2�ÿ1=2K̂ 1=2 : �5:4�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (5.2), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÇ Ẑ-ÏÂÕÓËÙÖ, ÄÏÇÔÕÇ Ô
ÇÅÑ ×ÑÓÏÂÎßÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ (5.3) ËÎË (5.4) ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÑÆËÐ
ËÊ ÅÎÂÄÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÊÂÏÇÕÍË: ÑÃÑÃÜÇÐËÇ
ÒÑÐâÕËâ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ ÆÎâ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÃÇÊ ÔËÎ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÕËÒÂ. £ ÒÓËÎÑÉÇÐËË ¡ ÏÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ
âÄÐÞÌ ÄËÆ ÓÇÛÇÐËâ Ẑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.2) ÆÎâ �2� 2�-ÏÂÕÓËÙ
M̂ Ë K̂; ÆÎâ ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍËØ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.3),
(5.4) ÕÓÇÃÖáÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÏÂÕ-
ÓËÙ M̂ Ë K̂.

³ÒÑÔÑÃ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ
(5.3) ÕÂÍÑÄ. ³ÐÂÚÂÎÂ ÒÓÑËÊÄÑÆËÏ ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇ-

ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÆÎâ ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÕÂÍËÏ ÐÑÄÞÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ Ë
ËÏÒÖÎßÔÂÏ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÏÂÔÔÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÇÆËÐËÚÐÑÌ
ÏÂÕÓËÙÇÌ:

pnew �
1

M̂ 1=2
p ; xnew � M̂ 1=2x : �5:5�

´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (Õ.Ç. ÍÑÅÆÂ ÏÂÕÓËÙÞ M̂
Ë K̂ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË) ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓËÐË-
ÏÂáÕ ÄËÆ

dpnew
dt
� ÿM̂ÿ1=2K̂M̂ÿ1=2xnew ;

�5:6�
dxnew
dt
� pnew �stacionarnyj slu~aj� :

´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß K̂new �
� M̂ÿ1=2K̂M̂ÿ1=2 ÍÂÍ ÐÑÄÖá ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÖá ÏÂÕÓËÙÖ
ÖÒÓÖÅÑÔÕË. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕËÒÂ (4.2)
ẐnewẐnew � K̂new ÑÚÇÄËÆÐÑ: Ẑnew � K̂

1=2
new. £ÑÊÄÓÂÜÂâÔß Í

ËÔØÑÆÐÞÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ �p; x�, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ (5.3).
¬ÑÐÇÚÐÑ, ÒÑÔÎÇ ÕÂÍÑÅÑ "ÄÞÄÑÆÂ" ÓÇÊÖÎßÕÂÕ (5.3) ÃÞÎ
ÒÓÑÄÇÓÇÐ ÒÓâÏÑÌ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ Ä (5.2). ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÂâ
ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÑÄÂâ ÏÂÕÓËÙÂ ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÒÓÇ-
ÄÓÂÜÂÇÕÔâ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâ Ä ÇÆËÐËÚÐÖá, ÆÂÇÕ ×ÑÓÏÖÎÖ (5.4), ÍÑÕÑÓÂâ ÊÂÕÇÏ
ÕÂÍÉÇ ÒÓÑÄÇÓâÇÕÔâ ÒÓâÏÑÌ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ Ä (5.2).

£ÑÊÄÓÂÜÂâÔß Í ÑÃÜÇÌ ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÔËÔÕÇÏÇ,
ÏÑÉÐÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ àÕÑÌ �n� n�-ÏÂÕÓËÙÇÌ Ẑ, ÆÎâ
ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÄÄÇÔÕË ÐÑÄÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ËÏÒÖÎß-
ÔÑÄ P Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕ X:

P
X

� �
� Ẑ2n

p
x

� �
; Ẑ2n�t� � Ẑÿ1=2 0̂

0̂ Ẑ 1=2

� �
;

�5:7�
p
x

� �
� Ẑÿ12n

P
X

� �
; Ẑÿ12n � Ẑ 1=2 0̂

0̂ Ẑÿ1=2

� �
:

ª ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÏÂÕÓËÙÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ẑ2n Ë ÑÃÓÂÕ-
ÐÂâ ÇÌ ÏÂÕÓËÙÂ Ẑÿ12n âÄÎâáÕÔâ ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍËÏË
�2n� 2n�-ÏÂÕÓËÙÂÏË. (¹ËÕÂÕÇÎß ÏÑÉÇÕ ÑÔÄÇÉËÕß ÔÄÑá
ÒÂÏâÕß Ä ÄÑÒÓÑÔÇ Ñ ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍËØ ÏÂÕÓËÙÂØ, ÑÃÓÂ-
ÕËÄÛËÔß Í ÒÓËÎÑÉÇÐËá ¢.) ´ÇÒÇÓß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ P Ë X
ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ

d

dt

P�t�
X�t�

� �
� ÿĜ1 ÿÔ2

Ô1 Ĝ2

� �
P�t�
X�t�

� �
: �5:8�

©ÆÇÔß ÏÞ ÄÄÇÎË ÚÇÕÞÓÇ �n� n�-ÏÂÕÓËÙÞ:
Ô1 � Ẑ 1=2M̂ÿ1Ẑ 1=2 � ÔT

1 ; Ô2 � Ẑÿ1=2K̂Ẑÿ1=2 � ÔT
2 ;

Ĝ1 � Ẑÿ1=2
dẐ 1=2

dt
; �5:9�

Ĝ2 � ÿẐ 1=2 dẐÿ1=2

dt
� dẐ 1=2

dt
Ẑÿ1=2 � ĜT

1 :

±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ Ĝ2 ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÕÑÉÆÇÔÕÄ

d

dt
Âÿ1 � ÿÂÿ1

�
d

dt
Â

�
Âÿ1 ;

�5:10�
d

dt
Ẑÿ1=2 � ÿẐÿ1=2

�
d

dt
Ẑ 1=2

�
Ẑÿ1=2 ;
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ÍÑÕÑÓÞÇ, Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß, ÎÇÅÍÑ ÄÞÄÑÆâÕÔâ ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÓÑÄÂÐËÇÏ ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ B̂B̂ÿ1 � 1̂. ¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ, ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (5.8), ÕÂÍÑÄ:

H�P;X; t� � PTĜ2X� 1

2
�PTÔ1P� XTÔ2X� : �5:11�

¬ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÖ (5.11) ÏÑÉÐÑ ÒÓËÌÕË, ÒÑÆÃËÓÂâ
H�P;X; t� ÒÑÆ ÑÒËÔÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (5.8). ¿ÕÑÕ ÉÇ ÅÂÏËÎß-
ÕÑÐËÂÐ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ë ËÐÞÏ ÒÖÕÇÏ, ÒÑ ØÑÆÖ ÆÇÎÂ ÇÜÇ Ë
ÆÑÍÂÊÞÄÂâ ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍËÌ (ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÌ) ØÂÓÂÍÕÇÓ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (5.7), ÇÔÎË ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÒÓÑËÊÄÑÆâ-
ÜÇÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ G�x;P; t�:

X � qG
qPT

; p � qG
qxT

;

Hnew�P;X; t� � Hold

ÿ
p�P�; x�X�; t�� qG�P; x; t�

qt
; �5:12�

G�P; x; t� � xTẐ 1=2P :

®ÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÂÕÓËÙÂ Ẑ ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá (5.2), ÆÄÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ "ÏÂÕÓËÙÞ ÚÂÔÕÑÕ" Ô1 Ë Ô2, ÄÄÇÆÇÐÐÞÇ Ä (5.9), ÐÂ
ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ ÓÂÄÐÞ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ Ë ÐËÉÇ ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕÔâ
ÒÓÑÔÕÑ ÍÂÍ Ô:

Ô � Ô1 � Ô2 � Ẑ 1=2M̂ÿ1Ẑ 1=2 � Ẑÿ1=2K̂Ẑÿ1=2 : �5:13�

£ÄÇÆÇÏ, ÒÑÆÑÃÐÑ ÕÑÏÖ, ÍÂÍ àÕÑ ÆÇÎÂÎÑÔß Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÑÆÐÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, ÄÇÍÕÑÓ "ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ"
a�t� Ë ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ-ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ a ��t� ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâÏË

a�t� � X�t� � iP�t������
2�h
p ; a��t� � X�t� ÿ iP�t������

2�h
p : �5:14�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ
ÄÇÍÕÑÓÑÄ a�t� Ë a��t� ÒÓËÏÖÕ ÄËÆ

da�t�
dt
� ÿiô�t�a�t� � ĝ�t�a��t� ;

�5:15�
da��t�
dt

� iô�t�a��t� � ĝ�t�a�t� :

©ÆÇÔß ô�t�ì àÓÏËÕÑÄÂ ÏÂÕÓËÙÂ:

ô � Ô� Ĝ1 ÿ ĜT
1

2i
� ô� � Ôÿ ĜT

1 ÿ Ĝ1

2i
; �5:16�

Â ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ àÓÏËÕÑÄÂ ÏÂÕÓËÙÂ ĝ�t� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÍÂÍ

ĝ�t� � Ĝ1 � ĜT
1

2
: �5:17�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÏÂÕÓËÙÂ ËÏÒÇ-
ÆÂÐÔÂ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË. ´ÑÅÆÂ ĝ�t� � 0 Ë ÔÄÑÌÔÕÄÑ
àÓÏËÕÑÄÑÔÕËÏÂÕÓËÙÞ ô�t� ÒÓËÄÑÆËÕ Í àÄÑÎáÙËË ÄÇÍÕÑÓÂ
a�t� ÒÑ ÕËÒÖ ÖÐËÕÂÓÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ:

a�t� � Û�t; t0�a�t0� ; dÛ�t; t0�
dt

� ÿiô�t�Û�t; t0� ;
�5:18�

Û��t; t0� � Ûÿ1�t; t0� :

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÕÓËÙÞ ô�t1� Ë ô�t2� ÐÇ ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ
ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ Ä ÓÂÊÎËÚÂáÜËÇÔâ ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÓÇÏÇÐË t1 Ë t2;
ÒÑàÕÑÏÖ ÒÓÑÔÕÂâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ Û�t; t0�
(ÒÑÆÑÃÐÂâ (3.12)) ÊÆÇÔß ÐÇ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÂ. ¦Ç ÔÎÇÆÖÇÕ
ÊÂÏÇÐËÕß "ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÌ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË àÍÔÒÑÐÇÐÕÑÌ"
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [9]); ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÕßÔâ ÐÂ
àÕËØ ÆÇÕÂÎâØ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ "ÏÇÆÎÇÐÐÑ ËÊÏÇ-
ÐâáÜËØÔâ" ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ b�t�, b��t�:

a�t� � Û�t� b�t� ; a��t� � Û ��t� b��t� ; �5:19�
dÛ�t�
dt
� ÿiô�t�Û�t� ;

ÅÆÇ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÞ ÆÑÒÖÔÍÂÇÏ ĝ�t� 6� 0 Ë ÒÑÆÓÂÊÖÏÇ-
ÄÂÇÏ, ÚÕÑ àÓÏËÕÑÄÂ ÏÂÕÓËÙÂ ô�t� ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ
(5.16). £ÞÃÇÓÇÏ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË t0 � 0. ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÆÎâ b�t�, b��t� ÕÂÍÑÄÞ:

db�t�
dt
� Ûÿ1�t�ĝ�t�Û ��t�b��t� ;

�5:20�
db��t�
dt

� �Ûÿ1�t���ĝ�t�Û�t�b�t� :
¬ÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ

ÊÆÇÔß Í ÄÂÉÐÑÏÖ ÄÞÄÑÆÖ; ÒÑÄÕÑÓËÏ ÇÅÑ. ¥ÂÉÇ Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÏÂÕÓËÙÞ ÚÂÔÕÑÕÞ ô�t� ÂÆËÂÃÂÕË-
ÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ aa� � bb� �PH=�ho ÕÑÚÐÑ ÔÑØÓÂÐâÇÕ-
Ôâ, ÇÔÎËÏÂÕÓËÙÂ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ Ẑ ÒÑÔÕÑâÐÐÂ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ËÕÇÏ
ÔÂÏÞÏ ĝ�t� � 0. ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊ-
ÃÖÉÆÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÏÂÕÓËÙÞ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ. ¢ÑÎÇÇ
ÊÐÂÍÑÏÞÏ âÄÎâÇÕÔâ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÂÆËÂ-
ÃÂÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ô ØÑÓÑÛÇÌ ÕÑÚ-
ÐÑÔÕßá, ÇÔÎË ËÏÒÇÆÂÐÔ Ẑ�t� ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍË,
Õ.Ç. ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÐÂ ÏÂÔÛÕÂÃÇ ÄÓÇÏÇÐË t � 1=o, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÏÇÆÎÇÐÐÞÏË ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË b�t�
Ë b��t� ÃÞÔÕÓÑ ÑÔÙËÎÎËÓÖÇÕ Ë ÐÇ ÆÂÇÕ ÐÂÍÂÒÎËÄÂáÜÇÅÑÔâ
à××ÇÍÕÂ. ³ÑØÓÂÐÇÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ aa� �
� bb� �PH=�ho ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÚÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ
ÊÂÍÑÐÑÄ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ®àÐÎË ë²ÑÖ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ
ÒÇÓÇØÑÆÞ ÏÑÅÖÕ ÎËÛß ÊÂÏÇÐËÕß ÑÆËÐ ÍÄÂÐÕ Ä ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ
ÏÑÆÇ ÍÄÂÐÕÑÏ ÍÂÍÑÌ-ÕÑ ÆÓÖÅÑÌ ÏÑÆÞ. ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË,
ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÔÄâÊÂÐ-
ÐÞØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, ÇÔÎË ÏÂÕÓËÙÂ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ
ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË.

£ÞÚËÔÎÇÐËâ, ÒÑÆÑÃÐÞÇ ÒÓÑÆÇÎÂÐÐÞÏ ÆÎâ ÑÆÐÑÏÇÓ-
ÐÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, ÆÂáÕ ÆÎâ ÔÓÇÆÐËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ hxixki Ë
h pi pki Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÔËÔÕÇÏÞ:

hxixki � 0;5�hẐÿ1ik ; h pi pki � 0;5�hẐik ;

hxi pki � ÿ0;5i�hdik ; h pixki � 0;5i�hdik ; �5:21�
h pixk � xk pii � 0 ; h pixk ÿ xk pii � ÿi�hdik :

±ÑÔÎÇÆÐââ ×ÑÓÏÖÎÂ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓâÏÞÏ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÍÂÐÑ-
ÐËÚÇÔÍËØ ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ. £ÑÎÐÑÄÂâ
×ÖÐÍÙËâ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ä ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËË âÄÎâÇÕÔâ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÑÌ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ:

c�x� � const exp

�
ÿ 1

2�h

X
i; k

Zikxixk

�
: �5:22�
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£ÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÏÑÉÐÑ
ÐÂÌÕË, ÒÓËÏÇÐââ ÐÖÉÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÓÂÊ ÒÑÆØÑÆâÜËÇ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÞ a� Í ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ (5.22),
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß àÕËÏ
ÔÒÑÔÑÃÑÏ; ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÄØÑÆËÕß Ä ÒÑÆÓÑÃÐÑÔÕË (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [10]). ª ÑÒâÕß ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÇÔÎË
ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÞÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÏÂÔÔÞ Ë ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÑÔÕÂÄÎâáÕ
ÏÂÕÓËÙÖ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ ÐÇËÊÏÇÐÐÑÌ, ÕÑ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ë, Ô ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÆÎâ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÏÞ ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ÕÂÍÉÇ Ë ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ
aa�.

¿ÕÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐËÕß ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ
ÃÑÎÇÇ ÑÃÜËØ, ÚÇÏ ÓÂÐÇÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ ÃËÎËÐÇÌÐÞÇ,
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÄH�p; r; t�. ªÏÇÐÐÑ, ÒÖÔÕß

H�p; r; t� � H0�p; r� s�t� : �5:23�
ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ,
ÔÎÇÆÖáÜËÇ ËÊ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ H�p; r; t�, ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ
ÒÑÆÑÃÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ H0�p; r� ÒÓÑÔÕÞÏ ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ
ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÄÓÇÏÇÐË t! t, ÕÂÍËÏ, ÚÕÑ dt=dt � s�t�. ªÐÞÏË
ÔÎÑÄÂÏË, ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ �p; r� ÆÎâ
àÕËØ ÆÄÖØ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÄ ËÆÇÐÕËÚÐÞ, Â ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä
ÓÂÔÛËÓÇÐÐÑÏ ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ �p; r; t� ÓÂÊÎËÚÐÞ
ÒÓË s�t� 6� 1. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ H0�p; r� ÐÇ ÊÂÄË-
ÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË, ÆÄËÉÇÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐÑ ÅËÒÇÓÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË
H0�p; r� � E0. ®Þ, ÑÆÐÂÍÑ, ÄËÆÇÎË, ÚÕÑ ÆÎâ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ
ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ ÔËÔÕÇÏÂ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÏÂÕÓËÙÇÌ
ËÏÒÇÆÂÐÔÂ ÏÑÉÇÕ, ÕÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ, ÔÑÆÇÓÉÂÕß ÐÇÕÓËÄËÂÎß-
ÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ, ÐÇ ÔÄÑÆâÜÖáÔâ ÒÓÑÔÕÑ
Í ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÏÇÐÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÄÓÇÏÇÐË (ËÎË, ÚÕÑ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ, ÇÆËÐËÙÞ àÐÇÓÅËË).

6. ¥ÄÖÏÇÓÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ
Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÆÄËÉÇÐËâ Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË �x; y� Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
B � Bez, ÍÑÅÆÂ ÆÇÌÔÕÄËÇ àÕÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÂÐÕË-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ b̂. ¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÃÖÆÇÏ
ÔÚËÕÂÕß ÕÇÐÊÑÓ ÏÂÔÔÞ M̂ ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÖÆÑÃÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß b̂ ÚÇÓÇÊ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÖá ÎÂÓÏÑÓÑÄ-
ÔÍÖá ÚÂÔÕÑÕÖ L � qB=2m [ÓÂÆ Ôÿ1], ÅÆÇ qì àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ
ÊÂÓâÆ ÚÂÔÕËÙÞ Ë m ì ÇÇ ÏÂÔÔÂ. ®Þ ÕÂÍÉÇ ÆÑÒÖÔÍÂÇÏ
ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÂÐËÊÑÕÓÑÒËá ÕÇÐÊÑÓÂ ÖÒÓÖÅÑÔÕË K̂, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÒÑÆØÑÆâÜËÏ ÄÞÃÑÓÑÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË �x; y�
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓËÄÇÆÇÐ Í ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÏÖ ÄËÆÖ ËÏÇÐÐÑ Ä
�x; y�-ÑÔâØ. ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÏÞ ÒÓËÏÇÏ

bxy � ÿbyx � mL ; bxx � byy � 0 ;

b̂ � 0 mL
ÿmL 0

� �
; K̂ � mo2

x 0

0 mo2
y

 !
; �6:1�

M̂ � m 0
0 m

� �
:

ÁÄÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ Ä àÕËØ ÑÃÑÊÐÂÚÇ-
ÐËâØ ÕÂÍÑÄÑ:

H�p; x; t� � �2m�ÿ1�� px � ymL�2 � � py ÿ xmL�2��
� 1

2
�mx 2o2

x �my 2o2
y� : �6:2�

µÓÂÄÐÇÐËâ ÂÅÓÂÐÉÂ ë¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ

d

dt

px
py
x
y

0B@
1CA �

�
0 L
ÿL 0

� � ÿm�o2
x � L2� 0

0 ÿm�o2
y � L2�

 !
1=m 0

0 1=m

� �
0 L
ÿL 0

� �
0BBB@

1CCCA
px
py
x
y

0B@
1CA:
�6:3�

¿ÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ Ë ÆÎâ ÊÂÄËÔâÜËØ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ m, L, ox, oy. ³ÑÅÎÂÔÐÑ (6.3) ÎÂÓÏÑÓÑÄÔÍÂâ
ÒÓÇÙÇÔÔËâ (ÒÓË q > 0) ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ô ÄÇÍÕÑÓÑÏ ÖÅÎÑÄÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË, ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ (ÆËÂÏÂÅÐÇÕËÊÏ). £ÄÇÆÇÏ ÐÑÄÞÇ ËÏÒÖÎßÔÞ P� Ë Pÿ, Â
ÕÂÍÉÇ ÐÑÄÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ X� Ë Xÿ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâ Ô ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍÑÌ ÏÂÕÓËÙÇÌ Ẑ4,

P�
Pÿ
X�
Xÿ

0B@
1CA � Ẑ4

px
py
x
y

0B@
1CA ; Ẑ4 � Ŝ Û

V̂ Ŵ

� �
; �6:4�

Ŝ �
1��������
2Z1

p 0

1��������
2Z1

p 0

0BB@
1CCA ; Û �

0

������
Z1

p ���
2
p

0 ÿ
������
Z1

p ���
2
p

0BBB@
1CCCA ;

�6:5�

V̂ �
0 ÿ 1��������

2Z1

p

0
1��������
2Z1

p

0BB@
1CCA ; Ŵ �

������
Z1

p ���
2
p 0������
Z1

p ���
2
p 0

0BBB@
1CCCA :

(¬ ÔÑÉÂÎÇÐËá, ÐË ÑÆÐÂ ËÊ ÏÂÕÓËÙ S, U, V,W ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÑÃÓÂÕËÏÑÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ö ÄÔÇØ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá ÑÒÓÇÆÇÎËÕÇÎß.
±ÑàÕÑÏÖ àÎÇÅÂÐÕÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ÓÂÃÑÕÞ Ô ÃÎÑÍÂÏË
ÏÂÕÓËÙ ÊÆÇÔß ÐÇ ÔÓÂÃÂÕÞÄÂáÕ.) ¬ÑÓÑÚÇ, ÄÄÇÆÇÏ ÐÑÄÞÇ
ËÏÒÖÎßÔÞ P� Ë Pÿ Ë ÐÑÄÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ X� Ë Xÿ ÍÂÍ

P� � px��������
2Z1

p � y

�������
Z1

2

r
; Pÿ � px��������

2Z1

p ÿ y

�������
Z1

2

r
;
�6:6�

X� � ÿpy��������
2Z1

p � x

�������
Z1

2

r
; Xÿ � py��������

2Z1

p � x

�������
Z1

2

r
:

°ÃÓÂÕÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÕÑÉÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÑÔÕÑ:

px �
�������
Z1

2

r
�P� � Pÿ� ; py �

�������
Z1

2

r
�ÿX� � Xÿ� ;

x � 1��������
2Z1

p �X� � Xÿ� ; y � 1��������
2Z1

p �P� ÿ Pÿ� :
�6:7�

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ Z1�t� ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË, ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÕÂÍÑÄÞ:

d

dt

P�
Pÿ

� �
� ÿg1�t� 0 1

1 0

� �
P�
Pÿ

� �
ÿ Ô2

X�
Xÿ

� �
;

d

dt

X�
Xÿ

� �
� g1�t� 0 1

1 0

� �
X�
Xÿ

� �
� Ô1

P�
Pÿ

� �
; �6:8�

g1�t� � 1

2

d lnZ1�t�
dt

(ÔÓ. ÕÂÍÉÇ Ô ÓËÔ. 2Ã). ¬ÑÐÍÓÇÕÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÏÂÕÓËÙ Ô1, Ô2 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÐËÉÇ (ÔÏ.

4 µ¶¯, Õ. 178, å 5
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ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.11), (6.12)). µÓÂÄÐÇÐËâ (6.8) âÄÎâáÕÔâ ÍÂÐÑ-
ÐËÚÇÔÍËÏË ÆÎâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ

H�P�;Pÿ;X�;Xÿ; t� � g1�t��X�Pÿ � XÿP���

� 1

2
PTÔ1P� 1

2
XTÔ2X : �6:9�

¦ÔÎË àÕÑÕ "ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞÌ" ËÏÒÇÆÂÐÔ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÄÓÇÏÇÐË, ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ

d

dt

P�
Pÿ

� �
� ÿÔ2

X�
Xÿ

� �
;

d

dt

X�
Xÿ

� �
� Ô1

P�
Pÿ

� �
:

�6:10�

©ÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (6.6) Ô
Z1�t� � const ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÐÑÄÞÇ
ËÏÒÖÎßÔÞ P "ÒÓËÕâÅËÄÂáÕÔâ ÄÑÊÄÓÂÜÂáÜÇÌ ÔËÎÑÌ",
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÌ ÿÔ2X, Â ÐÑÄÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ X ÄÑÊ-
ÓÂÔÕÂáÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ �Ô1P. ªÐÞÏË
ÔÎÑÄÂÏË, àÕÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÖÔÕÓÂÐËÕß
ÚÎÇÐÞ, ÔÄâÊÞÄÂáÜËÇ dP=dt Ô P, Â ÕÂÍÉÇ ÚÎÇÐÞ, ÔÄâÊÞ-
ÄÂáÜËÇ dX=dt Ô X. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÂÕÓËÙÂ Ô2 ÐÂÚËÐÂÇÕ
ËÅÓÂÕß ÓÑÎß ÕÇÐÊÑÓÂ ÖÒÓÖÅÑÔÕË, Â ÏÂÕÓËÙÂ Ô1 ì ÓÑÎß
ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÏÂÕÓËÙÞ ÏÂÔÔÞ. £ ÍÂÍÑÏ-ÕÑ ÔÏÞÔÎÇ àÕÑ ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÒÑØÑÉÇ ÐÂ ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ,
ÄÓÂÜÂáÜÖáÔâ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÎÂÓÏÑÓÑÄÔÍÑÌ ÒÓÇÙÇÔÔËË L.
±ÇÓÇØÑÆ ÄÑ ÄÓÂÜÂáÜÖáÔâ ÔËÔÕÇÏÖ ÔÆÇÎÂÎ ÃÞ, ÑÆÐÂÍÑ,
ÄÑÊÄÓÂÜÂáÜÖá ÔËÎÖ âÄÐÑ ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË (ÒÓË
ox 6� oy). ³ËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓË Z1 � const Ë ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÐÇ ÐÂÓÖÛÂÇÕ
ÊÂÍÑÐÂ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÆÂÉÇ ÒÓË ox 6� oy.

³ËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÏÂÕÓËÙÞ Ô1 Ë Ô2 ÒÓË
ox 6� oy ÄÞÅÎâÆâÕ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÔÎÑÉÐÑ:

Ô1 �
L�m�o2

y � L2�
2Z 2

1

� Z 2
1

2m
ÿm�o2

y � L2�
2Z 2

1

� Z 2
1

2m

ÿm�o2
y � L2�
2Z 2

1

� Z 2
1

2m
ÿL�m�o2

y � L2�
2Z 2

1

� Z 2
1

2m

0BBB@
1CCCA ;

�6:11�

Ô2 �
L�m�o2

x � L2�
2Z 2

1

� Z 2
1

2m

m�o2
x � L2�
2Z 2

1

ÿ Z 2
1

2m

m�o2
x � L2�
2Z 2

1

ÿ Z 2
1

2m
ÿL�m�o2

x � L2�
2Z 2

1

� Z 2
1

2m

0BBB@
1CCCA ;

�6:12�
¥ÂÎßÐÇÌÛÇÇ ËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ Ô ÒÑÏÑÜßá ÆÑÒÑÎÐË-
ÕÇÎßÐÑÌ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌÏÂÕÓËÙÞ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÌ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËá

ẑ2Ôÿ11 ẑ2 � Ô2 ; �6:13�

ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÆÇÎÂÕß ÐÑÄÞÇ Ô1 Ë Ô2 ËÆÇÐÕËÚÐÞÏË. ÁÄÐÞÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÏÂÕÓËÙÞ ẑ2, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÌ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËá (6.13), ÆÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (5.3), (5.4) Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
(A.7) ËÊ ÒÓËÎÑÉÇÐËâ ¡.

³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÆÄÖØ ÎËÐÇÌÐÑ-ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ
ÏÑÆ ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÕÂÍÑÄÞ:

o�;ÿ �

�

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������
2L2 � 1

2
�o2

x � o2
y� �

��������������������������������������������������������������
2L2 � 1

2
�o2

x � o2
y�
�2
ÿ o2

xo2
y

svuut
:

�6:14�

¥ÂÎÇÇ ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÑÌ
ox � oy � oxy; ÕÑÅÆÂ ÄÞÃÑÓ

Z1 � m
�������������������
L2 � o2

xy

q
�6:15�

ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÓÑÔÕÑÌ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ÏÂÕÓËÙÞ
Ô1 � Ô2 � Ô:

Ô1 � Ô2 � Ô � o� 0
0 oÿ

� �
;

�6:16�
o� �

�������������������
o2

xy � L2
q

� L ; oÿ �
�������������������
o2

xy � L2
q

ÿ L :

ª ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÚÇÔÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ (6.10) ÔÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏË ÏÂÕÓË-
ÙÂÏË (6.11), (6.12) Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ox � oy � oxy

ÆÂÇÕ ÕÑÚÐÑ ÕÂÍËÇ ÉÇ ÆÄÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ o� Ë oÿ
ÆÂÉÇ ÃÇÊ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÅÑ ÄÞÃÑÓÂ Z1 � const.

¬ÂÍ Ë Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ, ÐÇÏÂÅÐËÕÐÑÏ, ÔÎÖÚÂÇ, ÏÑÉÐÑ
ÄÄÇÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ËÎË ÃÖÆÖÜËÇ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-
ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ Ë ÓÑÉÆÇÐËâ:

a��t� � X��t� � iP��t������
2�h
p ; a ���t� �

X��t� ÿ iP��t������
2�h
p ;

�6:17�
aÿ�t� � Xÿ�t� � iPÿ�t������

2�h
p ; a �ÿ�t� �

Xÿ�t� ÿ iPÿ�t������
2�h
p :

¬ÄÂÐÕÑÄÞÇ ÖÓÑÄÐË àÕÑÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÐÑÏÇÓÂÏË n� Ë nÿ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÍÄÂÐÕÑÄ �ho� Ë �hoÿ:

E�n�; nÿ� � �ho�

�
n� � 1

2

�
� �hoÿ

�
nÿ � 1

2

�
: �6:18�

¦ÔÎË ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ ÐÇÕ, oxy � 0, Â ÇÔÕß ÎËÛß
ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÕÑ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÊÐÂÏÇÐËÕÞÇ ÖÓÑÄÐË
ÂÐÆÂÖ Ô o� � 2L, ÓÂÄÐÑÌ ÖÆÄÑÇÐÐÑÌ ÎÂÓÏÑÓÑÄÔÍÑÌ
ÚÂÔÕÑÕÇ, Õ.Ç. ÙËÍÎÑÕÓÑÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ
ÚÂÔÕÑÕÂ oÿ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ë ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇ
ÙÇÐÕÓÑÄ ÙËÍÎÑÕÓÑÐÐÞØ ÑÓÃËÕ.

£ÞÓÂÉÇÐËâ ÕËÒÂ (6.17) ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÄÞÚËÔÎâÕß ÏÂÕÓËÚ-
ÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÒÇÓÇØÑÆÂ, ×ÎÖÍÕÖÂÙËË Ë Õ.Ò. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖáÜËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÑÃÞÚÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ �x; y� Ë
ÑÃÑÃÜÇÐÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ � px; py� ÕÂÍÑÄÞ:

x�t� �
���������

�h

4Z1

s
�a� � a �� � aÿ � a �ÿ� ;

�6:19�

y�t� �
���������

�h

4Z1

s
a� ÿ a �� ÿ aÿ � a �ÿ

i
;

px�t� �
��������
�hZ1

p a� ÿ a �� � aÿ ÿ a �ÿ
2i

;

�6:20�
py�t� �

��������
�hZ1

p ÿa� ÿ a �� � aÿ � a �ÿ
2

:

®ÑÅÖÕ ÕÂÍÉÇ ÒÑÐÂÆÑÃËÕßÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ vx
Ë vy:

vx�t� � Ly� px
m
; vy�t� � ÿLx� py

m
: �6:21�
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²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË
ÚËÔÎÂÏË ÍÄÂÐÕÑÄ n� Ë nÿ. ¥Îâ ÐËØ

hxi � h yi � h pxi � h pyi � hvxi � hvyi � 0 ; �6:22�

Z1hx 2i � Z1h y 2i � h p
2
x i

Z1
� h p

2
y i

Z1
� �h

2

�
n� � 1

2
� nÿ � 1

2

�
;

�6:23�
hxpx � pxxi � h ypy � pyyi � 0 ; �6:24�
hxpx ÿ pxxi � h ypy ÿ pyyi � i�h ;

hxpy ÿ pyxi � h ypx ÿ pxyi � 0 ; �6:25�
ÿ hxpy � pyxi � h ypx � pxyi � �h�n� ÿ nÿ� ;�
m�v 2

x � v 2
y �

2
�mo2

xy�x 2 � y 2�
2

�
�

� �ho�

�
n� � 1

2

�
� �hoÿ

�
nÿ � 1

2

�
: �6:26�

¿ÕË ×ÑÓÏÖÎÞ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÎÇÊÐÞ ÆÎâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ
×ËÊËÍË ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ.

7. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ×ËÊËÍÂ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ
Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ

±ÑÖÚËÕÇÎßÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÆÎâ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË
n� Ë nÿ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÑÉËÆÂÐËÇ hMzi ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÏÑÏÇÐÕÂMz � 0;5q�xvy ÿ yvx� [¡ Ï2]. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÌ (6.22) ë (6.26) ÄMz ÆÂÇÕ (ÆÎâ q > 0):

hMzi � q

2
hxvy ÿ yvxi � q�h

2m
�������������������
L2 � o2

xy

q �

�
h
ÿL� nÿ

� �������������������
L2 � o2

xy

q
ÿ L

�
ÿ n�

� �������������������
L2 � o2

xy

q
� L

�i
:

�7:1�
ªÊÄÇÔÕÐÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ ±ÎÂÐÍÂ ÆÎâ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍË ÓÂÄ-
ÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÚËÔÎÂ ÍÄÂÐÕÑÄ ËÏÇÇÕ ÔÒÇ-
ÙËÂÎßÐÞÌ ÄËÆ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÄÞÔÑÍËØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ:

hni �
�
exp

�
�ho
kBT

�
ÿ 1

�ÿ1
� kBT

�ho
ÿ 1

2
� 1

12

�ho
kBT
�O

�
�ho
kBT

�2

:

�7:2�

£ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ hni ! 0 ÒÓË ÑÚÇÐß ÐËÊÍÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ. £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÑÉËÆÂÇÏÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ
ÒÓË ÑÚÇÐß ÐËÊÍÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ (ÆËÂÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÑÕÍÎËÍ)
ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

hMzi � ÿ jqj�h
2m

L�������������������
L2 � o2

xy

q � ÿ q 2�h

4m

B���������������������������������
o2

xy � �qB=2m�2
q ;

�7:3�
ÊÆÇÔß jqj�h=2m ì ÏÂÅÐÇÕÑÐ ¢ÑÓÂ. ±ÓË B! 0 àÕÑÕ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ ÂÐÉÇÄÇÐÂ. µÓÂÄÐÇÐËâ (7.1),
(7.2) ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÑÄÂÕß ÕÇÑÓÇÏÖ ¢ÑÓÂ Ë £ÂÐ
ÈÄÇÐ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [11]):

hMzi � q

2
hxvy ÿ yvxi � ÿ jqj�h

2m

�hL

3kBT
pri kBT!1 ;

�7:4�

ÕÂÍ ÚÕÑ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ËÔÚÇÊÂÇÕ ÍÂÍ �h 2 Ä ÍÎÂÔÔË-
ÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ �h! 0.

¦ÔÎË ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔËÎßÐÑÇ, Õ.Ç. ÇÔÎË L4ox;oy, ÕÑ
ÚÂÔÕÑÕÂ oÿ ÅÑÓÂÊÆÑ ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ ÆÂÉÇ ox, oy. ¯ÂÒÓËÏÇÓ,
Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ �L4ox � oy � oxy� ÐËÉÐáá ÚÂÔ-
ÕÑÕÖ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂâ ËÐÇÓÙËÇÌ: ÔÎÇÆÖÇÕ
ÒÓËÓÂÄÐâÕß ÔËÎÖ ÑÓÇÐÙÂ qBv � qBroÿ (ÒÓË ÍÓÖÅÑÄÑÏ
ÆÄËÉÇÐËË Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ r Ë ÒÑÍÂ ÇÜÇ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÖÅÎÑÄÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕßáoÿ) Í ÄÑÊÄÓÂÜÂáÜÇÌ ÔËÎÇm�oxy�2r. £ÇÓØÐáá
ÚÂÔÕÑÕÖ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÃÎËÊËÕÇÎßÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß, ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂâ
ÄÑÊÄÓÂÜÂáÜÇÌ ÔËÎÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ, Ë ÒÓËÓÂÄÐâÕß
ÙÇÐÕÓÑÔÕÓÇÏËÕÇÎßÐÖá ÔËÎÖ m�o��2r Í ÔËÎÇ ÑÓÇÐÙÂ
qBv � qBo�r. £ àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË

oÿ �
o2

xy

2L
; o� � 2L ; �7:5�

ÅÆÇ 2L � qB=mì ÙËÍÎÑÕÓÑÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ.
³ ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÎÖÚÂÌ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ

L4oxy ; o� � 2L ; oÿ �
o2

xy

2L
5oxy 5L ;

�7:6�
�hoÿ5 kBT5 �ho� ; hn�i � 0 ; hnÿi � kBT

�hoÿ
ÿ 1

2
:

´ÑÅÆÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÆËÂÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÑÕÍÎËÍ:

hMzi � q

2
hxvy ÿ yvxi � ÿjqj�h

2m
� kBT

Bz
; �7:7�

ÅÆÇ ÄÕÑÓÑÌ, "ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ", ÒÂÓÂÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÚÎÇÐ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÏÂÎÖá ÆÑÃÂÄÍÖ Í ÑÔÐÑÄÐÑÏÖ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏÖ
ÆËÂÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÚÎÇÐÖ. ¯ÂÎËÚËÇ àÕÑÌ ÒÂÓÂÏÂÅÐËÕÐÑÌ
ÒÑÒÓÂÄÍË ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇ-
ÄÂÎÑÔß ÑÚÇÐß ÔËÎßÐÞÏ: ÙËÍÎÑÕÓÑÐÐÞÌ ÍÄÂÐÕ 2�hL ÅÑÓÂÊÆÑ
ÃÑÎßÛÇ ÕÇÒÎÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË kBT, Â ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞÌ ÍÄÂÐÕ
�hoÿ ÅÑÓÂÊÆÑ ÏÇÐßÛÇ ÇÇ.

8. °ÃÜËÌ ÔÎÖÚÂÌ; ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ

®Þ ÑÃÔÖÆËÏ ÊÆÇÔß ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÌ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞÌ ÔÎÖ-
ÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÕÇÐÊÑÓ b̂ ÏÑÉÇÕ ÑÃÎÂÆÂÕß ÍÂÍ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ,
ÕÂÍ Ë ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÚÂÔÕâÏË. £ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÚÂÔÕß b̂ s ÕÇÐÊÑÓÂ b̂ ÄÎËâÇÕ ÐÂ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä �p; x�-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÐÑ ÐÇ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËË Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ �x; _x�. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÏÑÉÐÑ
ÄÞÒÑÎÐËÕß ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÎÂÅÓÂÐ-
ÉËÂÐÂ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÚÂÔÕË b̂ s ÕÇÐÊÑÓÂ b̂

xi b
s
i j _xj � d

dt

�
1

2
xi b

s
i jxj

�
ÿ xixj

1

2

d

dt
b s
i j : �8:1�

·ÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÆÑÃÂÄÎÇÐËÇ Í ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÖ ÒÑÎÐÑÌ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÑÕ ×ÖÐÍÙËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë
ÄÓÇÏÇÐË (ÐÑ ÐÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ) ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
¿ÌÎÇÓÂ ëÂÅÓÂÐÉÂ ÆÎâ �x; _x�. ©ÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÚÂÔÕß b̂ s ÕÇÐÊÑÓÂ b̂ ÆÂÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ
ÄÍÎÂÆ Ä ÕÇÐÊÑÓ ÖÒÓÖÅÑÔÕË (ÔÓ. Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (3.2)). ¡ÐÕË-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÚÂÔÕß b̂ a ÕÇÐÊÑÓÂ b̂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔËÎÂÏ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÕËÒÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÂÏË ÐÇ ÒÓÑËÊÄÑÆâÕ ÓÂÃÑÕÞ ÐÂÆ
ÚÂÔÕËÙÇÌ; ÄÓÇÏÇÐÐaÂ â ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß b̂ a (Õ.Ç. "ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ"), ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÊÂÍÑÐÖ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË
¶ÂÓÂÆÇâ, ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄËØÓÇÄÞÏ ÔËÎÂÏ Ô ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ

4*
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ÓÂÃÑÕÑÌ ÐÂ ÊÂÏÍÐÖÕÑÏ ÍÑÐÕÖÓÇ. ¿ÕÂ ÓÂÃÑÕÂ Ä ×ËÊËÍÇ
ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ àÎÇÍÕÓÑÆÄËÉÖÜÇÌ ÔËÎÑÌ (à.Æ.Ô.).

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÖÆÂÎÑÔß ÐÂÌÕË ÕÂÍÖá ÔËÏÒÎÇÍÕË-
ÚÇÔÍÖá �2n� 2n�-ÏÂÕÓËÙÖ Ẑ2n (Õ.Ç. ÏÂÕÓËÙÖ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâáÜÖá ÖÔÎÑÄËâÏ ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÐÑÔÕË (¢.5) ë (¢.8) (ÔÏ.
ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ¢)), ÚÕÑ

Ẑ2n � Ŝ Û

V̂ Ŵ

� �
; Ẑÿ12n � ŴT ÿÛT

ÿV̂T ŜT

� �
;

�8:2�
ŜÛT ÿ ÛŜT � 0 ; V̂ŴT ÿ ŴV̂T � 0 ; ŜŴT ÿ ÛV̂T � 1̂ ;

Ẑ2n
b̂M̂ÿ1 ÿ�K̂� b̂M̂ÿ1b̂T�
M̂ÿ1 ÿM̂ÿ1b̂T

 !
Ẑÿ12n � 0̂ ÿÔ

Ô 0̂

� �
: �8:3�

¡ÄÕÑÓ ÐÂ ÏÑÏÇÐÕ ÐÂÒËÔÂÐËâ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÊÂÏÇÕÍË ÐÇ
ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑÏ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ Ë (ËÎË) ÇÆËÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÔÕË ÕÂÍÑÌ ÏÂÕÓËÙÞ Ẑ2n. °ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ ÒÑÆÔÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕ ËÐÕÖËÙËâ ×ËÊËÍÂ, ÕÂÍÂâ ÏÂÕÓËÙÂ ÆÑÎÉÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÑ-
ÄÂÕß. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ÏÂÕÓËÙÂ Ẑ2n,
ÆÇÎÂáÜÂâ ÒÑÍÂ ÇÜÇ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÖá �n� n�-"ÏÂÕÓËÙÖ
ÚÂÔÕÑÕÞ" Ô ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ, ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ, Ô
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÐÖÏÇÓÂÙËË n ÏÑÆ.

£ÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ "ÔÕÂÓÞØ" ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÒÓË
àÕÑÏ ÕÂÍÑÄÞ:

p �
����
�h

2

r hÿÿÛT ÿ iŴT
�
a� ÿÿÛT ÿ iŴT

�
a�
i
;

�8:4�

x �
����
�h

2

r hÿ
iV̂T � ŜT

�
a� ÿÿiV̂T � ŜT

�
a�
i
:

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÇÔÎË ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÅËÎßÃÇÓÕÑÄÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÑ Ä ÄËÆÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË ÚËÔÎÂÏË nj ÍÄÂÐÕÑÄ Ä j-Ì ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÐÑÌ ÏÑÆÇ, ÕÑ

haki � ha �k i � 0 ; hakami � ha �k a �mi � 0 ; �8:5�
haka �mi ÿ dkm � ha �k ami � nkdkm :

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ÑÉËÆÂÇÏÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
hxi, hpi, hxpi, hxvi Ë Õ.Ò. ÎÑÅËÚÇÔÍË ÒÓÑÔÕÞ, ÐÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍË
Ä ÊÂÒËÔË, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÊÆÇÔß ÐÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ (ÔÓ. Ô ÆÇÕÂÎßÐÞÏË
ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ
ÒÑÎÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6).

£ÑÊÏÑÉÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ Í ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞÏ ÔËÔÕÇÏÂÏ Ô ÂÐÕË-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË ÕÇÐÊÑÓÂ b̂ ÃÞÎ ÖÉÇ
ÖÒÑÏâÐÖÕ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6. ªÏÇÐÐÑ, ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÌÕË Ä ÔËÔÕÇÏÖ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÄÓÂÜÂáÜÖáÔâ Ô ÎÂÓÏÑÓÑÄÔÍÑÌ ÖÅÎÑÄÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕßá L. ¥Îâ ÆÄÖØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ë ÆÄÖØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÏÑÉÐÑ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ:

~px
~py
~x
~y

0BB@
1CCA � Ẑ4

px
py
x
y

0B@
1CA ; Ẑ4�t� � R̂�t� 0̂

0̂ R̂�t�

 !
;

�8:6�
R̂�t� � cos �Lt� ÿ sin �Lt�

sin �Lt� cos �Lt�
� �

; R̂T�t� � R̂ÿ1�t� :

µÓÂÄÐÇÐËâ (6.3) ÒÓÇÑÃÓÂÊÖáÕÔâ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÕÑÉ-
ÆÇÔÕÄÂ�

d

dt
R̂�t�

�
R̂ÿ1�t� � ÿL sin �Lt� ÿL cos �Lt�

L cos �Lt� ÿL sin �Lt�
� �

�

� cos �Lt� sin �Lt�
ÿ sin �Lt� cos �Lt�

� �
� 0 ÿL

L 0

� �
: �8:7�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.3) ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ÄËÆ

d

dt

~p
~x

� �
� dẐ4�t�

dt
Ẑÿ14 �t�

~p
~x

� �
� Ẑ4�t� d

dt

p
x

� �
�

� 0̂ ÿR̂�t��K̂ÿ b̂aM̂ÿ1b̂a�R̂ÿ1�t�
R̂�t�M̂ÿ1R̂ÿ1�t� 0̂

 !
~p
~x

� �
:

�8:8�

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎË, ÚÕÑ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ
ÏÂÕÓËÙÂ b̂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ (6.1). £ÑËÔÕËÐÖ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÑ, ÚÕÑ
ÕÇ ÚÎÇÐÞ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (6.3), ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄâÊÞÄÂÎË ËÏÒÖÎßÔÞ
ÔÂÏË Ô ÔÑÃÑÌ Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÔÂÏË Ô ÔÑÃÑÌ, ËÔÚÇÊÎË!®ÑÉÐÑ
ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÎÂÓÏÑÓÑÄÔÍË ÄÓÂÜÂáÜÇÌÔâ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕ àÕË ÚÎÇÐÞ ÃÞÎË ÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÞ ÔËÎÑÌ ¬ÑÓËÑ-
ÎËÔÂ. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ ÏÂÕÓËÙÞ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÍÑÑÓÆËÐÂ-
ÕÂÏ ~x. ¥ÂÎÇÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ Ä
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ~a, ~a�. ©ÂÕÇÏ, ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ËÔ-
ÒÑÎßÊÖâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ, ÏÑÉÐÑ ÑÃÓÂÕÐÑ ÒÇ-
ÓÇÌÕË Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÖá (Õ.Ç. ÐÇÄÓÂÜÂáÜÖáÔâ) ÔËÔÕÇÏÖ.
±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÏÑÉÐÑ ÔÐÑÄÂ ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞØ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ Í ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞÏ
ËÏÒÖÎßÔÂÏ Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏP�,Pÿ,X�,Xÿ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ àÕÂ
ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ Ä ÎáÃÑÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË, ÏÑÉÐÑ
ÒÇÓÇÌÕË Í ÒÓÇÆÇÎÖ t! 0, ÒÓËÏÇÐââ ÐÇÍÑÇ ÒÑÆÑÃËÇ ÒÓÂ-
ÄËÎÂ ÑÒËÕÂÎâ. ±ÓÑÙÇÆÖÓÂ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ
ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Í ÐÑÄÑÏÖ ÃÂÊËÔÖ, ÊÂÕÇÏ Í
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏ, ÒÑÕÑÏ Í ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÉÇ
ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏ Ä ÔÕÂÓÑÏ ÃÂÊËÔÇ Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ, Í ÐÑÄÞÏ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ËÏÒÖÎßÔÂÏ Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ ÐÂÒÑÏËÐÂÇÕ
ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ "ËÏÒÖÎßÔÑÄ" Ë
"ÍÑÑÓÆËÐÂÕ" ÆÎâ "ÃÇÅÖÜËØ" ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ ÄÑÎÐ Ä ÍÎÂÔÔË-
ÚÇÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ, ÅÆÇ ËÔØÑÆÐÑ ÊÂÆÂÐÞ ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÞ ÔÕÑâÚËØ ÄÑÎÐ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÐËÅÖ [12, æ 52] 3).

£ÑÊÄÓÂÜÂâÔß Í ÊÂÆÂÚÇ Ô ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÄÇÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑÌ ÏÂÕÓËÙÇÌ b ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË, ÏÑÉÐÑ
ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÑÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
[13]) Ñ ÒÓËÄÇÆÇÐËË ÑÃÜÇÌ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÏÂÕÓËÙÞ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÄÓÂÜÇÐËÌ (Â ÄÓÂÜÇÐËâ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÔÑØÓÂ-
ÐâáÕ ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÐÑÔÕß) Í ÃÎÑÚÐÑÌ ×ÑÓÏÇ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÍÂÉÆÞÌ ÃÎÑÍ ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÎËÃÑ

0 Lj

ÿLj 0

� �
; �8:9�

ÎËÃÑ ÐÖÎÇÄÑÌ ÏÂÕÓËÙÞ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË 1. ©ÂÕÇÏ ÏÑÉÐÑ
ÔÆÇÎÂÕß ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÆÎâ ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ, ÍÑÕÑÓÂâ ÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ
ÃÎÑÍÂ (8.9) Ô ÒÑÆØÑÆâÜËÏË ÎÂÓÏÑÓÑÄÔÍËÏË ÖÅÎÑÄÞÏË
ÔÍÑÓÑÔÕâÏË Lj, ËÐÆËÄËÆÖÂÎßÐÞÏË ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ j-Ì ÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕË, Ë ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÑÒËÔÂÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÏÂÐËÒÖÎâÙËË Ô
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË/ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË. ´ÂÍÖá
ÒÓÑÅÓÂÏÏÖ, ÄÇÓÑâÕÐÑ, ÏÑÉÐÑ ÑÔÖÜÇÔÕÄËÕß; ÑÆÐÂÍÑ
ÂÄÕÑÓ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÊÂÏÇÕÍË ÒÑÍÂ ÇÜÇ àÕÑÅÑ ÐÇ ÔÆÇÎÂÎ 4, ÊÂ
ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÔÎÖÚÂâ ÆÄÖØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ë ÆÄÖØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
(ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 6).

3 £ ´ÇÑÓËË ÒÑÎâ .¥. ÂÐÆÂÖ Ë ¦.®. Ë×ÛËÙÂ æ 52 ÔÍÓÑÏÐÑ
ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ "³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÒÑÎâ" Ë, ÔÖÆâ ÒÑ ÐÂÊÄÂÐËá,
ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÎ ÃÞ ËÏÇÕß ÒÑÚÕË ÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ ÔÑÆÇÓÉÂÐËÇ. £ ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑÔÕË, ÑÒËÔÂÐÐÂâ ÕÂÏ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ÐÇ ÔÕÑÎß ÒÓÑÔÕÂ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ
ÏÇÓÇ ÆÎâ ÂÄÕÑÓÂ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÊÂÏÇÕÍË.
4 "¬ÕÑ ÎáÃËÕ ÃÑÎÇÇ ÏÇÐâ, ÕÑÕ ÒËÛÇÕ ÆÂÎÇÇ ÏÇÐâ" (ÊÂÒËÔß Ä ÂÎßÃÑÏ
ÏËÎÑÌ ÆÂÏÞ).
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£ÑÊÄÓÂÜÂâÔß Í ÑÃÜÇÌ ËÆÇÑÎÑÅËË ËÏÒÇÆÂÐÔÂ, ÖÏÇÔÕÐÑ
ÔÆÇÎÂÕß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâÇÕÔâ ÔÕÑÎß ÖÉ ÑÚÇÄËÆÐÞÏ. °ÒÞÕ ÓÂÃÑÕÞ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÏ, ËÏÇáÜËÏ ÏÂÔÔÖ m Ë ÚÂÔÕÑÕÖ o, ÒÑÆÔÍÂ-
ÊÞÄÂÇÕ (ÐÇÑÃÑÔÐÑÄÂÐÐÑ!) ÔÎÇÆÖáÜÖá ÑÙÇÐÍÖ:

dy� �
����������

�h

2Z�

s
� �?� �

��������������
�h

2mo�

s
;

�8:10�

dyÿ �
����������

�h

2Zÿ

s
� �?� �

��������������
�h

2moÿ

s

(ÔÓ. Ô ÒÓËÏÇÓÑÏ ÆÎâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ËÊ ÓÂÊÆÇÎÂ 6).
²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ,
ÚÕÑ ËÐÕÖËÕËÄÐÞÇ ÑÙÇÐÍË ÕËÒÂ (8.10) ÆÎâ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ Zÿ
ÊÆÇÔß Ä ÍÑÓÐÇ ÐÇ ÄÇÓÐÞ. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÆÎâ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ
ÔÎÖÚÂâ ÑÃÇ ÏÑÆÞ ÆÄËÉÇÐËâ, ÄÞÔÑÍÑ- Ë ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÂâ,
ËÏÇáÕ ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ ÉÇ ËÏÒÇÆÂÐÔ Z1 � m�L2 � o2

xy�1=2.
´ËÒËÚÐÑÇ ÄÑÊÓÂÉÇÐËÇ ÒÓÑÕËÄ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÑÕÆÇÎß-

ÐÑÅÑ ÒÑÐâÕËâ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ Z (Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ
mo) ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÏÂÔÔÂ m ÑÃÞÚÐÑ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÄÓÇÏÇÐË. °ÆÐÑ ËÊ ÑÒÓÑÄÇÓÉÇÐËÌ àÕÑÅÑ ÄÑÊÓÂÉÇÐËâ ÔÑ-
ÔÕÑËÕ Ä ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË "ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ" ÏÂÔ-
ÔÞ ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË.

¥ÄËÉÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÄÃÎËÊË ÆÐÂ ÊÑÐÞ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË
Ä ÕÄÇÓÆÑÏ ÕÇÎÇ Ô ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÏÂÔÔÞ ì
ÆÓÖÅÑÌ ÒÓËÏÇÓ. ´ÇÐÊÑÓ ËÐÇÓÙËË, ÍÑÕÑÓÞÌ ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß
ÏÂÔÔÞ ÄÑ ÄÓÂÜÂÕÇÎßÐÑÏ ÆÄËÉÇÐËË, Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕßá
ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË; àÕÑ ÑÔÑÃÇÐÐÑ
ÄÞÒÖÍÎÑ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÆÎâ ÏÂâÕÐËÍÂ Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÆÎË-
ÐÑÌ. £ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÙÇÒâØ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 4) ÚÂÔÕÑÕÂ
o � 1=

�������
LC
p

Ë ËÏÒÇÆÂÐÔ Z � ����������
L=C

p
Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕßá

âÄÎâáÕÔâ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËÐÆÖÍ-
ÕËÄÐÑÔÕß L Ë ÇÏÍÑÔÕß C ÏÑÅÖÕ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ Ë ÐÇÊÂÄË-
ÔËÏÑ ËÊÏÇÐâÕßÔâ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÔËÕÖÂÙËâ ÇÜÇ ÃÑÎÇÇ ÔÒÇÙËÂÎßÐÂâ: ÆÂÉÇ ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ
ÊÐÂÚÇÐËË ÏÂÔÔÞ ÏÑÉÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ËÊÏÇÐâÕß ÚÂÔÕÑÕÖ Ë
ËÏÒÇÆÂÐÔ. £ÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÏÑÉÐÑ ÒÑÆÆÇÓÉËÄÂÕß
ËÏÒÇÆÂÐÔ Z1 (ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.15)) ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ, ËÊÏÇÐââ
ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ (ËÎË ÙËÍÎÑÕÓÑÐÐÖá
ÚÂÔÕÑÕÖ 2L) Ë ÖÒÓÖÅÑÔÕß ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÌ "ÒÓÖÉËÐÞ" (ËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÖá ÚÂÔÕÑÕÖoxy) Ä ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ:
ÑÆÐÖ ÖÄÇÎËÚËÄÂÕß, Â ÆÓÖÅÖá ÖÏÇÐßÛÂÕß Ä ÒÑÆØÑÆâÜÇÌ
ÒÓÑÒÑÓÙËË.

£ÇÓÑâÕÐÑ, ÅËÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ ÔËÎÞ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
ÆËÐÂÏËÍÇ ÕÄÇÓÆÞØ ÕÇÎ Ë ÔËÎÞ ¬ÑÓËÑÎËÔÂ ÄÑ ÄÓÂÜÂá-
ÜÇÌÔâ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÏÑÅÖÕ ÒÓËÄÑÆËÕß Í ÂÐÕËÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÞÏ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏ ÕÇÐÊÑÓÂ b̂. ¿ÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ,
ÑÆÐÂÍÑ, ÕÓÇÃÖÇÕ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ.

9. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÊÂÏÇÕÍÇ ÏÞ ÒÑÆÚÇÓÍËÄÂÇÏ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÒÑÐâÕËÌ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ ÍÂÍ "ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ" Ë
ÚÂÔÕÑÕÞ ÍÂÍ "ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ". ®ÑÆÖÎâÙËâ
ËÏÇÐÐÑ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ, Â ÐÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÂ ÊÂ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ.¶ÑÓÏÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËË Ä ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ âÄÎâÇÕÔâ
àÎÎËÒÔÑÏ. ¶ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ËÏÒÇÆÂÐÔÂZìàÕÑ ÂÔÒÇÍÕ-
ÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
Z � dp=dx, ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ËÏÒÇÆÂÐÔÂ ì [¥É Ô xÿ2] ÆÎâ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x.

£ÞÄÇÆÇÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÏÂÕÓËÙÞ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ Ä ÏÐÑ-
ÅÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ. ³ÑØÓÂÐÇÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÂ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÚÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ
®àÐÎË ë²ÑÖ. ±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÅÇÐÇÓÂÙËâ ÒÂÓ ÚÂÔÕËÙÂ ë
ÂÐÕËÚÂÔÕËÙÂ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏË ÒÑÎâÏË ÕÑÉÇ ÏÑÉÇÕ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÔÄÑÇÅÑ ÓÑÆÂ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ;
ÑÆÐÂÍÑ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÕÓÇÃÖÇÕ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ËÊÖÚÇÐËâ.

¡ÄÕÑÓ ÃÎÂÅÑÆÂÓÇÐ ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÆÓÖÊßâÏ, ÍÑÎÎÇ-
ÅÂÏ Ë ÓÑÆÔÕÄÇÐÐËÍÂÏ, Ô ÍÑÕÑÓÞÏË ÑÐ ÑÃÔÖÉÆÂÎ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÊÂÏÇÕÍË; ÄÑÕ ËØ ËÏÇÐÂ: ¯.¢. ¢ÂÓÂÐÑÄÂ,
¤.ª. ¢ÂÓÇÐÃÎÂÕÕ, £.¢. ¢ÓÂÅËÐÔÍËÌ, ³.®. £ÑÓÑÐËÐ,
.±. ¤ÓËÜÖÍ, ¥É. ¤ÖÆÏÂÐ, ±.£. ¦ÎáÕËÐ, £.³. ËÃÇÓ-
ÏÂÐ, ®.¡. ËÃÇÓÏÂÐ, £.ª. ©ÂÎâÒËÐ, ¬.¢. ©ÇÎßÆÑÄËÚ,
¡.¦. ¬ÂÒÎÂÐ, ¥. ¬ÂÖÒ, ¦.ª. ¬ÂÙ, ¥. ¬ÓËÔÕÑÆÑÖÎËÆÇÔ,
¬.¬. ËØÂÓÇÄ, ³. ®ÑØÑÄ, ¥É. ¯ÂÌ×Ç, ³.±. ¯ÑÄËÍÑÄ,
®.¡. °ÄÚËÐÐËÍÑÄ, ®.Á. °ÄÚËÐÐËÍÑÄÂ, .±. ±ËÕÂÇÄÔÍËÌ,
°.£. ²ÖÆÇÐÍÑ, ¡.¦. ³ËÅÏÂÐ. ³.®. £ÑÓÑÐËÐ ÖÍÂÊÂÎ ÏÐÇ ÐÂ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÖá ÑÒÇÚÂÕÍÖ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ
ÏÂâÕÐËÍÂ. ®.¡. °ÄÚËÐÐËÍÑÄ ÒÓÇÆÎÑÉËÎ ËÆÇá ÓËÔ. 2Â, Ã.
®.Á. °ÄÚËÐÐËÍÑÄÂ ÒÓÇÆÎÑÉËÎÂ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÖ "ÂÔÒÇÍÕ-
ÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ". Á
ÅÎÖÃÑÍÑ ÒÓËÊÐÂÕÇÎÇÐ ¤.ª. ¢ÂÓÇÐÃÎÂÕÕÖ, £.ª. ©ÂÎâÒËÐÖ,
.¢. ¤ÎÇÃÑÄÖ, ¡.¦. ¬ÂÒÎÂÐÖ Ë ¿. £ÂÐ-³ÕÓÂÌÎÂÐÆÖ ÊÂ
ÏÑÓÂÎßÐÖá Ë ÑÓÅÂÐËÊÂÙËÑÐÐÖá ÒÑÆÆÇÓÉÍÖ ÏÑÇÌ ÓÂÃÑ-
ÕÞ ÒÑ ÕÇÏÂÕËÍÇ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ.

10. ±ÓËÎÑÉÇÐËâ

A. ²ÇÛÇÐËÇ ËÏÒÇÆÂÐÔÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÏÂÕÓËÙ 2� 2
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÊÂÆÂÚÖ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ
ÏÂÕÓËÙÞ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ Ẑ:

ẐM̂ÿ1Ẑ � K̂ : �A:1�

©ÆÇÔß M̂ ì ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ ÏÂÔÔÞ,
K̂ ì ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ ÖÒÓÖÅÑÔÕË;
ÑÃÇ ÏÂÕÓËÙÞ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂáÕÔâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ-ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÞÏË. ¥Îâ ÔÎÖÚÂâ 2� 2-ÏÂÕÓËÙ ÐÂÏ ÖÆÂÎÑÔß ÐÂÌÕË
âÄÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (A.1), ÑÐÑ ÑÒËÔÂÐÑ ÐËÉÇ.

µÆÑÃÐÑ ÔÄÇÔÕË ÊÂÆÂÚÖ Í ÕÂÍÑÌ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÔÇ ÕÓË
ÏÂÕÓËÙÞ ËÏÇáÕ ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎËÕÇÎß. ªÏÇÐÐÑ, ÆÎâ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ 2� 2-ÏÂÕÓËÙ ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË

m̂ � �det M̂�ÿ1=2 M̂ ; k̂ � �det K̂ �ÿ1=2 K̂ ; �A:2�
ẑ � �det Ẑ�ÿ1=2Ẑ :

¬ÂÉÆÂâ ËÊ ÐÑÄÞØ ÏÂÕÓËÙ m̂, k̂ Ë ẑ ËÏÇÇÕ ÓÂÄÐÞÌ ÇÆËÐËÙÇ
ÑÒÓÇÆÇÎËÕÇÎß, Ë ËÊ (A.1) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

det Ẑ �
������������������������
det M̂ det K̂

p
; ẑm̂ÿ1 � k̂ẑÿ1 : �A:3�

¯ÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ-ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÞÇ 2� 2-ÏÂÕÓËÙÞ Ô ÑÒÓÇÆÇÎËÕÇÎÇÏ, ÓÂÄÐÞÏ 1,
ËÏÇáÕ ÄËÆ

m̂ �
m t

t
1� t 2

m

0@ 1A ; k̂ �
k u

u
1� u 2

k

0@ 1A ; �A:4�

ÅÆÇm Ë kìÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ
ÚËÔÎÂ, t Ë u ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚËÔÎÂ.
®ÂÕÓËÙÂ, ÑÃÓÂÕÐÂâ Í m̂, ÄÞÅÎâÆËÕ ÒÓÑÔÕÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÇÇ
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ÑÒÓÇÆÇÎËÕÇÎß ÓÂÄÇÐ 1:

m̂ÿ1 �
1� t 2

m
ÿt

ÿt m

0@ 1A : �A:5�

£ÄÇÆÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÆÎâ ÏÂÕÓËÙÞ ẑ Ô ÇÆËÐËÚÐÞÏ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎËÕÇÎÇÏ:

ẑ � a b
g d

� �
; adÿ bg � 1 ; ẑÿ1 � d ÿb

ÿg a

� �
:

�A:6�

£ àÕËØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (¡.3) ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÎËÐÇÌ-
ÐÞÏ (ÆÎâ 2� 2-ÏÂÕÓËÙ ẑ Ë ẑÿ1) ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÂÏ a, b, g, d Ë ÒÑàÕÑÏÖ ËÏÇÇÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÑÔÕÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ:

b � g � �u� t�
����������������������������������������������������������������������������������

mk

2km�1ÿ ut� �m 2�1� u 2� � k 2�1� t 2�

s
;

a � b
u� t

�m� k� ; d � b
u� t

�
1� u 2

k
� 1� t 2

m

�
:
�A:7�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÂÕÓËÙÂ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ Ẑ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÍÂÍ Ë
ÑÉËÆÂÎÑÔß, ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ Ë ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÎâ ÎáÃÞØ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ m, k, t Ë u Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÔÕË m Ë k. ¶ÑÓÏÖÎÞ (A.7) ÃÞÎË ÒÓÑÄÇÓÇÐÞ
ÒÓâÏÑÌ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ. ¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ ÒÓÑÄÇÓÍÂ ÒÓËÎÑ-
ÉËÏÂ Í ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÒÓÑÔÕÑÏÖ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂá,
ÍÑÅÆÂ t � u � 0; ÕÑÅÆÂ:

b � g � 0 ; a �
�������
km
p

; d � 1�������
km
p ; �A:8�

ÍÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÆÎâ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÏÂÕÓËÙ m̂ Ë k̂ ÕËÒÂ
(A.4) ÒÓË t � u � 0.

¢. ËÐÇÌÐÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ËÏÒÖÎßÔÑÄ:
Ä ÍÂÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÐË âÄÎâáÕÔâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏË
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏË? ³ËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍËÇ ÏÂÕÓËÙÞ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ "ÄÇÍÕÑÓÞ" Ë "ÕÓÂÐÔÒÑÐËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ"
ËÊ n ËÔØÑÆÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë n ËÔØÑÆÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ:

x�t� �
x1�t�
� � �

xN�t�

 !
; p�t� �

p1�t�
� � �

pN�t�

 !
;

�B:1�
xT�t� � ÿx1�t�; . . . ; xN�t�

�
; pT�t� � ÿ p1�t�; . . . ; pN�t�

�
:

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ËØ ÎËÐÇÌÐÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ä X Ë P Ë
"ÐÑÄÞÇ" ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÞ:

P � Ŝp� Ûx ; X � V̂p� Ŵx ;
�B:2�

P
X

� �
� Ẑ2n

p
x

� �
� Ŝ Û

V̂ Ŵ

� �
p
x

� �
;

ÅÆÇ Ŝ, Û, V̂ Ë Ŵ ì ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ �n� n�-ÏÂÕÓËÙÞ, Ẑ2n ì
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ �2n� 2n�-ÏÂÕÓËÙÂ. ³ÒÑÔÑÃ ÊÂÒÑÏÐËÕß
ÒÑÓâÆÑÍ ÏÂÕÓËÙ Ä ÐÂÛËØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ ÕÂÍÑÄ: ÑÐË ËÆÖÕ
Ä ÒÑÓâÆÍÇ ÃÖÍÄ ÎÂÕËÐÔÍÑÅÑ ÂÎ×ÂÄËÕÂ ÔÎÇÄÂ ÐÂÒÓÂÄÑ Ä
ÄÇÓØÐÇÌ ÔÕÓÑÍÇ, Ë ÊÂÕÇÏ ÔÐÑÄÂ ÔÎÇÄÂ ÐÂÒÓÂÄÑ Ä ÐËÉÐÇÌ
ÔÕÓÑÍÇ (ÃÖÍÄÂ "T" ÒÓÑÒÖÜÇÐÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÐÂ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ
ÆÎâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÕÓÂÐÔÒÑÐËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÏÂÕÓËÙÞ). ¿ÕÑ

ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏ, ÇÔÎË ÔÍÑÃÍË
±ÖÂÔÔÑÐÂ ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÔÕÂÓÞÏ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ:

fXi;Xjg � 0 ; fPi;Pjg � 0 ; fPi;Xjg � di j : �B:3�

©ÆÇÔß ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÒÂÓÞ ×ÖÐÍÙËÌ f �x; p� Ë g�x; p�
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÍÂÍ

f f; gg �
XN
k� 1

�
qf
qpk

qg
qxk
ÿ qf
qxk

qg
qpk

�
: �B:4�

£ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÊÂÏÇÐâáÕÔâ
ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÂÏË ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÄÇÎËÚËÐ f Ë g.
±ÓâÏÂâ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÆÂÇÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÏÂÕÓË-
ÙÂÏË Ŝ, Û, V̂ Ë Ŵ, ÔÎÇÆÖáÜËÇ ËÊ ÕÓÇÃÑÄÂÐËâ ÍÂÐÑÐËÚÐÑ-
ÔÕË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ:

ŜÛT � �ŜÛT�T � ÛŜT ; V̂ŴT � �V̂ŴT�T � ŴV̂T ;

ŜŴT ÿ ÛV̂T � 1̂n ; ŴŜT ÿ V̂ÛT � 1̂n :
�B:5�

±ÓË àÕÑÏ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ Ä (¢.5) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÕÓÂÐÔ-
ÒÑÐËÓÑÄÂÐËÇÏ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÅÑ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ,
ÕÓÂÐÔÒÑÐËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÇÓÄÑÏÖ Ë ÄÕÑÓÑÏÖ
ËÊ (¢.5), ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ËÔØÑÆÐÞÏË. µÔÎÑÄËâ (¢.5) ÑÊÐÂ-
ÚÂáÕ, ÚÕÑ �2n� 2n�-ÏÂÕÓËÙÂ Ẑ2n ì ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍÂâ, Õ.Ç.
ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ

Ẑ2nR̂�Ẑ2n�T � R̂ ; R̂ � 0̂ 1̂n

ÿ1̂n 0̂

� �
;

�B:6�
Ẑ2n � Ŝ Û

V̂ Ŵ

� �
) �Ẑ2n�ÿ1 � ŴT ÿÛT

ÿV̂T ŜT

� �
:

®ÑÉÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÐÑÔÕË ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÕÂÍÉÇ ÊÂÒËÔÂÐÑ Ä ÄËÆÇ

�Ẑ2n�TR̂Ẑ2n � R̂ ; �B:7�

Õ.Ç. Ô ÒÇÓÇÔÕÂÄÎÇÐÐÞÏË Ẑ2n Ë �Ẑ2n�T ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô (¢.6).
±ÑàÕÑÏÖ ÍÓÑÏÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (¢.5) ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ ÕÂÍÉÇ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ:

ŜTV̂ � �ŜTV̂�T � V̂TŜ ; ÛTŴ � �ÛTŴ�T � ŴTÛ ;

ŜTŴÿ V̂TÛ � 1̂n ; ŴTŜÿ ÛTV̂ � 1̂n :
�B:8�

ª ÔÐÑÄÂ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ Ä (¢.8) âÄÎâÇÕÔâ ÕÓÂÐÔ-
ÒÑÐËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÑÕ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÅÑ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÂ, ÕÓÂÐÔÒÑÐËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÇÓÄÑÏÖ Ë
ÄÕÑÓÑÏÖ ËÊ (¢.8), ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ËÔØÑÆÐÞÏË.

£. °ÔÙËÎÎâÕÑÓÞ Ô ÆÄÖÏâ ÕËÒÂÏË ÆËÔÔËÒÂÙËË
£ àÕÑÏ ÒÓËÎÑÉÇÐËË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞÇ
ÔËÔÕÇÏÞ, ËÏÇáÜËÇ ÔÓÂÊÖ ÆÄÂ ÕËÒÂ ÕÓÇÐËâ, Õ.Ç. ÊÂÕÖØÂ-
ÐËâ. ³ÂÏË ÒÑ ÔÇÃÇ àÕË ÒÓËÏÇÓÞ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÑÔÕÞ.
´ÓÇÃÖÇÕÔâ, ÑÆÐÂÍÑ, ÐÇÏÂÎÑ ÖÔËÎËÌ ÒÑ ÄÞÃÑÓÖ ÕÂÍËØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ËØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÌ, ÚÕÑÃÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ àÕËØ
ÔËÔÕÇÏ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ËÏÇÎË ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ Ë, ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ,
ÔÄÑÆËÎËÔß Í ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ×ÑÓÏÇ (B.6), (£.9) 5. ±ÇÓÄÂâ ËÊ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ì ÏÂÔÔÂ m ÐÂ ÒÓÖÉËÐÇ (ÓËÔ. 4).
°ÆËÐ ÍÑÐÇÙ ÒÓÖÉËÐÞ ÒÓËÍÓÇÒÎÇÐ Í ÏÂÔÔÇ, ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ

5 ¦ÔÎË ÚËÕÂÕÇÎß ÒÑÎÂÅÂÇÕ, ÚÕÑ àÕÑ ÑÚÇÐß ÎÇÅÍÑ, ÕÑ ÒÖÔÕß ÒÑÒÓÑÃÖÇÕ
ÒÓÑÚÇÔÕß ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ £ ÑÆËÐ ÓÂÊ, Ë ÊÂÕÇÏ ÔÂÏÑÔÕÑâÕÇÎßÐÑ ÄÞÄÇÔÕË
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (B.9) Ô ÒÓÂÄËÎßÐÞÏË ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË ÆÎâ G1, G2.
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ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÂ ÍÂÍ x�t�. ¥ÓÖÅÑÌ ÍÑÐÇÙ ÒÓÖÉËÐÞ
ÒÓËÆÇÎÂÐ Í ÐÇÄÇÔÑÏÑÏÖ ÍÑÎßÙÖ ÒÑÆÄÇÔÂ, ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÂ ÍÂÍ x�t� ÿ y�t� ÿ L0, ÊÆÇÔß L0 ì
ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÂâ ÆÎËÐÂ ÒÓÖÉËÐÞ. ¬ÑÎßÙÑ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÐÂ
ÛÕÂÐÅÇ Ë ËÔÒÞÕÞÄÂÇÕ ÕÓÇÐËÇ "ÄâÊÍÑÅÑ ÕËÒÂ". µÓÂÄÐÇÐËÇ
ÆÄËÉÇÐËâ ÐÇÄÇÔÑÏÑÅÑ ÒÑÆÄÇÔÂ ÕÂÍÑÄÑ:

d

dt

ÿ
x�t� ÿ y�t� ÿ L0

� � Z fpivot : �B:1�

©ÆÇÔß ÒÂÓÂÏÇÕÓ Z [Ô ÍÅÿ1] ì ÄâÊÍÂâ ÒÑÆÄËÉÐÑÔÕß ÒÑÆÄÇÔÂ,
Õ.Ç. ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÔÕË ÏÇÉÆÖ ÒÓËÎÑ-
ÉÇÐÐÑÌ ÔËÎÑÌ Ë ÓÇÊÖÎßÕËÓÖáÜÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÒÑÆÄÇÔÂ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÑÌ ÛÕÂÐÅË. ¿ÕÂ ÔËÎÂ, ÆÇÌÔÕÄÖá-
ÜÂâ ÐÂ ÒÑÆÄÇÔ (ÔÑ ÊÐÂÍÑÏ �) Ë ÐÂ ÏÂÔÔÖ (ÔÑ ÊÐÂÍÑÏ ÿ),
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÒÓÖÉËÐÞ y�t�:

fpivot � ky�t� : �B:2�

¯Â ÏÂÔÔÖ ÆÇÌÔÕÄÖáÕ ÆÄÇ ÔËÎÞ: ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÞ ÆÇ×ÑÓÏËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÌ ÒÓÖÉËÐÞ Ë ÔËÎÂ ÇÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄâÊÍÑÅÑ ÕÓÇÐËâ,
ÕÂÍ ÚÕÑ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÔÍÑÓÑÔÕßá dx=dt Ë ËÏÒÖÎßÔÑÏ p, Â
ÕÂÍÉÇ ÄÕÑÓÑÌ ÊÂÍÑÐ ¯ßáÕÑÐÂ ËÏÇáÕ ÄËÆ

dx

dt
� p�t�

m
;

dp

dt
� fx � ÿky�t� ÿ Zvisc

dx

dt
: �B:3�

©ÆÇÔß Zvisc [ÍÅ Ôÿ1] ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÄâÊÍÑÅÑ ÕÓÇÐËâ ÏÂÔÔÞ.
®ÑÉÐÑ ËÔÍÎáÚËÕß ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ x�t� Ë dx=dt, ÒÑÎÖÚËÄ Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÆÎâ y�t� Ë p�t�:
dp

dt
� ÿZvisc

m
p�t� ÿ ky�t� ; dy

dt
� 1

m
p�t� ÿ Zky�t� : �B:4�

£ÄÇÆÇÏ ÚÂÔÕÑÕÖ o0, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÖá ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ ÊÂÕÖØÂÐËâ, Ë
ËÏÒÇÆÂÐÔ Zy (ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ y):

o0 �
�����
k

m

r
; Zy �

�������
km
p

; k � o0Zy ;
1

m
� o0

Zy
:

�B:5�
´ÑÅÆÂ ÔËÔÕÇÏÂ (£.4) ÒÓËÄÑÆËÕÔâ Í ÄËÆÖ

dp

dt
� ÿo0

Zvisc

Zy
pÿ o0Zyy � ÿG1 pÿ o0Zyy ;

�B:6�
dy

dt
� o0

Zy
pÿ o0�ZZy�y � o0

Zy
pÿ G2y :

¿ÕÂ ÔËÔÕÇÏÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÑÆÐËÏ "ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ" ì ËÏÒÇÆÂÐÔÑÏ Zy [ÍÅ Ôÿ1], ÑÆÐËÏ "ÍËÐÇ-
ÏÂÕËÚÇÔÍËÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ" ì ÚÂÔÕÑÕÑÌ o0 [ÓÂÆ Ôÿ1] ì Ë
ÆÄÖÏâ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖá-
ÜËÏË ÊÂÕÖØÂÐËÇ: a � Zvisc=Zy � G1=o0 Ë b � ZZy �
� G2=o0:

G1 � ao0 � o0
Zvisc

Zy
; G2 � bo0 � o0�ZZy� : �B:7�

¦ÔÎË ÄÔÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË, ÕÑ ËÏÒÇÆÂÐÔ
Zy ÏÑÉÐÑ ËÔÍÎáÚËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ

P�t� � p�t�������
Zy

p ; Y�t� � y�t� ������
Zy

p
; �B:8�

ÕÂÍ ÚÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÚËÔÕÑ "ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÖá"
×ÑÓÏÖ:

dP

dt
� ÿG1Pÿ o0Y ;

dY

dt
� o0Pÿ G2Y : �B:9�

¶ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ËÐÆËÄËÆÖÂÎßÐÞØ ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÊÂÕÖØÂÐËâ
G1 Ë G2 ÑÕÚÇÕÎËÄÑ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÇÄ o0 5G1 Ë
o0 5G2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ËÎË, ÚÕÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ, ÒÓËY � 0
Ë P � 0. £ ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÒÖÎßÔ P ÊÂÕÖØÂÇÕ ÍÂÍ
exp �ÿG1t�, Â ÄÑ ÄÕÑÓÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ Y ÊÂÕÖØÂÇÕ
ÍÂÍ exp �ÿG2t�. ±ÑËÔÍ ÓÇÛÇÐËâ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
(£.9) Ä ÄËÆÇ / exp �ÿiot� ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÆÄÖÏ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÚÂÔÕÑÕÞ o:

o1; 2 � ÿi 1
2
�G1 � G2� �

�������������������������������������
o2

0 ÿ
1

4
�G1 ÿ G2�2

r
: �B:10�

³ÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÆÄÂ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÊÂÕÖØÂÐËâ
ÆÂáÕ ÄÍÎÂÆÞ Ä ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÇ ÊÂÕÖØÂÐËÇ G � ÿImo1; 2 Ä
ÄËÆÇ ÂÓË×ÏÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ �G1 � G2�=2. ÇÅÍÑ
ÒÑÐâÕß, ÒÑÚÇÏÖ ÔÖÏÏÂÓÐÞÌ ÄÍÎÂÆ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÂÓË×ÏÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ
"ÒÓÑÄÑÆËÕ ÒÑÎÑÄËÐÖ ÄÓÇÏÇÐË", ÑÃÎÂÆÂâ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ (ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ G1), Â ÆÓÖÅÖá "ÒÑÎÑÄËÐÖ ÄÓÇ-
ÏÇÐË" ÑÐ ÑÃÎÂÆÂÇÕ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ
(ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ G2).
°ÆÐÂÍÑ ÒÑÒÓÂÄÍÂ Í ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÊÐÑÔÕßá ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÊÂÕÖØÂÐËâ:
�1=4��G1 ÿ G2�2. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÏÑÉÐÑ ÒÑÆÑÃÓÂÕß ÆÄÂ
ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÄÞÒÑÎÐâÎÑÔß ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
G1 � G2. ´ÑÅÆÂ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÚÂÔÕß ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÔÕÂÇÕÔâ
ÕÑÚÐÑ ÓÂÄÐÑÌ o0 ÒÓË ÎáÃÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË Q-×ÂÍÕÑÓÂ,
ÄÍÎáÚÂâ ÔÎÖÚÂÌ Q5 1 (ÊÆÇÔß Q ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ ÍÂÍ Q �
� o0=�G1 � G2��.

¥ÓÖÅÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ì ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ LC-ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞÌ
ÍÑÐÕÖÓ (ÓËÔ. 5), Ä ÍÑÕÑÓÑÏÏÞÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÂÏÇØÂÐËÊÏÂ
ÊÂÕÖØÂÐËâ. °ÆËÐ ËÊ ÐËØ ì ÒÑÕÇÓË Ä ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËË RL

[°Ï], ÄÍÎáÚÇÐÐÑÏ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ Ô ËÐÆÖÍÕËÄÐÑÔÕßá L.
¥ÓÖÅÑÌ ÏÇØÂÐËÊÏ ÊÂÕÖØÂÐËâì ÒÑÕÇÓË Ä ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕËG
[OÏÿ1] ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÖÕÇÚÍË ÊÂÓâÆÂ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÑÓÂ C. ±ÑÎ-
ÐÞÌ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÕÑÍ F�t� (Ô ÖÚÇÕÑÏ ÄÔÇØ ÄËÕÍÑÄ ÔÑÎÇ-
ÐÑËÆÂ) ÄÞÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËÇÏ ÕÑÍÂ I�t� ÚÇÓÇÊ ËÐÆÖÍ-

k

m

x�t�x�t� ÿ y�t� ÿ L0

²ËÔ. 4.®ÂÔÔÂ ÐÂ ÒÓÖÉËÐÇ Ô ÆÄÖÏâ ÕËÒÂÏË ÊÂÕÖØÂÐËâ.

F�t�

Q�t�

V�t�

I�t�

RL

C
L

G � 1=RC

²ËÔ. 5. LC-RG-ÍÑÐÕÖÓ.
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ÕÑÓ:

F�t� � LI�t� : �B:11�

©ÆÇÔß L [¤] ì ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÐÆÖÍÕËÄÐÑÔÕË. ©ÂÍÑÐ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË ¶ÂÓÂÆÇâ ÖÕÄÇÓÉÆÂÇÕ, ÚÕÑ ÐÂÒÓâÉÇ-
ÐËÇVL�t� � V�t� ÿ RLI�t� ÄÇÆÇÕ Í ÖÄÇÎËÚÇÐËáÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÕÑÍÂ:

dF
dt
� V�t� ÿ RLI�t� : �B:12�

©ÂÓâÆ Q�t� (ÐÂ ÐËÉÐÇÌ ÑÃÍÎÂÆÍÇ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÑÓÂ ÐÂ ÓËÔ. 5)
ÓÂÄÇÐ

Q�t� � ÿCV�t� : �B:13�

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÕÑÍ I�t� ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

I�t� � dQ

dt
ÿ GV�t� : �B:14�

ªÔÍÎáÚÂâ V�t� Ë I�t�, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÔËÔÕÇÏÖ °¥µ
ÆÎâ F�t� Ë Q�t�:

dF
dt
� ÿRL

L
F�t� ÿ 1

C
Q�t� ; dQ

dt
� 1

L
F�t� ÿ G

C
Q�t� :
�B:15�

ª ÔÐÑÄÂ, ÄÄÑÆâ ËÏÒÇÆÂÐÔ ÔËÔÕÇÏÞ Z, ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÖá
ÊÂÕÖØÂÐËÇÏ ÚÂÔÕÑÕÖ o0 Ë ÆÄÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ
ÊÂÕÖØÂÐËâ, GL ÆÎâ RL-ÙÇÒÑÚÍË Ë GC ÆÎâ GC-ÙÇÒÑÚÍË,
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏË

Z �
�����
L

C

r
; o0 � 1�������

LC
p ; GL � RL

L
; GC � G

C
� 1

RCC
;

�B:16�

ÒÓËÄÑÆËÏ ÔËÔÕÇÏÖ (£.15) Í ÄËÆÖ

dF
dt
� ÿGLF�t� ÿ o0ZQ�t� ; dQ

dt
� o0

Z
F�t� ÿ GCQ�t� :

�B:17�
¿ÕÂ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÄËÆÂ (£.6), (£.9), ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÄÔÇ ÄÞÛÇ ÔÆÇÎÂÐÐÞÇ ÄÞÄÑÆÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ.

°ÔÐÑÄÐÂâ ÚÂÔÕß ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÊÂÏÇÕÍË ÃÞÎÂ ÒÑÔÄâÜÇÐÂ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá ÔØÑÉÇÔÕË Ë ÓÂÊÎËÚËâ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÚÂÔ-
ÕâÏË àÐÇÓÅËË (ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ): ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ Ë ÍËÐÇ-
ÕËÚÇÔÍÑÌ. ³ØÑÉÇÔÕß ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍËÏ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÏ ì ÚÂÔÕÑÕÑÌ o0; ÓÂÊÎËÚËÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ
ÒÑÐâÕËâ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ. ±ÓÑÆÑÎÉÂâ àÕÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ, ÏÞ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË £ ÔËÏÏÇÕÓËá Ë ÂÔËÏÏÇÕÓËá
ÏÇÉÆÖ ÊÂÕÖØÂÐËÇÏ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË Ë ÊÂÕÖØÂÐËÇÏ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË. ²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ ÄÑÒÓÑÔÞ ËÏÇáÕ
ÒÓâÏÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÑÄÇÆÇÐËá ÔËÎß-
ÐÑÊÂÕÖØÂáÜËØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ.

¤. ¹ÕÑ ÕÂÍÑÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ?
°ÃÔÖÉÆÂâ ÔÑÆÇÓÉÂÐËÇ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÊÂÏÇÕÍË ÔÑ ÔÕÖÆÇÐÕÂÏË,
â ÑÃÐÂÓÖÉËÎ, ÚÕÑ ÐÑÄÑÇ ÒÑÍÑÎÇÐËÇ (ÚÖÕß ÐÇ ÐÂÒËÔÂÎ
ÍÎËÛÇ "ÄÞÃËÓÂÇÕ ±ÇÒÔË") ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ ÊÐÂÍÑÏÑ Ô ÂÆËÂÃÂÕË-
ÚÇÔÍËÏË ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË ì ÒÑÐâÕËÇÏ ËÊ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ/ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË. ¯ËÉÇ ÒÓËÄÇ-
ÆÇÐÑ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÂ ÐÂ ÒÓÑÔÕÑÏ ÒÓËÏÇÓÇ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ x�t�
Ä ÒÑÎÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U�x� (ÓËÔ. 6). ©ÂÍÑÐ

ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÆÎâ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä
ÄËÆÇ

p 2

2m
�U�x� � E � const : �G:1�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÏÒÖÎßÔ p ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

p�x� � ��� p�x��� � � ������������������������������
2m
ÿ
EÿU�x��q

: �G:2�

©ÆÇÔß ÊÐÂÍË � Ë ÿ ÑÕÄÇÚÂáÕ ËÐÕÇÓÄÂÎÂÏ ÆÄËÉÇÐËâ Ä
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ x ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÓÑ-
ËÔØÑÆËÕ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÕÑÚÍÂÏË ÒÑÄÑÓÑÕÂ x1 Ë x2, Ä
ÍÑÕÑÓÞØ ÄÔâ àÐÇÓÅËâ E ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÖá:

U�x1� � E ; U�x2� � E : �G:3�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ dx=dt � p=m, ÕÑ ÒÇÓËÑÆ T àÕÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ

T � T�E � �
�
dt � 2

� x2

x1

dt � 2m

� x2

x1

dx 0�� p�x 0��� �
�

�������
2m
p � x2�E �

x1�E �

dx 0����������������������
EÿU�x 0�p : �G:4�

¡ÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ
ÒÎÑÜÂÆß ÄÐÖÕÓË àÕÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÐÂ ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË,

A � A�E � �
�
p dx � 2

� x2

x1

p�x 0� dx 0 �

� 2
�������
2m
p � x2�E �

x1�E �

����������������������
EÿU�x 0�

p
dx 0 ; �G:5�

Ô ÑÚÇÄËÆÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

T�E � � dA

dE
: �G:6�

¬ÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÂâ ÏÑÕËÄÂÙËâ, ÔÕÑâÜÂâ ÊÂ àÕËÏ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ (ÔÏ. ÊÂÏÇÕÍÖ [8] ±. ±ÂÓÂÆÑÍÔÑÄÂ), ÕÂÍÑÄÂ.
£ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË £ÇÐÕÙÇÎâ ë ¬ÓÂ-
ÏÇÓÔÂ ë¢ÓËÎÎáàÐÂ (£¬¢) ÏÇÉÆÖ ËÏÒÖÎßÔÑÏ p Ë "ÆÎË-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÞ" L ÔÑÃÎáÆÂÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÇ ¢ÓÑÌÎâ: L �
� 2p�h=p. ³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÄÑÎÐÑÄÞÏË
ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÕÓÇÃÖÇÕ, ÚÕÑÃÞ ÐÂ àÕÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÖÍÎÂÆÞ-
ÄÂÎÑÔß ÙÇÎÑÇ ÚËÔÎÑ ~n ÆÎËÐ ÄÑÎÐ:�

dx 0

L�x 0� �
2

2p�h

� x2

x1

p�x 0� dx 0 � A�E �
2p�h

� ~n : �G:7�

x1 x2

U�x�

E

x

²ËÔ. 6. ¥ÄËÉÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÕÑÚÍÂÏË ÒÑÄÑÓÑÕÂ x1 Ë x2 Ä ÒÑÎÇ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U�x�.
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¯ÇÔÍÑÎßÍÑ ÃÑÎÇÇ ÂÍÍÖÓÂÕÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ (ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ¢ÑÓÂ ë ©ÑÏÏÇÓ×ÇÎßÆÂ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ
ÒÓÂÄËÎÂÏ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ Ä ÔÕÂÓÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË)
ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÊÂÏÇÐÇ �ÆÎâ ÅÎÂÆÍËØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ U�x�� ÚËÔÎÂ
~n ÚËÔÎÑÏ �n� 1=2�, ÅÆÇ nìÙÇÎÑÇ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍËÌ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ àÕÑ
ÚËÔÎÑ n ÔÕÂÓÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÍÂÍ

A�E � � 2p�h

�
n� 1

2

�
: �G:8�

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÓË ÖÚÇÕÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË A�E �, ÄÞÚËÔÎâÇÏÑÌ Ô ÒÑÏÑÜßá (¤.5) ÆÎâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ U�x�, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË, ÒÑ ÍÓÂÌ-
ÐÇÌ ÏÇÓÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ, ÊÐÂÚÇÐËâ En ÆËÔÍÓÇÕÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ
àÐÇÓÅËË. £ ÕÑÏ ÉÇ £¬¢-ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÚÂÔÕÑÕÂ o � 2p=T
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÓÂÊÐÑÔÕË àÐÇÓÅËÌ ÔÑÔÇÆÐËØ ÖÓÑÄÐÇÌ, ÆÇÎÇÐÐÑÌ ÐÂ �h:

o � 2p
T
� En�1 ÿ En

�h
: �G:9�

¢ÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ÖÚÇÃÐËÍÑÄ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍË ÔÑ-
ÆÇÓÉÂÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÒÓÂÄËÎßÐÑÇ Ë ÄÂÉÐÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ:
ÏÇÆÎÇÐÐÞÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÔÕÂÄÎâáÕ
ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇËÊÏÇÐÐÞÏ. £ÑÕ
ÍÂÍ ±. ±ÂÓÂÆÑÍÔÑÄ ÑÃÝâÔÐâÇÕ ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ. ®ÇÆÎÇÐÐÞÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÔËÔÕÇÏÞ ÐÇ ÔÑÊÆÂáÕ ÄÓÇÏÇÐÐ�yØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ¶ÖÓßÇ ÆÎâ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÅÎË ÃÞ ÄÞÊÞÄÂÕß ÒÇÓÇØÑÆÞ
n! n 0, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ àÕË ÒÇÓÇØÑÆÞ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÚÂÔÕÑÕÂÏ

o�n! n 0� � 2p�nÿ n 0�
T

: �G:10�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÔËÔÕÇÏÂ ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÕ ÑÔÕÂÄÂÕßÔâ Ä ÔÑÔÕÑâ-
ÐËË Ô ÐÇËÊÏÇÐÐÞÏË n Ë Ä ÔËÎÖ (¤.8) Ä ÔÑÔÕÑâÐËË Ô
ÐÇËÊÏÇÐÐÞÏ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ A�E �. ¿ÕË
ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÏÇÆÎÇÐÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ËÊÏÇ-
ÐÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ âÄÎâÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÔÑØ-
ÓÂÐÇÐËâA�E � Ô ØÑÓÑÛÇÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá, ÐÑ ÐÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ.
¥ÂÉÇ ÃÞÔÕÓÞÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÐÇ ÒÑÄÎËâáÕ ÔÍÑÎßÍÑ-ÐËÃÖÆß
ÊÂÏÇÕÐÑ ÐÂA�E �, ÇÔÎË ÑÐË ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ.

¥Îâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÅÑ ÕËÒÂ

U�x� � k

a
jxja ; a > 0 ; �G:11�

ÐÇÔÎÑÉÐÞÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÆÂáÕ

x2; 1�E � � �
�
aE
k

�1=a

; A�E � � 4x2�E �
����������
2mE
p

B�a� ;

B�a� �
� 1

0

��������������
1ÿ y a

p
dy ;

�G:12�

T�E � � 2
�������
2m
p � x2�E �

0

dx��������������������������
Eÿ �k=a�x a

p � 2
�������
2m
p x2�E �����

E
p D�a� ;

D�a� �
� 1

0

dy��������������
1ÿ y a
p ;

�G:13�

A�E � � constE 1=a�0;5 ; T�E � � const 0 E 1=aÿ0;5 : �G:14�

³ÎÖÚÂÌ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ a � 2
ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÒÑÖÚËÕÇÎÇÐ:

A�E � � 2pE
o0

; T � 2p
o0

; o0 �
�����
k

m

r
; �G:15�

ÕÂÍ ÚÕÑ ÒÇÓËÑÆ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ (Õ.Ç. ÑÕ àÐÇÓÅËË),
Â ×ÑÓÏÖÎÂ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ ¢ÑÓÂ ë ©ÑÏÏÇÓ×ÇÎßÆÂ ÆÂÇÕ ÕÑÚ-
ÐÞÌ ÑÕÄÇÕ:

En � �ho0

�
n� 1

2

�
: �G:16�

³ÑØÓÂÐÇÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ
ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ E / o0, Õ.Ç.
ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊÏÇÐÇÐËá
ÚÂÔÕÑÕÞ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÚËÔÎÂ ÍÄÂÐÕÑÄ n̂ ÔÄâÊÂÐ Ô
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË a �, a ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

n̂� 1

2
� aa � � a �a

2
; �G:17�

ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ aa � ÕÂÍÉÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ E / o, Õ.Ç. ÔÑØÓÂÐÇ-
ÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ.

¥. ¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ÏÇØÂÐËÍÂ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ
ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ
ªÊÖÚÂâ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÍÐËÅË ÒÑ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ, â
ÄÔÇÅÆÂ ÑÜÖÜÂÎ ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ÊÂÏÇÛÂÕÇÎßÔÕÄÑ. ¡ÆËÂÃÂÕË-
ÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ A�E � ì àÕÑ ÒÎÑÜÂÆß ÐÂ ×ÂÊÑÄÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÊÂÍÎáÚÇÐÐÂâ ÄÐÖÕÓË ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ
àÐÇÓÅËË, Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÔÕË ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐÂ. ªÊ ÕÇÑÓÇÏÞ ËÖÄËÎÎâ ÏÞ ÄÔÇ ÊÐÂÇÏ, ÚÕÑ ÒÎÑÜÂÆß
(ÑÃÝÇÏ) Ä ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔÕÓÑÅÑ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ä
ÒÓÑÙÇÔÔÇ àÄÑÎáÙËË. ±ÑàÕÑÏÖ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ
ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ
ÍÂÍ-ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÑÓÇÏÑÌ ËÖÄËÎÎâ. ¬ ÏÑÇÏÖ ÑÅÑÓÚÇ-
ÐËá, ÒÑÚÕË ÄÑ ÄÔÇØ ÍÐËÅÂØ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÐÇ ÖÆÂÎÑÔß ÒÓÑ-
ÔÏÑÕÓÇÕß, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ ÐËÍÂÍ ÐÇ ÖÒÑÏË-
ÐÂÇÕÔâ ÕÇÑÓÇÏÂ ËÖÄËÎÎâ (ÔÏ., ÄÒÓÑÚÇÏ, [6]). ±Ñ àÕÑÌ
ÒÓËÚËÐÇ ÐËÉÇ â ÒÞÕÂáÔß ÆÂÕß ÑÃÝâÔÐÇÐËÇ ÔÑØÓÂÐÇÐËá
A�E �, ÍÑÕÑÓÑÇ ÃÞ ÖÔÕÓÂËÄÂÎÑ ÏÇÐâ ÎËÚÐÑ. (°ÕÔáÆÂ,
ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÐÇ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÑÐÑ ÃÖÆÇÕ ÖÔÕÓÂËÄÂÕß
ÆÓÖÅËØ. µÄÞ!)

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄËÉÇÐËÇ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ x�t� Ë ËÏÒÖÎßÔÑÏ p�t�, ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâáÜËÏË ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ

dp

dt
� ÿ qH

ÿ
x; p; l�t��
qx

;
dx

dt
� qH

ÿ
x; p; l�t��
qp

: �D:1�

±ÂÓÂÏÇÕÓ l�t� ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ l1 Ä
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ l2 Ä ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË.
¯Â ÓËÔÖÐÍÂØ 7, 8 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÅÓÂ×ËÍË
ËÊÏÇÐÇÐËâ Ô l1 6� l2; àÕË ÆÄÂ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâ ÏÑÅÖÕ
Ë ÔÑÄÒÂÆÂÕß. £ÂÉÐÑ, ÚÕÑ ÄÐÖÕÓË àÕÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÂ l�t� ËÊÏÇÐâÇÕÔâ. ¿ÐÇÓÅËâ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ë Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÏ,
Ë Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËâØ, ÐÑ ÐÇ Ä ÒÓÑÏÇÉÖÕÍÇ.

³ÑØÓÂÐÇÐËÇ àÐÇÓÅËË E Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ×ËÐËÕÐÑÏ
(ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÐÑÏ, ÐÑ ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÏ)
ÆÄËÉÇÐËË ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÍÂÉÆÂâ ËÊ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ, ÑÃÑÊÐÂ-
ÚÇÐÐÞØ ÍÂÍ x�t� ÐÂ ÓËÔ. 7, 8, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ
ÍÓËÄÑÌ ÐÂ ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË � p; x�, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÌ ÐÂ
ÓËÔ. 9. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 9a ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ×ÂÊÑÄÑÏ
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ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ:
àÕÑ àÎÎËÒÔÞ Ô ÒÎÑÜÂÆßá, ÓÂÄÐÑÌ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏÖ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÖ A�E �, Ë ÂÔÒÇÍÕÐÞÏ ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ dp=dx � Z,
ÅÆÇ Z ì ËÏÒÇÆÂÐÔ. ±ÇÓÇØÑÆâ Í ÐÑÄÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ
P � p=

����
Z
p

, X � x
����
Z
p

, ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÄÓÂÕËÕß àÕÑÕ àÎÎËÒÔ Ä
ÍÓÖÅ (ÓËÔ. 9Ã). ´ÑÅÆÂ àÄÑÎáÙËâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓË l�t� �
� const ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ ÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ àÐÇÓÅËË Ë ÕÇÏ
ÔÂÏÞÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÚËÔÕÑÏÖ ÄÓÂÜÇÐËá ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
P,X (ÓËÔ. 9Ä). ±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ÕÑÚÍË A, B, C, D Ë Õ.Æ. ÒÓË

ÊÂÆÂÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÊÂÐËÏÂáÕ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÂ ÒÓË
àÄÑÎáÙËË Ë ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËá: àÎÎËÒÔ ËÎË ÍÓÖÅ, Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ ì p, x ËÎË P, X. ¹ÂÔÕß àÕËØ ×ÂÊÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 7 ÍÂÍ A, B Ë C.

©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x�t� Ë ËÏÒÖÎßÔÂ
p�t� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÍÂÍ "ÙËÓÍÖÎâÙËâ" ÕÑÚÇÍ-
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕÇÎÇÌ AÿBÿCÿDÿ . . .ÿA ÄÆÑÎß ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, Ë ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ËÐÆËÄËÆÖÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ×ÂÊÇ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ.
¡ÐÅÂÓÏÑÐËÊÏ ÏÑÉÇÕ ÒÓËÄÑÆËÕß Í ÐÇàÎÎËÒÕËÚÇÔÍÑÌ
×ÑÓÏÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ë, ÚÕÑ ÇÜÇ ÄÂÉÐÇÇ, Í ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÒÇÓËÑÆÂ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÑÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ (àÐÇÓÅËË).

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÆÄÂ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÐÞØ ÕËÒÂ
ÂÐÔÂÏÃÎÇÌ ÕÑÚÇÍ ÐÂ ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÃÂ,
ÄÒÓÑÚÇÏ, ÑÕÄÇÚÂáÕ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÊÂÔÇÎÇÐËâ
ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÒÎÑÜÂÆË ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
ÕÇÑÓÇÏÞ ËÖÄËÎÎâ, àÕÂ ÑÆÐÑÓÑÆÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÑÔÕÂÇÕÔâ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÆÄËÉÇÐËâ.

¡ÐÔÂÏÃÎß ÒÇÓÄÑÅÑ ÕËÒÂ Ô ÕÑÚÍÂÏË, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÏË
ÍÓËÄÞÏË AÿBÿCÿ . . .ÿA ÐÂ ÓËÔ. 9, 10, ÑÍÓÖÉÇÐ ÊÂÏ-
ÍÐÖÕÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÇÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË E0. ´ÑÚÍË
AÿBÿCÿ . . .ÿHÿA ÐÂ àÕÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ
ÔÑÃÑÌ ÓÂÊÐÞÇ ×ÂÊÞ ÆÄËÉÇÐËâ; ÑÐË ÒÇÓÇØÑÆâÕ ÆÓÖÅ Ä ÆÓÖÅÂ
ÒÓË àÄÑÎáÙËË ÊÂ ÔÚÇÕ ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÅÑ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÅÂÏËÎß-

t

x�t�
A B C

l�t�

t

²ËÔ. 7.¬ÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ. ¤ÓÂ×ËÍË A, B Ë C ÒÓË t! ÿ1 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÆÄËÉÇÐËâ Ô ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ àÐÇÓÅËÇÌ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ
ÒÓË t! ÿ1 àÕË ÅÓÂ×ËÍË ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ ÎËÛß ÔÆÄËÅÑÏ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË (ËÎË, ÚÕÑ ÕÑ ÉÇ, ÒÑ ×ÂÊÇ). ±ÂÓÂÏÇÕÓ l�t� Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊÏÇÐâÎÔâ ÏÇÆÎÇÐÐÑ.

x�t�

l�t�

²ËÔ. 8.¬ÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ. ´ÓË ÅÓÂ×ËÍÂ ÒÓË t! ÿ1 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÆÄËÉÇÐËâ Ô ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ àÐÇÓÅËÇÌ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË
t! ÿ1 àÕË ÅÓÂ×ËÍË ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ ÎËÛß ÔÆÄËÅÑÏ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË (ËÎË, ÚÕÑ ÕÑ ÉÇ, ÒÑ ×ÂÊÇ). ±ÂÓÂÏÇÕÓ l�t� Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊÏÇÐâÎÔâ ÃÞÔÕÓÑ.

Â
p

x

£ÓÇÏâ

Ã

t � 0

P

D
C

B

A

X

Ä

t > 0

D

C
BA

P

X

²ËÔ. 9.¶ÂÊÑÄÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô
ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ l Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ.
(a) ¿ÎÎËÒÕËÚÇÔÍÂâ ÍÓËÄÂâ ÐÂ ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. (Ã) ªÊÏÇÐÇÐËÇ
ÏÂÔÛÕÂÃÂ � p; x� ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÇÄÓÂÕËÕß ËÔØÑÆÐÞÌ àÎÎËÒÔ Ä ÍÓÖÅ.
(Ä) £ÓÇÏÇÐÐaÂ â àÄÑÎáÙËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÆÄËÉÇÐËá ÕÑÚÇÍ ÒÑ ÍÓÖÅÖ,
Õ.Ç. ÄÓÂÜÇÐËá ÕÑÚÇÍ ÄÑÍÓÖÅ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.
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ÕÑÐËÂÐÂ, Õ.Ç. ÒÓË l � const. ±ÑàÕÑÏÖ ÂÐÔÂÏÃÎß ÕÂÍËØ
ÕÑÚÇÍ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÇÐ ÍÂÍ ÄÐÖÕÓË, ÕÂÍ Ë ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ, Õ.Ç.
ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕ ÔÇÃâ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÆÄËÉÇÐËâ. ®Þ ÏÑÉÇÏ
ÕÂÍÉÇ ÐÂÊÄÂÕß ÕÂÍÑÌ ÂÐÔÂÏÃÎß ×ÂÊÑÄÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ:
ÐË ÑÆÐÂ ËÊ ×ÂÊ ÆÄËÉÇÐËâ ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ô ÃoÂ ÎßÛËÏ
ÄÇÔÑÏ, ÚÇÏ ÎáÃÂâ ÆÓÖÅÂâ.

£ÕÑÓÑÌ ÕËÒ ÂÐÔÂÏÃÎâ ÕÑÉÇ ÔÑÔÕÑËÕ ÒÓË t � t0 ËÊ ÕÑÚÇÍ
Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá; ÑÆÐÂÍÑ ÐÇ ÄÔÇ ×ÂÊÞ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐÞ Ä ÓÂÄÐÑÌ ÒÓÑÒÑÓÙËË (ÓËÔ. 11). ¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË
ÓËÔ. 11 ÄÞÒÑÎÐÇÐ ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎ-
ÎâÕÑÓÂ Ë Í ÕÑÏÖ ÉÇ Ä ÕÂÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
âÄÎâáÕÔâ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕâÏË. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÚÇ-
ÓÇÊ 3=8 ÒÇÓËÑÆÂ, àÕÑÕ ÂÐÔÂÏÃÎß ÒÇÓÇÏÇÔÕËÕÔâ Ä ÆÓÖÅÑÇ
ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÐÂ ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË (ÔÏ. ÓËÔ. 11). £ÄÇÆÇÐËÇ
ÕÂÍÑÅÑ ÂÐÔÂÏÃÎâ ÆÑÎÉÐÑ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÕßÔâ âÄÐÞÏ ÖÍÂÊÂ-
ÐËÇÏ ÕÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÄÓÇÏÇÐË t � t0, Ä ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÞ àÕÑÕ
ÂÐÔÂÏÃÎß ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ.

°ÃÔÖÆËÏ ÕÇÒÇÓß àÄÑÎáÙËá ÔËÔÕÇÏÞ ÏÇÉÆÖ t! ÿ1 Ë
t! �1, ÍÑÅÆÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓ l�t� ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ l1 ÆÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ l2 (ÔÏ. ÓËÔ. 7 Ë 8).
±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÒÓË t! ÿ1 ÏÞ ÃÇÓÇÏ ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÞÌ (Õ.Ç. ×ÂÊÑÄÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÌ) ÂÐÔÂÏÃÎß ÕÑÚÇÍ ÐÂ
×ÂÊÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ô ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ E1 ÐÂ
ÅÓÂÐËÙÇ AÿBÿCÿ . . .ÿA. ¥ÂÎÇÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß
ÆÄÂ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ l�t� ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË.

±ÇÓÄÞÌ ËÊ ÐËØ ì ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÌ ÔÎÖÚÂÌ ÏÇÆÎÇÐÐÑÅÑ
ËÊÏÇÐÇÐËâ l�t�, ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÐÂ ÓËÔ. 7. ªÏÇÐÐÑ ÊÆÇÔß
ÔÓÂÃÂÕÞÄÂÇÕ ÅÎÂÄÐÞÌ "ÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ÂÓÅÖÏÇÐÕ" ÆÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎßÔÕÄÂ. ¿ÕÑ ÏÇÆÎÇÐÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÐÇ ÏÑÉÇÕ (Ô ÓÂÊÖÏ-

ÐÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá) ÄÞÆÇÎËÕß ÍÂÍÖá-ÎËÃÑ ×ÂÊÖ ËÔØÑÆÐÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÔÇ ÕÑÚÍË ÂÐÔÂÏÃÎâ ÒÑÆÄÇÓÅÐÖÕÔâ
ÑÆÐÑÏÖ Ë ÕÑÏÖ ÉÇ ÒÓÑÙÇÔÔÖ àÄÑÎáÙËË, Â ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÂÐÔÂÏÃÎß ÕÑÉÇ ÃÖÆÇÕ ×ÂÊÑÄÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ Ô
ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÕÑÚÍÂÏË AÿBÿCÿ . . .ÿA ÐÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ô
ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÐÑÄÞÏ (ÐÑ ÑÃÜËÏ!) ÊÐÂÚÇÐËÇÏ àÐÇÓÅËË E2

(ÓËÔ. 12, 13). ´ÑÅÆÂ ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ (ÕÇÑ-
ÓÇÏÂ ËÖÄËÎÎâ) ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÑØÓÂÐÇÐËá
ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ A�E �, ÍÑÕÑÓÞÌ ÊÆÇÔß ÒÓÑÔ-
ÕÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÎÑÜÂÆßá ÐÂ ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÚÕÑ Ë
ÕÓÇÃÑÄÂÎÑÔß ÆÑÍÂÊÂÕß.

¥ÓÖÅÑÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ì àÕÑ ÔÎÖÚÂÌ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ l�t� ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÞÔÕÓÑ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÏÞ
ÏÑÉÇÏ ÖÍÂÊÂÕß ÍÑÐÍÓÇÕÐÖá ×ÂÊÖ ÆÄËÉÇÐËâ, ÑÕÄÇÚÂá-
ÜÖá, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÏÖ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏÖ ÊÐÂ-
ÚÇÐËá dl�t�=dt (ÔÏ. ÓËÔ. 8). ±ÑÄÇÆÇÐËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÐÂ
×ÂÊÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÆÎâ àÕÑÅÑ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÒÑÍÂ-
ÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 14 Ë 15. ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, àÄÑÎáÙËâ ÕÑÚÇÍ
ÐÂÛÇÅÑ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÂÐÔÂÏÃÎâ, ËÏÇáÜËØ ÓÂÊÐÞÇ ×ÂÊÞ
(ÐÂÒÓËÏÇÓ, A, B, C), ÆÂÇÕ ÍÑÐÇÚÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÓÂÊÐÞÏË
ÊÐÂÚÇÐËâÏË àÐÇÓÅËË: E2�A�, E2�B�, E2�C�.

ªÏÇÐÐÑ Ä àÕÑÏ ÒÖÐÍÕÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÊÂÏÇÕÍÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÑÃÜÇ-
ÒÓËÐâÕÑÅÑ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [1 ë 6]). ªÏÇÐÐÑ, ÅÎÂÄÐÑÇ
ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÖÉÐÑ ÆÇÎÂÕß Ä ÐÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ, ÐÇ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ
ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ A�E � ÒÑ ÔÓÂÄÐÇ-
ÐËá Ô ÇÅÑ ËÔØÑÆÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ. ¤ÎÂÄÐÑÇ, ÚÕÑ ÐÖÉÐÑ
ÑÕÏÇÚÂÕß ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ, ì àÕÑ ÕÑ, ÚÕÑ ÐÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÂâ
àÄÑÎáÙËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ×ÂÊÑÄÑ-ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑÏÖ ÓÂÊÃÓÑÔÖ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, Í ÓÂÊÃÓÑÔÖ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÍÑÐÇÚÐÞØ àÐÇÓÅËÌ E2,
ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ A�E2�.

£ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË, Ä ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÇ ÔÎÖÚÂÇÄ ÔÎÂÃÑÌ
ÐÇÂÆËÂÃÂÕËÚÐÑÔÕË ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÇ ÒÑ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ×ÂÊÂÏ ÊÐÂ-
ÚÇÐËÇ
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²ËÔ. 10. ¯ÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ. ´ÑÚÍË
AÿBÿCÿ . . .ÿHÿA ÐÂØÑÆâÕÔâ ÐÂ ËÔÕËÐÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË (ÐÂ ÍÓËÄÑÌ,
ÑÕÄÇÚÂáÜÇÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË; ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ ÂÐÔÂÏÃÎß). ±ÑàÕÑ-
ÏÖ ÄÓÇÏÇÐÐaÂ â àÄÑÎáÙËâ ÑÔÕÂÄÎâÇÕ àÕË ÕÑÚÍË ÐÂ ÕÑÌ ÉÇ ÍÓËÄÑÌ, ÔÑ
ÔÆÄËÅÑÏ ÒÑ ×ÂÊÇ.
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²ËÔ. 11. ËÐÇÌÐÞÌ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ
ÖÔÎÑÄËâØ. ´ÑÚÍË A, B, C, D, E ÎÇÉÂÕ ÐÂ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ, ÔÑÆÇÓÉÂ-
ÜÇÌ ÓÂÊÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÒÓË ÓÂÊÐÞØ ×ÂÊÂØ (ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ
ÂÐÔÂÏÃÎß). ±ÑàÕÑÏÖ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ àÄÑÎáÙËË ÍÓËÄÂâ ÏÇÐâÇÕ ÔÄÑÇ
ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÐÂ ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÆÂÉÇ ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÅÂÏËÎß-
ÕÑÐËÂÐÂ. £ àÕÑÏ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÂâ àÄÑÎáÙËâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÄÓÂÜÇÐËá ÄÑÍÓÖÅ
ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.
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²ËÔ. 12. ¡ÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÂâ àÄÑÎáÙËâ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔ-
ÙËÎÎâÕÑÓÂ. ¯ÑÄÞÇ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÕÑÚÇÍ AÿBÿ . . .ÿHÿA ÕÂÍÉÇ ÑÃÓÂ-
ÊÖáÕ ÕÓÂÇÍÕÑÓËá ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÚÂÔÕÑÕÂ Ë,
ÅÎÂÄÐÑÇ, ËÏÒÇÆÂÐÔ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ËÊÏÇÐËÎËÔß, ÐÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ âÄÎâÇÕ-
Ôâ àÎÎËÒÔÑÏ Ä "ÔÕÂÓÞØ" ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ � p; x�.
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²ËÔ. 13. AÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÂâ àÄÑÎáÙËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ, Õ.Ç. ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔ-
ÍÑÅÑ, ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ. ¯ÑÄÞÇ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÕÑÚÇÍAÿBÿ . . .ÿHÿA ÕÂÍÉÇ
ÑÃÓÂÊÖáÕ ÕÓÂÇÍÕÑÓËá Ô (ÐÑÄÑÌ) ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ.

´. 178, å 5] ª®±¦¥¡¯³ ª ±¡²¡®¦´²ª¹¦³¬°¦ £°©¢µ¨¥¦¯ª¦ °³¸ªÁ´°²°£ 507



ÏÂÎÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÇÏÖ ËÊÏÇÐÇÐËÇ A�E �.
£ ÒÇÓÄÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ àÕÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÓÂÊÃÓÑÔ
A�E �. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍË ÕËÒÂ "ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ ËÊÏÇÐËÎÔâ ÐÂ 3%" ÏÑÅÖÕ ÄÄÑÆËÕß Ä ÊÂÃÎÖÉÆÇ-
ÐËÇ; ÑÐË ÑÕÄÎÇÍÂáÕ ÄÐËÏÂÐËÇ ÑÕ ÃÑÎÇÇ ÄÂÉÐÑÅÑ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
×ÂÊÑÄÑÌ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË, ÑÕ ÓÂÊÃÓÑÔÂ ÍÑÐÇÚÐÞØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ E2 Ë A�E2�, ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑÅÑ Í ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ×ÂÊÇ.

·ÑÓÑÛËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÐÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ
âÄÎâÇÕÔâ ÆÇÌÔÕÄËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ l�t� ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÔËÎÞ F�t� �
� l�t� cos �ot� ÐÂ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ; àÕÑÕ ÒÓË-
ÏÇÓ ÄÊâÕ ËÊ [3]. µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÕÂÍÑÄÞ:

dx

dt
� p�t�

m
;

dp

dt
� ÿmo2x�t� � l�t� cos �ot� ; �D:2�

ÅÆÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ l�ÿ1� � l��1� � 0. °ÃÜÇÇ
ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓË t! �1 ËÏÇÇÕ ÄËÆ

x�t� � a0 cos �otÿ j� � b cos �otÿ b� ; �D:3�
p�t� � ÿmoa0 sin �otÿ j� ÿmob sin �otÿ b� ; �D:4�

ÅÆÇ

b exp �ib� � �mo�ÿ1
�
l�t� cos �ot� exp �ÿiot� dt ; �D:5�

Ë ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÑÕ t � ÿ1 ÆÑ t � �1.
¬ÑÐÇÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ÎÇÅÍÑ
ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ:

A�E2� � A�E1� � 2b
�������������������������
2pmoA�E1�

p
cos �jÿ b� � 2pmob 2 :

�D:6�

ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ à××ÇÍÕ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ b ÔÑÔÕÑËÕ Ä
×ÂÊÑÄÑ-ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑÏ ÓÂÊÃÓÑÔÇ ÍÑÐÇÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
A�E2�. ËÛß ÚÎÇÐ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ / b 2 ÆÂÇÕ ×ÂÊÑÄÑ-
ÐÇÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑÇ ÔËÔÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ ÂÆËÂÃÂ-
ÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ.

¥ÓÖÅÑÌ ÒÓËÏÇÓ ÐÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ì
ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔ, ÄÞÊÞÄÂÇÏÞÌ ÏÑÆÖÎâÙËÇÌ
ËÏÒÇÆÂÐÔÂ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ 2o. ©ÆÇÔß ÕÂÍÉÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÖÔËÎÇ-
ÐËÇ ËÎË ÑÔÎÂÃÎÇÐËÇ, ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑÇ Í ×ÂÊÇ
ËÔØÑÆÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ, ÍÑÕÑÓÖá ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÔÚËÕÞÄÂÕß ÑÕ
×ÂÊÞ ÏÑÆÖÎâÙËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ (ËÏÒÇÆÂÐÔÂ).

¦. ±ÇÓÇÆÂÚÂ àÐÇÓÅËË
Ä ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂØ
£ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÇ ÖÚÇÃÐËÍÑÄ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÞ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ °¥µ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

d2x

dt 2
� o2x � 0 ; �E:1�

ÅÆÇ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÔÑÑÃÜÂÇÏÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÂ âÄÎâÇÕÔâ ÇÅÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ o � ���������

k=m
p

. ¹ÇÅÑ
ÊÆÇÔß ÐÂ ØÄÂÕÂÇÕ? 6 ¢ÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ÐÇ ÑÕÆÂÇÕ ÔÇÃÇ ÑÕÚÇÕÂ Ä
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÐÇ ØÄÂÕÂÇÕ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË ÑÃ ËÏÒÇÆÂÐÔÇ Z � �������

km
p

,
ÊÆÇÔß k ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ÖÒÓÖÅÑÔÕË, m ì ÏÂÔÔÂ. ¯Â ÒÇÓÄÞÌ
ÄÊÅÎâÆ, ÒÑ ÊÂÆÂÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
x�t � 0� Ë ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË vx�t � 0� ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË
ÕÓÂÇÍÕÑÓËá, ÒÑÎßÊÖâÔß ÕÑÎßÍÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (¦.1). £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÑÉÇÕ ÔÑÊÆÂÕßÔâ ÎÑÉÐÑÇ ÄÒÇÚÂÕÎÇÐËÇ Ñ ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÆÄÂ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ì ÑÆËÐ Ô ÕâÉÇÎÑÌ ÏÂÔÔÑÌ m1 Ë
ÉÇÔÕÍÑÌ ÒÓÖÉËÐÑÌ (ÃÑÎßÛËÏ k1), Â ÆÓÖÅÑÌ Ô ÎÇÅÍÑÌ
ÏÂÔÔÑÌ m2 Ë ÏâÅÍÑÌ ÒÓÖÉËÐÑÌ (ÏÂÎÑÇ k2) ì ×ËÊËÚÇÔÍË
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ, ÇÔÎË ËØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÆËÐÂÍÑÄÞ
(ÓËÔ. 16). ·ÑÕÇÎÑÔß ÃÞ ÐÂÆÇâÕßÔâ, ÚÕÑ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÚÂÔÕË
ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÊÂÏÇÕÍË ÏÞ ÔÏÑÅÎË ÖÃÇÆËÕß ÚËÕÂÕÇÎâ Ä ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÆÎâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÊÂÄËÔâÜËÏË ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÂÏË ËÏÒÇÆÂÐÔ ì ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÇ ÒÑÐâÕËÇ. ¬ÂÍ ÐÂÔÚÇÕ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ? £ àÕÑÏ ÒÓËÎÑÉÇÐËË ÏÞ ÒÑÍÂ-
ÉÇÏ, ÚÕÑ Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÆÄÖØ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÑÔÙËÎ-
ÎâÕÑÓÑÄ ÆÂÉÇ Ô ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÚÂÔÕÑÕÂÏË
àÐÇÓÅÑÑÃÏÇÐ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ËÏÒÇ-
ÆÂÐÔÑÄ.
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²ËÔ. 14. ¯ÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÂâ (ÃÞÔÕÓÂâ) àÄÑÎáÙËâ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÅÂÓÏÑÐË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ. ²ÂÊÎËÚÐÞÇ ËÔØÑÆÐÞÇ ÕÑÚÍË AÿBÿ . . .ÿHÿA
ÒÑÎÖÚÂáÕ ÓÂÊÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ àÐÇÓÅËË, Ë ÐÑÄÞÇ ÕÑÚÍË ÑÃÓÂÊÖáÕ
ÂÐÔÂÏÃÎß ÄÕÑÓÑÅÑ ÕËÒÂ, Â ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÕÑÚÇÍ AÿBÿ . . .
. . .ÿHÿA ÖÉÇ ÐÇ ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË.
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²ËÔ. 15. ¯ÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÂâ (ÃÞÔÕÓÂâ) àÄÑÎáÙËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÔÙËÎ-
ÎâÕÑÓÂ. ²ÂÊÎËÚÐÞÇ ËÔØÑÆÐÞÇ ÕÑÚÍË AÿBÿ . . .ÿHÿA ÒÑÎÖÚÂáÕ
ÓÂÊÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ àÐÇÓÅËË, Ë ÐÑÄÞÇ ÕÑÚÍË ÑÃÓÂÊÖáÕ ÂÐÔÂÏÃÎß
ÄÕÑÓÑÅÑ ÕËÒÂ, Â ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÕÑÚÇÍ AÿBÿ . . .ÿHÿA ÖÉÇ ÐÇ
ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË.

m1k1 m2 k2

²ËÔ. 16. ¥ÄÂ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÅÖÕ ÑÃÎÂÆÂÕß ËÆÇÐÕËÚÐÞÏË
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÚÂÔÕÑÕÂÏË, ×ËÊËÚÇÔÍË ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ ì Ö ÐËØ ÓÂÊÐÞÇ
ËÏÒÇÆÂÐÔÞ.

6 ·ÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÂ ËÔÕÑÓËâ ÔÑ ÔÕÖÆÇÐÕÑÏ ÍÖÎËÐÂÓÐÑÅÑ ÕÇØÐËÍÖÏÂ,
ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÐÂ àÍÊÂÏÇÐÇ ÆÂÎË ÒÑÒÓÑÃÑÄÂÕß ÃÑÓÜ Ë ÊÂÆÂÎË ÄÑÒÓÑÔ:
"¹ÇÅÑ ÊÆÇÔß ÐÇ ØÄÂÕÂÇÕ?" ì ËÏÇâ Ä ÄËÆÖ, ÍÂÍËÇ ËÐÅÓÇÆËÇÐÕÞ ÃÞÎË
ÐÇÆÑÄÎÑÉÇÐÞ ÒÓË ÒÓËÅÑÕÑÄÎÇÐËË ÃÑÓÜÂ. °ÕÄÇÕ: "·ÎÇÃÂ ÐÇ ØÄÂÕÂ-
ÇÕ", ì ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÎÇÅÇÐÆÂÓÐÖá ÕÖÒÑÔÕß ÔÕÖÆÇÐÕÂ, ÐÑ Ë
ÔÕÂÓËÐÐÖá ÓÑÔÔËÌÔÍÖá ÅÂÔÕÓÑÐÑÏËÚÇÔÍÖá ÕÓÂÆËÙËá: ÇÔÕß ÑÃÇÆ Ô
ØÎÇÃÑÏ. £ ÖÓÂÄÐÇÐËË (¦.1) ÐÇ ØÄÂÕÂÇÕ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË ÑÃ ËÏÒÇÆÂÐÔÇ.
¿ÕÂ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ ì "ÄÐÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (¦.1)", ÓÂÄÐÑ ÍÂÍ Ë ØÎÇÃ ì "ÄÐÇ
ÃÑÓÜÂ"; ÑÃÂ, ÑÆÐÂÍÑ, ÄÂÉÐÞ. ®ÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÚÂÔÕÑÕÂ Ë
ËÏÒÇÆÂÐÔ ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÐÂÔÖÜÐÖá ÒËÜÖ ("ÜË ÆÂ ÍÂÛÖ") ÕÇÑÓËË
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ.
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±ÇÓÄÞÌ ÛÂÅ Í ÒÑÐËÏÂÐËá ÊÆÇÔß ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ
ÊÂÒËÔÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (¦.1) ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ F�t�:

d2x

dt 2
� o2x � 1

m
F�t� � o

Z
F�t� : �E:2�

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÄÎËâÐËÇ ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ÔËÎÞ F�t� ÔÎÂÃÇÇ ÆÎâ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÃoÂ ÎßÛËÏ Z.

±ÑÖÚËÕÇÎßÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÔËÔÕÇÏÖ ÆÄÖØ ÄÊÂËÏÐÑ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ, Õ.Ç. ÕÂÍËØ, ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚÂÔ-
ÕÑÕÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÃÞÎË ÓÂÄÐÞ ÆÑ ÄÍÎáÚÇÐËâ ÔÄâÊË (ÓËÔ. 17).
±ÖÔÕß ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÞ ÔÑÇÆËÐÇÐÞ ÔÎÂÃÑÌ ÒÓÖÉËÐÑÌ Ô ÍÑÐ-
ÔÕÂÐÕÑÌ ÖÒÓÖÅÑÔÕË s. ±ÓËÄÞÚÐÑ ÆÖÏÂÕß, ÚÕÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔ
ÏÇÉÆÖ ËÔØÑÆÐÞÏË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÚÂÔÕÑÕÂÏË ÒÓËÄÇÆÇÕ Í
ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÍÓÂÔËÄÑÏÖ âÄÎÇÐËá. ªÏÇÐÐÑ, ÄÑÊÃÖÆËÏ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ÔÏÇÜÇÐËÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ
x1�t � 0� � a Ë ÆÂÆËÏ ÐÖÎÇÄÑÇ ÔÏÇÜÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÏÖ
x2�t � 0� � 0. ±ÓËÄÞÚÐÑ ÑÉËÆÂÇÏÞÌ à××ÇÍÕ ÔÑÔÕÑËÕ Ä
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÄÔâ àÐÇÓÅËâ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÃÖÆÇÕ ÒÇÓÇÆÂÐÂ ÄÕÑÓÑÏÖ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÖ, ÊÂÕÇÏ ÑÃÓÂÕÐÑ ÒÇÓÄÑÏÖ Ë Õ.Æ. ¯ÇÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ ÔÏÇÜÇÐËÇ
x1�t� ÄÇÆÇÕ ÔÇÃâ ÍÂÍ

x1�t� � a

Z1 � Z2

ÿ
Z1 cos �oÿt� � Z2 cos �o�t�

�
: �E:3�

©ÆÇÔß oÿ Ë o� ì ÚÂÔÕÑÕÞ ÆÄÖØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÏÑÆ Ä
ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÔÄâÊË:

oÿ � o ; o� � o

�������������������������������������
1� s

o

�
1

Z1
� 1

Z2

�s
: �E:4�

ªÊ (¦.3) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÎÐÂâ ÒÇÓÇÆÂÚÂ àÐÇÓÅËË ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÎËÛß ÒÓË Z1 � Z2.

£ÔÕÂÇÕ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ: ÏÑÉÐÑ ÎË ÏÑÆË×ËÙËÓÑ-
ÄÂÕß ÔÄâÊß ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÆÑÃËÕßÔâ ÒÑÎÐÑÌ ÒÇÓÇÍÂÚÍË àÐÇÓ-
ÅËË? ²ÇÛÇÐËÇ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÄÊâÕß ÏÑÆË×ËÙËÓÑ-
ÄÂÐÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÒÑÎÐÞÌ
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

H� p1; p2; x1; x2� � 1

2

"
1

m1
p 2
1 � k1x

2
1 �

1

m2
p 2
2�

� k2x
2
2 � s

�
x1
a
ÿ x2

b

�2
#
; �E:5�

ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÞ ÆÄÂ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ a Ë b.
±ÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ Ñ ÓÂÄÐÞØ ËÔØÑÆÐÞØ ÚÂÔÕÑÕÂØ o1 �
� o2 � o ÎÇÅÍÑ ÑÒËÔÂÕß, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (3.19)
ÆÎâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ:

H� p1; p2; x1; x2� � o
2

�
1

Z1
p 2
1 � Z1x

2
1 �

1

Z2
p 2
2 � Z2x

2
2

�
�

� 1

2
s
�
x1
a
ÿ x2

b

�2

: �E:6�

±ÇÓÇØÑÆ Í ÐÑÄÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ P1, P2, X1, X2 Ô ÒÑÏÑÜßá
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ

p1 � P1

������
Z1

p
; p2 � P2

������
Z2

p
; x1 � X1������

Z1

p ; x2 � X2������
Z2

p
�E:7�

ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÊÂÒËÔÂÕß ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÄËÆÇ

~H�P1;P2;X1;X2� � o
2
�P 2

1 � X 2
1 � P 2

2 � X 2
2 ��

� 1

2
s
�

X1

a
������
Z1

p ÿ X2

b
������
Z2

p
�2

: �E:8�

±ÓË àÕÑÏ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÑÚÇÄËÆÐÞÏ, ÚÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ ÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÐÑÄÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÞÏ, ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÆÑÒÖÔÍÂâ ÒÑÎÐÞÌ àÐÇÓÅÑÑÃÏÇÐ ÎËÛß Ä
ÔÎÖÚÂÇ��a ������

Z1

p �� � ��b ������
Z2

p �� : �E:9�

®Þ ÒÓÇÆÑÔÕÂÄÎâÇÏ ÚËÕÂÕÇÎá ÔÂÏÑÏÖ ÔÍÑÐÔÕÓÖËÓÑÄÂÕß
ÖÔÕÓÑÌÔÕÄÂ Ô ÓÂÊÎËÚÐÞÏË "ÓÞÚÂÅÂÏË" Ô ÒÑÆØÑÆâÜËÏ
ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ a=b; ÕÂÍËÇ ÖÔÕÓÑÌÔÕÄÂ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß ÍÂÍ "ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÕÑÓÞ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ". £ÑÊÏÑÉÐÂâ
ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËâ ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 18, ÅÆÇ ÐÇÄÇÔÑÏÞÌ ÕÄÇÓÆÞÌ
ÔÕÇÓÉÇÐß ÒÓËÍÓÇÒÎÇÐ Ä ÕÓÇØ ÏÇÔÕÂØ: Í ÐÇÒÑÆÄËÉÐÑÌ ÑÔË, Í
ÑÆÐÑÌ ËÊ ÏÂÔÔ ÚÇÓÇÊ ÒÓÖÉËÐÍÖ Ë Í ÆÓÖÅÑÌ ÏÂÔÔÇ ÐÇÒÑ-
ÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÃÑÎÇÇ ÆÎËÐÐÞÌ ÓÞÚÂÅ (ÒÓÑÒÑÓ-
ÙËÑÐÂÎßÐÞÌ b) ÐÖÉÐÑ ÒÓËÔÑÇÆËÐËÕß Í ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÖ Ô
ÏÇÐßÛËÏ ËÏÒÇÆÂÐÔÑÏ (Õ.Ç. Ô ÏÇÐßÛÇÌ ÏÂÔÔÑÌ). ®ÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÔÇÃÇ ÕÂÍÉÇ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÞ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÔÄâÊß
ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕÔâ ÑÃÜËÏ ÄÍÎÂÆÑÏ Ä ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÖá àÐÇÓÅËá.
³ÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ ËÏÒÇÆÂÐÔÑÄ ÏÑÉÐÑ ÆÑÃËÕßÔâ Ë Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ, Ë ×ÑÓÏÖÎÞ (¦.7) ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÖÆÑÃÐÞ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ
ÕÂÍÑÌ ÊÂÆÂÚË.

´ÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÕÑÓÞ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ (ÄÍÎáÚÂâ ÑÃÞÚÐÞÇ ÃÞ-
ÕÑÄÞÇ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÕÑÓÞ 220=127, ÔÏ. ÒÑÄÇÔÕß ¿. µÔÒÇÐ-
ÔÍÑÅÑ Ñ ÅÂÓÂÐÕËÌÐÞØ ÚÇÎÑÄÇÚÍÂØ) ÛËÓÑÍÑ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ
Ë ØÑÓÑÛÑ ËÊÖÚÇÐÞ Ä àÎÇÍÕÓÑÐËÍÇ; ÒÑàÕÑÏÖ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËÇ
ËÏÒÇÆÂÐÔÑÄ ÆÎâ LC-ÍÑÐÕÖÓÑÄ ÏÞ ÑÃÔÖÉÆÂÕß ÐÇ ÔÕÂÐÇÏ.

³ÒËÔÑÍ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÞ
1. ¡ÓÐÑÎßÆ £ ª®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÏÇÕÑÆÞ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍË

3-Ç ËÊÆ. (®.: ¯ÂÖÍÂ, 1989) [Arnold V I Mathematical Methods of

Classical Mechanics 2nd ed. (Berlin: Springer-Verlag, 1989)]

s

m1k1 m2 k2

²ËÔ. 17. ¥ÄÂ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, ËÔØÑÆÐÑ ËÏÇáÜËÇ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ, Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÔÄâÊÞÄÂáÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÏâÅÍÑÌ ÒÓÖÉËÐÍÑÌ
(ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ÖÒÓÖÅÑÔÕË s). ¢ÖÆÖÕ ÎË ÃËÇÐËâ Ä àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÒÓËÄÑÆËÕß Í
ÒÑÎÐÑÌ ÒÇÓÇÆÂÚÇ àÐÇÓÅËË ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Í ÆÓÖÅÑÏÖ? ¦ÔÎË
ËÏÒÇÆÂÐÔÞ ÐÇ ÓÂÄÐÞ, ÕÑ ÒÓÂÄËÎßÐÞÌ ÑÕÄÇÕ ì "ÐÇÕ".

a

b

²ËÔ. 18. £ÑÊÏÑÉÐÂâ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËâ "ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÕÑÓÂ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ" ÆÎâ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ.
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Impedance and parametric excitation of oscillators
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Linear ordinary differential equations for one or several coupled oscillators are discussed with an emphasis on the notion of the
frequency matrix (as a kinematic entity) and, separately, on that of the impedance matrix. The latter matrix is explicitly introduced and
shown to be responsible, via its time-dependence, for parametric excitation and for the nonconservation of adiabatic invariants.
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