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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ ÄÐËÏÂÐËÇ ÍÂÍ ÕÇÑÓÇÕËÍÑÄ, ÕÂÍ Ë àÍÔÒÇ-
ÓËÏÇÐÕÂÕÑÓÑÄ ÒÓËÄÎÇÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÔÄâÊË ÆËÐÂÏËÍË
ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË Ô ÒÑÄÇÆÇ-
ÐËÇÏ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ. ¿ÕÑ ÑÔÑÃÇÐÐÑ
ÂÍÕÖÂÎßÐÑÆÎâ ÅÇÑ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÃÎÇÏ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÂÕÏÑ-
Ô×ÇÓÑÌ Ë ÑÍÇÂÐÑÏ, ÅÆÇ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÂÐÔÂÏÃÎß ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ-
ÕÑÓÞ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ËÏÇáÕ ÆÇÎÑ Ô ÑÕÆÇÎßÐÞÏË ÓÇÂÎËÊÂ-
ÙËâÏË.

²ÇÛÇÐËÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ ÆÎâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÃÇÊÐÂÆÇÉÐÑ ËÊ-ÊÂ
ËØ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÎÑÉÐÑÔÕË. £ ÕÑ ÉÇ
ÄÓÇÏâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎÇÌ ËÐÕÇÓÇÔÖáÕ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÒÓÑÕÇÍÂáÜËØ âÄÎÇÐËÌ, ÃÇÊ ÑÕÄÎÇÚÇÐËâ ÐÂ ÚÂÔÕÐÑÔÕË.
±ÑàÕÑÏÖ ÑÚÇÐß ÒÓËÄÎÇÍÂÕÇÎßÐÑÌ ÑÍÂÊÂÎÂÔß ËÆÇâ ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÕß ØÑÓÑÛÑ ÓÂÊÄËÕÞÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÂÒÒÂÓÂÕ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ë ÒÑÎÇÌ, Õ.Ç. ÄÏÇÔÕÑ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËÌ ËÔÔÎÇÆÖÇÏÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ ÒÑ ÄÔÇÏÖ ÂÐÔÂÏÃÎá ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ.
£ ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÄÔÇ ÊÂÆÂÚË
×ËÊËÍË ÂÕÏÑÔ×ÇÓÞ Ë ÑÍÇÂÐÂ Ä ÕÑÌ ËÎË ËÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË
ÑÔÐÑÄÞÄÂáÕÔâ ÐÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÏ ÂÐÂÎËÊÇ.

£ÄÇÆÇÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÔÕË Ä ÒÂÓÂÏÇÕÓÂØ ÔÓÇÆÞ ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ
ÔÕÑØÂÔÕËÚÐÑÔÕß Ä ÔÂÏËØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÑÎâØ. °ÃÞÚÐÑ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ (Õ.Ç.
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÓÇÆÐËØ ÄÇÎËÚËÐ ÕËÒÂ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ë ÒÑÎÇÌ



x�t��, 
r�r; t��, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-

ÄÓÇÏÇÐÐ�yØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ


x�t�x�t 0��,


r�r; t� r�r 0; t 0�� Ë Õ.Ò., ÅÆÇ ÚÇÓÇÊ h. . .i ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÑ ÖÔÓÇÆÐÇ-
ÐËÇ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ)
ÔÅÎÂÉËÄÂáÕ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂ-
ÎËÊÂÙËÌ Ë ÊÂÚÂÔÕÖá ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍË ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÐÇ ËÏÇáÕ ÐËÚÇÅÑ ÑÃÜÇÅÑ Ô ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ
ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ, ÐÑ ÆÂÉÇ ÐÂ ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ
ËÏ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚÂÕ.

£ ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ, ÑÆÐÂÍÑ, ×ËÊËÚÇÔÍËÇ
ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ë âÄÎÇÐËâ, ÒÓÑËÔØÑÆâÜËÇ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆË-
ÐËÙÂ (Õ.Ç. ÒÑÚÕË ÄÑ ÄÔÇØ ËØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ), ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÏË (ÔÏ. ÓÂÃÑÕÞ [1, 2] Ë ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [3 ë 5], ÅÆÇ
ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ).

±ÑÎÐÂâ ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ, ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÑ, ÔÑÆÇÓÉËÕ ÄÔá
ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ. °ÆÐÂÍÑ ÐÂ ÒÓÂÍ-
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ÕËÍÇ ÖÆÂÇÕÔâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÎËÛß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÇ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐ-
ÐÞÏË Ë ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÏË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ.
±ÑàÕÑÏÖ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ: ÍÂÍ, ÊÐÂâ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÒÓÑ-
ÔÕÇÌÛËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË Ë ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÔËÔÕÇÏÞ, ÑÒËÔÂÕß ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ Ë ÍÂÚÇÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÇÇ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ?

°ÕÄÇÕ ÐÂ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÆÂáÕ ÏÇÕÑÆÞ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [6] Ë ÖÒÑÏâÐÖÕÞÇ ÄÞÛÇ
ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË). ¯ËÉÇ, Ô ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ
ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ àÕËØ ÏÇÕÑÆÑÄ Í ÒÓÑÔÕÇÌÛËÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÏ
ÊÂÆÂÚÂÏ Ë, Ô ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ ËØ ÔÄâÊß Ô
ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÞÏÏÇÕÑÆÑÏ ÂÐÂÎËÊÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÑÔÐÑÄÂÐ-
ÐÞÏ ÐÂ ÂÐÂÎËÊÇ ÎâÒÖÐÑÄÔÍËØ àÍÔÒÑÐÇÐÕ.

±ÑÆØÑÆÖ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÑÏÖ ÐÂ ÂÐÂÎËÊÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÓÇÛÇÐËÌ ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÞØ ÎËÐÇÌÐÞØ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

d

dt
x�t� � A�t� x�t�

ÒÑ ­âÒÖÐÑÄÖ, ÖÆÇÎâÇÕÔâ ÃÑÎßÛÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÏÐÑÅËÏË
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎâÏË. ±ÓË àÕÑÏ ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÕÔâ ÄÇÓØÐËÌ
ÒÓÇÆÇÎ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË

lx�t� � lim
t!�1

1

t
ln
��x�t��� ;

ÍÑÕÑÓÞÌ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÇÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇ-
ÎÇÏ [7]. £ ÒÓËÎÑÉÇÐËË Í ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ
ÔËÔÕÇÏÂÏ ÒÓË ÕÂÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÊÂÚÂÔÕÖá ÆÎâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂ-
ÙËË Ë ÖÒÓÑÜÇÐËâ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ àÕË ËÔÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎË ÐÂ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÔÕÂÆËË ÒÑÆÍÎáÚÂáÕ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ
ÂÐÂÎËÊ Ë ÄÞÚËÔÎâáÕ ËØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ ÕÂÍËÇ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÂÍ


lx�t�
� � lim

t!�1
1

t



ln
��x�t���� : �1�

2. ±ÓËÏÇÓÞ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ

2.1. °ÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÖÒÑÏâÐÇÏ ÓÂÃÑÕÞ [8, 9], Ä
ÍÑÕÑÓÞØ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÂÔß ÊÂÆÂÚÂ ÑÃ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ
ÆË××ÖÊËË ÏÂÎÑËÐÇÓÙËÑÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÅËÆÓÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÕÑÍÇ Ô ÒÑÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r; t� (Ô ÐÖÎÇ-
ÄÞÏ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ) Ä ÓÂÏÍÂØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¯ßáÕÑÐÂ

d

dt
r�t� � v�t� ; r�0� � r0 ;

�2�
d

dt
v�t� � ÿl�v�t� ÿ u

ÿ
r�t�; t�� ; v�0� � v0�r0� :

£ ÖÒÑÏâÐÖÕÞØ ÓÂÃÑÕÂØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2) ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÞ-
ÄÂÎËÔß ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÒÑÎÑÉÇÐËÌ ÚÂÔÕËÙ Ë
ÄÞÚËÔÎâÎËÔß ÎâÒÖÐÑÄÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎË (1). £ àÕËØ ÉÇ ÓÂÃÑÕÂØ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ
ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2).

¥Îâ ÃÇÊÞÐÇÓÙËÑÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÒÂÓÂÏÇÕÓ l!1. ¬ÂÍ
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2),

v�t� � u
ÿ
r�t�; t�

Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÒÑÕÑÍÇ Ô ÒÑÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r; t� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ

ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

d

dt
r�tjr0� � u

ÿ
r�tjr0�; t

�
; r�0jr0� � r0 ; �3�

Õ.Ç. ÆÎâ ÃÇÊÞÐÇÓÙËÑÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÊÂÆÂÚÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ËØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÕÑÍÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÚËÔÕÑ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ. ©ÆÇÔß ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÚÇÓÕÑÌ ÑÃÑ-
ÊÐÂÚÇÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ
ÖÔÎÑÄËâ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ j�tjr0� � det


qri�tjr0�=qrj 0

,

ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕßá, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

d

dt
j�tjr0� � qu�r; t�

qr
j�tjr0� ; j�0jr0� � 1 ; �4�

Ë ÆÎâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ
�div u�r; t� � 0� ÄÇÎËÚËÐÂ j�tjr0� � 1.

°ÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÐÂ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕâØ ÓÇÛÇ-
ÐËâ ÊÂÆÂÚË (3) ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ÚÂÔÕËÙ. ³ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË
ÊÓÇÐËâ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá (3) ÍÂÉÆÂâ ÚÂÔÕËÙÂ ÆÄËÉÇÕÔâ
ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ
u�r; t� ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËË lcor, ÕÑ ÚÂÔÕËÙÞ, ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÍÑÕÑÓÞÏË
ÏÇÐßÛÇ lcor, ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÑÃÜÇÌ ÊÑÐÇ ÄÎËâÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÑÎâ u�r; t� Ë ÏÑÅÖÕ ÒÑâÄÎâÕßÔâ ÐÑÄÞÇ ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞÇ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË Ä ÆËÐÂÏËÍÇ ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÚÂÔÕËÙ.

¥Îâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, u�r; t� � u�r�,
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3) ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ Ë ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

d

dt
r�t� � u�r� ; r�0� � r0 :

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÕÑÚÍË ~r, Ä ÍÑÕÑÓÞØ u�~r� � 0,
ÑÔÕÂáÕÔâ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÞÏË. ±ÓË àÕÑÏ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ
ÕÑÅÑ, âÄÎâáÕÔâ àÕË ÕÑÚÍË ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË ËÎË ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÞÏË, ÑÐË ÃÖÆÖÕ ÒÓËÕâÅËÄÂÕß ËÎË ÑÕÕÂÎÍËÄÂÕß ÚÂÔÕËÙÞ,
ÐÂØÑÆâÜËÇÔâ Ä ËØ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË. £ ÔËÎÖ ÔÎÖÚÂÌÐÑÔÕË
×ÖÐÍÙËË u�r� ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÕÑÚÇÍ ~r ÕÂÍÉÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑ. ¡ÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÆÑÎÉÐÂ ËÏÇÕß ÏÇÔÕÑ Ë Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
u�r; t�.

¦ÔÎË ÍÂÍËÇ-ÕÑ ÕÑÚÍË ~r Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÅÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÑÔÕÂáÕÔâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË, ÕÑ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËâØ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ u�r; t� Ä ËØ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕâØ ÆÑÎÉÐÞ
ÑÃÓÂÊÑÄÞÄÂÕßÔâ ÍÎÂÔÕÇÓÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË ÚÂÔÕËÙ (Õ.Ç. ÍÑÏ-
ÒÂÍÕÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÄÞÛÇÐÐÑÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÚÂÔÕËÙ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÓÂÔÒÑÎÂÅÂáÕÔâ Ä ÃÑÎßÛÇÌ ÔÕÇÒÇÐË Ä ÓÂÊÓÇÉÇÐ-
ÐÞØ ÊÑÐÂØ). ¦ÔÎË ÉÇ ÔÏÇÐÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË àÕËØ ÕÑÚÇÍ ÐÂ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÞÔÕÓÑ Ë ÚÂÔ-
ÕËÙÞ ÐÇ ÖÔÒÇÄÂáÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÒÇÓÇÔÕÓÑËÕßÔâ, ÕÑ ÍÎÂ-
ÔÕÇÓÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË ÑÃÓÂÊÑÄÞÄÂÕßÔâ ÐÇ ÃÖÆÖÕ.

¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ [10, 11] ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ
ÆËÐÂÏËÍÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÚÂÔÕËÙ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÂÇÕÔâ
Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÕÑÅÑ, âÄÎâÇÕÔâ ÎË ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÏ ËÎË ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÏ. ´ÂÍ, ÐÂ
ÓËÔ. 1Â ÆÎâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r� ÔØÇÏÂÕË-
ÚÇÔÍË ËÊÑÃÓÂÉÇÐ ×ÓÂÅÏÇÐÕ àÄÑÎáÙËË ÔËÔÕÇÏÞ ÚÂÔÕËÙ
(ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ) Ä ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË, ÔÄâÊÂÐÐÑÏ
ÔÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÒÑÎâ u�r�. £ ÐÂÚÂÎßÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË ÚÂÔÕËÙÞ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÓÂÔÒÑÎÂÅÂÎËÔß
Ä ÍÓÖÅÇ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÜÂÆß, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÂâ ÍÑÐÕÖ-
ÓÑÏ, ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ë ÚÂÔÕËÙÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ
ÊÂÒÑÎÐâáÕ ÑÃÎÂÔÕß, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÖá ÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÏ
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ÍÑÐÕÖÓÑÏ. £ÑÊÐËÍÂÇÕ ÎËÛß ÔËÎßÐÂâ ËÊÓÇÊÂÐÐÑÔÕß ×ÓÂÍ-
ÕÂÎßÐÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ àÕÑÅÑ ÍÑÐÕÖÓÂ. ´ÂÍÑÇ âÄÎÇÐËÇ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑ ËÊÖÚÂÇÕÔâ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ Ë ÒÑÎÖÚËÎÑ ÐÂÊÄÂÐËÇ
ØÂÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÂÆÄÇÍÙËË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [12]).

¥Îâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÉÇ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r� ÚÂÔÕËÙÞ,
ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÇ Ä ÍÄÂÆÓÂÕÇ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË, Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎáÙËË ÑÃÓÂ-
ÊÖáÕ ÍÎÂÔÕÇÓÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 1Ã ÒÓËÄÇÆÇÐ
×ÓÂÅÏÇÐÕ ÕÂÍÑÌ àÄÑÎáÙËË, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÚËÔÎÇÐÐÞÏÏÑÆÇ-
ÎËÓÑÄÂÐËÇÏ. ±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ ÇÜÇ ÓÂÊ, ÚÕÑ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ì ÚËÔÕÑ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ à×-
×ÇÍÕ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÖÔÓÇÆÐÇÐËË ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÕÂÍÂâ ÑÔÑÃÇÐ-
ÐÑÔÕß ÆËÐÂÏËÍË ÚÂÔÕËÙ ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÔÚÇÊÂÇÕ.

³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÒÓÑÔÕÂâ ÏÑÆÇÎß ÆË××ÖÊËË ÒÓËÏÇÔË [13],
ÒÑÊÄÑÎâáÜÂâ ÖÄËÆÇÕß ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ ÆË××ÖÊËË
Ä ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞØ Ë ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞØ ÒÑÎâØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.
£ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞØ (ÐÇÔÉËÏÂÇÏÞØ) ÒÑÎâØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
ÚÂÔÕËÙÞ (Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË) ÐÇ ÖÔÒÇÄÂáÕ
ÒÓËÕâÅËÄÂÕßÔâ Í ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ ÙÇÐÕÓÂÏ ÒÓËÕâÉÇÐËâ ÊÂ
ÄÓÇÏâ ËØ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ Ë ÔÎÇÅÍÂ ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÕ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÔÄÑÇÅÑ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÏÇÔÕÑÐÂØÑÉÆÇÐËâ. £ ÆË-
ÄÇÓÅÇÐÕÐÑÏ ÉÇ (ÔÉËÏÂÇÏÑÏ) ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (ÊÂ ÕÑ ÉÇ
ÄÓÇÏâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÙÇÐÕÓÑÄ ÒÓËÕâÉÇÐËâ)
ÚÂÔÕËÙÞ ÖÔÒÇÄÂáÕ ÒÓËÕâÐÖÕßÔâ Í ÐËÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ àÕÑÕ
ÒÓÑÙÇÔÔ ÒÓËÕâÉÇÐËâ ÖÃÞÔÕÓâÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÖÒÑÏâÐÇÏ ÏÑÐÑÅÓÂ×Ëá
[14], Ä ÍÑÕÑÓÑÌ Ä ÓÂÏÍÂØ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÎÂÔß ÑÆÐÑÏÇÓÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÐÂÆÃÂÓßÇÓÐÑÏ ÒÓÑ-
ØÑÉÆÇÐËË ÚÂÔÕËÙ ÚÇÓÇÊ ÔÎÑÌ ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. £
àÕÑÌ ÉÇ ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË ÄÞÚËÔÎâÎËÔß ÎâÒÖÐÑÄÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË (1). ´ÂÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ
ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÑÎÐ Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ.

±ÖÔÕß ÔÎÑÌ ØÂÑÕËÚÇÔÍË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÊÂÐËÏÂÇÕ
ÚÂÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ L0 < x < L Ë ËÊ ÑÃÎÂÔÕË x > L ÐÂ ÐÇÇ
ÒÂÆÂÇÕ ÒÎÑÔÍÂâ ÄÑÎÐÂ u0�x� � exp

�ÿik�xÿ L��. ªÊ-ÊÂ
ÐÂÎËÚËâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÑÕÓÂÉÇÐÐÂâ ÑÕ
ÔÎÑâ ÄÑÎÐÂ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÑÕÓÂÉÇÐËâ RL � u�L� ÿ 1 Ë
ÄÞØÑÆâÜÂâ ËÊ ÔÎÑâ ÄÑÎÐÂ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ
TL � u�L0�.

£ÐÖÕÓË ÔÎÑâ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ

d2

dx 2
u�x� � k 2

�
1� e�x��u�x� � 0 ; �5�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ e�x�, ÍÑÕÑÓÂâ ÔÚËÕÂÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ, ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ. £ÐÇ ÔÎÑâ ÒÑÎÂÅÂÇÏ e�x� � 0;
ÄÐÖÕÓË ÉÇ ÔÎÑâ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ e�x� � e1�x� � ig, ÅÆÇ
e1�x�ìÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ ÚÂÔÕß, ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÂâ ÊÂ ÒÓÑÙÇÔÔÞ
ÓÂÔÔÇâÐËâ ÄÑÎÐÞ Ä ÔÓÇÆÇ, Â ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕß g5 1 ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÔÓÇÆÇ.

¥ÂÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕß ÍÓÂÇÄÞÏË ÖÔÎÑ-
ÄËâÏËì ÖÔÎÑÄËâÏË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ u�x�
Ë ÇÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ du�x�=dx ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÎÑâ Ë ÖÔÎÑÄËâÏË
ËÊÎÖÚÇÐËâ ÐÂ àÕËØ ÅÓÂÐËÙÂØ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä
ÄËÆÇ

u�L� � i

k

du�x�
dx

����
x�L

� 2 ; u�L0� ÿ i

k

du�x�
dx

����
x�L0

� 0 : �6�

£ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ ËÊÄÇÔÕÐÞ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ×ÖÐÍÙËË e�x�, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÐÂØÑÉÆÇÐËá ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ
ÍÂÍ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ë ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ ÄÑÎÐÞ,
ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÒÑÎâ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÎÑâ, ÕÂÍ
Ë ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ I�x� � ��u�x���2 ÄÐÖÕÓË
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ.

²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑ ÔÄÑÇÌ ×ÑÓ-
ÏÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÆÎâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ËÊÏÇÐâá-
ÜÇÌÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ (ÇÔÎË ÊÂÏÇÐËÕß ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá x ÐÂ ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá t ì ÄÓÇÏâ),
ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ, ÍÂÍ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ
âÄÎÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ ÐÂ ÚÂÔÕÑÕÂØ 2k=n
�n � 1; 2; . . .�. µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ e�x� Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
ËÏÇÇÕ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÄÔÇØ ÚÂÔÕÑÕ, ÄÍÎáÚÂâ Ë ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ,
âÔÐÑ, ÚÕÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ âÄÎÇÐËÇ ÆÑÎÉÐÑ ËÏÇÕß ÏÇÔÕÑ Ë ÆÎâ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚË ËÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÊÄÂÐÑ âÄÎÇÐËÇÏ
ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ.
±ÓË àÕÑÏ Ä ÔËÎÖ ÍÓÂÇÄÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (ÍÑÕÑÓÞÇ "ÊÂÉËÏÂáÕ"
ÊÐÂÚÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÎÑâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÌ ÔÓÇÆÞ) ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÓÑÔÕ ÒÑÎâ
ÏÑÉÇÕ ÒÓÑËÔØÑÆËÕß ÕÑÎßÍÑ Ä ÅÎÖÃËÐÇ ÔÎÑâ, ÄÆÂÎË ÑÕ ÇÅÑ
ÅÓÂÐËÙ.

10

5

0

ÿ5

ÿ10

ÿ10 ÿ5 5 10

t � 4 t � 2,0

Â Ã

²ËÔ. 1. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÆË××ÖÊËË ÔËÔÕÇÏÞ ÚÂÔÕËÙ Ä ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÑÏ (Â) Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ (Ã) ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎâØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.
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°ÆÐÂÍÑ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ àÕÑ âÄÎÇÐËÇ ÐÇ
ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 2 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÆÄÇ ÓÇÂÎËÊÂÙËË
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÕÑÎÔÕÑÏ
ÔÎÑÇ ÔÓÇÆÞ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÆÄÖÏ ÓÇÂÎËÊÂÙËâÏ ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÔÕÇÌ ÔÓÇÆÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂ-
ÐËÇÏ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [1, 15] Ë ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [3, 4]). ¯Ç
ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂâÔß ÐÂ ÆÇÕÂÎßÐÑÏ ÑÒËÔÂÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÊÂÆÂÚË, ÑÕÏÇÕËÏ ÕÑÎßÍÑ, ÚÕÑ ÐÂ àÕÑÏ ÓËÔÖÐÍÇ âÄÐÑ
ÒÓÑÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÕÇÐÆÇÐÙËâ ÓÇÊÍÑÅÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ
ÔÒÂÆÂ (Ô ÃÑÎßÛËÏË ÄÞÃÓÑÔÂÏË ÍÂÍ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, ÕÂÍ Ë Í ÊÐÂÚÇÐËâÏ, ÃÎËÊÍËÏ Í ÐÖÎá),
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÂâ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÞÏ ÒÇÓÇÑÕÓÂÉÇÐËÇÏ ÄÑÎÐÞ
Ä ØÂÑÕËÚÇÔÍË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ (ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÎÑÍÂÎË-
ÊÂÙËâ). ±ÓË àÕÑÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓ g5 1 Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÄÎËâÐËÇ ÏÂÎÑÅÑ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÐÂ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ÎÑÍÂÎËÊÂ-
ÙËá ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ Í ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÞÏ ÑÃÑÃ-
ÜÇÐËâÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÊÂÆÂÚ Ä ÏÇØÂÐËÍÇ Ë àÎÇÍÕÓÑ-
ÆËÐÂÏËÍÇ ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆ, Õ.Ç. Í ÒÑÎâÏ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, ÂÐÂÎËÊ ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕË ÒÑ ­âÒÖÐÑÄÖ ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÒÑÏÑÜË
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ ÓÇÛÇÐËÌ Ä ÓâÆÞ ÒÑ ÒÑÎÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÑÓÕÑÅÑ-
ÐÂÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ, Õ.Ç. ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ.
£ ÒÓËÏÇÐÇÐËË ÕÂÍÑÌ ÏÇÕÑÆËÍË Í ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÊÂÆÂ-
ÚÂÏ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÚÐÑÔÕË ÑÒÇÓÂÙËÌ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ä ÓâÆÞ Ë ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ë ÒÑÎÇÌ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÏË
(ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÏË) ×ÖÐÍÙËâÏË (ÍÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÔËÔÕÇÏÞ) àÕË ÑÒÇÓÂÙËË, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÐÇ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑ-
ÄÑÚÐÞ.

2.2. µÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ
±ÓËÏÇÓ ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇì ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË r�r; t�, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇ-

ÐËÇÏ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË�
q
qt
� q
qr

v�r; t�
�
r�r; t� � 0 ; r�r; 0� � r0�r� : �7�

©ÆÇÔß v�r; t� ì ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÓËÏÇÔË Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍÑÏ ÒÑÕÑÍÇ u�r; t�. ±ÓË àÕÑÏ ÑÃÜÂâ ÏÂÔÔÂ ÒÓËÏÇÔË
ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ àÄÑÎáÙËË, Õ.Ç.

M �M�t� �
�
dr r�r; t� �

�
dr r0�r� � const :

³ÂÏÑ ÉÇ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÓËÏÇÔË v�r; t� Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÕÑÍÇ u�r; t� ÆÎâ ÏÂÎÑËÐÇÓÙËÑÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ
ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÍÄÂÊËÎËÐÇÌÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ Ä ÚÂÔÕÐÞØ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [16])�

q
qt
� v�r; t� q

qr

�
v�r; t� � ÿl�v�r; t� ÿ u�r; t�� ; �8�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍÑÇ. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÐÇÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÔÕß
ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8), ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÓÂÊÓÞÄÑÄ Ë Õ.Ò.
°ÆÐÂÍÑ Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÎÑÌ ËÐÇÓÙËÑÐÐÑ-
ÔÕË ÒÓËÏÇÔË (ÒÂÓÂÏÇÕÓ l!1, ÍÑÕÑÓÞÌ Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÆÎâ ÐÂÔ ËÐÕÇÓÇÔ), ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÃÖÆÇÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÐÂ ÓÂÊÖÏÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐË. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÎËÐÇÌ-
ÐÞÌ ÒÑ ÒÑÎá ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ v�r; t� ÚÎÇÐ F�r; t� � lv�r; t�
Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (8) âÄÎâÇÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ ³ÕÑÍÔÂ
ÆÎâ ÔËÎÞ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÂ ÏÇÆÎÇÐÐÑ
ÆÄËÉÖÜÖáÔâ ÚÂÔÕËÙÖ, ÒÑÓÑÉÆÇÐÐÖá ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËÏ ÒÑÕÑÍÑÏ u�r; t�. ±ÓË ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËË ÚÂÔÕËÙÞ
ÛÂÓÑÏ ÓÂÆËÖÔÂ a ÒÂÓÂÏÇÕÓ l � 6paZ=mp, ÅÆÇ Z ì ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÄâÊÍÑÔÕË, Â mp ì ÏÂÔÔÂ ÚÂÔÕËÙÞ
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [17, 18]).

µÓÂÄÐÇÐËâ (7), (8) ÆÂáÕ àÌÎÇÓÑÄÑ ÑÒËÔÂÐËÇ àÄÑÎáÙËË
ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË. °ÐË âÄÎâáÕÔâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâÏËÄÚÂÔÕÐÞØÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØÒÇÓÄÑÅÑÒÑÓâÆÍÂËÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ÓÇÛÇÐÞ ÏÇÕÑÆÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ. ±ÓË àÕÑÏ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÍÓËÄÞÇ r�t�, v�t� ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8) ÔÑÄÒÂ-
ÆÂáÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (2), ÑÒËÔÞÄÂáÜËÏË ÆÄËÉÇÐËÇ
ÚÂÔÕËÙÞ. ¡ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

d

dt
r�tjr0� � ÿ

qv
ÿ
r�tjr0�; t

�
qr

r�tjr0� ; r�0jr0� � r0�r0� : �9�

´ÂÍÑÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑ ÑÒËÔÂÐËÇ ÆËÐÂ-
ÏËÍË ÒÓËÏÇÔË.

¥Îâ ÃÇÊÞÐÇÓÙËÑÐÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË �l!1� v�r; t� � u�r; t�
Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7), (9) ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ Ë ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÍÂÍ�

q
qt
� q
qr

u�r; t�
�
r�r; t� � 0 ; r�r; 0� � r0�r� ; �10�

d

dt
r�tjr0� � ÿ

qu
ÿ
r�tjr0�; t

�
qr

r�tjr0� ; r�0jr0� � r0�r0� :
�11�

±ÓË àÕÑÏ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÍÎÂ-
ÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË r�r; t� Ä ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÏ ÅËÆÓÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÕÑÍÇ Ô ÒÑÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r; t� (ÒÓË
div u�r; t� 6� 0).

³ÑÒÑÔÕÂÄÎââ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (11) Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (4), ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ÔÄâÊß ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÓÂÔØÑÆË-
ÏÑÔÕßá ÄËÆÂ

r�tjr0� � r0�r0�
j�tjr0� : �12�

2

1

0 2,5 5,0 Dx

²ËÔ. 2. ¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ
ÆÄÖØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ ÔÓÇÆÞ.
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£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐÇÐËÇ ÄÑÎÐ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÔÓÇÆÇ
ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÍÑÕÑ-
ÓÑÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐ Ä
ÔÓÇÆÇ Ô ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞÏË ÕÓÇØÏÇÓÐÞÏË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÔÕâÏË Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÏÂÎÞÇ ÖÅÎÞ
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [19 ë 21] Ë ÏÑÐÑÅÓÂ×Ëá [3]):

q
qx

U�x;R� � i

2k
DRU�x;R� � ik

2
e�x;R�U�x;R� ;

�13�
U�0;R� � U0�R� :

©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ: x ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ, RìÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ä ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, e�x;R� ì ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÑÕ ÇÆËÐËÙÞ. ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ,
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÏ.

¦ÔÎË ÄÄÇÔÕË ÂÏÒÎËÕÖÆÖ Ë ×ÂÊÖ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ
×ÑÓÏÖÎÇ

U�x;R� � A�x;R� exp �iS�x;R�� ;
ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ I�x;R� � ��u�x;R���2 ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

q
qx

I�x;R� � 1

k
HR

�
HRS�x;R�I�x;R�

	 � 0 ;
�14�

I�0;R� � I0�R� :

°ÕÍÖÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ÒÂÆÂá-
ÜÇÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ÏÑÜÐÑÔÕß ÄÑÎÐÞ Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË x � const:

E0 �
�
I�x;R� dR �

�
I0�R� dR :

µÓÂÄÐÇÐËÇ (14) ÒÑ ×ÑÓÏÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (7),
Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÕÓÂÍÕÑÄÂÕß ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÒÑÎÇ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

²ÇÂÎËÊÂÙËË ÒÑÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, ÍÂÍ ØÑÓÑÛÑ ËÊ-
ÄÇÔÕÐÑ, ËÏÇáÕ ÍÎÂÔÕÇÓÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ Ë ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ
ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ËÊ-ÊÂ à××ÇÍ-
ÕÑÄ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ Ë ÆÇ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. ´ÂÍ, ÐÂ ÓËÔ. 3 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ×ÑÕÑ-
ÅÓÂ×ËË ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞØ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ [22] ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕâØ ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ
ÍÂÓÕËÐÍË ËÊ ÓÂÃÑÕÞ [23] ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 4. ¿ÕË ÓË-
ÔÖÐÍË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÒÖÕÇÏ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ, ÄÞ-
ÒÑÎÐÇÐÐÑÅÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [24, 25], ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÊÂÒËÔË ÓÇÛÇÐËâ

ÖÓÂÄÐÇÐËâ (13) Ä ÄËÆÇ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ. ¯Â àÕËØ
ÓËÔÖÐÍÂØ âÔÐÑ ÄËÆÐÑ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ.

3. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÒÑÅÓÂ×Ëâ
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ë ÒÑÎÇÌ

°ÃÔÖÆËÏ ÕÇÒÇÓß ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÒÑÎÑÉÇÐËâÏÇÕÑÆÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË. ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÄÄÇÆÇÏ ÒÑÐâÕËÇ ÕËÒËÚ-
ÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t�, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖá-
ÜÇÇ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÑÕÆÇÎßÐÑÌ ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËË ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ä ÙÇÎÑÏ ÐÂ ÄÔÇÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐË
t 2 �0;1�.

3.1. ¬ÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
±ÖÔÕß z�t�ì ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÔÕËÍË ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t� Ä ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇ-
ÏÇÐË t ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÎËÃÑ ÇÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ P�z; t�, ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÄÓÇ-
ÏÇÐË t, ÎËÃÑ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ

F�z; t� � Prob
ÿ
z�t� < z

� � � z

ÿ1
dz 0 P�z 0; t� ;

ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÕÑÅÑ, ÚÕÑ Ä ×ËÍÔËÓÑÄÂÐ-
ÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t� < z.

¯ÂÊÑÄÇÏ ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t� ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÖá ÍÓËÄÖá z ��t�, ÍÑÕÑÓÂâ
âÄÎâÇÕÔâ ÏÇÆËÂÐÑÌ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ.
¿ÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ

F
ÿ
z ��t�; t� � 1

2
:

°ÔÐÑÄÂÐËÇÏ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÔÎÖÉËÕ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÏÇÆËÂÐÞ, ÊÂÍÎá-
ÚÂáÜÇÇÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ÄÓÇÏÇÐË
�t1; t2� ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ z�t� ÍÂÍ ÃÞ "ÑÃÄËÄÂÇÕ" ÍÓËÄÖá
z ��t� ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑ ÔÓÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ, Ä ÕÇÚÇÐËÇ
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ z�t� > z ��t�, ÔÑÄÒÂ-
ÆÂÇÕ ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÄÓÇÏÇÐÇÏ, Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÞÒÑÎ-
ÐâÇÕÔâ ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ z�t� < z ��t� (ÓËÔ. 5), Õ.Ç.


Tz�t�>z ��t�
� � 
Tz�t�<z ��t�

� � 1

2
�t2 ÿ t1� :

¬ÓËÄÂâ z ��t� ÏÑÉÇÕ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎË-
ÚÂÕßÔâ ÑÕ ÎáÃÑÌ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t�, Ë
ÑÐÂ ÐÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÄÇÎËÚËÐÖ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË z ��t� ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ

Â Ã

²ËÔ. 3. ±ÑÒÇÓÇÚÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ä
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ (Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ) Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ
×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ (Â) Ë Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ (ÐÂÔÞÜÇÐÐÞØ) ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ (Ã).

Â Ã

²ËÔ. 4. ±ÑÒÇÓÇÚÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ä
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ (ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ) Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ
×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ (Â) Ë Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ (ÐÂÔÞÜÇÐÐÞØ) ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ (Ã).
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ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t�, ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ, ÕÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ, ÐÂ
ÄÔÇÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐË t 2 �0;1�.

¥Îâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÕËÒÑÄ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÏÑÉÐÑ,
ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÒÑÎÖÚËÕß Ë ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÖá ÄÞÃÓÑÔÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ.

3.1.1. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ. ¥Îâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t� ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ



z�t�� Ë

ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ s 2�t� ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ

P�z; t� � 1����������������
2ps 2�t�p exp

�
ÿ
�
zÿ 
z�t���2
2s 2�t�

�
;

Ë ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ
ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t�

z ��t� � 
z�t�� : �15�

¥Îâ àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÂâ (ËÎË ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÚÇÔÍÂâ) ×ÖÐÍÙËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ


exp
�
lz�t��� � �1

ÿ1
dz exp

�
lz�t��P�z; t� �

� exp

�
l


z�t��� l2

2
s 2�t�

�
: �16�

¥Îâ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ y�t�, ÎÑÅÂÓË×Ï ÍÑÕÑÓÑÅÑ âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ z�t�,

y�t� � exp z�t� ;

ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ P�y; t� ÊÂÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ

P�y; t� � 1

y
����������������
2ps 2�t�p exp

�
ÿ ln2

�
exp

�ÿ
z�t���y�
2s 2�t�

�
;

Ë ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

y ��t� � exp


z�t�� � exp



ln y�t�� : �17�

¦ÔÎË ËÊÄÇÔÕÐÑ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÎÑÅÂ-
ÓË×ÏËÚÇÔÍË ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t�, Õ.Ç.

×ÖÐÍÙËË


yn�t�� �n � 1; 2; . . .�, ÕÑ ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ËÊÄÇÔÕÐÞ Ë

ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
z�t� � ln y�t�: £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (16) ÒÓË
l � n ËÏÇÇÏ



yn�t�� � 
exp �n ln y�t��� � exp

�
n


ln y�t��� n 2

2
s 2
ln y�t�

�
Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

ln y�t�� � lim

n! 0

1

n
ln


yn�t�� ; s 2

ln y�t� � lim
n!1

2

n 2
ln


yn�t�� :
�18�

3.1.2. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÇ ÏÂÓÍÑÄÔÍËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ
£ËÐÇÓÑÄÔÍËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ. £ËÐÇÓÑÄÔÍËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ
ÒÓÑÙÇÔÔ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ

d

dt
w�t� � z�t� ; w�0� � 0 ;

ÅÆÇ z�t� ì ÅÂÖÔÔÑÄ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË
ÒÓÑÙÇÔÔ (ÒÓÑÙÇÔÔ "ÃÇÎÑÅÑ ÛÖÏÂ") Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË


z�t�� � 0 ;


z�t�z�t 0�� � 2s 2t0 d�tÿ t 0� : �19�

°ÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË
ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÏÞÔÎÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
s 2 Ë t0 ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [3, 4].

²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

w�t� �
� t

0

dt z�t�

âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË


w�t�� � 0 ;


w�t�w�t 0�� � 2s 2t0 min �t; t 0� :

£ËÐÇÓÑÄÔÍËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÔÑ ÔÐÑÔÑÏ. °ÃÔÖÆËÏ
ÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÔÑ ÔÐÑÔÑÏ, ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
a ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ

w�t; a� � ÿat� w�t� ; a > 0 :

±ÓÑÙÇÔÔ w�t; a� ì ÏÂÓÍÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ Ë ÇÅÑ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ P�w; t; a� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

P�w; t; a� � 1

2
��������
pDt
p exp

�
ÿ�w� at�2

4Dt

�
; �20�

ÅÆÇ ÚÇÓÇÊ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÂ ÄÇÎËÚËÐÂ
D � s 2t0 Ë ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÄËÐÇÓÑÄÔÍÑÅÑ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÔÑ ÔÐÑÔÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÎËÐÇÌÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÄÓÇÏÇÐË

w ��t; a� � ÿat :

³ ÒÑÏÑÜßá ÄËÐÇÓÑÄÔÍÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
ÏÑÉÐÑ ÍÑÐÔÕÓÖËÓÑÄÂÕß ÓÂÊÐÞÇ ÆÓÖÅËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ, ÖÆÑÃ-
ÐÞÇ ÆÎâ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ âÄÎÇÐËÌ.
¥Îâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ ÕÂÍÑÌ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÂÒÒÓÑÍ-
ÔËÏÂÙËÇÌ âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ (ÎÑÅ-
ÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ) ÒÓÑÙÇÔÔ, ÍÑÕÑÓÞÌ Ë ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÃÑÎÇÇ
ÒÑÆÓÑÃÐÑ.

z ��t�
z�t�

t1 t2 t

Dt1 Dt2 Dt3

²ËÔ. 5. ¬ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ.
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­ÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ.°ÒÓÇÆÇÎËÏ ÎÑÅ-
ÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ

y�t; a� � expw�t; a� � exp

�
ÿat�

� t

0

dt z�t�
�
; �21�

ÅÆÇ z�t�ì ÅÂÖÔÔÑÄ ÒÓÑÙÇÔÔ "ÃÇÎÑÅÑ ÛÖÏÂ" Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË
(19). °Ð ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

d

dt
y�t; a� � �ÿa� z�t�	 y�t; a� ; y�0; a� � 1 :

°ÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÎÑÅÐÑÓ-
ÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ

P�y; t; a� � 1

2y
��������
pDt
p exp

�
ÿ ln2

�
y exp �at��
4Dt

�
: �22�

¥Îâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (22) ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂ ÕÂÍÂâ ÑÔÑÃÇÐ-
ÐÑÔÕß, ÍÂÍ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÆÎËÐÐÑÅÑ ÒÑÎÑÅÑÅÑ "ØÄÑÔÕÂ" ÒÓË
Dt4 1, ÑÊÐÂÚÂáÜÇÅÑ ÖÔËÎÇÐËÇ ÓÑÎË ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t; a� Ä ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÍË.

©ÐÂâ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍË ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t; a�, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÄÂÉÐÖá ËÐ×ÑÓ-
ÏÂÙËá Ñ ÒÑÄÇÆÇÐËË ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t; a� ÐÂ ÄÔÇÏ
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐ �0;1�.

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ y�t; a� âÄÎâÇÕÔâ
ÏÂÓÍÑÄÔÍËÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ Ë ÇÅÑ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (22) ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë
±ÎÂÐÍÂ:�

q
qt
ÿ a

q
qy

y

�
P�y; t; a� � D

q
qy

y
q
qy

yP�y; t; a� ;
�23�

P�y; 0; a� � d�yÿ 1� :

ªÔØÑÆâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (23) ÎÇÅÍÑ ÐÂÒËÔÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t; a�, ÓÇÛÇÐËâ ÍÑÕÑ-
ÓÞØ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË


yn�t; a�� � exp

�
n

�
nÿ a

D

�
Dt

�
;

�24��
1

yn�t; a�
�
� exp

�
n

�
n� a

D

�
Dt

�
; n � 1; 2; . . .

Ë ÍÑÕÑÓÞÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË.
ªÔØÑÆâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (23) ÕÂÍÉÇ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß

ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

ln y�t�� � ÿat ;

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÂÓÂÏÇÕÓ a ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

ÿa � 1

t



ln y�t�� ; �25�

Õ.Ç. ÑÐ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (1) âÄÎâÇÕÔâ ÎâÒÖÐÑÄÔÍËÏ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ (ÎâÒÖÐÑÄÔÍÂâ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÕÂ) ÆÎâ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t�. ¡
ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t; a� ÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂáÜÂâ ÍÓËÄÂâ

y ��t� � exp


ln y�t�� � exp �ÿat� �26�

Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (17).

¿ÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÓÑÔÕ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ ÄÞ-
ÃÓÑÔÂÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t; a� ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ
ÓÇÂÎËÊÂÙËË y ��t; a� ÍÂÍ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÃÑÎßÛËØ, ÕÂÍ Ë ÏÂÎÞØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ y, Õ.Ç. ÑÐ âÄÎâÇÕÔâ ÚËÔÕÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏ à××ÇÍ-
ÕÑÏ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇÏ ÒÑ ÄÔÇÏÖ ÂÐÔÂÏÃÎá
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ËÏÇÇÏ âÄÐÑÇ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÇ ÏÇÉÆÖ
ØÂÓÂÍÕÇÓÑÏ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t; a� Ë ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ä ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ
ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ.

£ÔÇ àÕË ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÒÓÑ-
âÄÎâáÕÔâ Ä ÆËÐÂÏËÍÇ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ Ä
ÄËÆÇ ÕÂÍËØ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ âÄÎÇÐËÌ, ÍÂÍ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ Ë
ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ.

3.2. ³ÎÖÚÂÌÐÞÇ ÒÑÎâ
£ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÑÔÐÑÄ-
ÐÞÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ ËÊÖÚÇÐËâ, ÍÂÍ Ë Ä ÑÃÞÚÐÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË
ÅÑÓÐÞØ ÏÂÔÔËÄÑÄ, âÄÎâÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÐÕÖÓÑÄ ì ÎËÐËÌ
ÖÓÑÄÐâ (Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ) ËÎË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ (Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ), ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ f �r; t� � f � const.

¥Îâ ÂÐÂÎËÊÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÐÕÖÓÑÄ (Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ)
ÖÆÑÃÐÑ ÄÄÇÔÕË ÔËÐÅÖÎâÓÐÖá ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÖá ×ÖÐÍÙËá

j�R; t; f � � d
ÿ
f �R; t� ÿ f

�
;

ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÖá ÐÂ ÐËØ.
¹ÇÓÇÊ àÕÖ ×ÖÐÍÙËá ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÕÂÍËÇ

ÄÇÎËÚËÐÞ, ÍÂÍ ÑÃÜÂâ ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ
ÎËÐËâÏË ÖÓÑÄÐâ, Ë ÅÆÇ f �R; t� > f :

S�t; f � �
�
y
ÿ
f �R; t� ÿ f � dR �

�1
f

df 0
�
dRj�R; t; f 0�

Ë ÑÃÜÂâ "ÏÂÔÔÂ" ÒÑÎâ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ:

M�t; f � �
�1
f

f 0 df 0
�
dRj�R; t; f 0� :

³ÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÒÑ ÂÐÔÂÏÃ-
Îá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÖá ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë
ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÖá Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
P�R; t; f � � 
j�R; t; f ��, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ ÄÔÇØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ àÕÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ.

¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÒÑÎâ
f �R; t� ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÄÍÎáÚËÄ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÇÅÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ p�R; t� � Hf �R; t�. ´ÂÍ, ÐÂ-
ÒÓËÏÇÓ, ÑÃÜÂâ ÆÎËÐÂ ÍÑÐÕÖÓÑÄ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇÏ

l�t; f � �
�
dR
��p�R; t��� dÿ f �R; t� ÿ f

� � � dl :

£ÍÎáÚÇÐËÇ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÙÇÐËÕß ÑÃÜÇÇ
ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ f �R; t� � f � const Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐÐÑÌ (Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÎËÐËÌ) ×ÑÓÏÖÎÞ

N�t; f � � 1

2p

�
dR k�R; t; f ���p�R; t��� dÿ f �R; t� ÿ f

�
;

ÅÆÇ k�R; t; f �ì ÍÓËÄËÊÐÂ ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ.
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°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÒÑ-
Îâ f �R; t�, ÍÑÅÆÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕR, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ
ÄÔÇØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÃÖÆÖÕ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÇ ÖÆÇÎßÐÞÇ (ÒÓËØÑÆâÜËÇÔâ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÒÎÑÜÂÆË)
ÊÐÂÚÇÐËâ àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÒÑÎâ ÔÕÂÕËÔÕË-
ÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÂÏ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ
ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÎáÃÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ¿ÕÑ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ ÔÕÂÕËÔÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÑÕ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÅÑ ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÆ-
ØÑÆÂ.

±ÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÏ ÕÇÒÇÓß ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ËÆÇÑÎÑÅËË ÔÕÂ-
ÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÊÂÆÂÚ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ-
ÐÞØ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2

4. ¢ÇÊÞÐÇÓÙËÑÐÐÂâ ÒÓËÏÇÔß
Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÒÑÕÑÍÂØ

³ÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖ-
ÚÂÇ ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ �div u�r; t� 6� 0� Ë Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ
ÒÑÎÇÏ Ô ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÏ Ë ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÂÏËÿ

u�r; t�� � 0

�
:

Bi j�rÿ r 0; tÿ t 0� � 
ui�r; t�uj�r 0; t 0�� �
�
�
dkEi j�k; tÿ t 0� exp �ik�rÿ r 0�� ;

�27�
Ei j�k; t� � 1

�2p�d
�
drBi j�r; t� exp �ÿikr� ;

Ei j�k; t� � E s
i j�k; t� � Ep

i j�k; t� ;

ÅÆÇ d ì ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, Â ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÇ
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÕÇÐÊÑÓÂ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ËÏÇáÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ

E s
i j�k; t� � E s�k; t�

�
di j ÿ ki kj

k 2

�
;

�28�
E p
i j�k; t� � Ep�k; t� ki kj

k 2
:

©ÆÇÔß E s�k; t� Ë E p�k; t� ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎß-
ÐÂâ Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

£ÓÇÏÇÐÐÑÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÑÎâ u�r; t� ÑÒÓÇÆÇÎËÏ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

t0s 2
u �

�1
0

dtBi i�0; t� �

�
�1
0

dt
�
dk
��dÿ 1�E s�k; t� � E p�k; t�� ;

ÅÆÇ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ s 2
u � Bi i�0; 0� �



u 2�r; t��.

±ÓË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÏ ÂÐÂÎËÊÇ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËÇÏ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ u�r; t�, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ
ÒÑÎâ u�r; t� ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [3, 4])

Bi j�r; t� � 2B eff
i j �r�d�t� ; B eff

i j �r� �
�1
0

dt Bi j�r; t� :

4.1. ­ÂÅÓÂÐÉÇÄÑ ÑÒËÔÂÐËÇ (ÆË××ÖÊËâ ÚÂÔÕËÙ)
4.1.1. °ÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË.
ªÔØÑÆâ ËÊ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3) ÆÎâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ
ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ P�r; j; tjr0� ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ ÚÂÔÕËÙÞ r�tjr0� Ë ÇÇ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË j�tjr0�, Ä ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËË ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r; t�, ÒÓËØÑÆËÏ
Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ:�

q
qt
ÿD0D

�
P�r; j; tjr0� � Dp q2

q j 2
j 2P�r; j; tjr0� ;

�29�
P�r; j; 0jr0� � d�rÿ r0� d� jÿ 1� :

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (29) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

P�r; j; tjr0� � P�r; tjr0�P� j; tjr0� ; �30�

ÅÆÇ P�r; tjr0� ì ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÚÂÔÕËÙÞ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËá

q
qt

P�r; tjr0� � D0
q2

qr 2
P�r; tjr0� ; P�r; 0jr0� � d�rÿ r0� :

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, (30) âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ

P�r; tjr0� � 1

�4pD0dt�d=2
exp

�
ÿ�rÿ r0�2

4D0t

�
; �31�

ÅÆÇ dì ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ.
±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ (30) ÑÊÐÂÚÂÇÕ

ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÍÑÑÓÆËÐÂÕ r�tjr0� Ë ÓÂÔ-
ØÑÆËÏÑÔÕË j�tjr0� Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ r0.

±ÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ, ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ËÊ
(29),

q
qt

P� j; t� � q2

q j 2
j 2P� j; t� ; P� j; 0jr0� � d� jÿ 1� :

�32�
©ÆÇÔß Ë ÐËÉÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ t � Dpt.
±ÓË àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ j�tjr0� âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÅÐÑÓ-
ÏÂÎßÐÞÏ Ë eÅÑ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ r0

P� j; tjr0� � 1

2 j
�����
pt
p exp

�
ÿ ln2 � j exp t�

4t

�
: �33�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÓÂÔØÑÆËÏÑ-
ÔÕË ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ


j n�tjr0�
� � exp

�
n�nÿ 1�t� ;

ÑÊÐÂÚÂáÜÇÇ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÓÑÔÕ ÇÇ
ÏÑÏÇÐÕÑÄ (ÒÓË n > 1) Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË.

¥Îâ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË ËÏÇÇÏ àÍÔÒÑÐÇÐÙË-
ÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂáÜÖá ÍÓËÄÖá ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÄËÆÂ:

j ��t� � exp �ÿt� ;

ÍÑÕÑÓÂâ Ë âÄÎâÇÕÔâ ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÑÌ.
±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞ

ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÑÕÑÍÂØ, ÔÑÆÇÓÉÂ-
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ÜËØ ÔÎÖÚÂÌÐÖá ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÖá ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá, ÍÂÚÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÚÂÔÕËÙÞ
Ä ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞØ ÒÑÕÑÍÂØ, ÅÆÇ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß ÔÑØÓÂ-
ÐâÇÕÔâ j�t� � 1. ±ÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÑÙÇÐ-
ÍË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ j�t� ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÑÐË ×ÑÓÏË-
ÓÖáÕÔâ ÄÞÃÓÑÔÂÏË ËØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÓËÄÞØ
ÕËÒËÚÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ.

£ ÕÑÉÇ ÄÓÇÏâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÚÂÔÕËÙ Ä ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ Ë ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÑ ÔÖÕË ÑÆËÐÂÍÑÄÞ.

4.1.2. ¥ÄÖØÕÑÚÇÚÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË. ²ÂÔ-
ÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÔÑÄÏÇÔÕÐÖá ÆËÐÂÏËÍÖ ÆÄÖØ ÚÂÔÕËÙ
Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÕÑÍÂ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÄÏÇÔÕÐÂâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÆË××ÖÊËË ÆÄÖØ
ÚÂÔÕËÙ

P�l; t� � 
dÿr1�t� ÿ r2�t� ÿ l
��

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ

q
qt

P�l; t� � q2

qla qlb
Dab�l�P�l; t� ; P�l; 0� � d�lÿ l0� ; �34�

ÅÆÇ

Dab�l� � 2
�
B eff
ab �0� ÿ B eff

ab �l�
�

ì ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ u�r; t�, Â l0 ì
ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕËÙÂÏË.

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÇÛËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (34) ÐÇ ÖÆÂÇÕÔâ.
°ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕËÙÂÏË
l0 5 lcor, ÅÆÇ lcor ì ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË
ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË u�r; t�, ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÓÂÊÎÑÉËÕß ×ÖÐÍÙËËDab�l�
Ä ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚÇÅÑ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Dab�l� � ÿ
q2B eff

ab �l�
qli qlj

����
l� 0

lilj :

³ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ (28) ÆË××ÖÊËÑÐÐÞÌ
ÕÇÐÊÑÓ ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ Ë ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐ Ä ÄËÆÇ

Dab�l� � 1

d�d� 2�
n�
D s�d� 1� �D p

�
dabl 2ÿ 2�D sÿD p�lalb

o
;

�35�

ÅÆÇ dì ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ.
±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÕÇÒÇÓß (35) Ä (34), ÖÏÐÑÉÂâ ÑÃÇ ÚÂÔÕË

ÒÑÎÖÚËÄÛÇÅÑÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂ jljn � l n Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ l,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

d

dt
ln


l n�t�� � 1

d�d� 2�
n�

D s�d� 1� �Dp
�
n�d� nÿ 2�ÿ

ÿ 2�D s ÿD p�n�nÿ 1�
o
;

ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔ-
ÕÖÜËÏ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ×ÖÐÍÙËâÏ ÆÎâ ÄÔÇØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ
�n � 1; 2; . . .�. ±ÓË àÕÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ l�t�=l0 ÃÖÆÇÕ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÐÑÓ-
ÏÂÎßÐÞÏ.

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ×ÑÓÏÖÎÂÏË (17) Ë
(18) ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ
ÆÄÖÏâ ÚÂÔÕËÙÂÏË ÃÖÆÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ

ÄÓÇÏÇÐË

l ��t� � l0 exp

�
1

d�d� 2�
�
D sd�dÿ 1� ÿD p�4ÿ d ��t� ; �36�

Ë àÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÑÌ.
°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ �d � 2�

ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

l ��t� � l0 exp

�
1

4
�D s ÿD p�t

�

ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÊÐÂÍÂ ÓÂÊÐÑÔÕË D s ÿD p. £ ÚÂÔÕ-
ÐÑÔÕË, ÆÎâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ �D p � 0�
ËÏÇÇÏ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÜÖá ÕËÒËÚÐÖá ÓÇÂÎËÊÂ-
ÙËá, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÃÞÔÕÓÑÏÖ
ÓÂÊÃÇÅÂÐËá ÚÂÔÕËÙ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË.
¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄ ÆÎâ ÄÓÇÏÇÐ

1

4
D st5 ln

lcor
l0

;

ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (35). £ ÆÓÖÅÑÏ
ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ì ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
�D s � 0� ì ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËÇÌ ÃÖÆÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙË-
ÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÜÂâ ÍÓËÄÂâ, Õ.Ç. ÐÂÎËÙÑ ÔÕÓÇÏÎÇÐËÇ
ÚÂÔÕËÙ "ÔÎËÕßÔâ". ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÑÎÉÐÞ ÑÃÓÂÊÑÄÞ-
ÄÂÕßÔâ ÍÎÂÔÕÇÓÞ, Õ.Ç. ÊÑÐÞ ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÅÑ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐËâ
ÚÂÔÕËÙ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÇ ÄÃÑÎßÛÇÌÔÕÇÒÇÐËÄÓÂÊÓÇÉÇÐÐÞØ
ÊÑÐÂØ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇ-
ÎËÓÑÄÂÐËâ àÄÑÎáÙËË ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ Ä ÐÂÚÂÎß-
ÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÅÑ ÐÂ ÓËÔ. 1Ã
(ÒÓÂÄÆÂ, ÆÎâ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË
ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ). ±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÔÂÏÑ âÄÎÇÐËÇ ÍÎÂÔÕÇÓË-
ÊÂÙËË ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÏÑÆÇÎË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ,
ØÑÕâ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ, ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖáÜËÇ àÕÑ âÄÎÇÐËÇ, ÏÑÅÖÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ
ÏÑÆÇÎË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÚÂÔÕËÙ
ÆÑÎÉÐÑ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

D s < D p : �37�

£ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÉÇ ÔÎÖÚÂÇ �d � 3� ËÊ (36) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

l ��t� � l0 exp

�
1

15
�6D s ÿD p�t

�
;

Ë ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÃÖÆÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÊÂÕÖØÂÕß ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÃÑÎÇÇ ÉÇÔÕÍÑÅÑ
(ÚÇÏ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ) ÖÔÎÑÄËâ

D p > 6D s :

£ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

l ��t� � l0 exp �ÿD pt�

ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÄÔÇÅÆÂ ÖÃÞÄÂÇÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇ-
ÐÇÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÔÇÅÆÂ
ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑ.

4.2. ¿ÌÎÇÓÑÄÑ ÑÒËÔÂÐËÇ
¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ
ÒÓËÏÇÔË Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ

´. 178, å 4] ³´¡´ª³´ª¹¦³¬¡Á ´°±°¤²¡¶ªÁ ª ­Á±µ¯°£³¬ª¦ ¿¬³±°¯¦¯´½ 427



u�r; t� ÐÖÉÐÑ ÊÐÂÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÇÇ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË. ªÔØÑÆâ ËÊ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7),
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
(ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË) ÒÓËÏÇÔË ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ�

q
qt
ÿD0D

�
P�r; t; r� � Dr

q2

qr 2
r 2P�r; t; r� ;

�38�
P�r; 0; r� � d

ÿ
rÿ r0�r�

�
;

ÅÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË Ä r-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Dr � D p:
ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (38), Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÏÑÏÇÐÕ-

ÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ�
q
qt
ÿD0D

�

r n�r; t�� � Drn�nÿ 1�
 r n�r; t�� ;

�39�

r n�r; 0�� � r n

0 �r� :

¦ÅÑ ÓÇÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ

r n�r; t�� � exp

�
n�nÿ 1�t� � dr 0 P�r; tjr 0� r n

0 �r 0� ; �40�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ P�r; tjr 0� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (31),
Â ÒÂÓÂÏÇÕÓ t � Drt.

¦ÔÎË ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÓËÏÇÔË ÄÔáÆÖ ÑÆËÐÂÍÑÄÂ:
r0�r� � r0 � const, ÕÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ r Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

q
qt

P�t; r� � Dr
q2

qr 2
r 2P�t; r� ; P�0; r� � d�rÿ r0� ; �41�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (32) ÆÎâ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË Ë
ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ.

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ àÌÎÇÓÑÄÑ ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑ Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Ë ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÌ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ:

P�t; r� � 1

2r
�����
pt
p exp

�
ÿ ln2 �r exp �t�=r0�

4t

�
;

�42�
F�t; r� � F

�
ln �r exp �t�=r0�

2
���
t
p

�
;

ÅÆÇ F�z�ì ËÐÕÇÅÓÂÎ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (×ÖÐÍÙËâ ÑÛËÃÑÍ)

F�z� � 1������
2p
p

� z

ÿ1
dy exp

�
ÿ y 2

2

�
:

³ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÒÑÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË r�r; t� Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÆÂÚÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË Ä
ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÑÒËÔÂÐËË j�t� Ë ÒÓË àÕÑÏ ÄÔÇ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË, ÐÂÚËÐÂâ ÔÑ ÄÕÑÓÑÌ, àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÕ ÔÑ
ÄÓÇÏÇÐÇÏ:


r�r; t�� � r0 ;


r n�r; t�� � r n

0 exp
�
n�nÿ 1�t� ; �43�

Â Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ×ÑÓÏÖÎÂÏË (17) Ë (18) ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ
ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÎáÃÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂÇÕ ÄÑ ÄÓÇ-
ÏÇÐË:

r ��t� � r0 exp �ÿt� ; �44�

ÚÕÑ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÐÂÎËÚËË ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÆËÄÇÓÅÇÐÕ-

ÐÞØ ÒÑÕÑÍÂØ. ¶ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÉÇ àÌÎÇÓÑÄÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍË
ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÎáÃÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
ËÆÇÕ ÊÂ ÔÚÇÕ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÑÍÓÖÅ àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ.

£ÞÛÇ ÑÃÔÖÉÆÂÎÑÔß ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓËÏÇÔË Ä àÌÎÇÓÑÄÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËË, ÚÕÑ ÖÉÇ ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÔÆÇÎÂÕß ÓâÆ ÊÂÍÎáÚÇÐËÌ Ñ ÒÑÄÇÆÇ-
ÐËË ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ä ×ËÍÔËÓÑ-
ÄÂÐÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ±ÑÍÂÉÇÏ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ àÕÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÆÂÇÕ ÕÂÍÉÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÄÞâÔÐËÕß ÐÇÍÑ-
ÕÑÓÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇ-
ÏÇÐÐoÂ Ì ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË.

¥Îâ ÐÂÅÎâÆÐÑÔÕË ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÊÆÇÔß ÆÄÖÏÇÓÐÞÏ
ÔÎÖÚÂÇÏ. ¬ÂÍ ÅÑÄÑÓËÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÄÂÉÐÞÇ ÔÄÇÆÇÐËâ Ñ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÏ ÒÑÄÇÆÇÐËË ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÐÇÔÇÕ ÂÐÂÎËÊ
ÎËÐËÌ ÖÓÑÄÐâ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

r�r; t� � r � const : �45�

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÕÂÍËÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÞ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÍÂÍ
ÑÃÜÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ÒÎÑÜÂÆË Ä ÑÃÎÂÔÕË, ÅÆÇ r�r; t� > r ì
S�t; r�, ÑÃÜÂâ ÏÂÔÔÂ ÒÓËÏÇÔË, ÊÂÍÎáÚÇÐÐÂâ Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂ-
ÔÕË, M�t; r�, ÔÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ
ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË:


S�t; r�� � �1
r

d~r
�
drP�r; t; ~r� ;

�46�

M�t; r�� � �1

r
~r d~r

�
drP�r; t; ~r� :

±ÑÆÔÕÂÄËÄ ÔáÆÂ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (38), ÒÑÔÎÇ ÐÇÔÎÑÉ-
ÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÎÇÅÍÑ ÐÂÌÕË âÄÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ
àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ:


S�t; r�� � � drF� 1

2
���
t
p ln

r0�r� exp �ÿt�
r

�
;

�47�

M�t; r�� � � dr r0�r�F� 1

2
���
t
p ln

r0�r� exp t
r

�
:

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÚÕÑ ÒÓË t4 1 ÔÓÇÆÐââ
ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÅÆÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÞÛÇ ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ
ÖÓÑÄÐâ r, ÖÃÞÄÂÇÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ


S�t; r�� � 1��������
ptr
p exp

�
ÿ t
4

��
dr

�����������
r0�r�

p
; �48�

Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÊÂÍÎáÚÇÐÐÂâ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÔÓÇÆÐââ
ÏÂÔÔÂ ÒÓËÏÇÔË



M�t; r�� �Mÿ

������
r
pt

r
exp

�
ÿ t
4

��
dr

�����������
r0�r�

p
�49�

ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÒÑÎÐÑÌ ÏÂÔÔÇM � � dr r0�r�: ¿ÕÑ
ÇÜÇ ÓÂÊ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕ ÔÆÇÎÂÐÐÞÌ ÓÂÐÇÇ ÄÞÄÑÆ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÚÂÔÕËÙÞ ÒÓËÏÇÔË ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÔÕÓÇÏâÕÔâ ÔÑÃÓÂÕßÔâ
Ä ÍÎÂÔÕÇÓÞì ÍÑÏÒÂÍÕÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÄÞÛÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË, ÑÍÓÖÉÇÐÐÞÇ ÓÂÊÓÇÉÇÐÐÞÏË ÑÃÎÂÔÕâÏË.

5. ­ÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ
Ä ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ

¥Îâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍ ÓÇÛÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÊÂÆÂÚË ÑÃÞÚÐÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ
ÏÑÆÇÎß ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ×ÖÐÍÙËË e�x� Ä ÄËÆÇ ÅÂÖÔÔÑÄÂ
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ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ (ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ ÃÇÎÑÅÑ ÛÖÏÂ) Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË

e1�x�

� � 0 ;


e1�x�e1�x 0�

� � Be�xÿ x 0� � 2s 2
e l0d�xÿ x 0� ;

�50�

ÅÆÇ Be�xÿ x 0� ì ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, s 2
e 5 1 ì

ÆËÔÒÇÓÔËâ, Â l0 ì ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË e1�x�. ´ÂÍÂâ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËâ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÇÓÇ-
ØÑÆ Í ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÔÎÖÚÂá l0! 0 Ä ÕÑÚÐÑÏ ÓÇÛÇÐËË
ÊÂÆÂÚË Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÓÂÆËÖÔÑÏ ÍÑÓÓÇÎâÙËË l0 ÒÓËÄÑÆËÕ
Í ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ, ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÏ Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË (50).

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÑÔÐÑÄÐÂâ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÂâ ÚÂÔÕß ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÏÂÎÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÏÑÆÇÎË ÔÓÇÆÞ. ªÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐËÇ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÞÚË-
ÔÎËÕß ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÊÂÆÂÚË.

³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ,
ÚÕÑ ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÕÑÎÔÕÑÅÑ ÔÎÑâ ÔÓÇÆÞ, Â ËÏÇÐÐÑ
D�Lÿ L0�4 1 (ÅÆÇ ÄÇÎËÚËÐÂ D � k 2s 2

e l0=2 ÔÄâÊÂÐÂ ÔÑ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË ×ÖÐÍÙËË e�x��, Ô
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ jTLj ! 0 Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
jRLj ! 1, Õ.Ç. ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ �L0 ! ÿ1� ÔÎÖÚÂÌÐÑ-
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÒÂÆÂáÜÖá
ÄÑÎÐÖ ÊÂ ÔÚÇÕ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÑÅÑ ÒÇÓÇÑÕÓÂÉÇÐËâ Ä ÔÓÇÆÇ, Õ.Ç.
ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
àÕÑÏ ÔÎÑÇ.

°ÆÐÂÍÑ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÆÎâ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ

I�Lÿ x�� � 2, Â ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ, ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐ-
ÐÞÇ ÐÂ ËØ ÊÐÂÚÇÐËâ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÔÎÑâ, ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ


I n�Lÿ x�� � exp
�
Dn�nÿ 1��Lÿ x�� ;

Õ.Ç. ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÇÇÕ ÎÑÅÂÓË×ÏË-
ÚÇÔÍË ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, Â
ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÕ Ä ÅÎÖÃß
ÔÓÇÆÞ.

±ÓË àÕÑÏ ÕËÒËÚÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ
Ä ÔÓÇÆÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂáÜÇÌ ÍÓËÄÑÌ

I ��x� � 2 exp
�ÿD�Lÿ x��

Ë ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÑÌ, Â ÄÇÎËÚËÐÂ
lloc � 1=D ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÎËÐÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [14]) Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ
ÊÂÕÖØÂÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÓÇÆÇ Ä
ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÇÅÑ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÍË ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÊÂ ÔÚÇÕ ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË, ÚÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ.

6. ¬ÂÖÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ

£ÄÇÆÇÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ Ë ×ÂÊÖ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, Â ÕÂÍÉÇ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ×ÂÊÖ ÄÑÎÐÞ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ

u�x;R� � A�x;R� exp �iS�x;R�� � exp
�
f�x;R�� ;

ÅÆÇ

f�x;R� � w�x;R� � iS�x;R� ;

w�x;R� � lnA�x;R� ì ÖÓÑÄÇÐß ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÑÎÐÞ, a
S�x;R� ì ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ×ÂÊÞ ÄÑÎÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ×ÂÊÞ
ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ kx. ªÔØÑÆâ ËÊ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (13), ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ×ÂÊÞ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÒÎÂÄÐÞØ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ²ÞÕÑÄÂ (®±£):

q
qx

f�x;R� � i

2k
DRf�x;R� � i

2k

�
HHR f�x;R��2 � i

k

2
e�x;R� :
�51�

¥Îâ ÔÎÖÚÂâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÌ
Ë ÃÖÆÇÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ, ÃÇÊ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ
ÑÃÜÐÑÔÕË, ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ u0�R� � 1 Ë, ÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, f�0;R� � 0.

²ÂÊÆÇÎââ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (51) ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÖá Ë ÏÐËÏÖá
ÚÂÔÕË, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

w�x;R� � 1

2k
DRS�x;R� � 1

k

�
HHR w�x;R���HHRS�x;R�

� � 0 ;

q
qx

S�x;R� ÿ 1

2k
DRw�x;R� ÿ 1

2k

�
HHRw�x;R�

�2�
� 1

2k

�
HHRS�x;R�

�2 � k

2
e�x;R� : �52�

¦ÔÎË ×ÖÐÍÙËâ e�x;R� ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÂ, ÕÑ ÆÎâ ÓÇÛÇ-
ÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (52) ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ËÕÇÓÂÙËÑÐÐÞÇ ÓâÆÞ
ÒÑ ÒÑÎá e�x;R�. ±ÓË àÕÑÏ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏÖ ÒÇÓÄÑÏÖ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËá ®±£ ²ÞÕÑÄÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÅÂÖÔÔÑÄÞ
ÒÑÎâ w�x;R�; S�x;R�, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË
ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÊ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ËÕÇÓÂÙËÑÐÐÞØ ÓâÆÑÄ. ´ÂÍ, ÄÕÑÓÞÇ
ÏÑÏÇÐÕÞ (Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ë ÆËÔÒÇÓÔËË) àÕËØ ÒÑÎÇÌ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ËÊ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (52), Õ.Ç.
ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

q
qx

w0�x;R� � ÿ
1

2k
DRS0�x;R� ;

�53�
q
qx

S0�x;R� � 1

2k
DRw0�x;R� �

k

2
e�x;R� ;

Â ÔÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ì ËÊ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (52). ­ËÐÇÌÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (53) ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÓÇÛÇÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ ÒÑ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÒÑÎâ. ³ÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ e�x;R� âÄÎâÇÕÔâ
ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ ÒÑÎÇÏ Ô ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÂÏË


e�x;R�� � 0 ; Be�xÿ x 0;Rÿ R 0� � 
e�x;R�e�x 0;R 0�� :
£ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ àÕÖ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÏÑÉÐÑ
ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑÄÂÕß "à××ÇÍÕËÄÐÑÌ" ×ÖÐÍÙËÇÌ

Be�x;R� � B eff
e �x;R� � d�x�A�R� ;

A�R� �
�1
ÿ1

dxBe�x;R� ;

ÒÓË àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ f�x;R� ÃÖÆÇÕ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË
ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÒÑÎÇÏ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË R Ë ÄÔÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÇÅÑ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ R. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞØ ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËÌ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ
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ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ÖÓÑÄÐâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ, Õ.Ç. ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ
s 2
0 �x� �



w 2
0 �x;R�

�
.

¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÖÓÑÄÐâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ,
ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (14). ¥Îâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÂÆÂáÜÇÌ
ÄÑÎÐÞ, ÖÔÓÇÆÐââ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ
ÒÑÎâ e�x;R�, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ



I�x;R�� � 1, ÍÑÕÑÓÑÇ

ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

I�x;R�� � 
exp �2w0�x;R��� �

� exp
�
2


w0�x;R�

�� 2s 2
0 �x�

� � 1 :

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ®±£

w0�x;R�

� � ÿs 2
0 �x�:¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÆËÔÒÇÓÔËË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-

ÔÕË ÄÑÎÐÞ, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ËÐÆÇÍÔÑÏ ÏÇÓÙÂÐËâ, ÕÑ
ÆÎâ ÐÇÇ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ®±£ ËÏÇÇÏ

b 2
0 �x� �



I 2�x;R��ÿ 1 � 
exp �4w0�x;R���ÿ 1 � 4s 2

0 �x� :
�54�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ âÄ-
ÎâÇÕÔâ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÐÑÓÏÂÎßÐÞÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ
Ë ÇÅÑ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

P�x; I � � 1

I
����������������
2pb0�x�

p exp

�
ÿ 1

2b0�x�
ln2
�
I exp

�
1

2
b0�x�

���
:

�55�

´ÇÒÇÓß ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕ-
ÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ I�x� Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
(55). ¥Îâ àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ âÄÎâÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙË-
ÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂáÜÂâ Ô ÆËÔÕÂÐÙËÇÌ ÍÓËÄÂâ

I ��x� � exp

�
ÿ 1

2
b0�x�

�

Ä ÎáÃÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ R, ÚÕÑ
ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËË ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÌ (ÍÂÖÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ) ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÑÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. ¶ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ
ÔÕÂÕËÔÕËÍË

ÿ
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ



I n�x;R���

ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÊÂ ÔÚÇÕ ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ ÒÓÑÙÇÔÔÂ I�x�
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ.

±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÐÂ
ÑÔÐÑÄÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ®±£ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË
ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x�4 1. ±ÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÖÄÇÎË-
ÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x�, ÏÇÕÑÆ ÒÎÂÄÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏ Ë ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓËÐËÏÂÕß
ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÑÌ ×ÂÊÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ. ¿ÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ,
ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÑÃÎÂÔÕßá ÔËÎßÐÞØ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ, ÑÚÇÐß
ÕÓÖÆÐÂ ÆÎâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ. ±ÓË ÆÂÎßÐÇÌ-
ÛÇÏ ÉÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x� �b 2

0 �x�5 10� ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÞØÑÆâÕ ÐÂ
ÓÇÉËÏ ÐÂÔÞÜÇÐËâ, Ë àÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
b0�x� ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÑÃÎÂÔÕßá ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË.

£ ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ ÏÑÏÇÐÕÞ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑÄÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (ÔÏ., ÐÂ-
ÒÓËÏÇÓ, [26])



I n�x;R�� � n! exp

�
n�nÿ 1� b

2�x� ÿ 1

4

�
;

ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÄËÆÂ

P�x; I � � 1�������������������������
p
ÿ
b�x� ÿ 1

�q �

�
�1
0

dz exp

�
ÿzIÿ 1

b�x� ÿ 1

�
ln zÿ b�x� ÿ 1

4

�2�
;

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ b 2�x� ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÆËÔÒÇÓÔËá ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË Ë, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÞ

b 2�x� � 1� 0;861
ÿ
b 2
0 �x�

�ÿ2=5
:

©ÆÇÔß b 2
0 �x�ì ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ,

ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÂâ ÒÑ ÒÇÓÄÑÏÖ ÒÓËÃÎËÉÇÐËá ÏÇÕÑÆÂ ÒÎÂÄÐÞØ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ.

¿ÕË ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÒÇÓÇØÑÆ Ä
ÑÃÎÂÔÕß ÐÂÔÞÜÇÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, ÅÆÇ
b�x� ! 1 ÒÓË b 2

0 �x� ! 1. £ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
ËÏÇÇÏ


I n�x;R�� � n! ; P�x; I � � exp �ÿI � :

¿ÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ËÐ-
ÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÇ
ÒÑÎÇ u�x;R� âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ.
³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎßÐÂâ ÒÎÑ-
ÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÄÐÖÕÓË ÍÑÕÑÓÞØ I�x;R� > I, Ë ÖÆÇÎßÐÂâ
ÔÓÇÆÐââ ÏÑÜÐÑÔÕß, ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÂâ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ,
ÒÑÔÕÑâÐÐÞ Ë ÐÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÐÇ ËÐ×ÑÓÏÂÕËÄÇÐ Ë ÒÇÓÇØÑÆ Í ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕ-
ÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ
ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ ÐÇÅÑ ÃÖÆÇÕ ÕÂÍÉÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ.

±ÑÐâÕß ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÏÑÉÐÑ, ÂÐÂÎËÊËÓÖâ ÕÂÍËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ, ÍÂÍ ÖÆÇÎßÐÂâ ÔÓÇÆ-
Ðââ ÆÎËÐÂ ÍÑÐÕÖÓÑÄ Ë ÔÓÇÆÐÇÇ ÖÆÇÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [21]). ¿ÕË ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÓÑÆÑÎÉÂáÕ ÓÂÔÕË Ô
ÓÑÔÕÑÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x� Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÖÆÇÎßÐÑÌ ÔÓÇÆÐÇÌ
ÒÎÑÜÂÆË. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÖá ÓÑÎß Ä
àÕÑÏ ÓÇÉËÏÇ ËÅÓÂÇÕ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËâ ÒÂÓÙËÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ,
ÒÓËØÑÆâÜËØ Ô ÓÂÊÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ.

¥ËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÎËÐËÌ ÖÓÑÄÐâ ÊÂÄË-
ÔËÕ ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË Ë
ÆÇ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË ËÊÎÖÚÇÐËâ ÑÕÆÇÎßÐÞÏË ÖÚÂÔÕÍÂÏË ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. ¶ÑÍÖÔËÓÑÄÍÂ ÐÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕâØ ÃÑÎß-
ÛÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÄÞÔÑÍËØ ÒËÍÑÄ ÐÂ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÓÇÎßÇ×Ç ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. £ ÓÇÉËÏÇ ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÞØ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ �b0�x� � 1� ÑÍÑÎÑ ÒÑÎÑÄËÐÞ ÄÔÇÌ
ÏÑÜÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ ÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÖÇÕÔâ Ä ÖÊÍËØ ÄÞÔÑÍËØ
ÒËÍÂØ. ±ÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x� ÐÂÚËÐÂÇÕ ÒÓÇÑÃ-
ÎÂÆÂÕß ÆÇ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÄÞÊÞÄÂáÜÂâ ÓÂÔÒÎÞ-
ÄÂÐËÇ ÄÞÔÑÍËØ ÒËÍÑÄ Ë ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÔËÎßÐÑËÊÓÇÊÂÐÐÑÅÑ
(ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÑÅÑ) ÓÇÎßÇ×Â Ô ÃÑÎßÛËÏ ÚËÔÎÑÏ ÄÇÓ-
ÛËÐ ÖÓÑÄÐâ I � 1, ÚÕÑ Ë ÐÂÃÎáÆÂÎÑÔß ÍÂÍ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞØ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ (ÔÏ. ÓËÔ. 3), ÕÂÍ Ë ÒÓË ÚËÔÎÇÐÐÑÏ ÏÑÆÇÎË-
ÓÑÄÂÐËË (ÔÏ. ÓËÔ. 4).

7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

±ÑÆØÑÆ Í ÂÐÂÎËÊÖ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ ÐÂ
ÑÔÐÑÄÇ ËÆÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË, ÒÑÊÄÑÎâáÜËÌ
ÒÑ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏ ÔÎÖ-
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ÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ë ÒÑÎÇÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÕß ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ Ë
ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ
àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ ÐÂ ÄÔÇÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐË (ÄÑ ÄÔÇÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ), ÄÑÊÐËÍ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÆËÔÍÖÔÔËÌ Ô àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÂÕÑÓÂÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ ËÏÇáÕ ÆÇÎÑ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ Ô ÑÕÆÇÎß-
ÐÞÏË ÓÇÂÎËÊÂÙËâÏË.

±ÑÆØÑÆÖ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÑÏÖ ÐÂ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÏ ÏÇÕÑÆÇ
ÂÐÂÎËÊÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÒÑ ­âÒÖ-
ÐÑÄÖ Ô ÒÑÏÑÜßá ÂÐÂÎËÊÂ ÎâÒÖÐÑÄÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ, ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÖÆÇÎâÇÕÔâ ÃÑÎßÛÑÇ ÄÐË-
ÏÂÐËÇ ÏÐÑÅËÏË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎâÏË. ª, ÍÂÍ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ
ÄÞÛÇ, ÎâÒÖÐÑÄÔÍÖá àÍÔÒÑÐÇÐÕÖ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ
ÏÑÉÐÑ ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎâÕß Ô ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ
ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÞØ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÓÇÛÇÐËÌ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ. ¿ÕÑ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ, ÒÑ ÔÖÕË
ÆÇÎÂ, ÑÃÂ ÏÇÕÑÆÂ ÑÔÐÑÄÂÐÞ ÐÂ ÎËÐÇÂÓËÊÂÙËË ËÔØÑÆÐÑÌ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. °ÕÎËÚËÇ ÔÑÔÕÑËÕ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÓÂÊÖ
ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÕÂÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÍÂÍ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÔÕß ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß Ë ËÊÑÕÓÑÒ-
ÐÑÔÕß Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÄÔÇÅÆÂ
ÖÆÂÇÕÔâ ÒÓÑÄÇÔÕË ÂÐÂÎËÊ Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÇÎßÕÂ-
ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜËØ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÄ, Õ.Ç. ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ, ÚÕÑ
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Statistical topography and Lyapunov's exponents in dynamic stochastic systems
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The description of stochastic dynamic systems using the ideas of statistical topography; and the conventional Lyapunov-exponent
stability analysis of dynamic systems are discussed in terms of how they relate to each other. As an illustration, a number of coherent
phenomena occurring with probability unity, i.e., in almost all realizations of the random process, are examined, including the diffusion
and clustering of passive tracers in random hydrodynamic êows; dynamical plane wave localization in randomly layered media; and the
formation of caustic structures in waveéelds of various kinds propagating through multidimensional random media.
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