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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

¯ÂÅÓÇÄ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÑÐËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ,
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÑÃÓÂÕÐÑÏÖ ÕÑÓÏÑÊÐÑÏÖ ÒÑÅÎÑÜÇÐËá, ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÒÇÓÇÆÂÚË àÐÇÓÅËË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐ-
ÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÐÂ-
ÚÂÎÂ Ä àÐÇÓÅËá ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
ÒÎÂÊÏÞ, Â ÊÂÕÇÏ, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÃÇÔÒÑÓâÆÑÚÐÞÏ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇ-
ÐËâÏ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ô ËÑÐÂÏË ÒÎÂÊÏÞ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÒÓÑÙÇÔÔ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÃÇÔÒÑÓâÆÑÚÐÑÅÑ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ ÆÄË-
ÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÍÑÕÑÓÑÇ Ë ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÐÂÅÓÇÄÖ àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ. ´ÂÍÑÌ ÐÂÅÓÇÄ ÒÎÂÊÏÞ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÒÑÕÇÓÇ àÐÇÓÅËË Ä
ÒÎÂÊÏÇ ÅÓÇáÜÇÅÑ ÇÇ ËÊÎÖÚÇÐËâ. ¹ÂÔÕß ÕÂÍÑÌ àÐÇÓÅËË,
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÒÓÑÙÇÔÔÖ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÄÑÊÐËÍÂá-
ÜÇÅÑ ÒÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâØ ÐÂÅÓÇÕÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ô ËÑÐÂÏË,

ËÊÎÖÚÂÇÕÔâ Ë, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËË ÅÓÇáÜÇÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ ÄÇÆÇÕ Í ÍÑÐÍÖÓÇÐÙËË ÒÑÕÇÓß Ô àÐÇÓÅËÇÌ,
ÍÑÕÑÓÂâ ÏÑÉÇÕ ÄÞÆÇÎâÕßÔâ Ä ÕÇÓÏÑâÆÇÓÐÑÏ ÓÇÂÍÕÑÓÇ [1].

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÏÞ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚËÏ ÔÄÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ
ÐÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ âÄÎÇÐËâØ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÑÊÐË-
ÍÂáÕ Ä ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÑÐËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ ÄÑ ÄÓÇÏâ
ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËâ ÐÂ ÐÇÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ,
ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÅÑ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ o Ë ÒÓËÄÑ-
ÆâÜÇÅÑ Í ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÏÖ ÆÄËÉÇÐËá
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. £ ÓÇÂÎßÐÑÔÕË ÕÂÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ ÑÐÑ ÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑ ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÒÓËÄÑÆâÜÇÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÞ Ä ÆÄËÉÇÐËÇ, Â
ÕÂÍÉÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑ ÊÂÄËÔâÜËÏÑÕ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ [2]. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ËØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÇ Ô ËÑÐÂÏË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÓ-
ÏÑÊÐÑÏÖ ËÊÎÖÚÇÐËá ÐÑÄÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ô
ÚÂÔÕÑÕÂÏË, ÍÓÂÕÐÞÏË ÚÂÔÕÑÕÇ o ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË ËÊÎÖÚÇÐËâ
Ä ÒÎÂÊÏÇ. ¯ÂÔÕÑâÜÂâ ÔÕÂÕßâ ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ËÊÎÑÉÇÐËá
ÔÄÑÌÔÕÄ ÅÂÓÏÑÐËÍ, ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÞØ ÒÑÎÇÏ ÐÂÍÂÚÍË. £Ñ
ÄÄÇÆÇÐËË ÏÞ ÕÂÍÉÇ ÍÑÔÐÇÏÔâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÐÂÒÓâÏÖá
ÐÇÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô âÄÎÇÐËâÏË Ä ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÑÐËÊÑÄÂÐÐÑÌ
ÒÎÂÊÏÇ ËÊ-ÊÂ ÐÇÒÑÎÐÑÌ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË ËØ ÔÄÑÌÔÕÄ.

¯ÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÇ âÄÎÇÐËÇ ì ÅÇÐÇÓÂÙËâ ÄÞÔÛËØ
ÅÂÓÏÑÐËÍ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÑÐËÊÑ-
ÄÂÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ ì ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÑÔß ÍÂÍ
×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÇ âÄÎÇÐËÇ ÃÇÊÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ Í ÇÅÑ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÞÏ ÒÓËÏÇÐÇÐËâÏ. ´ÇÏ ÃÑÎÇÇ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÓÂÔÔÖÉÆÇ-
ÐËâ Ñ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËØ ÒÓËÎÑÉÇÐËâØ ÆÇÎÂÎÑ ÒÖÃÎËÍÂÙËá
ÊÂÕÓÖÆÐËÕÇÎßÐÑÌ, Â ÔÂÏË ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÆÂÎÇ-
ÍËÏË ÑÕ ËØ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎÇÐËâ. °ÆÐÂÍÑ ÔÂÏÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÒÑÄÞÛÇÐËâ ÚÂÔÕÑÕ ÔÕÂÄËÎÂ ÊÂÆÂÚÖ ÖÔÕÂÐÑ-
ÄÎÇÐËâ ÔÓÇÆ Ô ÕÂÍËÏË ÒÑÎÑÔÂÏË ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË, ÆÎâ
ÍÑÕÑÓÞØ ËÔÕÑÚÐËÍË ËÊÎÖÚÇÐËâ ÄÞÔÑÍÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ ÏÑÅÎË
ÃÞ ÑÕÄÇÚÂÕß ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÄÛËÏ Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ËÔÕÑÚÐËÍÂÏ.
¿ÕÑ ÒÓËÄÇÎÑ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÚÇÕÄÇÓÕß ÄÇÍÂ ÔÒÖÔÕâ ÒÑÔÎÇ
ÒÖÃÎËÍÂÙËË ÔÕÂÕßË [2] ÄÑÊÐËÍÎÂ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÕÇÑÓÇÕËÚÇ-
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ÔÍÂâ, ÐÑ Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÂâ ÐÂÖÍÂ, ÒÑÔÄâÜÇÐÐÂâ ÅÇÐÇ-
ÓÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Ä ÒÎÂÊÏÇ, ÐÑ Ë Ä
ÅÂÊÂØ [3]. °ÃÎÂÔÕß ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ ÃÞÔÕÓÑ ÓÂÊÄËÄÂÎÂÔß.
µÍÂÉÇÏ ÊÆÇÔß ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÓÂÃÑÕ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËØ ÍÂÓ-
ÕËÐÖ ÕÂÍÑÅÑ ÓÂÊÄËÕËâ [3 ë 12]. °ÆÐÂ ËÊ ÒÓËÚËÐ ÕÂÍÑÅÑ
ÃÞÔÕÓÑÅÑ ÓÂÊÄËÕËâ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÒÇÓÇØÑÆÑÏ Í ËÏÒÖÎßÔÂÏ
×ÇÏÕÑÔÇÍÖÐÆÐÑÅÑ ÆËÂÒÂÊÑÐÂ, ÒÑÊÄÑÎËÄÛËÏ ÖÄÇÎËÚËÄÂÕß
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÑÕÑÍÂ àÐÇÓÅËË ÃÇÊ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÔÑÊÆÂÐËâ
ÎÂÊÇÓÑÄ ÃÑÎßÛÑÌ àÐÇÓÅËË. ¿ÕÑ ÒÓËÄÇÎÑ Í ÃÑÎÇÇ ÅÎÖÃÑ-
ÍÑÏÖ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá ÔÄÑÌÔÕÄ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÞØ ÅÂÓÏÑÐËÍ, Ä
ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞØ ËØ ÅÇÐÇÓÂÙËÇÌ. ®Þ ÃÞ ÐÂÊÄÂÎË
ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ËÊ ÕÂÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ì ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÅÇÐÇÓÂÙËË
ÅÂÓÏÑÐËÍ. °ÆÐÑ ËÊ àÕËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÃÞÎÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ
ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [13] ÒÓË ËÊÖÚÇÐËË ÅÇÐÇÓÂÙËË ÕÓÇÕßÇÌ
ÅÂÓÏÑÐËÍË ÒÑÎâ ÎÂÊÇÓÂ ÐÂÍÂÚÍË. ³ÖÕß âÄÎÇÐËâ ÊÂÍÎáÚÂ-
ÎÂÔß Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÏ ÑÃÎÖÚÇÐËË ÅÂÊÂ Ô
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÌ ÆÎâ ÇÅÑ ËÑÐËÊÂÙËË, à××ÇÍ-
ÕËÄÐÑÔÕß ÅÇÐÇÓÂÙËË ÑÍÂÊÞÄÂÎÂÔß ÄÇÔßÏÂ ÏÂÎÑÌ, Â ÒÑÔÎÇ-
ÆÖáÜËÌ ÎÂÊÇÓÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ, ÄÑÊÐËÍÂÄÛËÌ ÔÒÖÔÕâ ÄÓÇÏâ,
ÍÑÅÆÂ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÄÔâ ËÑÐËÊÑÄÂÐÐÑÔÕß ÅÂÊÂ ËÔÚÇÊÂÎÂ,
ÒÓËÄÑÆËÎ ÒÓË ÒÓÑÚËØ ÓÂÄÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ Í à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕË
ÅÇÐÇÓÂÙËË ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÒÑÚÕË ÐÂ ÆÄÂ ÒÑÓâÆÍÂ
ÃÑÎßÛÇÌ, ÚÇÏ àÕÑ ÃÞÎÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ.
£ ÓÂÃÑÕÇ [13] àÕÑ âÄÎÇÐËÇ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ Ä ÒÎÂÊÏÇ ÅÂÊÂ
ËÏÇáÕÔâ ÆÑÎÅÑÉËÄÖÜËÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÉËÄÖÕ Ë ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÒÎÂÊÏÂ
ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇÌÕÓÂÎËÊÑÄÂÎÂÔß. £ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË
ÄÑÆÑÓÑÆÑÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÂÕÑÏÂ [14] ÃÞÎÂ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑ-
ÄÂÐÂ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÄÂÉÐÂâ ÓÑÎß ÕÂÍËØ ÑÕÆÇÎßÐÑ ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÄÇÎËÚËÄÂáÜÂâ à××ÇÍ-
ÕËÄÐÑÔÕß ÅÇÐÇÓÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ. £ ÓÂÃÑÕÂØ [15] ÐÇ ÑÃÔÖÉÆÂ-
ÎÂÔß ÒÓËÚËÐÂ ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÅÑ ÐÂÓÖÛÇÐËâ l-ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ, Â
ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÎÔâ âÓÍËÌ à××ÇÍÕ ÒÓÑâÄÎÇÐËâ ÕÂÍÑÅÑ
ÐÂÓÖÛÇÐËâ.

¥ÓÖÅËÏ à××ÇÍÕÑÏ [16], ÐÇ ÐÂÛÇÆÛËÏ ÔÇÃÇ ÑÃÝâÔÐÇÐËâ
Ö àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÕÑÓÑÄ, âÄËÎÂÔß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÑÎÑÉÇÐËâ
ÏÂÍÔËÏÖÏÂ à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕË ÅÇÐÇÓÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍË, ÍÂÍ
×ÖÐÍÙËË ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË ÐÇ
Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË, Â ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ
ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË.
´ÂÍÑÇ ÑÃÝâÔÐÇÐËÇ ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÒÑÔÎÇ ÒÑâÄÎÇ-
ÐËâ ÓÂÃÑÕ [2, 12]. °ÆÐÂÍÑ Ë ÊÆÇÔß ÆÎâ ÒÑÎÐÑÅÑ ÒÑÐËÏÂÐËâ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÃÑÎßÛÇÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞØ
ÆÂÐÐÞØ. £ ÙÇÎÑÏ ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ âÄÎÇÐËÇ ÅÇÐÇÓÂÙËË
ÅÂÓÏÑÐËÍ ÒÑÕÓÇÃÖÇÕ Í ÔÇÃÇ ÃÑÎßÛÇÅÑ ÄÐËÏÂÐËâ Ë ÃÑÎÇÇ
ÅÎÖÃÑÍËØ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ. ¯ÂÛ ÑÃÊÑÓ,
ËÔÒÑÎßÊÖâ ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÒÓÑÔÕÖá ÏÑÆÇÎß âÄÎÇÐËâ, ÔÕÂ-
ÄËÕ ÒÇÓÇÆ ÔÑÃÑÌ ÊÂÆÂÚÖ ÊÂËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÕß ÚËÕÂÕÇÎâ Ä
ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ËÏÇÐÐÑ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ.

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ Ë ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ
ÐÂ ÒÓÇÆÏÇÕ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÞÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËÑÐÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÞØ Ä ÒÎÂÊÏÇ
ÅÂÓÏÑÐËÍ.

£ ÕÂÍÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÊÂÆÂÚË ÒÎÂÊÏÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÓÂÃÑÚÇÇ ÕÇÎÑ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÐÂÍÂÚÍË Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ o ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÖÇÕÔâ Ä ÒÑÎÇ ÐÇÚÇÕÐÞØ ÅÂÓÏÑÐËÍ �2n� 1�o, ÅÆÇ nìÙÇÎÞÇ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÇ ÚËÔÎÂ. ´ÂÍÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÏÑÉÇÕ ÓÇÂÎËÊÑ-
ÄÂÕßÔâ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ÑÔÙËÎÎâÙËÌ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ VE Ä ÒÑÎÇ ÐÂÍÂÚÍË ÏÂÎÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá ÔÑ
ÔÍÑÓÑÔÕßá ÔÄÇÕÂ c

VE � jejE1

mo
5 c ; �1�

ÅÆÇ eì ÊÂÓâÆ àÎÇÍÕÓÑÐÂ,mì ÇÅÑ ÏÂÔÔÂ, E1 ìÂÏÒÎËÕÖÆÂ
ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË. £ ÕÂÍÑÌ
ÔËÕÖÂÙËË ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÂÐËÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË Ô àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÂÏË Ä ÆËÒÑÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ¿ÕÑ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑÔÕË ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËâ ÍÂÍ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÔÕßá ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË, ÕÂÍ Ë ÄÑÊÐËÍÂáÜËÏ ÒÓË àÕÑÏ
ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ, ÍÂÍ ÒÓËÚËÐÂÏË ËØ ÄÎËâÐËâ ÐÂ ÆÄËÉÇ-
ÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ.

2. °ÃÜËÇ ËÔØÑÆÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

°ÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÆËÒÑÎßÐÞÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ×ÑÓÏÇ

qf
qt
� e

m
E

qf
qV
� Je� f � ; �2�

ÅÆÇ f ì àÎÇÍÕÓÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, V ì
ÔÍÑÓÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, Â Je � Jee � Jei ì ÔÖÏÏÂ ËÐÕÇÅÓÂ-
ÎÑÄ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ô àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË Jee Ë àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÑÄ Ô ËÑÐÂÏË Jei.

¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÐÂÛÇÏ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ �divE � 0�, ËÔ-
ÒÑÎßÊÖÇÏ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ

c 2DEÿ q2E
qt 2
� 4p

qj
qt
; �3�

ÅÆÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÑÍÂ j ËÏÇÇÏ

j � e

�
dVVf : �4�

£ ÐÂÛÇÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß ËÅÓÂÇÕ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ
ËÊÎÖÚÇÐËâ, Ä ÑÒËÔÂÐËË ÍÑÕÑÓÑÌ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÔÎÇÆÑÄÂÕß
ÍÐËÅÇ ­ÂÐÆÂÖ Ë ­Ë×ÛËÙÂ [17]. ±ÓË àÕÑÏ Ä ÊÂÆÂÐÐÑÌ
ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÊÂÆÂÇÕÔâ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÄËÆÇ

E0�t� exp �ÿiot� � E�0 exp �iot� :

±ÑÎâÓËÊÂÙËÑÐÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÎâ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖáÕÔâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÑÐÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ

rab �
E0aE

�
0b

E0E
�
0

�a; b � 1; 2! x; y� :

¿ÕÑÕ ÕÇÐÊÑÓ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

rab �
1

2

1� x3 x1 ÿ ix2
x1 � ix2 1ÿ x3

� �
;

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ x1, x2, x3, ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË
³ÕÑÍÔÂ, ÒÓÑÃÇÅÂáÕ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÕ ÿ1 ÆÑ �1. x2 � A ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÕÇÒÇÐß ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ, Â
�x 2

1 � x 2
2 �1=2 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÕÇÒÇÐß ÎËÐÇÌÐÑÌ ÒÑÎâ-

ÓËÊÂÙËË.
¯ËÉÇ, ËÐÕÇÓÇÔÖâÔß ÄÎËâÐËÇÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑ-

Îâ ÐÂÍÂÚÍË, ÃÖÆÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ ÔÕÇÒÇÐË ÇÅÑ ÍÓÖ-
ÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ A�1� � A. ³ÕÇÒÇÐß ÍÓÖ-
ÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ A�2n� 1;A; x�,
ÚÕÑ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÕÓÇØ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ:
2n� 1 ì ÐÑÏÇÓÂ ÅÂÓÏÑÐËÍË, A ì ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ
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ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂÍÂÚÍË Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÐÂÒÓâ-
ÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË x � VE=2VT, ÅÆÇ
VT �

���������������
kBT=m

p
ì ÕÇÒÎÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ô ÕÇÏÒÇ-

ÓÂÕÖÓÑÌ T.

3. ±ÑÎÇ ÐÂÍÂÚÍË

¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÚÂÔÕÑÕÖ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÏÐÑÅÑ
ÏÇÐßÛÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË Ë ÒÓË ÇÅÑ ÑÒËÔÂÐËË
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÏ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâÏË. ´ÑÅÆÂ ÍËÐÇÕË-
ÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ f1 Ä ÒÑÎÇ ÐÂÍÂÚÍË E1 Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (2)
ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÒÓÑÔÕÑÌ, ÍÂÍ ÅÑÄÑÓâÕ, ÃÇÔÔÕÑÎÍÐÑÄËÕÇÎßÐÞÌ
ÄËÆ

qf1
qt
� e

m
E1

qf1
qV
� 0 : �5�

²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

f1�V; t� � F
ÿ
Vÿ u�t�� ; �6�

ÅÆÇ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË F ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ
ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ

F�V� � Ne

�2p�3=2V 3
T

exp

�
ÿmV 2

2V 2
T

�
: �7�

©ÆÇÔß Ne ì ÚËÔÎÑ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÇÆËÐËÙÇ ÑÃÝÇÏÂ.
³ÑÅÎÂÔÐÑ (4) Ë (6) ËÏÇÇÏ

j1 � eNe u�t� : �8�

³ÑÅÎÂÔÐÑ (5) u�t�ì ÔÍÑÓÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÒÑÎÇ ÐÂÍÂÚÍË,
ÍÑÕÑÓÂâ ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËá

du

dt
� eE1

m
: �9�

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ àÕÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3) ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÄËÆ

c 2DE1 ÿ q2E1

qt 2
� o2

LeE1 ; �10�

ÅÆÇ oLe �
����������������������
4pe 2Ne=m

p
ì ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ àÎÇÍÕ-

ÓÑÐÑÄ.
ªÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÆÂÎÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10) Ä ÄËÆÇ

E1�E1x;E1y; 0�:
E1x � exE cos �otÿ kz� ; �11�
E1y � ÿeyE sin �otÿ kz� ;

ÅÆÇ ex Ë ey ì ÒÑÎâÓËÊÂÙËÑÐÐÞÇ ÑÓÕÞ �e 2x � e 2y � 1�. ¥Îâ
ÐÂÔ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÕÇÒÇÐß ÍÓÖÅÑÄÑÌ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË, ÍÑÕÑÓÂâ Ä ÔÎÖÚÂÇ (11) ËÏÇÇÕ
ÄËÆ

A � ÿ2exey : �12�
¥ÂÎÇÇ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (9)

ux � ÿexVE sin �otÿ kz� ; �13�
uy � ÿeyVE cos �otÿ kz� :

±ÑÔÎÇÆÐËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ÑÔÙËÎÎâÙËÑÐÐÑÅÑ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÒÑÎÇ ÐÂÍÂÚÍË (11) Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ
ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ô ËÑÐÂÏË.

4. ±ÑÎÇ ÅÂÓÏÑÐËÍ

£ ÐÂÛÇÏ ËÊÎÑÉÇÐËË ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÑÆØÑÆ Ë
ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÃÑÕ [2, 11, 12, 18 ë 20]. ±ÓÑÆÖÍ-
ÕËÄÐÑÔÕß ÒÑÆØÑÆÂ Í ÅÇÐÇÓÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ ÐÂÍÂÚÍË ÐÂ
ÑÔÐÑÄÇ ÏÇØÂÐËÊÏÂ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÏÇÕÑÆËÍË ÑÕÎËÚÐÑÌ ÑÕ ÐÂÛÇÌ ÃÞÎÂ ÕÂÍÉÇ
ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ [21] .

±ÑÎÇ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÞØ ÅÂÓÏÑÐËÍ Ä ÐÂÛÇÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË
ÏÂÎÑ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÒÑÎÇÏ ÐÂÍÂÚÍË ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ ÏÂÎÑ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ,
ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÌ ÒÑÎÇ ÐÂÍÂÚÍË. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÑÎÐÑÇ àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ Ë ÒÑÎÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

E � E1 � dE ; f � f1 � df : �14�

¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ ÄÑÊÏÑÉÐÂ ÎËÐÇÂÓËÊÂÙËâ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (2), ÍÑÅÆÂ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎÇ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ ÄÏÇÔÕÑ f
ÒÑÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ f1

qdf
qt
� eE1

m

qdf
qV
� edE

m

qf1
qV
� Jee� f1� � Jei� f1� : �15�

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (3) ÐÇÕ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË Ä
ÓÇÛÇÐËË àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, Â ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÏÐÑÉËÕß ÇÅÑ ÐÂ
ÊÂÓâÆ Ë ÔÍÑÓÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÕß ÒÑ
ÔÍÑÓÑÔÕâÏ. ´ÑÅÆÂ, ÖÚËÕÞÄÂâ ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ
ÒÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ô àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË, ÒÓËÄÑÆâ-
ÜËÌ Í

�
dVVJee� f � � 0, ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (15) ÒÑÎÖÚÂÇÏ

qdj
qt
ÿ e 2N

m
dE � qdj �r�

qt
�
�
dV eVJei� f1� : �16�

±ÓË àÕÑÏ ÖÚÕÇÐÑ, ÚÕÑ�
dV f1 �

�
dV f � Ne ; dj �

�
eV df dV : �17�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (16) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (3), ÊÂÒËÔÂÕß
ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÎâ ÅÂÓÏÑÐËÍ

c 2DdEÿ q2dE
qt 2
ÿ o2

Le dE � 4p
qdj �r�

qt
� 4p

�
dV eVJei� f1� :

�18�

´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑÎâ ÅÂÓÏÑÐËÍ
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÄÊâÕËá ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (18),
ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ËÔÕÑÚÐËÍ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÞØ,
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ àÎÇÍÕÓÑÐ-ËÑÐÐÞÏ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâÏ, ÒÑÎÇÌ ÅÂÓ-
ÏÑÐËÍ.

¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÕÂÍËØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ
ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ ­ÂÐÆÂÖ

Jei
�
F�V�� � 2pe 2e 2i NiL

m 2

q
qVj

V 2djk ÿ VjVk

V 3

q
qVk

F�V� ; �19�

ÅÆÇ ei ì ÊÂÓâÆ ËÑÐÂ, Ni ì ÚËÔÎÑ ËÑÐÑÄ Ä ÇÆËÐËÙÇ ÑÃÝÇÏÂ,
L ì ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÌ ÎÑÅÂÓË×Ï. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (17),
(6) Ë (7), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

4p qj �r�

qt
� ÿ4peNe

���
2
p

e 2e 2i LNi���
p
p

m 2V 3
T

�
dV

V

V 3
exp

�
ÿ�Vÿ u�2

2V 2
T

�
:

�20�
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ªÏÇâ Ä ÄËÆÖ

V

V 3
� i

�
dq

�2p�3
4p
q 2

q exp �ÿiqV� ;

×ÑÓÏÖÎÖ (20) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

4p qj �r�

qt
� i4peNe

2e 2e 2i LNi

pm 2
�

�
�
dq

q

q 2
exp

�
ÿiqu�t� ÿ 1

2
q 2V 2

T

�
: �21�

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÎÇÄÖá ÚÂÔÕß ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ
×ÑÓÏÖÎÞ Ä ÄËÆÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÅÂÓÏÑÐËÍÂÏ, ÊÂÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ

ÿqu�t� � q

2
VE sin y

��ex � ey� sin �otÿ kr� j��
� �ex ÿ ey� sin �otÿ krÿ j�� �22�

Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ àÕÑÏÖ

exp
�ÿiqu�t�� � X�1

l�ÿ1

X�1
k�ÿ1

Jl

�
VE q sin y

ex � ey
2

�
�

� Jk

�
VE q sin y

ex ÿ ey

2

�
�

� exp
�
i�l� k��otÿ kr�� exp �i�lÿ k�j� : �23�

±ÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÊÆÇÔß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ Ë (7) ÒÑÊÄÑÎâáÕ (ÔÏ.
ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ) ÊÂÒËÔÂÕß x-ÒÓÑÇÍÙËá ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ (21) Ä ÄËÆÇ

4p qj �r�x

qt
� exEo2

Le

n�E�
o

X1
n� 0

sin
��2n� 1��otÿ kz���

�
�
An

�
r 2;

VE

2VT

�
ÿ An�1

�
r 2;

VE

2VT

��
; �24�

ÅÆÇ r 2 � e 2x ÿ e 2y > 0. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (21)
Ë (±.8)

4p
qj �r�y

qt
� eyEo2

Le

n�E�
o

X1
n� 0

cos
��2n� 1��otÿ kz���

�
�
An

�
r 2;

VE

2VT

�
� An�1

�
r 2;

VE

2VT

��
: �25�

©ÆÇÔß

Al�r 2; x� � 2���
p
p
� x 2

0

dt
��
t
p

exp �ÿt� Il�r 2t� ; �26�

Â

n�E� � 8p
���
2
p

e 2e 2i LNi

m 2V 3
E

�27�

ì ÚÂÔÕÑÕÂ àÎÇÍÕÓÑÐ-ËÑÐÐÞØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ Ä ÔËÎßÐÑÏ
ÒÑÎÇ ÐÂÍÂÚÍË, ÍÑÅÆÂ VE 4VT, Â Il�z� ì ×ÖÐÍÙËâ ¢ÇÔÔÇÎâ
ÏÐËÏÑÅÑ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ [22].

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑÎâ (18) Ë ÄÞÓÂÉÇÐËâ (24) Ë (25) ÒÑÊÄÑ-
ÎâáÕ ÊÂÒËÔÂÕß ÒÑÎÇ ÅÂÓÏÑÐËÍ Ä ÄËÆÇ

dEx �
X1
n� 0

E �2n�1�x sin
��2n� 1��otÿ kz�� ; �28�

dEy �
X1
n� 0

E �2n�1�y cos
��2n� 1��otÿ kz�� ; �29�

ÅÆÇ
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E �2n�1�y � eyE
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�
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�
r 2;

VE

2VT

�
� An�1

�
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VE

2VT

��
:

�31�
©ÂÚÂÔÕÖá ÖÆÑÃÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß à××ÇÍÕËÄÐÖá ÚÂÔÕÑÕÖ
ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ nei àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ë ËÑÐÑÄ ÒÓË ÔÎÂÃÑÏ ÒÑÎÇ
ÐÂÍÂÚÍË, ÍÑÅÆÂ VE 5VT. ´ÑÅÆÂ

nei � 4
������
2p
p

e 2e 2i LNi

3m 2V 3
T

: �32�

±ÓË àÕÑÏ ×ÑÓÏÖÎÞ (30) Ë (31) ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ

E �2n�1�x � exE

n�n� 1�
3
���
p
p
16

nei
o

�
An�r 2; x� ÿ An�1�r 2; x�� 1

x 3
;

�33�
E �2n�1�y � eyE

n�n� 1�
3
���
p
p
16

nei
o

�
An�r 2; x� � An�1�r 2; x�� 1

x 3
:

�34�

±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÃÖÆÖÕ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÐÞ ÐËÉÇ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÔÄÑÌÔÕÄ ÅÂÓÏÑÐËÍ, ÑÃÖÔÎÑ-
ÄÎÇÐÐÞØ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÇÌ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË A, Ä ÕÑÏ
ÚËÔÎÇ, ÆÎâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÃË×ÖÓÍÂÙËÑÐÐÞØ âÄÎÇÐËÌ.
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ àÕÑÏÖ ÃÖÆÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß

An�r 2; x� ! An

ÿ ��������������
1ÿ A2
p

; x
�
: �35�

5. ¿××ÇÍÕËÄÐÑÔÕß ÅÇÐÇÓÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ

±ÑÆ à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕßá ÅÇÐÇÓÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ ÃÖÆÇÏ ÒÑÐË-
ÏÂÕß ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÇ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÐÂÒÓâ-
ÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÆÇÎÇÐÐÑÇ ÐÂ
ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÇ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑ-
ÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË

Z �2n�1�eff �

�dE �2n�1�x �2 � �dE �2n�1�y �2�
�E1x�2 � �E1y�2

� : �36�

©ÆÇÔß ÔÍÑÃÍË ÑÊÐÂÚÂáÕ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏÖ
ÒÇÓËÑÆÖ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ. ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÖÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ
×ÑÓÏÖÎÇ (12) ËÏÇÇÏ
�E1x�2 � �E1y�2

� � 1

2
E 2 : �37�

¥ÂÎÇÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (28), (29), (33), (34) ÒÓË ÖÚÇÕÇ (35)
ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÊÂÒËÔÂÕß ×ÑÓÏÖÎÖ (36) Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ

Z �2n�1�eff � D�2n� 1; x;A�
�
nei
o

�2

; �38�
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ÅÆÇ

D�2n� 1; x;A� � 9p

256n 2�n� 1�2x 6
�

� �A2
n

ÿ ��������������
1ÿ A2
p

; x
�� A2

n�1
ÿ ��������������

1ÿ A2
p

; x
�ÿ

ÿ 2
��������������
1ÿ A2
p

An

ÿ ��������������
1ÿ A2
p

; x
�
An�1

ÿ ��������������
1ÿ A2
p

; x
��
: �39�

¡ÐÂÎËÊ âÄÎÇÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞØ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (38), (39),
ÒÓÑÄÇÆÇÏ Ô ÒÑÏÑÜßá ÓËÔÖÐÍÑÄ ÆÎâ ÓâÆÂ ÅÂÓÏÑÐËÍ Ô
ÚÂÔÕÑÕÂÏË �2n� 1�o.

¥Îâ ÔÎÖÚÂâ ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÐÂ ÓËÔ. 1 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß, ÑÕÄÇÚÂáÜÂâ ×ÖÐÍÙËË D�3; x;A�. ªÊ àÕÑÅÑ
ÓËÔÖÐÍÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕß ÅÇÐÇÓÂÙËË ÕÓÇÕßÇÌ
ÅÂÓÏÑÐËÍË, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÂâÔâ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (39) Ä ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË ÑÕ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË x ÒÓË ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÐÇÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ
x, ÔÐÂÚÂÎÂ ÐÂÓÂÔÕÂÇÕ, Â ÊÂÕÇÏ, ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ,
ÖÃÞÄÂÇÕ. ´ÂÍÉÇ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÕÇÒÇÐË
ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂÍÂÚÍË A Í ÒÓÇÆÇÎÂÏ ÒÑÎÐÑÌ
ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË A � �1 Ë A � ÿ1 à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕß
ÅÇÐÇÓÂÙËË ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá. °ÆÐÂÍÑ
ÔÂÏÂ ÆÇÕÂÎßÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâ-
ÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË ×ÖÐÍÙËË D�3; x;A� ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ËÐÕÇÓÇÔÐÑÌ, ØÑÕâ ÐÂ ÓËÔ. 1 ÑÐÂ ÚÇÕÍÑ ÐÇ

ÒÓÑÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ àÕÑ ÖÔÏÑÕÓÇÕß, ÑÃÓÂ-
ÕËÏÔâ ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ Í ÓËÔ. 2, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ
ÖÚÂÔÕÑÍ ÕÑÌ ÉÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË D�3; x;A�, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÌ
ËÊÏÇÐÇÐËá ÊÐÂÚÇÐËâ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË ÒÓË ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎß-
ÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ x ì ÑÕ ÄÑÔßÏË ÆÑ ÆÇÔâÕË. ©ÆÇÔß, ÃÎÂÅÑ-
ÆÂÓâ ËÊÏÇÐÇÐËá ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓËÔ. 1, âÔÐÑ
ÄÞÔÕÖÒÂÇÕ ËÊÓÇÊÂÐÐÑÔÕß ÑÄÓÂÅÂÏË àÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË,
ÍÑÕÑÓÂâ ÐÇ ÄËÆÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 1.

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐ ÄÑÒÓÑÔ: ÒÓË ÍÂÍËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ x ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÕÂÍÂâ ËÊÓÇÊÂÐÐÑÔÕß?¯Â àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔÏÑÉÐÑ ÖÄËÆÇÕß ÑÕÄÇÕ
ÐÂ ÓËÔ. 3, ÅÆÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÚÇÕÞÓÇ ÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
D�3; x;A�, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÒÓË x � 1, ÔÒÎÑÛ-
ÐÂâ ÒÓË x � 1;8042, ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ (ÆÎËÐÐÞÇ ÛÕÓËØË)
ÒÓË x � 3, Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ (ÍÑÓÑÕÍËÇ
ÛÕÓËØË) ÒÓË x � 4. ±ÓË àÕÑÏ ËÏÇÐÐÑ ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ
ÓÂÊÆÇÎâÇÕ ÑÃÎÂÔÕß, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓË x th:3

int: pol � 1;8042 > x, ÄÔÇ
ÍÓËÄÞÇ ÔÇÚÇÐËÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË D�3;A; x� ËÏÇáÕ ÕÑÎßÍÑ
ÑÆËÐ ÏÂÍÔËÏÖÏ, ÑÕ ÑÃÎÂÔÕË x th:3

int: pol � 1;8042 < x, Ä ÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÄÔÇ ÍÓËÄÞÇ ÔÇÚÇÐËÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË D�3;A; x� ËÏÇáÕ ÒÑ
ÆÄÂ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 3 àÕË ÏÂÍÔËÏÖÏÞ ÔÎÂÃÑ
ÄÞÓÂÉÇÐÞ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ ÔÑ ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÃÞÔÕÓÞÏ ÖÃÞ-
ÄÂÐËÇÏ ×ÖÐÍÙËË D�3; x;A� Ô ÓÑÔÕÑÏ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÐÂÒÓâ-
ÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ
ÚÇÕÚÇ ÄËÆÇÕß ÖÆÄÑÇÐËÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ÍÓËÄÞØ ÔÇÚÇÐËÌ
×ÖÐÍÙËË D�3; x;A�, ÒÓËÄÑÆËÏ ÓËÔ. 4 Ë 5 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
ÒÓË x � 6 Ë x � 10. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ Ô ÓÑÔÕÑÏ x ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÇ ÖÅÎÖÃÎÇÐËÇ ÒÓÑÄÂÎÂ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÏÂÍÔË-
ÏÖÏÂÏË. ÁÄÎÇÐËÇ ÖÆÄÑÇÐËâ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ×ÖÐÍÙËË (ÓÂÄ-
ÐÞØ ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ) ÏÞ ÐÂÊÞÄÂÇÏ âÄÎÇÐËÇÏ ÃË×ÖÓÍÂÙËË
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÅÇÐÇÓÂÙËË �2n� 1�-ÅÂÓÏÑÐËÍË ÍÂÍ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË. ³ÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË x th:2n�1

int: pol , ÒÓË ÒÓÇÄÞÛÇÐËË
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÖÆÄÑÇÐËÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ×ÖÐÍÙËË
D�2n� 1; x;A�, ÐÂÊÞÄÂÇÏ ÒÑÓÑÅÑÏ ÃË×ÖÓÍÂÙËË ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË �2n� 1�-Ì ÅÂÓÏÑÐËÍË.

°ÃÜÐÑÔÕß ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÑÅÑ âÄÎÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÄËÆÇÕß ÖÉÇ
Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒâÕÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË. ©ÆÇÔß ÓËÔ. 6 Ë 7 ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÒÑÆÑÃÐÞ ÓËÔ. 1 Ë 2, ÑÕÓÂÉÂâ ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÑÃÜËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÐÂÎËÚËâ ÑÄÓÂÅÑÄ Ö ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË D�5; x;A�. ¹Ç-
ÕÞÓÇ ÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË D�5; x;A�, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÐÂ
ÓËÔ. 8, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÒÓË x � 3;2, ÔÒÎÑÛ-
ÐÂâ ÒÓË x � 3;41257, ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ (ÆÎËÐÐÞÇ
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x
;A
�

0,0002

0,0001

0

ÿ0,5

0

0,5

A
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²ËÔ. 1. ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕß, ÑÕÄÇÚÂáÜÂâ ×ÖÐÍÙËË D�3; x;A�, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖá-
ÜÂâ à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕß ÅÇÐÇÓÂÙËË ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË
x � VE=2VT Ë ÑÕ ÇÅÑ ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË A.

4� 10ÿ6
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²ËÔ. 2. µÚÂÔÕÑÍ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË D�3; x;A�, ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÜËÌ
ÒÓÑâÄÎÇÐËÇ ÑÄÓÂÅÑÄ.

0,00025

D�3; x;A�

0,00020

0,00015

0,00010

0,00005

ÿ1,0 ÿ0,5 0,50 1,0
A

²ËÔ. 3. ¹ÇÕÞÓÇ ÍÓËÄÞÇ ÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË D�3; x;A� ÒÓË
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË: ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ
ÍÓËÄÂâ ÒÓË x � 1, ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÒÓË x � 1;8042, ÛÕÓËØÑÄÂâ
ÍÓËÄÂâ (ÆÎËÐÐÞÇ ÛÕÓËØË) ÒÓË x � 3 Ë ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ (ÍÑÓÑÕÍËÇ
ÛÕÓËØË) ÒÓË x � 4.
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ÛÕÓËØË) ÒÓË x � 4;5 Ë ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ (ÍÑÓÑÕÍËÇ
ÛÕÓËØË) ÒÓË x � 6 ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÓÂÊÆÇÎÇÐËá ÐÂ ÒÑÆÒÑÓÑÅÑ-
ÄÖá ÑÃÎÂÔÕß x < x th:5

int: pol � 3;41257 Ë ÐÂ ÐÂÆÒÑÓÑÅÑÄÖá
ÑÃÎÂÔÕß x > x th:5

int: pol. £ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÖÆÄÑÇÐËÇ
ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ÔÇÚÇÐËÌ ×ÖÐÍÙËË D�5; x;A�. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÂ
ÓËÔ. 8 ÏÂÍÔËÏÖÏÞ ÍÓËÄÞØ ÐÇ ÑÚÇÐß ÚÇÕÍÑ ÄËÆÐÞ, ÕÑ ÏÞ
ÒÓËÄÑÆËÏ ÕÂÍÉÇ ÓËÔ. 9, ÑÕÄÇÚÂáÜËÌ ÔÇÚÇÐËâÏ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕË D�5; x;A� ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓË x � 8 (ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ
ÎËÐËâ) Ë ÒÓË x � 10 (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÎËÐËâ). ©ÆÇÔß ÖÆÄÑÇÐËÇ
ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ÔÇÚÇÐËÌ ÑÚÇÄËÆÐÑ.

ÁÄÎÇÐËÇ ÖÆÄÑÇÐËâ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ÍÓËÄÞØ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÅÇÐÇÓÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÐÂÒÓâ-
ÉÇÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÚÇÕÍÑ ÒÓÑÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÕÔâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÇÆßÏÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË.¿ÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÓËÔ. 10
Ë 11. °ÆÐÂÍÑ, ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓËÔ. 10

4� 10ÿ6
D�3; 6;A�
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ÿ1,0 ÿ0,5 0 0,5 1,0
A

²ËÔ. 4. ¬ÓËÄÂâ ÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË D�3; x;A� ÒÓË x � 6.
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²ËÔ. 5. ¬ÓËÄÂâ ÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË D�3; x;A� ÒÓË x � 10.
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²ËÔ. 6. ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕß, ÑÕÄÇÚÂáÜÂâ ×ÖÐÍÙËË D�5; x;A�, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖá-
ÜÂâ à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕß ÅÇÐÇÓÂÙËË ÒâÕÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË.
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²ËÔ. 7. µÚÂÔÕÑÍ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË D�5; x;A�, ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÜËÌ
ÒÓÑâÄÎÇÐËÇ ÑÄÓÂÅÑÄ.
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²ËÔ. 8. ¹ÇÕÞÓÇ ÍÓËÄÞÇ ÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË D�5; x;A� ÒÓË
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË: ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ
ÍÓËÄÂâ ÒÓË x � 3;2, ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÒÓË x � 3;411257, ÛÕÓËØÑÄÂâ
ÍÓËÄÂâ (ÆÎËÐÐÞÇ ÛÕÓËØË) ÒÓË x � 4;5 Ë ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ (ÍÑÓÑÕÍËÇ
ÛÕÓËØË) ÒÓË x � 6.
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²ËÔ. 9. ¥ÄÇ ÍÓËÄÞÇ ÔÇÚÇÐËÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË D�5; x;A�, âÓÍÑ
ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÜËÇ ÖÆÄÑÇÐËÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕË ÅÇÐÇÓÂÙËË
ÒâÕÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË. ´ÑÚÇÚÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÒÓË x � 8 Ë ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÒÓË
x � 10.
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ÑÃÎÂÔÕß ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÌ ÊÆÇÔß ×ÖÐÍÙËË
D�7; x;A� ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÓÂÔÛËÓâÇÕÔâ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâØ x ÍÂÍ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÒâÕÑÌ (ÓËÔ. 6), ÕÂÍ Ë ÑÔÑÃÇÐÐÑ
ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÕÓÇÕßÇÌ (ÓËÔ. 1) ÅÂÓÏÑÐËÍÑÌ. ªÊ ÓËÔÖÐÍÂ
11 ÚÇÕÍÑ ÄËÆÐÑ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÑÄÓÂÅÑÄ ÒÓË ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ
ÃÑÎßÛËØ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕâØ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË
�8 < x < 10�. ±ÑÓÑÅ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÑÄÓÂÅÑÄ, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ
ÖÆÄÑÇÐËá ÚËÔÎÂ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ÍÓËÄÞØ ÔÇÚÇÐËÌ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕËD�7; x;A�, ÏÑÉÐÑ ÄËÆÇÕß ËÊ ÓËÔ. 12, ÅÆÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÕÓË
ÍÓËÄÞØ ÕÂÍËØ ÔÇÚÇÐËÌ. ±ÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ
x � 4, ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÑÓÑÅÖ ÃË×ÖÓÍÂ-
ÙËÑÐÐÑÅÑ ÖÆÄÑÇÐËâ ÒÇÓËÑÆÑÄ x th:7

int: pol � 4;8777, ÐÂÍÑÐÇÙ,
ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ (ÍÑÓÑÕÍËÇ ÛÕÓËØË) ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÐÂÆÒÑÓÑ-
ÅÑÄÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá x � 6, ÍÑÅÆÂ ÖÉÇ ÒÓÑÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÆÄÂ
ÏÂÍÔËÏÖÏÂ. ²ËÔÖÐÑÍ 13 ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ ÆÄÖØÏÂÍÔËÏÖÏÑ-
ÄÞÇ ÍÓËÄÞÇ Ä ÐÂÆÒÑÓÑÅÑÄÑÌ ÑÃÎÂÔÕË: ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
x � 6 ì ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ (ÍÑÓÑÕÍËÇ ÛÕÓËØË), x � 7 ì
ÔÒÎÑÛÐÂâ "ÕÑÎÔÕÂâ" ÍÓËÄÂâ, Â x � 9 ì ÔÒÎÑÛÐÂâ
"ÕÑÐÍÂâ" ÍÓËÄÂâ.

±ÓËÄÇÆÇÐÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ÓËÔÖÐÍÑÄ ÆÎâ ÕÓÇÕßÇÌ, ÒâÕÑÌ Ë
ÔÇÆßÏÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍ ÎÇÅÍÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÑÆÑÎÉÇÐ Ë ÆÎâ
ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍËØ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÞØ ÅÂÓÏÑÐËÍ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË.
°ÃÜËÏ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ ÓÂÔÛËÓâÇÕÔâ ÑÃÎÂÔÕß ÏÂÎÞØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ x, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ D�2n� 1; x;A� ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÏÂÎÑ.
¥ÂÎÇÇ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÐÑÏÇÓÂ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÒËÍÑÄÑÇ

ÊÐÂÚÇÐËÇ D�2n� 1; x;A�. ´ÂÍ ËÏÇÇÏ
D�3�max � 3;2� 10ÿ4 ; D�5�max � 5;5� 10ÿ6 ;

D�7�max � 3;8� 10ÿ7 ; D�9�max � 5;8� 10ÿ8 ;

D�11�max � 4;3� 10ÿ8 ; D�13�max � 2;56� 10ÿ9 :

¿ÕË ÊÐÂÚÇÐËâ ÓÇÂÎËÊÖáÕÔâ Ä ÒÑÆÒÑÓÑÅÑÄÑÌ ÑÃÎÂÔÕË,
ÍÑÅÆÂ x < x th:2n�1

int:_pol . ±ÓÑÄÇÆÇÐÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ
Ô ÓÑÔÕÑÏ ÐÑÏÇÓÂ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÓÂÔÕÇÕ ÒÑÓÑÅÑÄÑÇ ÒÑÎÇ
x th:2n�1
int: pol . ´ÂÍ, ÆÎâ ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÏÞ ÒÑÎÖÚËÎË ÆÎâ

ÒÑÓÑÅÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ 1,8042, ÆÎâ 5-Ì ì 3,4126, ÆÎâ 7-Ì ì
4,8777, ÆÎâ 9-Ì ì 6,325, ÆÎâ 11-Ì ì 7,594, ÆÎâ 13-Ì ì
9,1913. ªÕÂÍ, Ô ÓÑÔÕÑÏ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË
ÔÐÂÚÂÎÂ ÒÓË A � 0 ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÆÎâ ÆÂÐ-
ÐÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕß ÇÇ ÅÇÐÇÓÂÙËË, ÆÂÎÇÇ, ÒÓË
ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÓÑÔÕÇ x Ë ÖÏÇÐßÛÇÐËË à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕË
ÅÇÐÇÓÂÙËË ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÒÑÎÇ ÃË×ÖÓÍÂ-
ÙËË, ÒÓÇÄÞÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËá
ÆÄÖØ ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ, ÒÓË ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ
ÔÕÇÒÇÐË ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂÍÂÚÍË, ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÅÇÐÇÓÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ. ±ÓË àÕÑÏ ÑÐË ÚÇÕÍÑ ÒÓÑ-
âÄÎâáÕÔâ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ x ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ ÒÑÓÑÅ
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²ËÔ. 10.±ÑÄÇÓØÐÑÔÕß, ÑÕÄÇÚÂáÜÂâ ×ÖÐÍÙËËD�7; x;A�, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖá-
ÜÂâ à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕß ÅÇÐÇÓÂÙËË ÔÇÆßÏÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË.
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²ËÔ. 11. µÚÂÔÕÑÍ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË D�7; x;A� ÒÓË ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ
ÃÑÎßÛËØ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕâØ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË, ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÜËÌ ÒÓÑâÄÎÇ-
ÐËÇ ÑÄÓÂÅÑÄ.
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²ËÔ. 12. ´ÓË ÍÓËÄÞÇ ÔÇÚÇÐËÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË D�7; x;A� ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ
ÊÐÂÚÇÐËâØ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË. ±ÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ
x � 4, ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 4;8777, Â ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ
(ÍÑÓÑÕÍËÇ ÛÕÓËØË) ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 6.
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²ËÔ. 13. ´ÓË ÍÓËÄÞÇ ÔÇÚÇÐËÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕËD�7; x;A� ÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÄËÆÐÞ
ÆÄÂ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ. ºÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ ÒÓË x � 6, ÔÒÎÑÛÐÂâ ÉËÓÐÂâ
ÍÓËÄÂâ ÒÓË x � 7 Ë ÔÒÎÑÛÐÂâ ÕÑÐÍÂâ ÍÓËÄÂâ ÒÓË x � 9.
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ÃË×ÖÓÍÂÙËË à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕË ÅÇÐÇÓÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ. ¦ÔÕÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÆÄÖØ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÅÇÐÇÓÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ, ÐÖÎÇÄÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞÌ ÏËÐËÏÖÏ.

£ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ [16] ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÑÔß ÄÎËâ-
ÐËÇ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË ÐÂ ÅÇÐÇÓÂÙËá
ÅÂÓÏÑÐËÍ Ä ÅÂÊÇ, ÒÓËÚÇÏ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÂÅÂÕß, ÚÕÑ ÒÓË àÕÑÏ
ÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏ àÕÂÒÇ ÑÃÎÖÚÇÐËâ ÅÂÊ ËÑÐËÊÖÇÕÔâ. ¦ÔÎË Ä
ÒÓÇÆÛÇÔÕÄÖáÜËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ ÕÑÌ ÉÇ ÅÓÖÒÒÞ ÂÄÕÑÓÑÄ,
Ô ÓÑÔÕÑÏ ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂÍÂÚÍË à××ÇÍ-
ÕËÄÐÑÔÕß ÅÇÐÇÓÂÙËË ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÖÏÇÐßÛÂÎÂÔß, ÕÑ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [16] ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÐÇÏÑÐÑÕÑÐÐÑÔÕß Ô
ÏÂÍÔËÏÖÏÑÏ ÒÓË A 6� 0. £ ÓÂÃÑÕÇ [12] ÆÎâ ÑÃÝâÔÐÇÐËâ
ÕÂÍÑÅÑ âÄÎÇÐËâ ÃÞÎ ÒÓËÄÎÇÚÇÐ ÏÇØÂÐËÊÏ, ÕÇÑÓËâ ÍÑÕÑ-
ÓÑÅÑ ËÊÎÑÉÇÐÂ ÄÞÛÇ.

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÏÑÆÇÎË, ËÔÒÑÎßÊÖáÜÇÌ ÆÎâ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ¶ÑÍÂ [23], ÒÑÓÑÅ
ÃË×ÖÓÍÂÙËË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÆÎâ ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÎÔâ Ä ÓÂÃÑÕÇ [24], Â Ä ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ËÐÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ
Ä ÓÂÃÑÕÇ [12].

6. ÁÄÎÇÐËÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËË
ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ

°ÃÔÖÉÆÂÇÏÞÇ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ âÄÎÇÐËâ Ä ÍÂÍÑÌ-ÕÑ ÏÇÓÇ
ÑÃÐÂÓÖÉËÎËÔß ÇÜÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ [12], ØÑÕâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÅÑ
ÄÐËÏÂÐËâ ËÏ Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ËØ ÒÑÓÑÅÑÄÑÏÖ ØÂÓÂÍÕÇÓÖ,
ÐÇ ÃÞÎÑ ÖÆÇÎÇÐÑ. °ÐË ÒÑÆÄÇÓÅÎËÔß ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÆÇÕÂÎß-
ÐÑÏÖ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá Ë ÑÃÔÖÉÆÇÐËá Ä ÓÂÃÑÕÂØ [25, 26],
ÒÑÔÄâÜÇÐÐÞØ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÑÐÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓ-
ÏÑÐËÍË, ÍÑÕÑÓÂâ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕÔâ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÕÑÓÏÑÊÐÑÏÖ
ËÊÎÖÚÇÐËá Ä ÒÎÂÊÏÇ, ÑÃÓÂÊÖÇÏÑÌ ËÑÐËÊÂÙËÇÌ ÄÑÆÑÓÑÆÑ-
ÒÑÆÑÃÐÞØ ÂÕÑÏÑÄ. ¶ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
ÕÂÍÑÌ ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÑÐËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÎÂÔß
×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÐÂØÑÆâÜËØÔâ ÐÂ
n-àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÂÕÑÏÂ ÄÑÆÑÓÑÆÂ, ÒÓË ÖÚÇÕÇ
l-ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ. ´ÂÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ ¶ÑÍÑÏ [23], Â ÄÒÑÔÎÇÆÔÕÄËË ÐÇÊÂÄË-
ÔËÏÑ ÒÑÄÕÑÓÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [27, 28]. £ ÓÂÃÑÕÂØ [25, 26] ÃÞÎÂ
ÄÞÔÍÂÊÂÐÂ ÅËÒÑÕÇÊÂ ÑÃ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕË ÑÃÔÖÉÆÂÄÛÇÅÑÔâ
Ä ÓÂÃÑÕÂØ [25, 26] âÄÎÇÐËâ ÃË×ÖÓÍÂÙËË, ÚÕÑ ÃÞÎÑ ÒÑÆ-
ÕÄÇÓÉÆÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [18, 19], ÅÆÇ ÄÏÇÔÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
¶ÑÍÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÑÔß ÑÃÞÚÐÑÇ ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍÑÇ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇ. ¯ËÉÇ ÏÞ ËÊÎÑÉËÏ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËâ Ñ âÄÎÇÐËË ÃË×ÖÓÍÂÙËË ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÓÂÊÆÇÎÂ "ÒÑÎÇ
ÅÂÓÏÑÐËÍ".

±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (28) ë (35), ÑÒËÔÞÄÂá-
ÜËÇ ÒÑÎÇ ÅÂÓÏÑÐËÍ, ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÊÂÒËÔÂÕß ÒÑÎâÓËÊÂÙËÑÐ-
ÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÒÑÎâ ÅÂÓÏÑÐËÍ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ (ÔÏ.
ÄÞÛÇ) ÚÇÓÇÊ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ³ÕÑÍÔÂ Ë ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÊÂÒËÔÂÕß
ÆÎâ A�2n� 1; x;A� ì ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
�2n� 1�-Ì ÅÂÓÏÑÐËÍË ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ:
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²ËÔÖÐÍË, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞÇ ÐËÉÇ Ô ÒÑÏÑÜßá àÕÑÌ ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ, ÒÑÊÄÑÎâÕ ÒÑÐâÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÑÕ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË Ë ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË ÇÅÑ

àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ë,
Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÕß âÄÎÇÐËÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËË
ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ.

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÐÂÚÐÇÏ ÔÑ ÔÎÖÚÂâ
ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË. ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ, ÒÑÎÖÚËÏ ËÊ ×ÖÐÍÙËË
(40) ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ xì ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ
ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË. °ÅÓÂÐËÚË-
ÄÂâÔß ÔÎÂÅÂÇÏÞÏË � x 2, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

A�3; x;A� � A

�
1� 5

14
�1ÿ A2�x 2 � . . .

�
: �41�

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÎÐÂâ ÍÓÖÅÑÄÂâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ��A�3��� � 1 ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË
ÒÑÎÐÑÌ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË A2 � 1.
°ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ àÕÑ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔÖÐÍÑÄ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÅÑ ÓÂÊ-
ÆÇÎÂ, Ä ÕÂÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÐÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÅÇÐÇÓÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ.
¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÏÑÉÐÑ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ A � �1 âÄÎâáÕÔâ
ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÔÕÇÒÇÐË ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ
ÐÂÍÂÚÍË Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ Ä ÕÂÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕß ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË, ÍÂÍ Ë ÆÓÖÅËØ ÅÂÓÏÑÐËÍ, ÔÕÓÇ-
ÏËÕÔâ Í ÐÖÎá. ¿ÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÜËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ
ÅÇÐÇÓÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÏÇØÂÐËÊÏÖ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ. °ÆÐÂÍÑ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÅÂÓÏÑÐËÍ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÃÑ-
ÅaÜÂáÕÔâ ÒÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔËÎßÐÞØ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕâØ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË, ÚÕÑ ÏÑÉÐÑ ÒÓË ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÄÐËÏÂÕÇÎßÐÑÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÖÄËÆÇÕß ÐÂ ÓËÔ. 14,
ÅÆÇ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÐÂ ÕÓÇØÏÇÓÐÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË A�3; x;A� ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÕÓÇÕßÇÌ
ÅÂÓÏÑÐËÍË ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË x Ë ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË A ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË. ®ÑÉÐÑ ÖÄËÆÇÕß (ÒÓÂÄÆÂ, Ô
ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÕÓÖÆÑÏ), ÚÕÑ ÕÓÇÕßâ ÅÂÓÏÑÐËÍÂ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ A � �1,
ÐÑ Ë ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËâØ jAj, ÏÇÐßÛËØ ÇÆËÐËÙÞ. ¥Îâ ÕÑÅÑ,
ÚÕÑÃÞ àÕÑ ÎÖÚÛÇ ÖÄËÆÇÕß, Â ÕÂÍÉÇ ÖÔÏÑÕÓÇÕß ÔÄÑÇÑÃÓÂ-
ÊËÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÓË
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâ-
ÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË, ÒÓËÄÇÆÇÏ ÓËÔ. 15, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÚÇÕÞÓÇ ÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË A�3; x;A�: ÒÓË
x � 1 ì ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ; ÒÓË x � 2;02 � x th:3

bif:pol ì
ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ, âÄÎâáÜÂâÔâ ÃË×ÖÓÍÂÙËÑÐÐÑÌ; x � 5
ì ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ (ÆÎËÐÐÞÇ ÛÕÓËØË), x � 8 ì ÛÕÓË-
ØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ (ÍÑÓÑÕÍËÇ ÛÕÓËØË).

1,0

A
�3;

x
;A
�

0,5

ÿ0,5
ÿ1,0

0

2
4

6x
8

10

ÿ0,5

0 A

0,5

²ËÔ. 14. ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕß, ÑÕÄÇÚÂáÜÂâ ×ÖÐÍÙËË A�3; x;A�, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË Ä
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ
ÐÂÍÂÚÍË x Ë ÔÕÇÒÇÐË ÇÅÑ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË A.
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©ÆÇÔß ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÒÑÐâÕËÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËË ÍÓÖÅÑÄÑÌ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË, Â ÅÑÄÑÓâ Ñ ÃË×ÖÓÍÂ-
ÙËÑÐÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ, ËÏÇÇÏ Ä ÄËÆÖ, ÚÕÑ x th:3

bif:pol âÄÎâÇÕÔâ
ÒÑÓÑÅÑÏ ÃË×ÖÓÍÂÙËË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÕÓÇÕßÇÌ
ÅÂÓÏÑÐËÍË. ¤ÑÄÑÓâ Ñ ÕÂÍÑÌ ÃË×ÖÓÍÂÙËË, ÏÞ ËÏÇÇÏ Ä
ÄËÆÖ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ âÄÎÇÐËÇ, ÒÑÓÑÅÑÄÞÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ ÒÓÑâÄÎâáÜÇÇÔâ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË.ªÏÇÐÐÑ, ÒÓË ÐÇÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ x,
ÍÂÍ àÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (41) Ë ÒÖÐÍÕËÓÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ
ÓËÔ. 15, ÔÕÇÒÇÐß ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑ-
ÐËÍË A�3; x;A� ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÑ ÏÑÆÖÎá ÓÂÄÐÑÌ ÇÆËÐËÙÇ, Â
ÍÓÖÅÑÄÂâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÒÑÎÐÑÌ ì ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÓÂÄÐÑÌ ÒÑ
ÏÑÆÖÎá ÇÆËÐËÙÇ ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ
ÐÂÍÂÚÍË jAj. °ÆÐÂÍÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓËÔ. 1 Ë 3 Ä ÕÂÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß.
ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, A�3; x;�1� ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËâØ x, ÐÇ ÒÓÇÄÞ-
ÛÂáÜËØ ÒÑÓÑÅÑÄÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ x th:3

bif: pol, ÒÑÎÐÂâ ÍÓÖÅÑÄÂâ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ
ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ.

±ÑÎÑÉÇÐËÇ ÏÇÐâÇÕÔâ Ä ÐÂÆÒÑÓÑÅÑÄÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÍÑÅÆÂ
x > x th:3

bif:pol. ¬ÂÍ àÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÛÕÓËØÑÄÞØ ÍÓËÄÞØ ÓËÔ. 15,
ÒÑÎÐÂâ ÍÓÖÅÑÄÂâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÑÕÄÇ-
ÚÂÇÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÒÓË jAj ! 1, ÐÑ Ë
ÒÂÓÇ ÊÐÂÚÇÐËÌ ì ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏÖ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÏÖ ì
ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË ÒÑ ÏÑÆÖÎá
ÏÇÐßÛËØ ÇÆËÐËÙÞ. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÐÂ ÍÓËÄÞØ ÔÇÚÇÐËÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË A�3; x;A� ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÖÆÄÑÇÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÔÕÇÒÇÐË
ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂÍÂÚÍË, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÔÕÇÒÇÐß
ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍË âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÐÑÌ. ¿ÕÑ
âÄÎÇÐËÇ, ÐÂÊÄÂÐÐÑÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [25, 26] âÄÎÇÐËÇÏ ÃË×ÖÓÍÂ-
ÙËÑÐÐÑÅÑ ÓÂÊÆÄÑÇÐËâ ÒÑÎÑÉÇÐËÌ ÒÑÎÐÑÌ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâ-
ÓËÊÂÙËË, ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÆÎâ ÒÎÂÊÏ Ô ËÐÞÏ, ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá
Ô ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÏ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. ¯Ñ ÖÉÇ ÕÑÅÆÂ ÃÞÎÂ ÄÞÔÍÂÊÂÐÂ ÏÞÔÎß ÑÃ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕË ÕÂÍÑÅÑ âÄÎÇÐËâ.

¥Îâ ÒÎÂÊÏÞ Ô ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍËÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÑÄ àÕÑ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÐÂÛÎÑ ÔÄÑÇ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ Ä
ÓÂÃÑÕÂØ [18, 19] Ë ÚÂÔÕËÚÐÑ ËÊÎÑÉÇÐÑ ÄÞÛÇ Ä àÕÑÏ
ÓÂÊÆÇÎÇ ÆÎâ ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË. £ ÓÂÃÑÕÇ [18] ÒÑÍÂÊÂÐÑ,
ÚÕÑ âÄÎÇÐËÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ËÏÇÇÕ
ÏÇÔÕÑ ÕÂÍÉÇ ÆÎâ ÒâÕÑÌ Ë ÔÇÆßÏÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍ. ¯ÇÍÑÕÑ-
ÓÞÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÓÂÃÑÕÞ [18] ÏÞ ÕÇÒÇÓß Ë ÄÑÔÒÑÎß-
ÊÖÇÏÔâ.

©ÆÇÔß ÔÎÇÆÖÇÕ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÓËÔ. 14 ÆÎâ ÕÓÇÕßÇÌ
ÅÂÓÏÑÐËÍË ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÄÕÑÓâÇÕÔâ Ë ÆÎâ ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑ-
ÍËØ ÅÂÓÏÑÐËÍ. ´ÂÍËÇ ÓËÔÖÐÍË ÏÞ ÐÇ ÔÕÂÐÇÏ ÒÓËÄÑÆËÕß.
£ÏÇÔÕÑ àÕÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÂÐÂÎÑÅË ÓËÔ. 15. ´ÂÍ, ÐÂ ÓËÔ. 16
ÆÎâ ÒâÕÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÚÇÕÞÓÇ ÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕË, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÌ ×ÖÐÍÙËËA�5; x;A�, ÆÎâ ÚÇÕÞÓÇØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x ì ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÖÐÍÕËÓ-
ÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 1 Ë ÎÇÉËÕ Ä ÒÑÆÒÑÓÑÅÑÄÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË, ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 2;39 � x th:5

bif: pol ì
ÒÑÓÑÅÑÄÑÏÖ ÒÑÎá, ÓÂÊÆÇÎâáÜÇÏÖ ÒÑÆÒÑÓÑÅÑÄÖá Ë
ÐÂÆÒÑÓÑÅÑÄÖá ÑÃÎÂÔÕË, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÊÞÄÂÕß ÇÇ
ÃË×ÖÓÍÂÙËÑÐÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ; ÍÓËÄÂâ ÆÎËÐÐÞØ ÛÕÓËØÑÄ ÑÕÄÇ-
ÚÂÇÕ x � 6, Â ÍÓËÄÂâ ÍÑÓÑÕÍËØ ÛÕÓËØÑÄ ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 10.
¥ÄÇ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÍÓËÄÞÇ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ Ä ÐÂÆÒÑÓÑÅÑÄÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË. °ÐË ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÕ âÄÎÇÐËÇ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÒâÕÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÒÓË ÔÓÂÄ-
ÐËÕÇÎßÐÑ ÐÇÃÑÎßÛËØ ÒÑ ÂÃÔÑÎáÕÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÇ ÊÐÂÚÇÐËâØ
ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË. ´ÂÍËØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ÍÓËÄÑÌ ÐÂÆÒÑÓÑÅÑÄÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ
ÆÄÂ. ¿ÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÜËÏ ÒÑÎÑÉÇÐËÇÏ ÆÎâ âÄÎÇÐËâ
ÃË×ÖÓÍÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÓÂÊÆÄÑÇÐËâ ÒÑÎÑÉÇÐËÌ ÒÑÎÐÑÌ ÍÓÖ-
ÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË.

µÉÇ ÔÓÂÄÐÇÐËÇ ÓËÔ. 15 Ë 16 ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÆÇÎÂÕß ÄÞÄÑÆ
Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÆÑÄÑÎßÐÑ ÛËÓÑÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ËÊÏÇÐÇÐËâ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ A ì ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ
ÐÂÍÂÚÍË ì ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÍÂÍ ÕÓÇÕßâ, ÕÂÍ Ë ÒâÕÂâ
ÅÂÓÏÑÐËÍË Ô ÃÑÎßÛÑÌ ÔÕÇÒÇÐßá ÕÑÚÐÑÔÕË ÒÑÚÕË ÒÑÎÐÑ-
ÔÕßá ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÞ ÒÑ ÍÓÖÅÖ. ´Ñ ÉÇ ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß Ë Ñ
ÔÇÆßÏÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍÇ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓËÔ. 17, ÅÆÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ
ÚÇÕÞÓÇ ÍÓËÄÞÇ ÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË A�7; x;A�. ©ÆÇÔß ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 1,
ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 2;7ì ÒÑÓÑÅÖ ÃË×ÖÓÍÂÙËË
ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÔÇÆßÏÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË Ë
ÏÑÉÇÕ ÐÂÊÞÄÂÕßÔâ ÃË×ÖÓÍÂÙËÑÐÐÑÌ. ¥ÄÇ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ
ÛÕÓËØÑÄÞÇ ÍÓËÄÞÇ (ÍÓËÄÂâ ÆÎËÐÐÞØ ÛÕÓËØÑÄ ÒÓË x � 5
Ë ÍÓËÄÂâ ÍÑÓÑÕÍËØ ÛÕÓËØÑÄ ÒÓË x � 8) ÑÕÄÇÚÂáÕ ÐÂÆÒÑ-
ÓÑÅÑÄÑÌ ÑÃÎÂÔÕË. ±ÑÔÎÇÆÐËÇ ÆÄÇ ÍÓËÄÞÇ ËÏÇáÕ ÒÂÓÖ
ÕÑÚÇÍ, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÒÑÎÐÑÌ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÓË
ÐÇÃÑÎßÛËØ ÒÑ ÂÃÔÑÎáÕÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÇ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÔÕÇÒÇÐË
ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË. ´ÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÕÓÇÕßÇÌ Ë
ÒâÕÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍ, ÆÎâ ÔÇÆßÏÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ
ÛËÓÑÍÂ ÑÃÎÂÔÕß, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÇÆßÏÂâ ÅÂÓÏÑÐËÍÂ Ô ÃÑÎß-
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²ËÔ. 15. ¹ÇÕÞÓÇ ÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË A�3; x;A� ÆÎâ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË.
±ÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 1, ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ì ÃË×ÖÓÍÂ-
ÙËÑÐÐÂâ ì ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 2;02, ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ (ÆÎËÐÐÞÇ ÛÕÓËØË)
ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 5, Â ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ (ÍÑÓÑÕÍËÇ ÛÕÓËØË) ÑÕÄÇÚÂÇÕ
x � 8.
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²ËÔ. 16. ¹ÇÕÞÓÇ ÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË A�5; x;A�, ÑÒËÔÞÄÂá-
ÜÇÌ ÔÕÇÒÇÐß ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒâÕÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË. ±ÖÐÍÕËÓÐÂâ
ÍÓËÄÂâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 1, ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 2;39 ì ÒÑÓÑ-
ÅÑÄÑÏÖ ÒÑÎá, ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ (ÆÎËÐÐÞÇ ÛÕÓËØË) ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 6, Â
ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ (ÍÑÓÑÕÍËÇ ÛÕÓËØË) ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 10.
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ÛÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÏÑÉÇÕ ÔÚËÕÂÕßÔâ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ ÒÑÎâÓË-
ÊÑÄÂÐÐÑÌ ÒÑ ÍÓÖÅÖ, ÍÑÅÆÂ A�7; x;A� ÒÑ ÏÑÆÖÎá ÃÎËÊÍÂ Í
ÇÆËÐËÙÇ.

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÄÔÇ ÕÓË ÓËÔ. 15, 16, 17 ÖÍÂÊÞÄÂáÕ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ
ÑÃÎÂÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ ÊÐÂÍÂ ÒÑÚÕË ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÒÑ
ÍÓÖÅÖ ÔÕÇÒÇÐË ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍË ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ Ô
ÓÑÔÕÑÏ x ì ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË.

£ ÐÂÛÇÏ ÔÕÓÇÏÎÇÐËË Í ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËá ÑÃÜÐÑÔÕË
âÄÎÇÐËâ ÃË×ÖÓÍÂÙËË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ
ÑÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÕÇÒÇÓß ÐÂ ÑÃÜÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÏ
ÒÑÓÑÅË ÕÂÍÑÅÑ âÄÎÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÆÎâ �2n� 1�-Ì
ÅÂÓÏÑÐËÍË. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

�1 � A

ÿ
An

ÿ ��������������
1ÿ A2
p

; x
��2 ÿ ÿAn�1

ÿ ��������������
1ÿ A2
p

; x
��2

B�2n� 1; x;A� ; �42�

ÅÆÇ ÊÐÂÍ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ
ÊÐÂÍÑÏ Aì ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂÍÂÚÍË Ë

B�2n� 1; x;A� �
h
A2

n

ÿ ��������������
1ÿ A2
p

; x
�� A2

n�1
ÿ ��������������

1ÿ A2
p

; x
�ÿ

ÿ 2
��������������
1ÿ A2
p

An

ÿ ��������������
1ÿ A2
p

; x
�
An�1

ÿ ��������������
1ÿ A2
p

; x
�i
:

¥Îâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÒÑÓÑÅÑÄÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ x ÆÎâ �2n� 1�-Ì
ÅÂÓÏÑÐËÍË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÔÎÇÆÔÕÄËâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ (42) ÄÃÎËÊË jAj2 � 1. ¥Îâ àÕÑÅÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ

An

ÿ ��������������
1ÿ A2
p

; x
� �X1

k� 0

�
��������������
1ÿ A2
p

=2�n�2k
k!G�n� k� 1� g

�
n� 3

2
� 2k; x 2

�
;

�43�
ÅÆÇG�a�ì×ÖÐÍÙËâ ¿ÌÎÇÓÂ, Â g�a; x�ìÐÇÒÑÎÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ
¿ÌÎÇÓÂ. ³ ÒÑÏÑÜßá (43) ÒÇÓÄÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(42) ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ:

�1ÿ A2��n�1�
�
g�n� 3=2; x 2�

G�n� 1� ÿ g�n� 5=2; x 2�
G�n� 2�

�2

� 0 : �44�

²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ A2 � 1 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÖÎÇÄÑÏÖ
ÊÐÂÚÇÐËá ÅÂÓÏÑÐËÍ. £ÃÎËÊË ÊÐÂÚÇÐËâ A2 � 1, ÐÑ ÒÓË
A2 6� 0 ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÓÑÅÂ ÃË×ÖÓÍÂÙËË
ÒÑÎÐÑÌ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË �2n� 1�-Ì ÅÂÓÏÑÐËÍË.

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

g
�
n� 3

2
; �x th:2n�1

bif: pol �2
�
� 1

1� n
g
�
n� 5

2
; �x th:2n�1

bif: pol

�2�
: �45�

±ÓËÄÇÆÇÏ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (45) ÆÎâ ÓâÆÂ
ÅÂÓÏÑÐËÍ

x
th:�3�
bif: pol � 2;02 ; x

th:�5�
bif: pol � 2;39 ; x

th:�7�
bif: pol � 2;70 ;

x
th:�9�
bif: pol � 2;97 ; x

th:�11�
bif: pol � 3;2 ; x

th:�13�
bif: pol � 3;49 ;

x
th:�15�
bif: pol � 3;61 ; x

th:�17�
bif:pol � 3;80 ; x

th:�19�
bif:pol � 3;97 ;

x
th:�21�
bif: pol � 4;14 ; x

th:�23�
bif:pol � 4;39 ; x

th:�25�
bif:pol � 4;45 ;

x
th:�27�
bif: pol � 4;59 ; x

th:�29�
bif:pol � 4;73 ; x

th:�31�
bif:pol � 4;87 ;

x
th:�33�
bif: pol � 5;0 :

¿ÕË ÓÇÛÇÐËâ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÒÑÓÑÅÑÄÞÇ ÒÑÎâ
ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÄÞÔÑÍËØ ÅÂÓÏÑÐËÍ ÓÂÔÒÑÎÑ-
ÉÇÐÞ Ä ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÖÊÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÊÐÂÚÇÐËÌ x.

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÐÂÎËÚËÇ ÑÃÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (45)
Ë ÓÇÛÇÐËâ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÖÍÂÊÞÄÂáÕ ÐÂ ÖÐËÄÇÓÔÂÎß-
ÐÑÔÕß ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÐÂÏË âÄÎÇÐËâ Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÓËÏÇ-
ÐËÏÑÔÕË ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÌ ÕÇÑÓËË.

±ÓËÄÇÆÇÏ ÇÜÇ ÑÆÐÖ ËÎÎáÔÕÓÂÙËá, ÍÑÕÑÓÖá ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (40) Ë ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(45). ¡ ËÏÇÐÐÑ, ÒÓËÄÇÆÇÏ ÍÓËÄÞÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË, ÔÄâÊÞ-
ÄÂáÜËÇ ÔÕÇÒÇÐß ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂÍÂÚÍË A Ô
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕßá àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ
ÐÂÍÂÚÍË x ÆÎâ ÒÑÎÐÑÌ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÆÎâ 3-Ì, 5-Ì
Ë 7-Ì ÅÂÓÏÑÐËÍ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÑÐË ÒÑÎÐÑÔÕßá ÒÑÎâÓËÊÑ-
ÄÂÐÞ ÒÑ ÍÓÖÅÖ. ²ËÔÖÐÑÍ 18 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÛÇÔÕß ÍÓËÄÞØ:
ÄÇÓØÐËÇ ÕÓË ÍÓËÄÞÇ ÑÕÄÇÚÂáÕ A�2n� 1; x;A� � 1, Â ÐËÉ-
ÐËÇ ÕÓË ÍÓËÄÞÇ ÑÕÄÇÚÂáÕ A�2n� 1; x;A� � ÿ1. £ÇÓØÐââ
ÛÕÓËØÑÄÂâ ÒÓâÏÂâ ÎËÐËâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇ-
ÐËá A�2n� 1; x;A� � 1, Â ÐËÉÐââ ÛÕÓËØÑÄÂâ ÒÓâÏÂâ
ÎËÐËâ A�2n� 1; x;A� � ÿ1. ´ÑÚÍË ÑÕÄÇÕÄÎÇÐËâ ÑÕ ÛÕÓË-
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²ËÔ. 17. ¹ÇÕÞÓÇ ÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË A�7; x;A�, ÑÒËÔÞÄÂá-
ÜÇÌ ÔÕÇÒÇÐß ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÔÇÆßÏÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË Ë ÒÑÊÄÑÎâá-
ÜÇÌ ÖÔÏÑÕÓÇÕß âÄÎÇÐËÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËË ÔÕÇÒÇÐË ÒÑÎÐÑÌ ÍÓÖÅÑÄÑÌ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ë ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜËÇ ÇÏÖ ÔÄÑÌÔÕÄÂ. ´ÑÚÇÚÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÑÕ-
ÄÇÚÂÇÕ x � 1, ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 2;7 ì ÒÑÓÑÅÖ ÃË×ÖÓÍÂ-
ÙËË ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÔÇÆßÏÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË, ÍÓËÄÂâ
ÆÎËÐÐÞØ ÛÕÓËØÑÄ ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 5, Â ÍÓËÄÂâ ÍÑÓÑÕÍËØ ÛÕÓËØÑÄ
ÑÕÄÇÚÂÇÕ x � 8.
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²ËÔ. 18. ©ÆÇÔß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÎËÐËË, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÒÑÎÐÑÌ ÍÓÖÅÑÄÑÌ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ. ±ÓË àÕÑÏ ÄÇÓØÐââ ÒÑÎÑÄËÐÂ ÓËÔÖÐÍÂ ÑÕÄÇÚÂ-
ÇÕ A�2n� 1; x;A� � �1, Â ÐËÉÐââ A�2n� 1; x;A� � ÿ1. ¤ÑÓËÊÑÐÕÂÎß-
ÐÞÇ ÛÕÓËØÑÄÞÇ ÒÓâÏÞÇ A�1� � A � 1 Ë A�1� � A � ÿ1 âÄÎâáÕÔâ
ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏË, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÕÓÇÏÎÇÐËÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Í ÒÑÎÐÑÌ ÍÓÖ-
ÅÑÄÑÌ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ ÔÕÓÇÏÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÅÂÓÏÑÐËÍ Í ÐÖÎá. ´ÑÚÍË ÛÇÔÕË ÍÓËÄÞØ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÊÐÂÚÇÐËâÏ x Ë A,
ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÍÓÖÅÑÄÂâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÅÂÓÏÑÐËÍ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÐÑÌ, Â ËØ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÜÇÅÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ. ±ÖÐÍ-
ÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍÇ, ÛÕÓËØÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓË-
ÄÂâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÒâÕÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍÇ, Â ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ ì ÔÇÆßÏÑÌ
(ÔÓ. [7]).
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ØÑÄÞØ ÒÓâÏÞØ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÒÑÓÑÅÑÄÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ x. ±ÖÐÍ-
ÕËÓÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍÇ;
ÛÕÓËØÒÖÐÍÕËÓÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÒâÕÑÌ ÅÂÓÏÑ-
ÐËÍÇ; ÛÕÓËØÑÄÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÔÇÆßÏÑÌ ÅÂÓÏÑ-
ÐËÍÇ. °ÕÓÂÉÇÐÐÞÇ ÐÂ ÓËÔ. 18 ÑÕÄÇÕÄÎÇÐËâ ÍÓËÄÞØ ÒÑÎÐÑÌ
ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ì ÑÆÐÑ ËÊ ÒÓÑÔÕÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ
ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÑÅÑ ÃË×ÖÓÍÂÙËÑÐÐÑÅÑ âÄÎÇÐËâ.

7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

®ÂÕÇÓËÂÎ, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞÌ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ, ÆÂÇÕ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ñ ÔÄÑÌÔÕÄÂØ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ
âÄÎÇÐËâ ì ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÒÎÂÊÏÞ, ÄÞÊÞÄÂÇÏÑÅÑ
ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÐÂÍÂÚÍË.
¥Îâ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÒÎÂÊÏÞ Ë ÆÎâ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËØ Ä ÒÑÎÇ ÐÂÍÂÚÍË,
ÕÑÓÏÑÊÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÐÇÚÇÕÐÞÏË ÅÂÓÏÑ-
ÐËÍÂÏË ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÐÂÍÂÚÍË. ¬ÓÂÕÍÑ ËÊÎÑÉÇÐ-
ÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ,
ÆÇÕÂÎË ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ËÊÖÚÂÕß ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÅÂÓÏÑÐËÍ ÍÂÍ Ä ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË ÑÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ E ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ
ÐÂÍÂÚÍË, ÕÂÍ Ë ÑÕ ÇÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË. ±ÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÐÑ,
ÚÕÑ ÇÔÎË ÒÓË ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÔÎÂÃÑÏ ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÒÑÎÇ
ÐÂÍÂÚÍË ÏÂÍÔËÏÖÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÞØ ÅÂÓÏÑ-
ÐËÍ, ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂÍÂÚÍË,
ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÇÇ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË �A � 0�, ÕÑ
ÒÓË ÒÓÇÄÞÛÇÐËË ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓÑÅÑÄÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÐÂÒÓâ-
ÉÇÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË x th:2n�1

int:pol ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÆÄÂ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÆÎâ ÓÂÄÐÞØ ÒÑ ÂÃÔÑÎáÕÐÑÌ ÄÇÎË-
ÚËÐÇ, ÐÑ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞØ ÒÑ ÊÐÂÍÖ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÔÕÇÒÇÐË
ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂÍÂÚÍË. ¿ÕÑ âÄÎÇÐËÇ ÏÞ ÐÂÊÞ-
ÄÂÇÏ ÃË×ÖÓÍÂÙËÇÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ
ÅÂÓÏÑÐËÍ ÐÂÍÂÚÍË, ÒÓÑâÄÎâáÜÇÇÔâ Ä ÖÆÄÑÇÐËË ÏÂÍÔËÏÖ-
ÏÑÄ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÅÂÓÏÑÐËÍ.

³ ÓÑÔÕÑÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÐÂÍÂÚÍË ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÇÜÇ
ÑÆÐÑ ÃË×ÖÓÍÂÙËÑÐÐÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÅÂÓÏÑÐËÍ. ´ÂÍ, ÒÓË
ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÐÇÃÑÎßÛËØ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕâØ ÐÂÍÂÚÍË ÒÑÎ-
ÐÂâ ÍÓÖÅÑÄÂâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÅÂÓÏÑÐËÍ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ËØ ÓÂÄÐÑÌ
ÐÖÎá ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÒÓË ÕÂÍËØ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕâØ ÒÓË ÔÕÓÇÏÎÇÐËË ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ
Í ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá Ë ËØ ËÐ-
ÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß. ¿ÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ë ÒÓË ÃÑÎßÛËØ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕâØ Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÒÓâÏÞÏË A � 1 Ë A � ÿ1
(ÓËÔ. 18). °ÆÐÂÍÑ ÒÓË ÆÑÔÕËÉÇÐËË ÒÑÓÑÅÑÄÑÅÑ ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ
ÅÂÓÏÑÐËÍË ÊÐÂÚÇÐËâ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ
ÐÂÍÂÚÍË x th:2n�1

int: pol ÑÕ ÕÂÍËØ ÒÓâÏÞØ ÑÕÄÇÕÄÎâáÕÔâ ÍÓËÄÞÇ,
ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÒÑÎÐÑÌ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË �2n� 1�-Ì
ÅÂÓÏÑÐËÍË Ë ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË,
ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÅÂÓÏÑÐËÍ ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ.

±ÑÏËÏÑ ÕÂÍÑÅÑ ÖÆÄÑÇÐËâ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÔÕÇÒÇÐË ÒÑÎâÓË-
ÊÂÙËË ÐÂÍÂÚÍË, ÄÇÆÖÜËØ Í ÒÑÎÐÑÌ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
ÅÂÓÏÑÐËÍ, ÆÎâ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÞØ ÅÂÓÏÑÐËÍ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÔÓÂÄ-
ÐËÕÇÎßÐÑ ÛËÓÑÍËÇ ÑÃÎÂÔÕË ÊÐÂÚÇÐËÌ ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂÍÂÚÍË, ÃÎËÊÍËØ ÍÂÍ Í A � �1, ÕÂÍ Ë Í
A � ÿ1, ÍÑÅÆÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÅÂÓÏÑÐËÍ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ Ô
ÃÑÎßÛÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá, ÃÎËÊÍÑÌ Í ÒÑÎÐÑÌ ÍÓÖÅÑÄÑÌ. £ ÕÑ
ÉÇ ÄÓÇÏâ ÑÃÎÂÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ Í ÒÑÎÑÉËÕÇÎß-
ÐÞÏ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑ-
ÔÕË ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË, Â ÔÂÏ ÒÇÓÇØÑÆ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÍÓÖÚÇ. ¿ÕË
ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÍÂÍ ÃÞ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂáÕ âÄÎÇÐËÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËË
ÒÑÎÐÑÌ ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ.

±ÓËÄÇÆÇÏ ÊÆÇÔß ×ÑÓÏÖÎÖ, ÄÞÓÂÉÂáÜÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÒÑÕÑÍÂ àÐÇÓÅËË ÐÂÍÂÚÍË q ÚÇÓÇÊ ÒÂÓÂÏÇÕÓ x:

q � x 2

�
kBT �|W�

25

�ÿ
�ho �|W��2 � 1;7� 1014 Wt smÿ2 ; �46�

ÅÆÇ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ ËÊÏÇÓâÇÕÔâ Ä ÇÆËÐËÙÂØ 25 à£, Â ÚÂÔÕÑÕÂ
ÒÑÎâ ÐÂÍÂÚÍË ì Ä àÎÇÍÕÓÑÐÄÑÎßÕÂØ. ´ÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÆÎâ
ÒÑÓÑÅÂ ÃË×ÖÓÍÂÙËË ÒÑÎÑÉÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÕÓÇÕßÇÌ
ÅÂÓÏÑÐËÍË ËÏÇÇÏ x � 1;8042, ×ÑÓÏÖÎÂ (46) ÆÂÇÕ

q
th�3�
int:pol �

�
kBT �|W�

25

�ÿ
�ho �|W��2 � 5;5� 1014 Wt smÿ2 :

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÆÎâ ÒÑÓÑÅÂ ÃË×ÖÓÍÂÙËË ÔÕÇÒÇÐË ÍÓÖ-
ÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÕÓÇÕßÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË, ÍÑÅÆÂ x � 2;02,
ËÏÇÇÏ

q
th�3�
bif:pol �

�
kBT �|W�

25

�ÿ
�ho �|W��2 � 6;9� 1014 Wt smÿ2 :

±ÓÇÄÞÛÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓÑÅÂ ÐÂÆ ÒÇÓÄÞÏ âÄÎâÇÕÔâ
ÑÃÜËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÅÂÓÏÑÐËÍ, ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÞØ Ä ÒÑÎÐÑÔÕßá
ËÑÐËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâÏ Ô
ËÑÐÂÏË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËØ Ä ÒÑÎÇ ÐÂÍÂÚÍË.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÑØÓÂÐâáÜËÌÔâ ËÐÕÇÓÇÔ Í ÅÇÐÇÓÂÙËË
ÅÂÓÏÑÐËÍ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ ÕÂÍÉÇ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÒÓÑÅÓÇÔÔ Ä ÅÇÐÇÓÂ-
ÙËË ÅÂÓÏÑÐËÍ ÄÇÆÇÕ Í ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÔÑÊÆÂÐËâ ÍÑÓÑÕÍËØ
ËÏÒÖÎßÔÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÒÓË ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ
ÏÂÎÑÌ àÐÇÓÅËË ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÑÔÎÇ ÇÅÑ ÖÍÑÓÑÚÇ-
ÐËâ, ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÄÞÔÑÍÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÒÑÕÑÍÂ àÐÇÓÅËË ËÊÎÖÚÇÐËâ.

²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ ÒÓË ÚÂÔÕËÚÐÑÌ ×ËÐÂÐÔÑÄÑÌ ÒÑÆ-
ÆÇÓÉÍÇ ²ÑÔÐÂÖÍË (ÅÑÔÍÑÐÕÓÂÍÕ å 02-445-11-7331),
ª¯´¡³ (ÅÓÂÐÕ å 05-51-5037), ²¶¶ª (ÅÓÂÐÕ å 05-02-
16897).

8. ±ÓËÎÑÉÇÐËÇ

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

exp �iz sinj� �
X�1

k�ÿ1
Jk�z� exp �ikj� ;

ÒÑÍÂÉÇÏ, ÍÂÍ ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎ

Ix �
�
dq

qx
q 2

exp

�
ÿiquÿ 1

2
q 2V 2

T

�
�

�
�1
0

dq q exp

�
ÿ 1

2
q 2V 2

T

�� p

0

sin2 y dy
� 2p

0

dj cosj�

�
X�1

l�ÿ1

X�1
n�ÿ1

Jl�qVE a sin y� Jn�qVE b sin y��

� exp
�
i�l� n��otÿ kz�� exp �i�lÿ n�j� �

� p
�1
0

dq q exp

�
ÿ 1

2
q 2V 2

T

�� p

0

sin2 y dy�

�
X�1

l�ÿ1
Jl�qVE a sin y��

�
h
Jl�1�qVE b sin y� exp

�
i�2l� 1��otÿ kz���

� Jlÿ1�qVE b sin y� exp
�
i�2lÿ 1��otÿ kz��i ; �P:1�
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ÅÆÇ

a � ex � ey

2
; b � ex ÿ ey

2
:

¥Îâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏX�1
l�ÿ1

exp
�
i�2l� 1��otÿ kz���

� �Jl�A� Jl�1�B� � Jl�1�A� Jl�B�
� �

� 2i
X1
l� 0

sin
��2l� 1��otÿ kz���

�
�
l

B
� l

A
ÿ d

dB
ÿ d

dA

�
Jl�A� Jl�B� ;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÊÂÒËÔÂÕß (±.1) Ä ÄËÆÇ

Ix � 2pi
V 2

E

X1
l� 0

sin
��2l� 1��otÿ kz��� l

a
� l

b
ÿ d

da
ÿ d

db

�
�

�
�1
0

dx x 2

� p

0

dy exp

�
ÿ x 2V 2

T

2V 2
E sin

2 y

�
Jl�ax� Jl�bx� :

�P:2�

ªÏÇâ Ä ÄËÆÖ [22]� p=2

0

dy exp

�
ÿ x 2V 2

T

2V 2
E sin

2 y

�
� p

�
1ÿ F

�
xVT���
2
p

VE

��
;

ÅÆÇ

F�z� � 2���
p
p
� z

0

dt exp �ÿt 2�

ì ËÐÕÇÅÓÂÎ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË, ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß (±.2) Ä
ÄËÆÇ

Ix � 4ip3=2

V 2
E

X1
l� 0

sin
��2l� 1��otÿ kz��� l

a
� l

b
ÿ d

da
ÿ d

db

�
�

�
�1
VT=

��
2
p

VE

dt
�1
0

dx x exp �ÿx 2t 2� Jl�xa� Jl�bx� : �P:3�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ [10]�1
0

dx x exp �ÿx 2t 2�Jl�ax� Jl�bx� �

� 1

2t 2
exp

�
ÿ a 2 � b 2

4t 2

�
Il

�
ab
2t 2

�
;

ÅÆÇ Ip�x� ì ×ÖÐÍÙËâ ¢ÇÔÔÇÎâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ, ÕÑ, ÒÑÆÔÕÂ-
ÄÎââ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä (±.2), ÒÑÔÎÇ ÒÓÑÔÕÞØ ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Ix � ex
4
���
2
p

ip2

V 2
E

X1
l� 0

sin
��2l� 1��otÿ kz���

�
�
Al

�
r 2;

VE

2VT

�
ÿ Al�1

�
r 2;

VE

2VT

��
: �P:4�

©ÆÇÔß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ

Al�r 2; x� � 2���
p
p
� x 2

0

dt
��
t
p

exp �ÿt��Il�r 2t� ÿ Il�1�r 2t�� :
�P:5�

¶ÑÓÏÖÎÞ (±.4), (±.5), (21) ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÊÂÒËÔÂÕß x-ÒÓÑ-
ÇÍÙËá ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (18) (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÖ (24)).

±ÓÑÄÇÆÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÆÎâ y-
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (19). ¥Îâ àÕÑÅÑ
ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ

Iy �
�
dq

qy

q 2
exp

�
ÿiquÿ 1

2
q 2V 2

T

�
�

�
�1
0

dq q exp

�
ÿ 1

2
q 2V 2

T

�� p

0

sin2 y dy
� 2p

0

dj sinj�

�
X�1

l�ÿ1

X�1
n�ÿ1

Jl�qVEa sin y� Jn�qVE b sin y��

� exp
�
i�l� n��otÿ kz�� exp �i�lÿ n�j� �

� ÿ ip
V 2

E

�1
0

dx

� p

0

dy exp

�
ÿ V 2

Tx
2

2V 2
E sin

2 y

�
�

�
X�1

l�ÿ1
exp

�
i�2l� 1��otÿ kz���
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¥ÂÎÇÇ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ
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ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓË ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË ËÐÕÇÅÓÂÎÂ
ÒÑ y Ä (±.6) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ Iy ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ:
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±ÑÔÍÑÎßÍÖ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÄÑ ÏÐÑÅÑÏ ÒÑÆÑÃÐÑ (±.3), ÕÑ,
ËÔÒÑÎßÊÖâ ÒÑÆÑÃÐÞÇ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË (±.3) ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
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±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (21) ÊÂÒËÔÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
(25).
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Bifurcation properties of bremsstrahlung pumped plasma harmonics
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The nonlinear generation of odd pump-éeld harmonics in a fully ionized plasma is brieêy reviewed. Two thresholding bifurcation
features of harmonics are discussed: intensity peaks splitting as a function of the circular polarization degree of the pump éeld; and, for a
somewhat higher threshold, nonzero intensity and full circular polarization produced by a pump éeld of incompletely circular
polarization.
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