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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ 1940-Ø ÅÑÆÂØ ²ËÚÂÓÆ ¶ÇÌÐÏÂÐ ÄÞÆÄËÐÖÎ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ÐÑÄÞØ Ë ÑÓËÅËÐÂÎßÐÞØ ÒÑÆØÑÆÑÄ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË:

ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ "ÒÑ ÄÔÇÏ ÒÖÕâÏ" [1, 2], ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏÐÖá ÕÇØÐËÍÖ Ä ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ [3 ë 5], ÐÂÊÄÂÐ-
ÐÖá ÄÒÑÔÎÇÆÔÕÄËË ×ÇÌÐÏÂÐÑÄÔÍÑÌ, Ë ÏÇÕÑÆ ÓÂÔÒÖÕÞ-
ÄÂÐËâ 1 ÄÞÓÂÉÇÐËÌ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ ÐÇÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËÇ
ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ [6]. ±ÇÓÄÞÇ ÆÄÂ ÒÑÆØÑÆÂ, ÒÑÎÖ-
ÚËÄÛËÇ ÛËÓÑÍÖá ËÊÄÇÔÕÐÑÔÕß Ë ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÊÄËÕËÇ,
ÒÑÔÕÑâÐÐÑ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÕÇÑÓÇÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍËì ÑÕ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ Ë ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ×ËÊËÍË ÆÑ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË Ë ÕÇÑÓËË ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑ-
ÔÕË. ¿ÕË ÏÇÕÑÆÞ ÆÇÕÂÎßÐÑ ËÊÎÑÉÇÐÞ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÖÚÇÃÐË-
ÍÂØ Ë ÏÑÐÑÅÓÂ×ËâØ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ×ÇÌÐÏÂÐÑÄÔÍËÌ ÏÇÕÑÆ
ÓÂÔÒÖÕÞÄÂÐËâ (¶®²) ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÔâ ÎËÛß ÐÇÏÐÑÅËÏË,
ÓÇÆÍÑ ÖÒÑÏËÐÂÇÕÔâ Ä ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ Ë, ÒÑ-
ÄËÆËÏÑÏÖ, ÏÂÎÑ ËÊÄÇÔÕÇÐ ×ËÊËÍÂÏ. ¥ÂÐÐÂâ ÔÕÂÕßâ
ËÏÇÇÕ ÙÇÎßá ÄÑÔÒÑÎÐËÕß àÕÑÕ ÒÓÑÃÇÎ Ë ËÊÎÑÉËÕß ÑÔÐÑÄ-
ÐÞÇ ÂÔÒÇÍÕÞ ¶®² ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÊÂÆÂÚÂÏ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÏÇØÂÐËÍË, Â ÕÂÍÉÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô
ÐËÏË ÕÇÑÓÇÕËÍÑ-ÅÓÖÒÒÑÄÞÇ ÄÑÒÓÑÔÞ.

¬ÓÂÕÍÑ ÑÒËÛÇÏ ÔÑÆÇÓÉÂÐËÇ ÔÕÂÕßË. °ÔÐÑÄÐÞÇ ÒÑÐâ-
ÕËâ Ë ×ÑÓÏÖÎÞ ¶®², Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÄÂÉÐÂâ ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌ-
ÛÇÅÑ ÕÇÑÓÇÏÂ ¶ÇÌÐÏÂÐÂ Ñ ÄÞÒÖÕÞÄÂÐËË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ, ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 3
ËÊÎÑÉÇÐÑ àÎÇÅÂÐÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ [6] ÊÂÆÂÚË Ñ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔ-
ÍÑÏ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÇ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ, ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÏÑÏ
ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÑÌ f �t�, ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÊÂÄËÔâÜÇÌ
ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÓÂÃÑÕÞ [7 ë 9]). ²ÂÊÆÇÎ 4 ÒÑÔÄâÜÇÐ
ÒÓËÏÇÐÇÐËá ¶®² Í ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÄÓÂÜÇÐËË ÔÒËÐÂ ÚÂÔÕËÙÞ
[10], ÑÃÎÂÆÂáÜÇÌ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ, ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ
ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ H�t�. ¯Â àÕËØ ÒÓËÏÇÓÂØ ÖÆÑÃÐÑ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÕß ¶®², ÒÑÔÍÑÎßÍÖ àÕÑ ÆÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÑÔÕÂÐÂÄÎË-
ÄÂÕßÔâ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÆÇÕÂÎâØ ÆÂÐÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ, ÑÃÞÚÐÑ

¥ÇÍÂÃÓß 2007 Å. ´ÑÏ 177, å 12
µ ³ ± ¦ · ª ¶ ª © ª ¹ ¦ ³ ¬ ª · ¯ ¡ µ ¬

®¦´°¥ª¹¦³¬ª¦ ©¡®¦´¬ª
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Ë ÕÇÑÓËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÅÓÖÒÒ

£.³. ±ÑÒÑÄ

°ÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÅÑ ¶ÇÌÐÏÂÐÑÏ ÏÇÕÑÆÂ ÓÂÔÒÖÕÞÄÂÐËâ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ
ÐÇÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ, Í ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ ÊÂÆÂÚÂÏ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË. ²ÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂáÕÔâ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÑÌ Ë (ËÎË) ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÚÂÔÕÑ-
ÕÑÌ, ÒÑÄÑÓÑÕ ÔÒËÐÂ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÊÂÄËÔâÜÇÏ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË, ÓÂÔÒÖÕÞÄÂÐËÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÂÕÑÏÂ (ËÑÐÂ)
Ä ÎÂÊÇÓÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÏÑÆÇÎß Ô ÅÓÖÒÒÑÌ ÔÍÓÞÕÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÂÕÑÏÂ ÄÑÆÑÓÑÆÂ, ÕÇÑÓËâ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ
Ë ÆÓ. °ÒÇÓÂÕÑÓÐÑÇ ËÔÚËÔÎÇÐËÇ ¶ÇÌÐÏÂÐÂ, ÆÑÒÑÎÐÇÐÐÑÇ ÒÓÑÔÕÞÏË ÕÇÑÓÇÕËÍÑ-ÅÓÖÒÒÑÄÞÏË ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâÏË,
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ Ä ÓÂÔÒÖÕÂÐÐÑÏ ÄËÆÇ Ë ÒÑÎÖÚËÕß ÃÇÊ ÅÓÑÏÑÊÆÍËØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÕÑÚÐÞÇ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÏÇÉÆÖ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ Ë ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏË
ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ. ¬ÓÂÕÍÑ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌ D-ÏÇÓÐÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓËÏÇÐË-
ÕÇÎßÐÑ Í ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÓÑÉÆÇÐËâ ÒÂÓ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ Ä ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ.
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1 ªÎË ÄÞÒÖÕÞÄÂÐËâ (disentangling). ±ÑâÔÐÇÐËÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ àÕÑÅÑ
ÕÇÓÏËÐÂ ÔÏ. Ä ÐÂÚÂÎÇ ÓÂÊÆÇÎÂ 2.



ÑÒÖÔÍÂÇÏÞØ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ. £ ÓÂÊÆÇÎÂØ 5 ë 8 ËÊÎÑÉÇÐËÇ
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÍÓÂÕÍËÏ: ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÏÞ ÒÓËÄÑÆËÏ
ÕÑÎßÍÑ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÖ ÊÂÆÂÚË Ë ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ,
ÑÕÔÞÎÂâ ÚËÕÂÕÇÎâ ÊÂ ÒÑÆÓÑÃÐÑÔÕâÏË ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ Í ÑÓË-
ÅËÐÂÎßÐÞÏ ÔÕÂÕßâÏ. ²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑ-
ÆÑÄ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÏ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÇ Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË
ÚÂÔÕÑÕÑÌ [11, 12]; ÑÃÜËÌ ÔÎÖÚÂÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË o�t� Ë f �t�; ÓÂÔÒÖÕÞÄÂÐËÇ ÅÂÏË-
ÎßÕÑÐËÂÐÂ ÂÕÑÏÂ (ËÑÐÂ) Ä ÔËÎßÐÑÏ ÎÂÊÇÓÐÑÏ ÒÑÎÇ;
ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ¶®² Ä ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ [6], Í ÏÑÆÇÎß-
ÐÑÏÖ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÖ Ô ÅÓÖÒÒÑÌ "ÔÍÓÞÕÑÌ" ÔËÏÏÇÕÓËË
ÂÕÑÏÂ ÄÑÆÑÓÑÆÂ [11], Ä ÕÇÑÓËË ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ë
ÆÓ. ©ÂÍÎáÚËÕÇÎßÐÞÇ ÓÂÊÆÇÎÞ 9 Ë 10 ÒÑÔÄâÜÇÐÞ ÄÞÄÑÆÂÏ
Ë ÒÇÓÔÒÇÍÕËÄÂÏ. ¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÄÑÒÓÑÔÞ Ë ÆÇÕÂÎË
ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÄÞÐÇÔÇÐÞ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËâ: Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË ¡
ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ¶ÑÍÂ ë¢ÂÓÅ-
ÏÂÐÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ë ÂÕÑÏÂ
ÄÑÆÑÓÑÆÂ ËÏÇáÕ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ, Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË ¢
ì ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ n Ë r (ÔÏ.
×ÑÓÏÖÎÞ (3.15) Ë (5.12) Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 3 Ë 5 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ),
Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË £ ì ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ²ËÍÍÂÕË ÆÎâ ÊÂÆÂÚË Ñ
ÄÓÂÜÇÐËË ÔÒËÐÂ Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, Ä ÒÓËÎÑ-
ÉÇÐËË ¤ ì ÖÔÎÑÄËÇ ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕË.

±ÓË ÒÓËÏÇÐÇÐËË ¶®² Í ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÏ
ÒÓÑÃÎÇÏÂÏ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÖá ÒÑÏÑÜß ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕß ÕÇÑ-
ÓËâ ÅÓÖÒÒ, ÒÑÊÄÑÎâáÜÂâ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÖÒÓÑÔÕËÕß ÄÞÚË-
ÔÎÇÐËâ. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÞÇ ÔÄÇÆÇÐËâ ËÊ ÕÇÑÓËË ÅÓÖÒÒ ÔÑÆÇÓ-
ÉÂÕÔâ (Ô ÃÑÎßÛËÏ ÊÂÒÂÔÑÏ) Ä ÍÐËÅÂØ [13 ë 18]. ¥Îâ
ÒÑÐËÏÂÐËâ ÓÂÊÆÇÎÑÄ 5 Ë 6 ÒÑÕÓÇÃÖáÕÔâ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ
ÔÄÇÆÇÐËâ ÑÃ ÖÐËÕÂÓÐÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâØ ÐÇÍÑÏÒÂÍÕÐÞØ
ÂÎÅÇÃÓ Ë; ËÊÎÑÉÇÐËÇ àÕÑÌ ÕÇÑÓËË ÐÂ ÆÑÔÕÖÒÐÑÏ ÖÓÑÄÐÇ
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÑÃÊÑÓÇ [19].

±ÓËÄÇÆÇÏ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÍÑÏÏÖÕÂ-
ÙËÑÐÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ ÖÐËÕÂÓÐÑÌ
ÅÓÖÒÒÞ SU�2� Ë ÍÄÂÊËÖÐËÕÂÓÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ SU�1; 1�, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÇÆËÐÑÏ ÄËÆÇ:

�Ĵ�; Ĵÿ� � 2ZĴ0 ; �Ĵ0; Ĵ�� � �Ĵ� ; �1:1�

ÅÆÇ

Ĵ� � Ĵx � iĴy ; Ĵ0 � Ĵz ; �1:2�

Z � 1 dlq SU�2� ;
ÿ1 dlq SU�1; 1� :

�
�1:3�

±ÓË àÕÑÏ Ĵ� âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÄÞÛÂáÜËÏ, Â Ĵÿ ì ÒÑÐË-
ÉÂáÜËÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ ÐÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËâØ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ Ĵ0:

Ĵ0jmi � mjmi ; Ĵ0Ĵ�jmi � �m� 1� Ĵ�jmi : �1:4�

³ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂÏË Ĵa ÍÑÏÏÖÕËÓÖÇÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ¬ÂÊËÏËÓÂ
Ĵ 2 ("ÍÄÂÆÓÂÕ ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ" ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ), ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÊÂÆÂÇÕ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËÇ

�Ĵ 2; Ĵa� � 0 ; a � �; 0 ; �1:5�

Ĵ 2 � Ĵ 2
z � Z�Ĵ 2

x � Ĵ 2
y � � Ĵ 2

0 �
1

2
Z�Ĵ�Ĵÿ � ĴÿĴ�� : �1:6�

¤ÓÖÒÒÂ SU�2� âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÌ Ë ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÑ-
ÏÇÓÐÞÇ ÖÐËÕÂÓÐÞÇ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ, ØÑ-
ÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË, ÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ

ÑÒÇÓÂÕÑÓ Ĵ 2 ÔÄÑÆËÕÔâ Í c-ÚËÔÎÖ:

Ĵ 2jci � j � j� 1� jci ; j � 0;
1

2
; 1;

3

2
; . . . �1:7�

( jìÔÒËÐ ËÎË ÖÅÎÑÄÑÌÏÑÏÇÐÕ), Â Ö ÐÇÍÑÏÒÂÍÕÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ
SU�1; 1� ÕÂÍËØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÐÇÕ 2. µÍÂÊÂÐÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ
àÕËØ ÅÓÖÒÒ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÑÄÂÕß ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ
ÏÂÕÓËÙ, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÒÑÄÑÓÑÕÖ ÄÑÍÓÖÅ ÑÔË x: ÆÎâ ÔÒËÐÑÓ-
ÐÑÅÑ � j � 1=2� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÅÓÖÒÒÞ SU�2� ËÏÇÇÏ
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Â Ä ÔÎÖÚÂÇ ÅÓÖÒÒÞ SU�1; 1�: #! ib,
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°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÐÇÚ-
ÐÑÏÇÓÐÞÏ, ÐÑ ÐÇ ÖÐËÕÂÓÐÞÏ.

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 4 ÄÏÇÔÕÑ Ĵa ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÔÒËÐÑÄÞÌ
ÑÒÇÓÂÕÑÓ ŝa, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÌ ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËâÏ (1.1) ÒÓË Z � 1.

2. °ÔÐÑÄÞ ×ÇÌÐÏÂÐÑÄÔÍÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ
ÓÂÔÒÖÕÞÄÂÐËâ

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÒÑâÔÐËÏ ÕÇÓÏËÐ "ÓÂÔÒÖÕÞÄÂÐËÇ ÑÒÇÓÂÕÑ-
ÓÑÄ". £ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ Ë ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ ÚÂÔÕÑ ÄÔÕÓÇ-
ÚÂáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÄËÆÂ

Ĥ � exp �aÂ� bB̂� gĈ� . . .� ; �2:1�

ÅÆÇ Â; B̂; . . . ì ÐÇÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ (ÐÂÒÓËÏÇÓ
x̂ Ë p̂, â Ë â�), a; b; . . . ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ËÎË
ÚËÔÎÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË. ¯ÂÎËÚËÇ Ä àÍÔÒÑÐÇÐÕÇ ÐÇÍÑÏÏÖÕË-
ÓÖáÜËØ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÔËÎßÐÑ ÊÂÕÓÖÆÐâÇÕ
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ. ¶ÇÌÐÏÂÐ ÓÂÊÄËÎ ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÑÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÇ
ËÔÚËÔÎÇÐËÇ [6], Ä ÍÑÕÑÓÑÏ Ö ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÄÄÑÆËÕÔâ ÖÒÑÓâÆÑ-
ÚËÄÂáÜËÌ ËÐÆÇÍÔ s, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÆÇÌÔÕÄËâ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ë ÒÑÊÄÑÎâáÜËÌ ÒÓËÏÇÐâÕß ÑÃÞÚÐÞÇ ÒÓÂÄËÎÂ
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ. ±Ñ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÑÒÇÓÂÕÑÓ Ô
ÃoÂ ÎßÛËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ËÐÆÇÍÔÂ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÒÑÊÆÐÇÇ:

ÂsB̂s 0 � ÂB̂ ; s > s 0 ;
B̂Â ; s < s 0 ;

�
�2:2�

ÒÓËÚÇÏ B̂Â ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÍÂÍ Ä ÄËÆÇ B̂1A0, ÕÂÍ Ë Ä ÄËÆÇ
Â0B̂1 (ÄÏÇÔÕÑ ËÐÆÇÍÔÑÄ 0 Ë 1 ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß Ë
ÆÓÖÅËÇ, ÐÇÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÙÇÎÞÇ; ÕÂÍ, Âÿ1;5B̂0;3 � B̂Â, ÒÑ-
ÔÍÑÎßÍÖ ÿ1;5 < 0;3). ªÐÆÇÍÔ s ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß Ë ÐÇÒÓÇÓÞÄ-
ÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÄÓÇÏÇÐÇÏ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎÞ 3 ë 6).

2 ¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ [16, 19], ÐÇÍÑÏÒÂÍÕÐÞÇ ÅÓÖÒÒÞ ÄÑÑÃÜÇ ÐÇ ËÏÇáÕ
ÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÞØ ÖÐËÕÂÓÐÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÕÓËÄË-
ÂÎßÐÑÅÑ (ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ).

1320 £.³. ±°±°£ [µ¶¯ 2007



±ÓËÄÇÆÇÏ ÒÓËÏÇÓ [6]: ÒÖÔÕß Â � exp â Ë B̂ � exp b̂, ÕÑÅÆÂ

B̂Â � exp �â0 � b̂1� �
X1
n� 0

1

n!
�â0 � b̂1�n �

� 1� â� b̂� 1

2
�â 2 � 2b̂â� b̂ 2��

� 1

6
�â 3 � 3b̂â 2 � 3b̂ 2â� b̂ 3� � . . . ; �2:3�

ÒÑÔÍÑÎßÍÖ

�â0 � b̂1�n �
Xn
k� 0

n
k

� �
â k
0 b̂

nÿk
1 � n!

Xn
k� 0

�
k!�nÿ k�!�ÿ1b̂ nÿkâ k

(Ä ÑÃÞÚÐÑÌ ÊÂÒËÔË).
£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ¶®² ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (2.1)

ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Í ÄËÆÖ

Ŝ � exp �~aÂ� exp �~bB̂� exp �~gĈ� exp �dD̂� . . . ; �2:4�

ÍÑÕÑÓÞÌ Ë ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ "ÓÂÔÒÖÕÂÐÐÞÏ": ÊÆÇÔß ÍÂÉÆÞÌ
ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎß ÔÑÆÇÓÉËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ ÑÒÇÓÂÕÑÓ, ÒÑàÕÑÏÖ
×ÖÐÍÙËË ÑÕ ÐÇÅÑ, ÕÂÍËÇ ÍÂÍ exp �Â�, ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÅÑ ÓâÆÂ.

¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ â; ~b; . . . ÄÞÚËÔÎâáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ËÔØÑÆÐÞÇ
a; b; . . . ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (ÑÃÞÚÐÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ). ±ÓË
àÕÑÏ Ä (2.4) ÏÑÅÖÕ ÒÑâÄËÕßÔâ Ë ÐÑÄÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ (ÑÃÑ-
ÊÐÂÚÇÐÐÞÇ Ä (2.4) ÚÇÓÇÊ D̂), ÍÑÕÑÓÞØ ÐÇ ÃÞÎÑ Ä ËÔØÑÆÐÑÏ
ÄÞÓÂÉÇÐËË. ±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ŝ Ä ÄËÆÇ (2.4)
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ Ä ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ ÎÇÅÍÑ ÄÞÚËÔÎâÕß ÏÂÕÓËÚÐÞÇ
àÎÇÏÇÐÕÞ Smn, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÏÇÉÆÖ ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÏË ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË. ¬ÑÐÍÓÇÕÐÞÇ ÒÓËÏÇÓÞ
ÒÓËÏÇÐÇÐËâ àÕÑÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ ÃÖÆÖÕ ÆÂÐÞ Ä ÆÂÎßÐÇÌ-
ÛÇÏ.

£ ÔÕÂÕßÇ ÏÞ ÒÑÔÕÑâÐÐÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÕÇÑÓÇÏÖ ¶ÇÌÐ-
ÏÂÐÂ Ñ ÄÞÒÖÕÞÄÂÐËË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ.
±ÖÔÕß F �M̂�s�; N̂�s�; . . .

�
ì ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ÑÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ

M̂; N̂; . . . ; s ì ÖÒÑÓâÆÑÚËÄÂáÜËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ. ±ÓË ÖÐËÕÂÓ-
ÐÑÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË M̂ 0�s� � Ûÿ1M̂�s�Û, ÅÆÇ Û ì
ÒÑÔÕÑâÐÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ s, Ä ÒÓÑËÊÄÇÆÇ-
ÐËË ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ M̂�s� ds�N̂�s� ÔÕÑâÜËÌ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË
ÏÐÑÉËÕÇÎß ÒÑÎÐÑÔÕßá ÔÑÍÓÂÜÂÇÕÔâ: UUÿ1 � 1, ÑÕÔáÆÂ

F �M̂ 0�s�; N̂ 0�s�; . . .
� � Ûÿ1 F �M̂�s�; N̂�s�; . . . �Û : �2:5�

©ÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÇÐ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓ
Û�s� ÔÂÏ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ s. ±ÓË àÕÑÏ

Û�s� ds�Ûÿ1�s� � 1� P̂�s�ds �

� exp

�
P̂

�
s� 1

2
ds

�
ds

�
; ds! 0 ; �2:6�

Õ.Ç. ÒÑÎÐÑÌ ÍÑÏÒÇÐÔÂÙËË ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ Û�s� ds� Ë
Ûÿ1�s� ÖÉÇ ÐÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ: ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓ P̂�s�, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

dÛ�s�
ds
� P̂�s� Û�s� : �2:7�

¡ÓÅÖÏÇÐÕ s� �1=2�ds Ö P̂ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ
ÒÓÂÄËÎßÐÞÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÇÅÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ Ä ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËË
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ, ÄØÑÆâÜËØ Ä ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ F , ÚÕÑ ÆÂÇÕ ÒÑÔÎÇ

ÒÇÓÇÏÐÑÉÇÐËâ ×ÂÍÕÑÓ exp
�� s1

s0
P̂�s� ds�. £ ËÕÑÅÇ ÒÓËØÑÆËÏ

Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá (ÕÇÑÓÇÏÂ ¶ÇÌÐÏÂÐÂ)

F �M̂ 0�s�; N̂ 0�s�; . . .
� � Ûÿ1�s1� F

�
M̂�s�; N̂�s�; . . .

��
� exp

�� s1

s0

P̂�s� ds
�
Û�s0� ; �2:8�

ÅÆÇ

M̂ 0�s� � Ûÿ1�s�M̂�s�Û�s� ;
�2:8 0�

Û�s� � exp

�� s

s0

P̂�s 0� ds 0
�
Û�s0� :

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÇÔÎË P̂�s� � a�s�P̂s, ÅÆÇ a�s�ìÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÂâ ÚËÔÎÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ, Â ÑÒÇÓÂÕÑÓ P̂s ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ s
âÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ 3 Ë U�s0� � 1, ÕÑ

exp

�� s1

s0

a�s�P̂s ds

�
F �M̂�s�; N̂�s�; . . . � �

� exp

�
P̂s1

� s1

s0

a�s� ds
�
F �M̂ 0�s�; N̂ 0�s�; . . . � ; �2:9�

M̂ 0�s� � exp

�
ÿP̂s

� s

s0

a�s 0� ds 0
�
M̂�s� exp

�
P̂s

� s

s0

a�s 0� ds 0
�
:

�2:9 0�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ F Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (2.8) Ë (2.9) ÐÇ
ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÑÔÒÓËÐËÏÂÕß ÍÂÍ ÒÓÇÆàÍÔÒÑÐÇÐÕÖ. ¿ÕË×ÑÓÏÖÎÞ
(ÔÏ. Ä [6] ÖÓÂÄÐÇÐËâ (16) ë (20)) ÊÂÆÂáÕ ÒÓÂÄËÎÑ ÄÞÒÖÕÞ-
ÄÂÐËâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ exp fP̂ � s1s0 a�s� dsg ËÊ
ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÕËÒÂ (2.1). ±ÓË àÕÑÏ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ
ÄÔÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÞ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (2.2).

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÓÑÎß s ËÅÓÂÇÕ ÄÓÇÏâ Ë ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËÇ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÒÑ ¶ÇÌÐÏÂÐÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ T-ÒÓÑËÊÄÇÆÇ-
ÐËá. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÑÒÇÓÂÕÑÓ àÄÑÎáÙËË ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÔËÔ-
ÕÇÏÞ

Ŝ�t1; t0� � lim
N!1

YN
i� 1

�
1ÿ i

�h
Ĥ�ti�Dti

�
�

� Texp

�
ÿ i

�h

� t1

t0

Ĥ�t 0� dt 0
�
; �2:10�

ÅÆÇ Ĥì ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ Ë Dti � �t1 ÿ t0�=N! 0.
¯Â àÕÑÏ ÏÞ ÊÂÍÑÐÚËÏ ÑÃÜÇÇ ÄÄÇÆÇÐËÇ Ä ¶®²,

ÑÕÔÞÎÂâ ÚËÕÂÕÇÎâ ÊÂ ÆÂÎßÐÇÌÛËÏË ÒÑÆÓÑÃÐÑÔÕâÏË Í
ÑÔÐÑÄÑÒÑÎÂÅÂáÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ ¶ÇÌÐÏÂÐÂ [6] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ
ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ¡ Ä [6], Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ËÊÎÑÉÇÐ ÃÑÎÇÇ ÔÕÓÑÅËÌ
ÄÞÄÑÆ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ×ÑÓÏÖÎ). ±ÇÓÇÌÆÇÏ Í ÒÓËÏÇ-
ÐÇÐËâÏ ¶®² Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ.

3. £ÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ
ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÑÌ

¯ÂÚÐÇÏ Ô ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ ¶ÇÌÐÏÂÐÑÏ [6, 7] ÊÂÆÂÚË,
ÍÑÕÑÓÂâ, ÒÑ ÇÅÑ ÔÎÑÄÂÏ, "Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÂâ Ä ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÑÃÜÇÏ ÄËÆÇ, âÄÎâÇÕÔâ ÅÎÂÄÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ

3 ´ÂÍÑÌ ÔÎÖÚÂÌ ÚÂÔÕÑ ÄÔÕÓÇÚÂÇÕÔâ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËâØ. ±ÓË àÕÑÏ ËÐÆÇÍÔ s Ö
Ps ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÓâÆÑÍ ÆÇÌÔÕÄËâ àÕÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÆÓÖÅËØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ �M̂; N̂; . . .� Ä (2.8), Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÇÅÑ
ÆÎâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË ÑÒÖÔÍÂÇÏ.

5 µ¶¯, Õ. 177, å 12

´. 177, å 12] ¶¦«¯®¡¯°£³¬ª« ®¦´°¥ ²¡³±µ´½£¡¯ªÁ °±¦²¡´°²°£ ª ´¦°²ªÁ ±²¦¥³´¡£¦¯ª« ¤²µ±± 1321



àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË" [6, Ô. 114]:

Ĥ � 1

2
� p̂ 2 � o2q̂ 2� ÿ f �t�q̂ �

� 1

2
o�ââ� � â�â� ÿ f �t�������

2o
p �â� â�� : �3:1�

©ÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ÏÞ ÄÞÃËÓÂÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÇÆËÐËÙ �h � m � 1;
ÒÓË àÕÑÏ � p̂; q̂� � ÿi, â� Ë â ì ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÓÑÉÆÇÐËâ Ë
ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞØ ÍÄÂÐÕÑÄ:

â� � 1������
2o
p �oq̂ÿ ip̂� ; â � 1������

2o
p �oq̂� ip̂� ; �â; â�� � 1 ;

�3:2�
âjni � ���

n
p jnÿ 1i ; â�jni � �����������

n� 1
p jn� 1i ; �3:3�

�Ĥ; â� � ÿoâ� �2o�ÿ1=2f ; �Ĥ; â�� � oâ� ÿ �2o�ÿ1=2f :
�3:4�

°ÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ f �t�, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÂ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ, ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÎËÛß, ÚÕÑ f �t� ! 0 ÒÓË
t! �1. ´ÓÇÃÖÇÕÔâ ÐÂÌÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ ÏÇÉÆÖ
ÐÂÚÂÎßÐÞÏ �jmi� Ë ÍÑÐÇÚÐÞÏ �jni� ÔÑÔÕÑâÐËâÏË ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÂ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÍÄÂÐÕÑÄ.

±ÓËÏÇÐââ ÕÇÑÓÇÏÖ ¶ÇÌÐÏÂÐÂ Í ÑÒÇÓÂÕÑÓÖ àÄÑÎáÙËË
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ

Ŝ�t; t0� � T exp

�
ÿi
� t

t0

Ĥ�t 0� dt 0
�
; �3:5�

ÄÞÒÖÕÂÇÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Ĥ0 � �1=2�o�ââ� � â�â�;
ÑÕÐÑÔâÜËÌÔâ Í ÔÄÑÃÑÆÐÑÏÖ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÖ:

â�t� � exp �iĤ0t� â exp �ÿiĤ0t� � â exp �ÿiot� ; �3:6�
â��t� � â� exp �iot� ;

ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÇÓÇØÑÆÖ Í ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ. °ÕÔáÆÂ ÒÑÎÖÚËÏ

Ŝ�t; t0� � exp
�ÿiĤ0�tÿ t0�

��
� T exp

�
i������
2o
p

� t

t0

f �t 0��â exp �ÿiot 0� � â� exp �iot 0��dt 0�;
�3:7�

ÒÑÔÎÇ ÚÇÅÑ ÒÓËÏÇÐâÇÏ ¶®² Í ÄÞÒÖÕÞÄÂÐËá ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ
Ô â�. µÚËÕÞÄÂâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

â 0 � exp �ÿibâ� â exp �ibâ�� � â� ib ; �3:8�
â� 0 � exp �ÿibâ� â� exp �ibâ�� � â� ÿ ib ;

Ä ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕË ÍÑÕÑÓÞØ ÏÑÉÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÒÓÑÆË××Ç-
ÓÇÐÙËÓÑÄÂÄ ËØ ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ b Ô ÖÚÇÕÑÏ 4 ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐ-
ÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ Ë ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ â 0�b � 0� � â,
ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÏÇÉÆÖ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ jmi Ë ÍÑÐÇÚ-
ÐÞÏ jni ÔÑÔÕÑâÐËâÏË ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏ
ÚËÔÎÑÏ ÍÄÂÐÕÑÄ ÐÂØÑÆËÏ:

Anm � 1����������
m! n!
p 


0
��â n exp �ib �â�� exp �ibâ� â�m��0� ; �3:9�

ÅÆÇ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (3.7)

b�t; t0� � 1������
2o
p

� t

t0

f �t 0� exp �ÿiot 0� dt 0 : �3:10�

¥ÂÎÇÇ ÒÑÎÑÉËÏ t0 ! ÿ1, t!1 Ë b � b�1;ÿ1� ì
ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÌ ÔÕÇÒÇÐß ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÂ ÊÂ ÄÔÇ ÄÓÇÏâ ÆÇÌÔÕÄËâ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ f �t�. ±ÇÓÇ-
ÔÕÂÄÎââ ÏÐÑÉËÕÇÎË exp �ibâ� Ë â�m, â n Ë exp �ib �â�� Ë
ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ

jni � �n!�ÿ1=2â�nj0i ; âj0i � h0jâ� � 0 ; �3:11�
h0jâ�nâmj0i � n! dmn ; exp �ibâ� j0i � j0i ;

ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ÒÑÎÖÚÂÇÏ [6]:

Anm � 1����������
m! n!
p 


0
���â� ib ��n�â� ÿ ib�m��0�A00 �

� A00

X
r

����������
m! n!
p

r!�nÿ r�!�mÿ r�! �ib
��nÿr�ÿib�mÿr ; �3:12�

ÅÆÇ 04 r4 min �m; n�, A00 ì ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÄÂ-
ÍÖÖÏ ë ÄÂÍÖÖÏ [7],

jA00j2 � exp

�
ÿ 1

2o

�1
ÿ1

exp
ÿÿiojtÿ t 0j� f �t� f �t 0� dt dt 0��

� exp
ÿÿjbj2� : �3:13�

¥ÓÖÅËÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ (Ô ÒÑÏÑÜßá ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ ×ÑÓÏÞ
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË) ×ÑÓÏÖÎÞ (3.12), (3.13) ÄÒÇÓÄÞÇ
ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ¶ÇÌÐÏÂÐÑÏ Ä ÓÂÃÑÕÇ [7]. ±ÓË àÕÑÏ
¶ÇÌÐÏÂÐ ÑÕÏÇÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÄØÑÆâÜÖá Ä (3.12) ÔÖÏÏÖ ÏÑÉÐÑ
ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊ ÒÑÎËÐÑÏ ÂÅÇÓÓÂ, ÑÆÐÂÍÑ, ÒÑ ÇÅÑ ÏÐÇ-
ÐËá, "Ä ÕÂÍÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÐÇÕ ÐËÍÂÍÑÅÑ ÒÓÇËÏÖÜÇ-
ÔÕÄÂ" [7, Ô. 451]. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÐÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÃÇÔÔÒÑÓÐÞÏ. £ÔÍÑÓÇ ÒÑÔÎÇ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÓÂÃÑÕ [6,
7] ºÄËÐÅÇÓ ÒÑÎÖÚËÎ (ËÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ) ÃÑÎÇÇ ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇØÑÆÂ [9]:

wnm � jAnmj2 � �n<!=n>!� exp �ÿn�n k�L�k�n<
�n��2 �3:14�

(ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÞÄÑÆ àÕÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ¶ÑÍÂ ë¢ÂÓÅÏÂÐÂ ÒÓËÄÑÆËÕÔâ Ä ÒÓËÎÑÉÇ-
ÐËË ¡). ©ÆÇÔß

n< � min �m; n� ; n> � max �m; n� ; �3:15�
k � n> ÿ n< � jmÿ nj ; n � jbj2 ;

Â ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÇ ÒÑÎËÐÑÏÞ ÂÅÇÓÓÂ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ
ÔÑÅÎÂÔÐÑ [20, 21]:

L
�k�
0 �x� � 1 ; L

�k�
1 �x� � k� 1ÿ x ;

L
�k�
2 �x� �

1

2
�k� 1��k� 2� ÿ �k� 2�x� 1

2
x 2 ;

L�k�n �x� �
�n� k�!
n! k!

ÿ �n� k�!
�nÿ 1�! �k� 1�! x� . . .� �ÿ1�

n

n!
xn :

¶ÑÓÏÖÎÂ ºÄËÐÅÇÓÂ (3.14) àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ (3.12), ÐÑ ÆÎâ
ÃÑÎßÛËØ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÚËÔÇÎ ÑÐÂ ÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ËÊÄÇÔÕÐÞÏË ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂÏË
ÆÎâ ÒÑÎËÐÑÏÑÄ ÂÅÇÓÓÂ. ¥Îâ "ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ" �m � n�
ÒÇÓÇØÑÆÑÄ

wnn � 1ÿ �2n� 1�n� 3

2

�
n 2 � n� 1

3

�
n 2 ÿ . . . ; n! 0 ;

�3:16�
4 ©ÆÇÔß ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓ b ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ â Ë â�.
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Â ÒÓË n4 1 Ë ÎáÃÑÏ n

wnn �
h
J0
ÿ ����������������������

2�2n� 1�n
p �i2 �O�nÿ3=4� ; �3:16 0�

ÅÆÇ J0 ì ×ÖÐÍÙËâ ¢ÇÔÔÇÎâ (×ÑÓÏÖÎÂ ÕËÒÂ ·ËÎßÃÂ, ÔÏ.
×ÑÓÏÖÎÖ 10.15.2 Ä [20]). ³ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ n ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ËÊÏÇÐâáÕÔâ ÐÇ-
ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ (ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÔÎÖÚÂâ ÏÂÎÞØ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ
ÚËÔÇÎ m; n), ÚÕÑ ÄËÆÐÑ ÕÂÍÉÇ ËÊ ÓËÔ. 1. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ (3.16 0) ÒÓË n! 0 ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÕÑÚÐÑÅÑ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (3.16) ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÒÓË n 2, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÔÑÆÇÓÉËÕ n 2 � n� 1=4 ÄÏÇÔÕÑ ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ
n 2 � n� 1=3. £ ÒÓÇÆÇÎÇ n4 1 (ÔËÎßÐÑ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞÌ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ)

wnm � exp �ÿn� n
m�n

m! n!

�
1ÿ 2mnnÿ1 �O�nÿ2�

�
: �3:17�

£ ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ ×ÑÓÏÖÎÞ (3.12), (3.14) ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ.
´ÂÍ, ÆÎâ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ô ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ (ËÎË ÐÂ ÑÔÐÑÄÐÑÌ
ÖÓÑÄÇÐß) ÑÐË ÔÄÑÆâÕÔâ Í ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá ±ÖÂÔÔÑÐÂ:

wn0�n� � w0n�n� � exp �ÿn� n
n

n!
; n � 0; 1; 2; . . . �3:18�

¥Îâ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ô ÒÇÓÄÑÅÑ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ ÑÔÙËÎ-
ÎâÕÑÓÂ

w01 � exp �ÿn�n ; wn1�n� � exp �ÿn� n
nÿ1�nÿ n�2

n!
;

�3:18 0�

Â ÆÎâ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ

wnn�n� � exp �ÿn�
� Xn

k� 0

n!

�nÿ k�! k!2
�ÿn�k

�2
: �3:18 00�

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ (3.10), ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ
ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÕÔâ ÎËÛß ÕÑÌ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÌ
ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ, ÚÂÔÕÑÕÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÇÅÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ o, ÚÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÎËÐÇÌÐÑÔÕßá ÆÂÐÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÊÂÏÇÕËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ.
Â. ¶ÑÓÏÖÎÂ (3.14) ÒÑâÄËÎÂÔß ÖºÄËÐÅÇÓÂ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË

ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÊÂÆÂÚË ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË (¬¿¥).

±ÖÔÕß ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÒÑÆÑÃÐÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâØ s1 Ë
s2, ÒÑÎÖÚÂáÜËØÔâ ÑÆÐÂ ËÊ ÆÓÖÅÑÌ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ, ÊÂÆÂÐÞ ÔÑÔÕÑâÐËâ ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ
(ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ) àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. £ ÑÃÎÂÔÕË ÏÇÉÆÖ
s1 Ë s2 ÒÑÎÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖÇÕ Ô ÄÐÇÛÐËÏ ÕÑÍÑÏ Jm�x�,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË, ÐÑ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÐÂ s1
Ë s2. ´ÓÇÃÖÇÕÔâ ÐÂÌÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. °ÕÄÇÕ ËÏÇÇÕ
ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÖ (39) Ä ÓÂÃÑÕÇ [9]):

p�n; n 0� �
Y
lk

�
n<!

n>!

ÿjJj2�n>ÿn<�L�n>ÿn<�n<

ÿjJj2��2 exp �ÿjJj2�� ;
�3:19�

ÅÆÇ n Ë n 0ìÚËÔÎÂ ÍÄÂÐÕÑÄ Ô ËÏÒÖÎßÔÑÏ k Ë ÒÑÎâÓËÊÂÙËÇÌ
l Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÏ Ë ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÒÑÎâ. ¶ÑÓÏÖÎÂ
(3.14) âÄÎâÇÕÔâ ÚÂÔÕÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ (3.19) ÆÎâ ÏÑÆÇÎË
ÑÆÐÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ. ±ÑÎßÊÖâÔß àÕËÏË ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË,
ºÄËÐÅÇÓ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÒÓÇÆÇÎ, ÍÑÅÆÂ
n; n 04 1 Ë Dn � jnÿ n 0j5 n; n 0.

³ÕÂÕßâ [9] ÄØÑÆËÕ Ä ËÊÄÇÔÕÐÞÌ ÙËÍÎ ÓÂÃÑÕ ºÄËÐÅÇÓÂ,
ÒÑÔÄâÜÇÐÐÞØ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá ÕÇÑÓËË ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÞØ ÒÑÎÇÌ
ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÇÆËÐÑÅÑ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ, Ä ÍÑÕÑÓÞÌ
ÄØÑÆâÕ ÕÂÍÉÇ ÓÂÃÑÕÞ [22, 23]. ³ÕÓÂÐÐÑ, ÐÑ ÐË [9], ÐË
ÆÓÖÅËÇ ÔÕÂÕßË àÕÑÅÑ ÙËÍÎÂ ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÔÔÞÎÑÍ ÐÂ ÃÑÎÇÇ
ÓÂÐÐËÇ ÓÂÃÑÕÞ ¶ÇÌÐÏÂÐÂ [6, 7].

Ã. ªÔÒÑÎßÊÖâ (3.18) Ë (3.18 0), ÎÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÒÓË
m � 0 Ë 1X1

n� 0

wnm�n� � 1 : �3:20�

²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÖÔÎÑÄËÇ ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕË (3.20) ÆÑÎÉÐÑ ÄÞÒÑÎ-
ÐâÕßÔâ ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË jmi,
ÑÆÐÂÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß àÕÑ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÔØÑÆâ ËÊ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÌ (3.12) ËÎË (3.14) ÐÇ ÕÂÍ ÒÓÑÔÕÑ.

Ä. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ wnm ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ ÒÂ-
ÓÂÏÇÕÓÂ n, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÅÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (3.10), (3.15) ÒÓË
t! �1. ¦ÔÎË ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÆÇÌÔÕÄËâ ÔËÎÞ ÄÇÎËÍÑ
ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÒÇÓËÑÆÑÏ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ T � 2p=o Ë ÔËÎÂ
f �t� ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÒÎÂÄÐÑ (ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÓÇÆÇÎ), ÕÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ n àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÏÂÎ (ÔÏ.
ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ¢) Ë ÒÇÓÇØÑÆÞ ÒÓÑËÔØÑÆâÕ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË

1,0

wnn

n

0,8

0,6

0,4

0,2

0 2 4 6 8 10

n � 0

n � 1

n � 2

Â

n � 3

n � 10

1,0

wnn

n

0,8

0,6

0,4

0,2

0 2 4 6 8 10

Ã

²ËÔ. 1. £ÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÑÌ: "ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ" �m � n� ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ n ÆÎâ (Â)
n � 0, 1 Ë 2; (Ã) n � 3 Ë 10. µ ÍÓËÄÞØ ÖÍÂÊÂÐÞ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ n.

5*

´. 177, å 12] ¶¦«¯®¡¯°£³¬ª« ®¦´°¥ ²¡³±µ´½£¡¯ªÁ °±¦²¡´°²°£ ª ´¦°²ªÁ ±²¦¥³´¡£¦¯ª« ¤²µ±± 1323



ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÔÑÔÇÆÐËÇ ÖÓÑÄÐË:

wn�1; n � �n� 1�n�O�n 2� ;
wnn � 1ÿ �2n� 1�n� . . . ; �3:21�
wnÿ1; n � nn� . . . ;

Ë Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ

wn�k; n�n� � �n� k�!
n! k!2

n k � . . . ;
�3:22�

wnÿk; n�n� � n!

�nÿ k�! k!2
n k ; k � 1; 2; . . .

Å. ¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ

Ĥ � 1

2
p̂ 2 � 1

2
o2
ÿ
q̂ÿ x�t��2 �3:23�

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÖ, ÕÑÚÍÂ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÔÏÇÜÂÇÕÔâ (ÍÑÎÇÃÎÇÕÔâ) ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ±ÓË
àÕÑÏ

Ŝ�1;ÿ1� � exp �ÿij��

� T exp

�
ÿi
�1
ÿ1

�
1

2
� p̂ 2 � o2q̂ 2� ÿ o2x�t�q̂

�
dt

�
; �3:24�

ÅÆÇ j ì ×ÂÊÂ, ÐÇ ÄÎËâáÜÂâ ÐÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ.
±ÑàÕÑÏÖ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÄÔÇ ÒÓÇÆÞÆÖÜËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ, Ä
ÍÑÕÑÓÞØ ÕÇÒÇÓß

n � 1

2
o3

�����1ÿ1 x�t� exp �ÿiot� dt
����2 : �3:25�

ªÕÂÍ, ¶®² ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÚ-
ÐÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá ÊÂÆÂÚË Ñ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËË ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÄËÆÇ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ f �t�.
³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ Ä ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐ (3.1) ÄØÑÆâÕ ÕÑÎßÍÑ ÆÄÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ â Ë â�, ÍÑÏÏÖÕÂ-
ÕÑÓ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ c-ÚËÔÎÑ. £ ÆÓÖÅËØ
ÔÎÖÚÂâØ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ¶®² ÖÔÎÑÉÐâÇÕÔâ.

4. ¹ÂÔÕËÙÂ Ô ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÔÒËÐÑÏ
ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ

µÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË
[24, 25]

i _c � ÿgÿH�t�ŝ�c ; c �

cs

csÿ1
..
.

cÿs

0BBB@
1CCCA �4:1�

(g ì ÅËÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ, �h � 1) Ô ÖÚÇÕÑÏ âÄÐÑÅÑ
ÄËÆÂ ÔÒËÐÑÄÞØ ÏÂÕÓËÚÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ŝss 0 ÔÄÑÆËÕÔâ Í
ÔËÔÕÇÏÇ ËÊ 2s� 1 ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ cs, ËÏÇáÜËØ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍËÌ ÄËÆ.
¶®² ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓË ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ H�t� ÑÕ ÄÓÇ-
ÏÇÐË.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ

�Hŝ� �
X1
m�ÿ1

Hm�t�ŝm ; H� � 1

2
�Hx � iHy� ; H0 � Hz ;

�4:2�

ÅÆÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ŝm ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÍÂÍ Ä (1.2). °ÒÇÓÂÕÑÓ
àÄÑÎáÙËË Ŝ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐ Ä ÄËÆÇ T-àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ,
ÑÆÐÂÍÑ ÒÓË àÕÑÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ Hŝ Ä ÓÂÊÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ
ÄÓÇÏÇÐË ÐÇ ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ 5. ±ÑÒÞÕÂÇÏÔâ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ŝ Ä "ÓÂÔÒÖÕÂÐÐÑÏ" ÄËÆÇ:

Ŝ�t; t0� � exp �aŝ�� exp �bŝ0� exp �cŝÿ� ; �4:3�

ÅÆÇ a, b Ë c ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÄÓÇÏÇÐË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä
ÄÞÓÂÉÇÐËâØ exp �cŝÿ� js 0i Ë hsj exp �aŝ�� ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ
ÎËÛß ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÇÓÄÞØ ÚÎÇÐÑÄ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ Ä
ÓâÆ, ÕÑ ËÊ (4.3) ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß [10] ×ÑÓÏÖÎÖ, ÒÑÆÑÃ-
ÐÖá (3.12), ÆÎâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇØÑÆÂ ËÊ ÑÆÐÑÅÑ ÔÒËÐÑ-
ÄÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ä ÆÓÖÅÑÇ �s 0 ! s�:

wss 0 �
��Sss 0 �t; t0�

��2 ; ÿs4s ; s 04 s : �4:4�

°ÆÐÂÍÑ ÑÕÄÇÕ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÃÑÎÇÇ ÍÑÏÒÂÍÕ-
ÐÑÏ ÄËÆÇ. ¥Îâ àÕÑÅÑ, ÔÎÇÆÖâ [10], ÊÂÒËÛÇÏ

Hŝ � wŝ� � �H� ÿ w�ŝ� �H0ŝ0 �Hÿŝÿ ; �4:5�

ÐÇ ×ËÍÔËÓÖâ ×ÖÐÍÙËá w�t� ÊÂÓÂÐÇÇ, Ë ÒÓËÏÇÐËÏ Í ÒÇÓÄÑÏÖ
ÔÎÂÅÂÇÏÑÏÖ ÕÇÑÓÇÏÖ ¶ÇÌÐÏÂÐÂ Ñ ÓÂÔÒÖÕÞÄÂÐËË àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ:

Ŝ�t; t0� � exp
ÿ
a�t�ŝ�

��
� T exp

�
ig
� t

t0

��H� ÿ w�ŝ 0� �H0ŝ
0
0 �Hÿŝ 0ÿ

�
dt 0
�
; �4:6�

ÅÆÇ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (2.8 0)

a�t� � ÿig
� t

t0

w�t 0� dt 0 ; ŝ 0m�t� � exp �ÿaŝ�� ŝm exp �aŝ�� :
�4:6 0�

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ (4.6 0) ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ a Ë ÖÚËÕÞÄÂâ
ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÞ (1.1) Ô Z � 1, ÐÂØÑÆËÏ

ŝ 0� � ŝ� ; ŝ 00 � ŝ0 � aŝ� ; ŝ 0ÿ � ŝÿ ÿ 2aŝ0 ÿ a 2ŝ� : �4:7�
±ÑÆÔÕÂÄÎââ (4.7) Ä (4.6), ÒÑÕÓÇÃÖÇÏ, ÚÕÑÃÞ ÑÒÇÓÂÕÑÓ

ŝ� ÄÞÒÖÕÂÎÔâ ÒÑÎÐÑÔÕßá, ÚÕÑ ÆÂÇÕ ÆÎâ a�t� ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
²ËÍÍÂÕË

_a � ig�H� �H0aÿHÿa 2� ; a�t0� � 0 : �4:8�
±ÓÑÆÑÎÉÂâ àÕÖ ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß âÄÐÞÇ (ØÑÕâ
Ë ÆÑÄÑÎßÐÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍËÇ) [10] ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ b�t�
Ë c�t�, ÑÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ ÏÞ ÔÇÌÚÂÔ ÖÄËÆËÏ, Ä àÕÑÏ ÐÇÕ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (4.1) ÔÑØÓÂÐâÇÕ s 2, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÑÄÑ-
ÓÑÕÑÏ:

Sss 0 �t; t0� � D
�s�
ss 0 �j; #;c� � exp

�ÿi�sj� s 0c��d s
ss 0 �#� ;
�4:9�

ÅÆÇ c, #, j ì ÖÅÎÞ ¿ÌÎÇÓÂ, ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ t, D
�s�
ss 0 ì

ÏÂÕÓËÙÂ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÒÑÄÑÓÑÕÂ Ä ÅÓÖÒÒÇ SU(2), ËÎË D-
×ÖÐÍÙËâ £ËÅÐÇÓÂ [13, 18, 26]. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ
ÒÓÑÇÍÙËË ÔÒËÐÂ ÚÂÔÕËÙÞ ÐÂ ÑÔß z ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

wss 0 � jSss 0 j2 �
��d s

ss 0
ÿ
#�t����2 : �4:10�

5 ©Â ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ, ÍÑÅÆÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ
ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÔÄÑÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ: �H1 ŝ;H2 ŝ� � i�H1 �H2�ŝ.
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¶ÖÐÍÙËË d s
ss 0 �#�, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÒÑÄÑÓÑÕÖ ÐÂ ÖÅÑÎ # ÄÑÍÓÖÅ

ÑÔË Ox, ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞ Ë ÊÂÕÂÃÖÎËÓÑÄÂÐÞ [26], ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ

d j
j j�#� � d j

ÿj;ÿj�#� �
�
cos

#

2

�2j

; d j
j;ÿj�#� � i 2j

�
sin

#

2

�2j

;

Â Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÐË ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÒÑÎËÐÑÏÞ
ÁÍÑÃË [18].

°ÔÕÂÇÕÔâ ÖÍÂÊÂÕß ÔÄâÊß ÖÅÎÂ #�t� Ô a�t�. £ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(4.8) ÄØÑÆËÕ g Ë ÄÐÇÛÐÇÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÐÑ ÐÇ ÄØÑÆËÕ
(Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ (4.1)) Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ ÔÒËÐ ÚÂÔÕËÙÞ s. ±ÑàÕÑÏÖ
ËÔÍÑÏÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÔÒËÐÂ s,
Õ.Ç. ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÖÐË-
ÕÂÓÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ SU(2). ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ŝ� � �1=2��sx � isy�, ŝ0 �
� �1=2�sz, si ìÏÂÕÓËÙÞ ±ÂÖÎË:

ŝ� � 0 1
0 0

� �
; exp �aŝ�� � 1 a

0 1

� �
;

ŝ0 �
1

2
0

0 ÿ 1

2

0B@
1CA ; exp �bŝ0� �

exp

�
b

2

�
0

0 exp

�
ÿ b

2

�
0BB@

1CCA ;

ŝÿ � 0 0
1 0

� �
; exp �cŝÿ� � 1 0

c 1

� �
; ŝ 2� � 0 :

±ÇÓÇÏÐÑÉÂâ ÄØÑÆâÜËÇ Ä (4.3) ÏÂÕÓËÙÞ, ÒÑÎÖÚËÏ

Ŝ�t; t0� �
exp

�
b

2

�
� ac exp

�
ÿ b

2

�
a exp

�
ÿ b

2

�
c exp

�
ÿ b

2

�
exp

�
ÿ b

2

�
0BB@

1CCA
�4:11�

Ë, ÔÓÂÄÐËÄÂâ ÔÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ [13, 18] ÆÎâ
×ÖÐÍÙËÌ £ËÅÐÇÓÂ

D �1=2��c; #;j� � a ÿb �
b a �

� �
;

a � cos
#

2
exp

�
i�c� j�

2

�
; b � i sin

#

2
exp

�
i�cÿ j�

2

�
;

ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ÐÂØÑÆËÏ c � a exp
�
i�cÿ j�� Ë

tan2
#

2
� ��a�t���2 : �4:12�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ wss 0 Ä ÔÎÖÚÂÇ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÔÒËÐÑÏ s
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÐÂÌÕË ÎËÛß ÑÆÐÖ ×ÖÐÍÙËá 6 a�t�, ÍÑÕÑÓÂâ
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ²ËÍÍÂÕË (4.8).

±ÓËÄÇÆÇÏ ÆÎâ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÔÒËÐÑÄÞØ
ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐËÊÛËØ ÔÒËÐÑÄ s � 1=2 Ë 1:

w1=2; 1=2 �
ÿ
1� jaj2�ÿ1 ; wÿ1=2; 1=2 � jaj2

ÿ
1� jaj2�ÿ1 ;

w11 �
ÿ
1� jaj2�ÿ2 ; w01 � 2jaj2ÿ1� jaj2�ÿ2 ; �4:13�

wÿ1; 1 � jaj4
ÿ
1� jaj2�ÿ2 ;

Ë ÆÎâ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÎáÃÞÏ ÔÒËÐÑÏ s:

wss � �2s�!
�s� s�!�sÿ s�! jaj

2�sÿs�ÿ1� jaj2�ÿ2s ; �4:14�

ÊÆÇÔß ÒÓËÐâÕÑ, ÚÕÑ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÒÓÑÇÍÙËâ ÔÒËÐÂ
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÂ: s 0 � s.

®ÑÉÇÕ ÒÑÍÂÊÂÕßÔâ, ÚÕÑ ÆÂÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄ
ÎËÛß ÆÑ ÕÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ t � t1, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ a�t� ÑÃÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß (ÚÕÑ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ (4.13), ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÑÎÐÑÌ ÒÇÓÇÑÓËÇÐÕÂÙËË ÔÒËÐÂ ÚÂÔÕËÙÞ). °Æ-
ÐÂÍÑ àÕÑ ÐÇ ÕÂÍ: ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ (4.8) Í ÖÓÂÄÐÇÐËá
ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ~a�t� � 1=a�t�, ÕÂÍÉÇ âÄÎâáÜÇÏÖÔâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇÏ ²ËÍÍÂÕË:

_~a � ig�Hÿ ÿH0~aÿH�~a 2� ; �4:15�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ~a�t1� ! 0. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÑÒÇÓÇÏÇÐÐÑ àÕË ÆÄÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÆÑÎÉËÕß ÓÇÛÇÐËÇ a�t� ÐÂ ÔÍÑÎß
ÖÅÑÆÐÑ ÃÑÎßÛÑÇ ÄÓÇÏâ t. £ ÒÓËÎÑÉÇÐËË £ ÏÞ ÒÓÑËÎÎá-
ÔÕÓËÓÖÇÏ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ²ËÍÍÂÕË ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ
ÒÓËÏÇÓÂØ.

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.8) ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ
(ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÃÇÊ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ¶®²) ÇÜÇ Ä 1932 Å. Ä ÓÂÃÑÕÇ
®ÂÌÑÓÂÐÂ [25], ÍÑÕÑÓÞÌ, ÑÆÐÂÍÑ, ÐÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎ ÇÅÑ Ä
ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÓÂÔÚÇÕÂØ. £ [25] ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÆËÐÂÏËÍÂ ÔÒËÐÂ
s � 1=2 ÄÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÄËÆÂB�t� � fBx; 0;Bztg, ÅÆÇBx Ë
Bz ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ. ±ÓË àÕÑÏ z-â ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ
ÒÑÎâ ËÔÚÇÊÂÇÕ ÒÓË t � 0 Ë ÒÇÓÇÑÓËÇÐÕÂÙËâ ÔÒËÐÂ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÂ, ÆÂÉÇ ÇÔÎË ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÏÇÆÎÇÐÐÑ
(ÐÂ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ) Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÐÂÓÖÛÇ-
ÐËâ ÂÆËÂÃÂÕËÚÐÑÔÕË. ®ÂÌÑÓÂÐÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÎ ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (4.1) Ä ÄËÆÇ ÍÑÐÕÖÓÐÑÅÑ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÂ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ë ÄÞÚËÔÎËÎ ÄÇÓÑâÕÐÑ-
ÔÕß ÒÇÓÇÑÓËÇÐÕÂÙËË ÔÒËÐÂ; ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ²ËÍÍÂÕË, ÑÕÄÇÚÂá-
ÜÇÇ àÕÑÏÖ ÒÓËÏÇÓÖ, ÒÓËÄÇÆÇÐÑ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË £ (ÔÏ.
×ÑÓÏÖÎÖ (£.7)).

£ ÓÂÃÑÕÇ [27] ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÐ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÌ ËÔÕÑÓËÚÇÔÍËÌ
ÍÑÏÏÇÐÕÂÓËÌ Í ÓÂÃÑÕÇ ®ÂÌÑÓÂÐÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÑÍÂÊÂÐÑ,
ÚÕÑ ÑÐÂ ËÏÇÇÕ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í ÕÇÑÓËË
ÐÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÏÇÉÆÖ ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÍÂáÜË-
ÏËÔâ ÖÓÑÄÐâÏË, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË ÏÇÆÎÇÐÐÞØ ÂÕÑÏÐÞØ
ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâØ 7. ¿ÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ÃÞÎÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ (ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÏË ÏÇÕÑÆÂÏË) Ä ÕÑÏ ÉÇ 1932 Å. Ä ÓÂÃÑÕÂØ ÂÐÆÂÖ [30],
©ËÐÇÓÂ [31] Ë ºÕáÍÇÎßÃÇÓÅÂ [32], ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÍÑÕÑÓÞØ
ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞ ÔÒÇÙËÂÎËÔÕÂÏ ÒÑ ÂÕÑÏÐÑÌ ×ËÊËÍÇ,
ÑÆÐÂÍÑ ÔÄâÊß àÕËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ Ô ÓÂÃÑÕÑÌ ®ÂÌÑÓÂÐÂ [25]
ÃÞÎÂ ÊÂÏÇÚÇÐÂ ÎËÛß ÐÇÆÂÄÐÑ [27].

°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ®ÂÌÑÓÂÐÂ ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÓËÏÇÐËÎ
ËÊâÜÐÞÌ ÒÓËÇÏ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÚÂÔÕËÙÖ Ô ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ
ÔÒËÐÑÏ s ÍÂÍ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß 2s "ÚÂÔÕËÙ" ÔÑ ÔÒËÐÑÏ 1/2,
ÔÒËÐÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞ Ë ÄÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ
ÒÑÎÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ. ¿ÕÑÕ ÒÓËÇÏ ÐÇÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÎÔâ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ [33, 34] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [24, æ 114]) Ë ÖÉÇ
ÄÑÛÇÎ Ä ÖÚÇÃÐÖá ÎËÕÇÓÂÕÖÓÖ.

µÓÂÄÐÇÐËâ (4.1) Ë (4.8) ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÏÖ
ÔÎÖÚÂá. ¦ÔÎË ÚÂÔÕËÙÂ Ô ÏÂÅÐËÕÐÞÏÏÑÏÇÐÕÑÏ ÆÄËÉÇÕÔâ Ô
ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá Ä àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ Fmn,
ÒÓËÚÇÏ ÇÇ ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÍÄÂÊË-

6 ¿ÕÑ ÐÇ ÃÞÎÑ ÊÂÏÇÚÇÐÑ Ä [10] Ë ÒÓËÄÇÎÑ Í ÐÇÍÑÕÑÓÑÏÖ ÖÔÎÑÉÐÇÐËá
ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ.

7 ±ÓÑÃÎÇÏÖ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÐÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ä
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ ÄÒÇÓÄÞÇ ÑÃÔÖÉÆÂÎ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ¤áÕÕËÐÅÇÓ
[28]. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇÕÑÚÐÑÔÕË, ÆÑÒÖÜÇÐÐÞÇ Ä àÕÑÌ ÓÂÃÑÕÇ, ËÔÒÓÂÄÎÇÐÞ
ºÄËÐÅÇÓÑÏ [29].
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ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ, ÕÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÔÒËÐÂ (ËÎË ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÎâÓË-
ÊÂÙËË ÚÂÔÕËÙÞ) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÂÓÅÏÂÐÂ ë
®ËÛÇÎâ ë´ÇÎÇÅÆË (ÔÏ. [35, 36], Â ÕÂÍÉÇ [37, æ 41]):

ds m

dt
� e

2mc

�
gF mnsn � �gÿ 2� u mF abuasb

�
; �4:16�

ÅÆÇ g ì ÅËÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ, u m � dxm=dt ì
4-ÔÍÑÓÑÔÕß ÚÂÔÕËÙÞ, t ì ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÄÓÇÏâ. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ
ÒÓËÏÇÓÞ ÓÇÛÇÐËâ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä [37]. £
ÓÂÃÑÕÇ [38] ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.16) ÐÂÌÆÇÐÂ ÖÅÎÑÄÂâ
ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÓÂÜÇÐËâ ÔÒËÐÂ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÒÑÍÑâ ÚÂÔÕËÙÞ,
ÉÇÔÕÍÑ ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô ÇÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÇÌ 8.

5. ¬ÄÂÐÕÑÄÞÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ
Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ËÏÇÇÕ ÄËÆ (3.1) Ô f �t� � 0, ÐÑ
ÚÂÔÕÑÕÂ o ÕÇÒÇÓß ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ. ±ÓÇÆÒÑÎÂ-
ÅÂÇÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÒÓÇÆÇÎÑÄ

o�t� ! oÿ ; t! ÿ1 ;

o� ; t! �1 ;

�
�5:1�

ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÄÇÔÕË ÐÂÚÂÎßÐÞÇ Ë ÍÑÐÇÚÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÍÄÂÐÕÑÄ (m Ë n
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ) Ë ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÒÇÓÇØÑÆÞ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË.
³ÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ o� > 0, ÑÆÐÂÍÑ ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÞØ t ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
o2�t� < 0, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÇÔÕÂÃËÎßÐÑÏÖ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÖ
(ËÎË ÒÑÆÃÂÓßÇÓÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ,
t! x).

±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓ àÄÑÎáÙËË

Ŝ�t; t0� � T exp

�
ÿi
� t

t0

�
1

2
p̂ 2 � 1

2
o2�t 0�q̂ 2

�
dt 0
�
�5:2�

Ä ÓÂÔÒÖÕÂÐÐÑÏ ÄËÆÇ. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÍÑÏÏÖÕÂÙËË

� p̂ 2; q̂ 2� � ÿ2i� p̂q̂� q̂p̂� ;
� p̂ 2; p̂q̂� q̂p̂� � ÿ4ip̂ 2 ; �5:3�
�q̂ 2; p̂q̂� q̂p̂� � 4iq̂ 2

ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÂâ ÂÎÅÇÃÓÂ ÊÂÏÞÍÂÇÕÔâ, Ë
ÒÑÕÑÏÖ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ¶®². °ÃÑÊÐÂÚÂâ

Â � 1

2
q̂ 2 ; B̂ � 1

2
p̂ 2 ; Ĉ � 1

4
� p̂q̂� q̂p̂� ; �5:4�

ËÏÇÇÏ

�Â; B̂� � 2iĈ ; �B̂; Ĉ � � ÿiB̂ ; �Ĉ; Â� � ÿiÂ : �5:5�

¥ÂÎÇÇ ÒÓËÏÇÐâÇÏ ÕÑÕ ÉÇ ÒÓËÇÏ, ÚÕÑ Ë Ä (4.5), (4.6):
ÒÑÎÂÅÂÇÏ Ĥ � wÂ� �o2 ÿ w�Â� B̂; ÅÆÇ w�t� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
Ä ÔÂÏÑÏ ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÓÂÔÒÖÕÞÄÂÐËâ. µÚËÕÞÄÂâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

Â 0 � Â ; B̂ 0 � B̂� 2iaĈÿ a 2Â ; Ĉ 0 � Ĉ� iaÂ ;

a�t� � i

� t

t0

w�t 0� dt 0 ;

Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ Â0�t� Ë Õ.Æ. ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÍÂÍ Ä (2.8 0), Ä
ËÕÑÅÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ [11]

Ŝ�t; t0� � exp

�
ÿ 1

2
aq̂ 2

�
exp

�
c

2
� p̂q̂� q̂p̂�

�
exp

�
ÿ 1

2
bp̂ 2

�
;

�5:6�

ÅÆÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÓÂÔÒÖÕÂÐÞ, ÊÐÂÍ T-ÒÓÑËÊÄÇÆÇ-
ÐËâ ÏÑÉÐÑ ÑÒÖÔÕËÕß Ë ×ÖÐÍÙËâ a�t� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ²ËÍÍÂÕË

_a � i
�
o2�t� ÿ a 2

�
; �5:7�

Â b�t� Ë c�t� ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÐÇÇ Ä ÄËÆÇ ÍÄÂÆÓÂÕÖÓ:

b�t� � i

� t

t0

exp
ÿÿ2ic�t 0�� dt 0 ; c�t� �

� t

t0

a�t 0� dt 0 : �5:7 0�

±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÇÓÇØÑÆÂ

Anm �


n;o�

��Ŝ��1;ÿ1���m;oÿ� �5:8�

ÖÆÑÃÐÑ ÄÊâÕß ÄÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ
jm;oÿi Ä p-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË, ÄÑÎÐÑÄÖá×ÖÐÍÙËáÍÑÐÇÚÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ jn;o�i ì Ä q-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
âÄÐÞÌ ÄËÆ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ĉ. ±ÑÔÎÇ
àÕÑÅÑ ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÓÇÛÇÐÐÑÌ,
ÐÑ ÄÑÊÐËÍÂáÜËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ âÄÎâáÕÔâ (ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÒÓË
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÚËÔÎÂØ m Ë n) ÆÑÄÑÎßÐÑ ÅÓÑ-
ÏÑÊÆÍËÏË.

£ÞÍÎÂÆÍË ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ, ÇÔÎË ÆÑÒÑÎÐËÕß ¶®² ÒÓÑÔ-
ÕÞÏË ÕÇÑÓÇÕËÍÑ-ÅÓÖÒÒÑÄÞÏË ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâÏË. °ÒÇÓÂ-
ÕÑÓÞ

Ĵ� � Ĉ� i

2
�Âÿ B̂� � � i

4
�q̂� ip̂�2 ;

�5:9�
Ĵ0 � 1

2
�Â� B̂� � 1

4
� p̂ 2 � q̂ 2�

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ (1.1) Ô
Z � ÿ1. ±ÓâÏÑÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ âÄÐÑÅÑ
ÄËÆÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ (5.9) ÆÂÇÕ

Ĵ 2 � Ĵ 2
0 ÿ

1

2
�Ĵ�Ĵÿ � ĴÿĴ�� � ÿ 3

16
: �5:9 0�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÒÇÓÂÕÑÓ¬ÂÊËÏËÓÂ Ĵ 2 ÔÄÇÎÔâ Í c-ÚËÔÎÖ, ÕÑ ÏÞ
ËÏÇÇÏ ÆÇÎÑ Ô ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÏ [14 ë 17] ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ
ÅÓÖÒÒÞ (ÕÑÚÐÇÇ, ÂÎÅÇÃÓÞ) SU(1,1). ±ÑÎÂÅÂâ J 2 � j� j� 1�,
ËÏÇÇÏ j � ÿ1=4 ËÎË ÿ3=4, Õ.Ç. ÐÂ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËâØ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÓÇÂÎËÊÖáÕÔâ ÆÄÂ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËâ (Ô ÖÍÂÊÂÐÐÞÏË "ÄÇÔÂÏË" j ), ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ
ÖÐËÕÂÓÐÞÏË (ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ àÄÑÎáÙËË Ä
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ S�S � 1) Ë ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÞÏË 9.

¬ÂÍ âÔÐÑ ËÊ (5.9), ÔÒÇÍÕÓ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ĵ0 ËÏÇÇÕ ÄËÆ
ln � �2n� 1�=4 Ô n � 0; 1; 2; . . . ±ÓË ÚÇÕÐÞØ n � 2k ËÏÇÇÏ

9 ¹ÕÑ ÐÇÖÆËÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ SU(1, 1) ì ÐÇÍÑÏÒÂÍÕÐÂâ ÅÓÖÒÒÂ
(ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄËÆÐÑ ÖÉÇ ËÊ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÏÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ (1.9) ÐÇ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐÞ ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ). ±ÑÆÑÃÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÃÑÎÇÇ ÊÐÂÍÑÏÂ ×ËÊË-
ÍÂÏ ÒÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ (ËÎË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ) ÅÓÖÒÒÇ ÑÓÇÐÙÂ [39 ë 41].
®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÅÓÖÒÒÞ ÑÓÇÐÙÂ ÒÑÆÓÑÃÐÑ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ Ä [42, 43], ÕÇÑÓËá ÖÐËÕÂÓÐÞØ (ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÞØ) ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÐÇÍÑÏÒÂÍÕÐÞØ ÂÎÅÇÃÓ Ë ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [19]. £ ÍÐËÅÇ
£ËÎÇÐÍËÐÂ [18] ÅÓÖÒÒÂ SU(1, 1) ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕÔâ ÍÂÍ QU(2).

8 ¡ÐÂÎÑÅ ÕÓÇØÅÓÂÐÐËÍÂ ¶ÓÇÐÇ ÆÎâ ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË xm�t� Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ.
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ln � kÿ j Ô j � ÿ1=4, Â ÒÓË n � 2l� 1 ËÏÇÇÏ ln � lÿ j c
j � ÿ3=4, ÅÆÇ k; l � 0; 1; 2; . . . ì ÙÇÎÞÇ ÚËÔÎÂ. ±ÇÓÇØÑÆÞ
ÒÓÑËÔØÑÆâÕ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÕÑâÐËâÏË jm;oÿi Ë jn;o�i Ô
ÑÆËÐÂÍÑÄÑÌ ÚÇÕÐÑÔÕßá, ÚÕÑ ÄÞÕÇÍÂÇÕ ËÊ ÚÇÕÐÑÔÕË ÑÔÙËÎ-
ÎâÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÇÓÇØÑÆÂ
Anm ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËË £ËÅÐÇÓÂ, Õ.Ç. ÏÂÕÓËÙÞ
ÍÑÐÇÚÐÞØ ÒÑÄÑÓÑÕÑÄ ÆÎâ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËÌ:

Anm � D j
mn�c; b;j� � exp

�ÿi�mc� nj�� f � j �mn �b� ; �5:10�
wnm � jAnmj2 �

�� f � j �kÿj; lÿj�b�
�� ; 04b <1 ;

ÒÓËÚÇÏ ÆÎâ ÚÇÕÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ

j � ÿ 1

4
; k � n

2
; l � m

2
; �5:10 0�

Â ÆÎâ ÐÇÚÇÕÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ

j � ÿ 3

4
; k � nÿ 1

2
; l � mÿ 1

2
�5:10 00�

Ë Ä ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ kÿ j � �1=2��n� 1=2�, lÿ j �
� �1=2��m� 1=2�. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ
ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ (ÏÞ ÑÒÖÔÍÂÇÏ ÕÇØÐËÚÇÔÍËÇ ÆÇÕÂÎË ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËÌ) Ä ÄËÆÇ [11]

wnm � L!

K!2 S!

G�Lÿ 2j�
G�Sÿ 2j� �

� rK�1ÿ r�ÿ2j
�
2F1�ÿS;Lÿ 2j;K� 1; r�

�2
; �5:11�

ÅÆÇ L � max �k; l�, S � min �k; l�, K � Lÿ S � jmÿ nj=2,
r � tanh2 �b=2� ì ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÌ ÔÕÇÒÇÐß
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ �04r < 1�, 2F1 �. . .�ì ÅËÒÇÓ-
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÂÖÔÔÂ, b ì ÖÅÑÎ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÄÑÓÑÕÂ Ä ÅÓÖÒÒÇ SU(1, 1), ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÄÞÚËÔÎÇÐ ËÊ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ
�x� o2�t�x � 0 ÎËÃÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ²ËÍÍÂÕË (5.7):

a�ÿ1� � oÿ ; r � lim
t!�1

����o� ÿ a�t�
o� � a�t�

����2 ; �5:12�
b � ln

1� ���
r
p

1ÿ ���
r
p :

¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ o�t� � oÿy�ÿt� � o�y�t� (ÅÆÇ y�t� ì
ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÂâ ×ÖÐÍÙËâ ·ÇÄËÔÂÌÆÂ), ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÏÖ ÔÍÂÚÍÖ ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÑÕ oÿ Í o�
(ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ×ÑÓÏÖÎÖ (¢.6)), ËÏÇÇÏ

b � ln
o�
oÿ

; r � tanh2
b
2
�
�
o� ÿ oÿ
o� � oÿ

�2
: �5:13�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä (5.11) S5 0 ì ÙÇÎÑÇ, ÕÑ ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÄÔÇÅÆÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÒÑÎËÐÑÏÖ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÚÂÔÕÐÞØ ÔÎÖÚÂÇÄ.

¥Îâ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ô ÆÄÖØ ÐËÉÐËØ ÖÓÑÄÐÇÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ
(m � 0 Ë 1) ×ÑÓÏÖÎÞ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ:

wn0 �
G
ÿ�n� 1�=2�
�n=2�!G�1=2� r

n=2
�����������
1ÿ r

p
; n � 0; 2; 4; . . . ;

�5:14�
wn1 �

G
ÿ�n� 2�=2�

G
ÿ�n� 1�=2�G�3=2� r �nÿ1�=2�1ÿ r�3=2;

n � 1; 3; 5; . . .

£ÞÓÂÉÇÐËâ (5.14) ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏË Ä [44 ë 47]. £
ÔÎÖÚÂÇ "ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ" �m � n� ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
wnn ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÌ ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓË-
ÚÇÔÍËÌ ÓâÆ [11]:

wnn �
�����������
1ÿ r

p
3F2

�
ÿn; n� 1;

1

2
; 1; 1; r

�
; �5:15�

ÚÕÑ ÖÆÑÃÐÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ
r5 1:

wnn�r� � 1ÿ 1

2
Nr� 1

32
�3N 2 ÿ 4Nÿ 3� r 2ÿ

ÿ 1

576
�5N 3 ÿ 28N 2 � 11N� 48� r 3 � . . . ; �5:16�

ÅÆÇ N � n 2 � n� 1. ®ÂÎÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ ÊÆÇÔß ÔÎÖÉËÕ
n 2r, ÒÓËÚÇÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÓË r k âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎËÐÑÏÑÏ
k-Ì ÔÕÇÒÇÐË ÑÕ N. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ô m 6� n ÒÓË
r! 0 ÃÞÔÕÓÑ ÖÃÞÄÂáÕ Ô ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ jmÿ nj � 2K:

wnm � n>!

�2KK !�2n<!

�
rK ÿmn� �m� n�=2� 1

2�K� 1� rK�1 � . . .

�
:

�5:17�

³ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ r ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
ÒÇÓÇØÑÆÂ ÆÎâ ÃÑÎßÛËØ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÚËÔÇÎ ËÊÏÇÐâáÕÔâ
ÆÑÄÑÎßÐÑ ÒÓËØÑÕÎËÄÑ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 2 (ÍÑÕÑÓÞÌ
ÏÑÉÐÑ ÔÓÂÄÐËÕß Ô ÓËÔ. 1) Ë ÓËÔ. 3, 4. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 4
ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÄÄÇÓØ Ô m-ÅÑ ÖÓÑÄÐâ
W
���
m �P n>m wnm. ±ÓË ÏÂÎÞØ r ÒÇÓÇØÑÆÞ ÄÄÇÓØ ÒÓÇÑÃ-

ÎÂÆÂáÕ ÐÂÆ ÒÇÓÇØÑÆÂÏË ÄÐËÊ:

W ���
m � 1

4
�m� 1��m� 2�

�
rÿ 1

16
�3m 2 � 5mÿ 4� r 2 � . . .

�
;

�5:18�
W
�ÿ�
m

W
���
m

� m�mÿ 1�
�m� 1��m� 2�

�
1�O�r�� ; �5:19�

Ë, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÓÂÔÚÇÕ [11], ÕÑ ÉÇ ÄÇÓÐÑ Ë
ÒÓË r � 1. ©Â ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÆÄÖØ ÐËÉÐËØ ÖÓÑÄÐÇÌ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ wnm ÑÕ r ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑÌ Ë
ËÏÇÇÕ ÑÔÙËÎÎâÙËË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ
ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËâØ r, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ
ÐÖÎâÏ ×ÖÐÍÙËÌ ÇÉÂÐÆÓÂ.

£ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ m; n4 1 ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇ-
ÐËâ wmn ÒÑ ÃÞÔÕÓÞÏ ÑÔÙËÎÎâÙËâÏ, ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏ ÆÎâ
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË, ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÇÓÇØÑÆ Í ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËá, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏÖ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏÖ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÖ:

hwnmi � 2

p
����������������������������������nÿ n1��n2 ÿ n�p ; n1; 2 � m exp ��b� ; �5:20�

ÚÕÑ ØÑÓÑÛÑ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 3Å, Æ. ©ÆÇÔß n1; 2 ì ÕÑÚÍË
ÒÑÄÑÓÑÕÂ, ÒÓË n < n1 Ë n > n2 ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ
ÖÃÞÄÂáÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ [46].

£ ÔÎÖÚÂÇ m � n (5.11) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÕÂÍÉÇ Ä
ÄËÆÇ

wnn �
�����������
1ÿ r

p h
Pn

ÿ �����������
1ÿ r

p �i2
; �5:21�

ÅÆÇ Pn ì ÒÑÎËÐÑÏ ÇÉÂÐÆÓÂ. ¥Îâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÍÄÂÐ-
ÕÑÄÞØ ÚËÔÇÎ m Ë n ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑÎÖÚÇÐÑ
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(ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ) Ä [46] ÒÓË ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÏ
ÓÇÛÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ.

£ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (5.11) ÒÓÇÆÒÑÚ-
ÕËÕÇÎßÐÇÇ, ÚÇÏ (5.21). ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
ÒÇÓÇØÑÆÂwnm ÃÞÎË ÄÞÚËÔÎÇÐÞ Ä ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËË Ä ÓÂÃÑÕÇ ¥ÞØÐÇ [48], ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ÖÕÑÚÐÇÐËÇ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÑÄ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (4.6), (4.7) ÓÂÃÑÕÞ
[11].

°ÔÐÑÄÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÆÂÐÐÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÏÑÉÐÑ ÔÚË-
ÕÂÕß ×ÑÓÏÖÎÖ (5.11), ÍÑÕÑÓÂâ ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ [11] Ô
ÒÑÏÑÜßá àÄÓËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÇÏÂ: ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑ-
ÆÑÎÉÇÐËâ ×ÖÐÍÙËÌ £ËÅÐÇÓÂ (4.9) Ô ÅÓÖÒÒÞ SU(2) ÐÂ

ÍÄÂÊËÖÐËÕÂÓÐÖá ÅÓÖÒÒÖ SU(1, 1). ¥Îâ ÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÞØ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕß ÒÓË ÕÂÍÑÏ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËË
ÊÂÄÇÆÑÏÑ ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÄËÆÐÑ ËÊ (1.9). ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ Ä
ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ Ô
ÄÇÔÂÏË j � ÿ1=4 Ë ÿ3=4 ÖÔÎÑÄËÇ ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕË ÄÞÒÑÎ-
ÐâÇÕÔâ:X1

n� 0

wnm�r� � 1 ; m � 0; 1; 2; . . . �5:22�

ÚÕÑ ÔÎÖÉËÕ ÑÃÑÔÐÑÄÂÐËÇÏ ËÊÎÑÉÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÓÇÊÖÎßÕÂ-
ÕÑÄ (ÔÏ. Ä ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÕÂÍÉÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ¤ ).

n � 4

Â

3
2

1

0

1,0

wnn

r

0,8

0,6

0,4

0,2

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

n � 5

n � 10

Ã
1,0

wnn

r

0,8

0,6

0,4

0,2

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

²ËÔ. 2. °ÔÙËÎÎâÕÑÓ Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ wnn�r� ÒÓË: (Â) 04 n4 4 Ë (Ã) n � 5 Ë 10.

1,0

0,8

wnm

0,6

0,4

0,2

0 5 10 n

Â 0,20

wn2

0,16

0,12

0,08

0,04

0 10 20 30
n

Ã 0,20

wn2

0,16

0,12

0,08

0,04

0 20 6040 80
n

Ä

0,3

wnm

0,2

0,1

0 n1 n210 20 n

Å 0,20

wnm

0,15

0,10

0,05

0 10n1 20 30 40 50
n

n2

Æ

²ËÔ. 3. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ wnm ÆÎâ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ô m-ÅÑ ÖÓÑÄÐâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ: (Â) r � 0;25, m � 0��� Ë m � 1���; (Ã) r � 0;5, m � 2;
(Ä) r � 0;8,m � 2; (Å)m � 6, r � 0;096; (Æ)m � 20, r � 0;12. ºÕÓËØÑÄÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÐÂ ÓËÔ. Å Ë Æ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá (5.20) Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
ÏÇØÂÐËÍÇ.
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6. °ÔÙËÎÎâÕÑÓ Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ (3.1), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÍÂÍ
ÚÂÔÕÑÕÂ o, ÕÂÍ Ë ÔËÎÂ f ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. £ÞÚËÔÎââ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÞ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ, ÄØÑ-
ÆâÜËØ Ä ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ:

� p̂ 2; q̂ 2� � ÿ2i� p̂q̂� q̂p̂� ; � p̂ 2; p̂q̂� q̂p̂� � ÿ4ip̂ 2 ;

�q̂ 2; p̂q̂� q̂p̂� � 4iq̂2 ; � p̂ 2; q̂� � �p̂; p̂q̂� q̂p̂� � ÿ2ip̂ ;
�q̂ 2; p̂� � �q̂; p̂q̂� q̂p̂� � 2iq̂ ; � p̂; q̂� � ÿi ; �6:1�

ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÂâ ÂÎÅÇÃÓÂ ÐÂ àÕÑÏ ÊÂÏÞÍÂÇÕÔâ, ÚÕÑ
ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ¶®² Í ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÖ àÄÑÎáÙËË Ŝ. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÕÖ ÉÇ ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ, ÚÕÑ Ë Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 5, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Ŝ�t; t0� � exp

�
ÿ a

2
q̂ 2

�
exp

�
c

2
� p̂q̂� q̂p̂�

�
exp

�
ÿ b

2
p̂ 2

�
Û ;

�6:2�

ÅÆÇ a�t�, b�t� Ë c�t�ì ÕÇ ÉÇ ×ÖÐÍÙËË, ÚÕÑ Ë Ä (5.6),

Û�t; t0� � T exp

�
i

� t

t0

�
u�t 0�q̂� v�t 0� p̂�dt 0� ;

u�t� �
� t

t0

f �t 0� exp�ic�t 0��dt 0 ; �6:3�

v�t� � ÿi
� t

t0

f �t 0�b�t 0� exp �ic�t 0�� dt 0 :
°ÔÕÂÇÕÔâ ÓÂÔÒÖÕÂÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓ Û, Õ.Ç. ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÇÅÑ Ä
ÄËÆÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ exp �iu1q̂� exp �iv1p̂�, ÑÆÐÂÍÑ ÖÆÑÃÐÇÇ
ÒÑÔÕÖÒËÕß ËÐÂÚÇ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÇÓÄÞÇ ÕÓË ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎâ
Ä (6.2) ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕßá (5.6), Â ÑÕ ÄÐÇÛÐÇÌ
ÔËÎÞ ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Û. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÖÔÎÑÄËÇ
ÒÑÎÐÑÕÞ, ÊÂÒËÛÇÏ ÏÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÄËÆÇ

Smn �
X
m 0

Anm 0Um 0n ; �6:4�

ÅÆÇ ×ÂÍÕÑÓ Anm 0 ì ÕÑÕ ÉÇ, ÚÕÑ Ë Ä (5.8), (5.10), Â ÄÕÑÓÑÌ
ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎß, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÖ Ô
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ, ÓÂÄÐÑÌ oÿ,

Um 0n�t� �

�
�
m 0;oÿ

����T exp

�
i

� t

t0

�
u�t 0�q̂� v�t 0� p̂�dt 0�����m;oÿ� ;

�6:5�
ÃÇÊ ÕÓÖÆÂ ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ, ÇÔÎË ÒÇÓÇÌÕË Í ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏ â, â�.
´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÊÂÆÂÚÂ Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÓÇÛÇÐÂ ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ
àÄÑÎáÙËË ÒÑÎÐÑÔÕßá ÓÂÔÒÖÕÂÐ, ØÑÕâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ wnm ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÚËÔÇÎ m
Ë n ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍËÏË ÄÞÚËÔÎÇÐËâÏË.

®Þ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÔÎÖÚÂÇÏ, ×ËÊËÚÇÔÍË ÐÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇ-
ÓÇÔÐÞÏ, ÍÑÅÆÂ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ ÄÐÂÚÂÎÇ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ
(ÐÇÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÑÏ) ÔÑÔÕÑâÐËË:

c0�x; t� � hx; tj0;oÿi �
�
oÿ
p

�1=4

exp

�
ÿ 1

2
oÿ�x 2 � it�

�
:

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÎáÃÑÌ ÏÑÏÇÐÕ t
ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÒÂÍÇÕÑÏ:

c�x; t� � exp

�
ÿ 1

2

�
a�t�x 2 � 2b�t�x� c�t�

��
; �6:6�

ÇÔÎË [44]

i _a � a 2 ÿ o2 ; i _b � ab� 2f ; _c � i�aÿ b 2� ; �6:7�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË a � oÿ, b � 0, c �
� ioÿtÿ �1=2� ln �oÿ=p� ÒÓË t! ÿ1. ®ÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇ-
ÏÇÐÕ ÒÇÓÇØÑÆÂ

hn;o�jŜj0;oÿi /

/
�1
t0

exp

�
ÿ 1

2

�
�a� o��x 2 � 2bx

��
Hn� �������o�
p

x� dx

ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË (ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¤ÂÖÔÔÂ, ÔÏ.
×ÑÓÏÖÎÖ 10.13.30 Ä [20]). £ ËÕÑÅÇ ËÏÇÇÏ [46, 47]

wn0� w00
r n=2

2nn!

����Hn

� �������������
n

sinh b

r
exp �ÿij�

�����2; n � 0; 1; 2; . . . ;

�6:8�

sinh b � 2
���
r
p

=�1ÿ r�. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ
ÄÂÍÖÖÏ ë ÄÂÍÖÖÏ Ë ÐÂ ÒÇÓÄÞÌ ÖÓÑÄÇÐß

w00 �
�����������
1ÿ r

p
exp

�ÿn�1ÿ ���
r
p

cos 2j�� ; �6:9�
w10 � n�1ÿ r�w00 ;

Â Ä ÆÄÖØ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ ËÏÇÇÏ

w00 �
exp �ÿn�

�
1� r 1=2n cos 2j�

� 1

2
r�n 2 cos2 2jÿ 1� � . . .

�
; r! 0 ;�����������

1ÿ r
p

exp �ÿ2n sin2 j� ; r! 1 :

8>>>>><>>>>>:
©ÆÇÔß r � tanh2 b=2, ÒÂÓÂÏÇÕÓ n ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÄÑÊÃÖÉÆÇ-
ÐËÇ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÑÌ: n � jd j2, ÅÆÇ d�t� ì
ÔÏÇÜÇÐËÇ ÕÑÚÍË, ËÊÑÃÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÍÎÂÔÔËÚÇ-

m � 4

m � 1

m � 1

3

3

2

2

4

1,0

w
���
m

0,8

0,6

0,4

0,2

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
r

²ËÔ. 4. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÄÄÇÓØ �n > m� Ô m-ÅÑ ÖÓÑÄÐâ ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÂ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ r.
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ÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÐÂ ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ
ÔËÎÞ f �t�, Hn ì ÒÑÎËÐÑÏ ¿ÓÏËÕÂ. ´ÑÚÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÄÇÎËÚËÐ d, n Ë ×ÂÊÞ j ÒÓËÄÇÆÇÐÑ Ä [46, 49].

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ ÔÎÖÚÂË. ¦ÔÎË ÚÂÔÕÑÕÂ o�t�
ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÏÇÆÎÇÐÐÑ (ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÌ ÔÎÖÚÂÌ), Õ.Ç.
r5 1, ÕÑ

wn0 � exp �ÿn� n
n

n!
�

�
�
1� ���

r
p �

nÿ �n 2 ÿ n�nÿ1
�
cos 2j�O�r�

�
; �6:10�

ÒÓË n 2r 1=2 5 n5 rÿ1=2. ±ÓË r! 0 àÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÒÇÓÇ-
ØÑÆËÕ Ä ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ±ÖÂÔÔÑÐÂ (3.18), ÒÓËÚÇÏ ÒÇÓÄÂâ
ÒÑÒÓÂÄÍÂ Í ÐÇÏÖ ËÏÇÇÕ ÒÑÓâÆÑÍ

���
r
p

(Â ÐÇ r).
¦ÔÎË n5 1, ÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (6.8) ËÏÇÇÕ ÓÂÊÐÞÌ ÄËÆ

ÆÎâ ÚÇÕÐÞØ Ë ÐÇÚÇÕÐÞØ n. ±ÓË n � 0; 2; 4; . . . ÑÐÑ ÒÇÓÇØÑÆËÕ
Ä (5.14), Â ÒÓË n � 1; 3; 5; . . .

wn0 � 8G�n=2� 1����
p
p

G
ÿ�n� 1�=2� r �nÿ1�=2 �1ÿ r�3=2n�O�n 2� : �6:11�

¥Îâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ m, n ×ÑÓÏÖÎÞ ÖÔÎÑÉÐâáÕÔâ: Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ wnm ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß [49]
ÚÇÓÇÊ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÇ ÒÑÎËÐÑÏÞ ¿ÓÏËÕÂ ÑÕ ÆÄÖØ ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ. ¬ÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÒÓÇÆÇÎ ÆÎâ wnm

ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ Ä [47, 49].
£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (6.1) ÒÓËÐË-

ÏÂáÕ ÃÑÎÇÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÄËÆ, ÇÔÎË ÒÇÓÇÌÕË Í ÑÒÇÓÂÕÑ-
ÓÂÏ ÓÑÉÆÇÐËâ Ë ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ:

J0 � 1

4
�aa� � a�a� ; J� � i

2
a�2 ; Jÿ � ÿ i

2
a 2 : �6:12�

±ÓË àÕÑÏ

�J�; Jÿ� � ÿ2J0 ; �J0; J�� � �J� ; �6:13�

J 2 � 1

16

��ââ� � â�â�2 ÿ 2�â 2â�2 � â�2â 2�	 � ÿ 3

16
;

�6:14�
�J0; a� � 1

2i
�Jÿ; a�� � ÿ 1

2
a ; �J0; a�� � i

2
�J�; a� � 1

2
a� ;

�6:15�
�J�; a�� � �Jÿ; a� � 0 ; �a; a�� � 1 ;

ÊÆÇÔß �h � m � o � 1. ±ÓË àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.13) ÒÑÎ-
ÐÑÔÕßá ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂÏ ÅÓÖÒÒÞ SU(1, 1), Â
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ �a; a�� � 1 ì ÂÎÅÇÃÓÇ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ (ÐËÎß-
ÒÑÕÇÐÕÐÑÌ). £Ôâ ÉÇ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß ÆÇÔâÕË ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐ-
ÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÊÂÆÂÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÂÎÅÇÃÓÖ Ë, ÍÑÕÑ-
ÓÂâ, ÑÆÐÂÍÑ, ÖÉÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÑÌ.

7. ®ÐÑÅÑÏÇÓÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ

¬ÓÂÕÍÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ËÊÎÑÉÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ D-ÏÇÓÐÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ 10. ±ÖÔÕß

Ĥ � 1

2

XD
i� 1

�
p̂ 2
i � o2

i �t�q̂ 2
i

	
; � p̂j; q̂k� � ÿidj k : �7:1�

³ ÒÑÏÑÜßá ¶®² ÐÂØÑÆËÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓ àÄÑÎáÙËË ÍÂÍ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ D ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÕËÒÂ (5.6), ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ
ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ i. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ
ÄÂÍÖÖÏ ë ÄÂÍÖÖÏ

w
�D�
00 �

����������������������������������������������������������
�1ÿ r1��1ÿ r2� . . . �1ÿ rD�

p
; �7:2�

Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ

w
�D�
00 � �1ÿ r�D=2 �

�
cosh

b
2

�ÿD
; �7:3�

ÅÆÇ b ì ÖÅÑÎ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÄÑÓÑÕÂ Ä ÅÓÖÒÒÇ
SU(1, 1). £ÇÔ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ j � ÿD=4,
ÒÑàÕÑÏÖ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ j0;oÿi ! j2n;o�i ÄÞÓÂ-
ÉÂÇÕÔâ ÍÂÍ

w
�D�
2n; 0 �

G�n�D=2�
n!G�D=2� r n�1ÿ r�D=2 ;

X1
n� 0

w
�D�
2n; 0 � 1 �7:4�

(ÕÑÎßÍÑ ÚÇÕÐÞÇ ÖÓÑÄÐË ÄÑÊÃÖÉÆÂáÕÔâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ). ±ÓË D � 2 ×ÑÓÏÖÎÂ (7.4),
ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

w2n; 0 � �1ÿ r� r n ; n � 0; 1; 2; . . . ; �7:5�
ÆÂÇÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑ ÚËÔÎÖ ÒÂÓ n ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÔÍÂÎâÓ-
ÐÞØ (ÃÇÔÔÒËÐÑÄÞØ) ÃÑÊÑÐÑÄ, ÓÑÉÆÇÐÐÞØ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ ÒÑÆ
ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ E�t�.
±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÖÆÑÃÐÑ ÒÑâÔÐËÕß, ÒÓËÄÎÇÍÂâ
ÕÇÑÓËá ÅÓÖÒÒ. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ÎÇÌÐÂ ë¤ÑÓÆÑÐÂ Ä ÆÂÐÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÔÄÑÆËÕÔâ [53] Í ÖÓÂÄÐÇÐËá �x� o2�t�x � 0 ÆÎâ
ÒÑÎÇÄÞØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ, ÅÆÇ

o2�t� � m 2 � p 2�t� ; p � pÿ � e

� t

ÿ1
E�t 0� dt 0 ; �7:6�

p�t� ì ËÏÒÖÎßÔ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ
E�t�. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÅÇÌÊÇÐÃÇÓÅÑÄÔÍËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ âp�t� Ë
b̂ÿp�t� ÆÎâ ÚÂÔÕËÙ Ë ÂÐÕËÚÂÔÕËÙ. µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ
ÆÎâ ÐËØ ËÏÇáÕ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ×ÑÓÏÇ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâ ¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ:

âp�t� � u�t�âp�t0� � v�t�b̂�ÿp�t0� ; �7:7�
b̂�ÿp�t� � v ��t�âp�t0� � u ��t�b̂�ÿp�t0� :

±ÓË àÕÑÏ
��u�t���2 ÿ ��v�t���2 � 1, Õ.Ç. ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (7.7)

ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÅÓÖÒÒÇ SU(1, 1). ³ÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ÃÑÊÑÐÐÞØ
ÒÂÓ, ÓÑÆËÄÛËØÔâ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË Ô ÆÂÐÐÞÏ ËÏÒÖÎßÔÑÏ,

hnpi � lim
t!�1



0
��â�p �t�âp�t���0� � ��v�1���2 � r

1ÿ r
; �7:8�

ÅÆÇ j0iìÄÇÍÕÑÓ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÄÂÍÖÖÏÂ, Â ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑ
ÚËÔÎÖ ÒÂÓ ËÏÇÇÕ ÄËÆ (7.5). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÂÆÂÚÂ Ñ
ÓÑÉÆÇÐËË ÒÂÓ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ
ÒÑÎâ EE�t� ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËË ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ, ÒÓËÚÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓ r
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÑÕ ÃÂÓßÇÓÂ,
ÊÂÆÂÄÂÇÏÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÇÌ o2�x�; t! x (ÔÏ. ÒÓËÏÇÓÞ Ä ÒÓË-
ÎÑÉÇÐËË ¢).

±ÑÎÑÉËÏ ÕÇÒÇÓß (ÔÏ. [53])

J� � a�b� ; J0 � 1

2
�a�a� b�b� 1� ; Jÿ � ba � ab :

�7:9�
10 ©ÂÆÂÚÂ Ñ D-ÏÇÓÐÑÏ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÇ Ô ÊÂÄËÔâÜËÏË ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÂÔß ÕÂÍÉÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [50 ë 52], ÒÑÔÎÇÆÐââ
ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÑÃÛËÓÐÖá ÃËÃÎËÑÅÓÂ×Ëá.
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¥Îâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË ÏÞ ÑÒÖÔÍÂÇÏ ÊÆÇÔß ËÐÆÇÍÔ p (Â Ä ×ÇÓÏËÑÐ-
ÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ps, ÅÆÇ s ì ÒÓÑÇÍÙËâ ÔÒËÐÂ) Ö ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ
ÓÑÉÆÇÐËâ Ë ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ �a; a�� � �b; b�� � 1,
ÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ (7.9) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÕÇÏ ÉÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ
ÍÑÏÏÖÕÂÙËË, ÚÕÑ Ë ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÞ ÅÓÖÒÒÞ SU(1, 1). ¡ÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ×ÇÓÏËÑÐÑÄ �s � 1=2�: fa; a�g �
� fb; b�g � 1, ÅÆÇ f. . .gì ÂÐÕËÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓ, Ë ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ

J� � a�b� ; J0 � 1

2
�a�a� b�bÿ 1� ; Jÿ � ba � ÿab

�7:10�
âÄÎâáÕÔâ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂÏË ÅÓÖÒÒÞ SU(2). ±ÓË àÕÑÏ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓ ¬ÂÊËÏËÓÂ (1.6) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

J 2 � j� j� 1��1ÿ �a�aÿ b�b�2� ; �7:11�

j �
ÿ 1

2
; s � 0 ;

1

2
; s � 1

2

8>><>>:
(ÆÎâ ÄÂÍÖÖÏÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ aj0i � bj0i � 0 Ë J 2 �
� j� j� 1� � ÿ1=4 ËÎË 3=4). £ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÓÑÉÆÇÐËâ n ÒÂÓ
Ä ÔÑÔÕÑâÐËË Ô ËÏÒÖÎßÔÑÏ p ÆÂÇÕÔâ ÍÄÂÆÓÂÕÑÏ ×ÖÐÍÙËË
£ËÅÐÇÓÂ d

� j �
nÿj;ÿj�y� ÆÎâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ.

£ ÃÑÊÑÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ì àÕÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÑÇ ÖÐËÕÂÓÐÑÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÅÓÖÒÒÞ SU�1; 1� Ô ÄÇÔÑÏ j � ÿ1=2, Â ÆÎâ
×ÇÓÏËÑÐÑÄì ÔÒËÐÑÓÐÑÇ � j � 1=2� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÅÓÖÒÒÞ
SU�2�. £ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÕÑÎßÍÑ ÆÄÂ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ: n � 0 (ÒÂÓÞ ÐÇ ÓÑÉÆÂáÕÔâ) Ë n � 1 Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕâÏË
cos2 y=2 Ë sin2 y=2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¿ÕÑ ÑÃÝâÔÐâÇÕ ÒÓËÚËÐÖ
ÓÂÊÎËÚËâ 11 ÏÇÉÆÖ ÔÎÖÚÂâÏË s � 0 Ë s � 1=2.

¥Îâ ËÏÒÖÎßÔÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÅÑ ÄËÆÂ E�t� �
� E0=cosh2 ot ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (7.6) ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
¿ÍÍÂÓÕÂ [64] ÒÓË ÐÂÆÎÇÉÂÜÇÏ ÄÞÃÑÓÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ o� Ë
o0 (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÖ (¢.7) ËÊ ÒÓËÎÑÉÇÐËâ ¢). ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÔÓÂÊÖ ÉÇ ÐÂÒËÔÂÕß ×ÑÓÏÖÎÞ [53] ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ r ÒÓË
ÊÐÂÚÇÐËâØ ÔÒËÐÂ s � 0 Ë 1/2, ÒÑÎÐÑÔÕßá ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÇ Ô
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÓÂÃÑÕ [65], Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÑÐË ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¬ÎÇÌÐÂ ë¤ÑÓÆÑÐÂ Ë ¥Ë-
ÓÂÍÂ (ÆÑÒÖÔÍÂáÜËØ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ).

°ÆÐÑÓÑÆÐÑÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ E�t� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ËÆÇÂÎËÊÂÙËá, ÊÂÄÞÛÂáÜÖá ÚËÔÎÑ ÑÃÓÂÊÖáÜËØ
ÒÂÓ N. £ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÎÐÇ ÄÔÇÅÆÂ ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖÇÕ
ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÖÏÇÐßÛÂÇÕ N (ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, Ä
ÚËÔÕÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë Ä ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÇ Ô
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá Ë ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÏ ÔÑÔÕÂ-
ÄÑÏ, ÒÂÓÞ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ ÄÑÑÃÜÇ ÐÇ ÓÑÉÆÂáÕÔâ [63]). £
ÓÂÃÑÕÇ [58, 59] ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÓÇÂÎËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÕÓÇØÏÇÓÐÂâ
ÏÑÆÇÎß Ô×ÑÍÖÔËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÑÔÐÑÄÂÐ-
ÐÂâ ÐÂ ÕÑÚÐÑÏ ÓÇÛÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ.
¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ 4-ÑÃÝÇÏÖ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÑÊÄÑ-
ÎËÎÑ ËÊÖÚËÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÚËÔÎÂ N ÓÑÆËÄÛËØÔâ e�eÿ-ÒÂÓ
ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÊÂÆÂÚË: ÓÂÆËÖÔÂ ×ÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÒâÕÐÂ R,
ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÑÌ ÆÎËÐÞ L � R=D, ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ×ÑÍÖÔË-

ÓÑÄÍË D � c=oR � l=�2pR�, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÇÅÑ ÑÕÎËÚËÇ
ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÕ ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ, Ë ÑÕ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
ËÊÎÖÚÇÐËâ. ®Þ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÊÆÇÔß ÑÃÔÖÉÆÂÕß ×ËÊËÚÇÔÍËÇ
ÂÔÒÇÍÕÞ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÓÑÉÆÇÐËâ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ e�eÿ-ÒÂÓ ÒÓË
×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÇ ÔÄÇÓØÏÑÜÐÑÅÑ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ. £
ÔÄâÊË Ô ÃÞÔÕÓÞÏ ÒÓÑÅÓÇÔÔÑÏ ÎÂÊÇÓÐÑÌ ÕÇØÐÑÎÑÅËË àÕÑÕ
ÄÑÒÓÑÔ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÔÇÌÚÂÔ ÂÍÕÖÂÎßÐÑÔÕß Ë ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÕÔâ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÓÂÃÑÕÂØ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [54 ë 60] Ë
ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ ÕÂÏ ÔÔÞÎÍË).

°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÇ
Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÐÂØÑÆËÕ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Ä
¬¿¥ ÔËÎßÐÞØ ÒÑÎÇÌ, ÐÑ Ë Ä ÕÇÑÓËË ÓÑÉÆÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ Ä
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ ÄÃÎËÊË ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ÔËÐÅÖ-
ÎâÓÐÑÔÕË [66 ë 68].

8. ¥ÂÎßÐÇÌÛËÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ
×ÇÌÐÏÂÐÑÄÔÍÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÓÂÔÒÖÕÞÄÂÐËâ

µÍÂÉÇÏ ÇÜÇ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÊÂÆÂÚ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ
¶®² ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÑÎÇÊÐÞÏ.

1. ±ÇÓÄÞÌ ÒÓËÏÇÓÏÞ ÊÂËÏÔÕÄÖÇÏ Ö¶ÇÌÐÏÂÐÂ [6]. ¥Îâ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ â Ë b̂, ÄÄÑÆâ ÖÒÑÓâÆÑÚËÄÂá-
ÜËÌ ËÐÆÇÍÔ s, ËÏÇÇÏ

exp �â� b̂� � exp

�� 1

0

�â� b̂� ds
�
� exp â exp

�� 1

0

b̂ 0�s� ds
�
;

�8:1�

ÅÆÇ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (2.8 0)

b̂ 0�s� � exp

�
ÿ
� s

0

â ds 0
�
b̂ exp

�� s

0

â ds 0
�
�

� exp �ÿsâ� b̂ exp �sâ� : �8:2�

¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÚÐÞÏ, ÐÑ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎ ÒÑ s Ä (8.1), ÐÂ ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ ÐÇÔÎÑÉÐÞÌ, ÄÓâÆ ÎË
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÚËÔÎÇÐ Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ �â; b̂� 6� 0:
±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓ b̂ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÏÂÎ,
Ë ÖÚÕÇÏ àÕÑ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÕÇÑÓËá ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ:

exp �â� b̂� � exp â�
� 1

0

exp
��1ÿ s�â� b̂ exp �sâ� ds� . . .

�8:3�
£ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË, ÅÆÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓ â ÆËÂÅÑÐÂÎÇÐ Ë ËÏÇÇÕ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ an:

âjni � anjni ; hmjni � dmn ; �8:4�

ËÊ (8.3) ÎÇÅÍÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÕÇÑÓËË
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÆÎâ ÏÂÕÓËÚÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ

exp �â� b̂��

mn
� dmn exp an � exp am ÿ exp an

am ÿ an
bmn �O�b 2�

�8:5�
(ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2) Ä ÓÂÃÑÕÇ [6], ÕÂÏ ÉÇ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÍÂÍ Ô
ÒÑÏÑÜßá ¶®² ÒÑÎÖÚËÕß ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÕÇÑ-
ÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ÊÂÄËÔâÜËØ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË).

2. µÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÂÕÑÏÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä
ÒÑÎÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

i
qc
qt
� Ĥc ; Ĥ � 1

2
p 2 � V�r; t� �U�r� ; �8:6�

ÅÆÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÆËÒÑÎßÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ V�r; t� �
� ÿeEE�t�r, EE�t� � ÿcÿ1 qA=qt ì àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ ÒÎÑ-

11 ³ÎÇÆÖÇÕ, ÄÒÓÑÚÇÏ, ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÓË E5 Ecr � m 2c 3=e�h, ÚÕÑ
ÓÇÂÎßÐÑ ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ [54 ë 60], ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÄÑÊ-
ÃÖÉÆÇÐËâ ÒÑÎÇÄÞØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÏÂÎ, r /
/ exp �ÿpEcr=E�, Ë ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÓÑÉÆÇÐËÇ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË
ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑÌ ÒÂÓÞ. ±ÓË àÕÑÏ ÓÂÊÎËÚËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÎÖÚÂâÏË ÃÑÊÑÐÑÄ Ë
×ÇÓÏËÑÐÑÄ ÔÕËÓÂÇÕÔâ. ©ÆÇÔß Ecr ìÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ Ä
¬¿¥ [61 ë 63]: Ecr � 1;3� 1016 £ ÔÏÿ1 ÆÎâ e�eÿ, Ecr � 1021 £ ÔÏÿ1 ÆÎâ
p�pÿ.
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ÔÍÑÌ ÔÄÇÕÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ, U�r� ì ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÌ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ô ÂÕÑÏÐÞÏ ÑÔÕÑÄÑÏ. µÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (8.6) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ "ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ
ÆÎËÐÞ", ÍÑÕÑÓÂâ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÂÔß¬ÇÎÆÞÛÇÏ Ä ÓÂÃÑÕÇ [69]
Ë ÄÒÑÔÎÇÆÔÕÄËË ÏÐÑÅËÏË ÂÄÕÑÓÂÏË.

°ÃÑÊÐÂÚÂâ Â � �1=2�p 2, B̂ � EEr, Ĉ � EEp, ÒÑÎÖÚËÏ
�Â; B̂� � ÿiĈ ; �B̂; Ĉ� � iEE 2Î ; �Ĉ; Â� � 0 ; �8:7�

ÅÆÇ Î ì ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ (ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËÌ ÔÑ ÄÔÇÏË
ÑÔÕÂÎßÐÞÏË). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÂâ ÂÎÅÇÃÓÂ
ÊÂÏÞÍÂÇÕÔâ, Ë ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ¶®²:

Ŝ�t; t0� � T exp

�
ÿi
� t

t0

Ĥ�t 0� dt 0
�
�

� exp

�
i
e

c
A�t�r

�
exp

�
ÿ i

2

� t

t0

P 2�t 0� dt 0
�
: �8:8�

£ÑÎÍÑÄÔÍÂâ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ [37, 70]

cp�r; t� � Ŝ exp �ipr� �

� �2p�ÿ3=2 exp
�
i

�
P�t�rÿ 1

2

� t

t0

P 2�t 0� dt 0
��

�8:9�

ÚÂÔÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ Ä ÕÇÑÓËË ËÑÐËÊÂÙËË Ë ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ
ÂÕÑÏÑÄ ÎÂÊÇÓÐÞÏ ÔÄÇÕÑÏ. ©ÆÇÔß P � pÿ �e=c�A�t� ì
ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ.

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (8.8) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá
ÂÕÑÏÂ Ô ÄÐÇÛÐËÏ ÒÑÎÇÏ, ÄÞÃÓÂÐÐÑÏÖ Ä ÄËÆÇ

V�r; t� � 1

c
A�t�p� 1

2c 2
A2�t� ; �8:6 0�

ÚÕÑ ÒÑÎÖÚËÎÑ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÐÂÊÄÂÐËÇ "ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË". ¿ÕË ÆÄÇ ÍÂÎËÃÓÑÄÍË ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ Ä ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐ-
ÐÞØ ÓÂÃÑÕÂØ ÒÑ ÕÇÑÓËË ËÑÐËÊÂÙËË Ë ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÂÕÑÏÑÄ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÞÏ ÎÂÊÇÓÐÞÏ ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÑÃÊÑÓÞ [60, 71]). ¯ÂÛÇÌ ÙÇÎßá ÃÞÎÑ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑ-
ÄÂÕß, ÚÕÑ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ¶®² Í ÓÂÔÒÖÕÞÄÂÐËá ÄØÑÆâÜËØ Ä
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÎÇÅÍÑ ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ
ÑÆÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË Í ÆÓÖÅÑÌ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË
ÓÂÔÒÖÕÞÄÂÐËË ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Ä Ŝ�t; t0�ÏÞÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎË, ÚÕÑ
U�r� Ä (8.6) ì ÍÑÓÑÕÍÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÚÕÑ
âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÒÎÑØËÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ Ä ÔÎÖÚÂÇ ËÑÐËÊÂÙËË
ÑÆÐÑÊÂÓâÆÐÞØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ ÕËÒÂHÿ, Liÿ,Naÿ Ë
Õ.Ò. (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [72, 73]), ì ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÂâ Ä ÂÕÑÏÐÑÌ Ë
âÆÇÓÐÑÌ ×ËÊËÍÇ ÏÑÆÇÎß ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ
ÆÇÌÔÕÄËâ ÔËÎ [47].

3. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÏÑÆÇÎß Ô ÅÓÖÒÒÑÌ ÔÍÓÞÕÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË:

Ĥ � Ĥ0 � x1�t�L� x2�t�A ; Ĥ0 � 1

2
p 2 ÿ 1

r
; �8:10�

ÅÆÇ L � r� pì ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ,

A � 1

2

��L� p� ÿ �p� L�	� r

r

ì ÄÇÍÕÑÓ ÂÒÎÂÔÂ ë ²ÖÐÅÇ ëÇÐÙÂ, Â ÚÂÔÕÑÕÞ o1, o2 ì
ÊÂÆÂÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÄÓÇÏÇÐË. °ÒÇÓÂÕÑÓ ĤÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÒÓÑÇÍÙËá ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÂÕÑÏÂ ÄÑÆÑÓÑÆÂ,
ÐÂØÑÆâÜÇÅÑÔâ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ, ÐÂ ÒÑÆÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ Ô ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ.

¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ [17, 24], Ä ÂÕÑÏÇ ÄÑÆÑÓÑÆÂ ËÏÇÇÕÔâ ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ "ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ" ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇ ÖÓÑÄÐÇÌ Ô ÆÂÐ-

ÐÞÏ n � �ÿ2E �ÿ1=2 Ë ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË l �
� 0; 1; . . . ; nÿ 1. ¿ÕÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇ ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ ÕÇÏ, ÚÕÑ
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ Ĥ0 ÑÃÎÂÆÂÇÕ, ÒÑÏËÏÑ ÑÚÇÄËÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË SO(3), ÕÂÍÉÇ ÅÓÖÒÒÑÌ ÔÍÓÞ-
ÕÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ: ÅÓÖÒÒÑÌ SO(4)
ÆÎâ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ Ë ÅÓÖÒÒÑÌ ÑÓÇÐÙÂ
SO(3, 1) ÆÎâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ [17, 74 ë 78].

£ ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÒÑÎÂÅÂâM � �ÿ2H0�ÿ1=2A, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
�L;L� � �M;M� � iL ; �L;M� � iM ; �8:11�
L2 �M 2 � �ÿ2H0�ÿ1 ÿ 1 � n 2 ÿ 1 ;

ÚÕÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË ÍÑÏÏÖÕÂÙËË ÆÎâ ÅÇÐÇÓÂ-
ÕÑÓÑÄ ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ ÄÓÂÜÇÐËÌ SO�4� �
� SO�3� 
 SO�3�. ±ÇÓÇØÑÆâ Í ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏ I1; 2 �
� �L�M�=2, ÍÑÕÑÓÞÇ ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ, ÆÎâ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ àÄÑÎáÙËË ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Ŝ�t; 0� � exp �ÿiEnt� exp �ÿiX1I1� exp �ÿiX2I2� ;
�8:12�

X1; 2�t� �
� t

t0

�
x1�t 0� � 1

n
x2�t 0�

�
dt 0 :

¥ÂÎßÐÇÌÛÇÇ ÓÂÔÒÖÕÞÄÂÐËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ I�, I0 Ë Iÿ
ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ¶®² Ä ÕÑÚÐÑÔÕË ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë Ä
ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÄÓÂÜÇÐËË ÔÒËÐÂ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 4).

£ ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ Ô àÐÇÓÅËÇÌ
E � k 2=2 > 0 ÑÒÇÓÂÕÑÓM ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇàÓÏËÕÑÄÞÏ Ë ÇÅÑ
ÐÖÉÐÑ ÊÂÏÇÐËÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ N � �2H0�ÿ1=2A. ¿ÕÑ ÆÂÇÕ
ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

�L;L� � iL ; �L;N� � iN ; �N;N� � ÿiL ; �8:13�

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂÏ ÅÓÖÒÒÞ ÑÓÇÐÙÂ 12. ¥ÂÎß-
ÐÇÌÛËÇ ÄÞÍÎÂÆÍË ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ (4.12). °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÞÛÇ
ÃÞÎË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ: �A;B� � iC
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ �Âj; B̂k� � iej k lĈl, ÅÆÇ ej k l ì ÒÑÎÐÑÔÕßá
ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÓÂÐÅÂ �e123 � 1�, Â
ËÐÆÇÍÔÞ j, k, l ÒÓÑÃÇÅÂáÕ ÊÐÂÚÇÐËâ 1, 2, 3. ±ÓË àÕÑÏ
ÃoÂ ÎßÛÂâ ÚÂÔÕß àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ËÊÄÇÔÕ-
ÐÑÏÖ ÒÓÂÄËÎÖ ÍÑÏÏÖÕÂÙËË [24]: �L;V� � iV, ÅÆÇ L ì
ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ Ä ÅÓÖÒÒÇ SO�3�, V ì ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÞÌ ÕÓÇØÏÇÓÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ
ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (8.13), ÑÕÎËÚÂáÜÇÇÔâ ÊÐÂÍÑÏ ÑÕ ÆÄÖØ
ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ, ÐÂ âÊÞÍÇ ÕÇÑÓËË ÅÓÖÒÒ ÑÕÄÇÚÂÇÕ à××ÇÍÕÖ
ÕÑÏÂÔÑÄÔÍÑÌ ÒÓÇÙÇÔÔËË Ä ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÏÇØÂÐËÍÇ [79 ë 82].

´ÇÑÓËâ ÅÓÖÒÒ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÒËÔÂÕß ÏÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇ-
ÏÇÐÕÞ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÕÑâÐËâÏË jn; l;mi ÂÕÑÏÂ
ÄÑÆÑÓÑÆÂ Ô ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÅÎÂÄÐÞÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ
n. £ ÔÎÖÚÂÇ En � ÿ1=2n 2 < 0 ì àÕÑ ×ÖÐÍÙËË £ËÅÐÇÓÂ
ÆÎâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ D� j1; j2� ÅÓÖÒÒÞ SO�4� Ô j1 � j2 �
� �nÿ 1�=2, Â Ä ÔÎÖÚÂÇ àÐÇÓÅËË E � k 2=2 > 0 ÑÐË ÑÕÐÑ-
ÔâÕÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÑÏÖ ÖÐËÕÂÓÐÑÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá
D�0; r� ÅÓÖÒÒÞ ÑÓÇÐÙÂ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÔÇÓËË
[43]. ±ÓË àÕÑÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÔÍÂÎâÓÂ F̂ ÓÂÄÐÑ

F̂ � 1

2
M mnMmn � L2 ÿN 2 � ÿ

�
1� r 2

4

�
; �8:14�

12 ±ÓË ÑÃÞÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÅÓÖÒÒÞ ÑÓÇÐÙÂ N̂i ì àÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓ
ÃÖÔÕÂ (Õ.Ç. ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÑÓÇÐÙÂ ÃÇÊ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÑÔÇÌ)
ÄÆÑÎß i-Ì ÑÔË ÔËÔÕÇÏÞ ÑÕÔÚÇÕÂ [39, 42].
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ÅÆÇ Mmn � xmpn ÿ xnpm ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ 4-ÏÑÏÇÐÕÂ. ¿ÕÑ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ (8.11) ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ n! ir=2, ÑÕÍÖÆÂ
r � 2=k. £ÕÑÓÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ÅÓÖÒÒÞ ÑÓÇÐÙÂ (ÒÔÇÄÆÑ-
ÔÍÂÎâÓ) ÓÂÄÇÐ ÊÆÇÔß ÐÖÎá (ÑÐ ÑÕÎËÚÇÐ ÑÕ ÐÖÎâ ÕÑÎßÍÑ
ÒÓË ÐÂÎËÚËË Ö ÚÂÔÕËÙÞ ÔÒËÐÂ [39 ë 42], Â Ä (8.10) ÔÒËÐÑÏ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÇÕÔâ).

4. ³ÎÇÆÖáÜËÌ ÒÓËÏÇÓ ÐÑÔËÕ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓ. ±ÖÔÕß Â Ë B̂ì ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ, ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËÇ Ô �Â; B̂�:�

Â; �Â; B̂�� � �B̂; �Â; B̂�� � 0 : �8:15�

£ÄÑÆâ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓ t (ÑÕ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ Â Ë
B̂ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ), ËÏÇÇÏ

Ŝ�t� � exp
��Â� B̂�t� � exp

�� t

0

�Â� B̂� dt 0
�

Ë Ô ÒÑÏÑÜßá ¶®² ÄÞÒÖÕÞÄÂÇÏ ÒÇÓÄÞÌ ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎß:

Ŝ�t� � exp �Ât� exp
�� t

0

B̂ 0 dt 0
�
; �8:16�

ÅÆÇ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (2.8 0)

B̂ 0�t 0� � exp �ÿÂt 0� B̂ exp �Ât 0� � B̂ÿ �A; B̂� t 0 :

±ÓËÏÇÐââ ÆÂÎÇÇ ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ¶®² Ô ÖÚÇÕÑÏ ÖÔÎÑÄËâ
(8.15), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ×ÑÓÏÖÎÖ ¤ÎÂÖÃÇÓÂ [83]:

exp
��Â� B̂�t	 � exp �Ât� exp �B̂t� exp

�
ÿ 1

2
�Â; B̂�t 2

�
�

� exp �B̂t� exp �Ât� exp
�
1

2

ÿ�Â; B̂�t 2�� : �8:17�

°ÕÔáÆÂ âÔÐÑ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÐÇÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ÏÇÉÆÖ
ÔÑÃÑÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ exp �Â� B̂� 6� exp Â exp B̂, ÚÕÑ âÄÎâÇÕÔâ
ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÕÓÖÆÐÑÔÕßá ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ, ÍÑÕÑ-
ÓÖá ÒÓÇÑÆÑÎÇÄÂÇÕ ¶®².

°ÒÇÓÂÕÑÓÞ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÇ ÖÔÎÑÄËá (8.15), ÆÑ-
ÄÑÎßÐÑ ÚÂÔÕÑ ÄÔÕÓÇÚÂáÕÔâ Ä ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ [47,
83, 89], ÒÑàÕÑÏÖ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ (8.17) ÄÇÔßÏÂ ÒÑÎÇÊÐÑ. °ÐÑ
âÄÎâÇÕÔâ ÚÂÔÕÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ ÓâÆÂ ¢ÇÌÍÇÓÂ ë·ÂÖÔÆÑÓ×Â,
ËÊÄÇÔÕÐÑÅÑ ËÊ ÕÇÑÓËË ÅÓÖÒÒ:

exp Â exp B̂ � exp

�
Â� B̂� 1

2
�Â; B̂�ÿ

ÿ 1

12

��
Â; �Â; B̂��� ��Â; B̂�; B̂��� . . .

�
: �8:18�

±ÑÆ ÊÐÂÍÑÏ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÔÕÑËÕ ×ÑÓÏÂÎß-
ÐÞÌ ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ÓâÆ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÔØÑÆËÏÑÔÕË ÐÇ
ÔÕÂÄËÕÔâ. ³ÎÇÆÖáÜËÇ ÚÎÇÐÞ àÕÑÅÑ ÓâÆÂ ÔÏ. Ä [84, 85].

5. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏÑÒÇÓÂÕÑÓU�a� � exp �aâ� ÿ a �â�, ÍÑÕÑ-
ÓÞÌ âÄÎâÇÕÔâ ÖÐËÕÂÓÐÞÏ ÒÓË ÎáÃÑÏ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÏ a:

U��a� � exp �a �âÿ aâ�� � U�ÿa� � Uÿ1�a� : �8:19�

¦ÅÑ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÓÂÔÒÖÕÂÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (8.17):

U�a� � exp

�
ÿ 1

2
jaj2
�
exp �aâ�� exp �ÿa �â� �

� exp

�
1

2
jaj2
�
exp �ÿa �â� exp �aâ�� : �8:20�

°ÕÔáÆÂ ËÏÇÇÏ

U�a�j0i � exp

�
ÿ 1

2
jaj2
�X1

n� 0

a n����
n!
p jni � jai ; �8:21�

Õ.Ç. ÑÒÇÓÂÕÑÓ U�a� ÒÇÓÇÄÑÆËÕ ÄÂÍÖÖÏÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ j0i Ä
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÇ jai, ÔÑØÓÂÐââ ÐÑÓÏËÓÑÄÍÖ: hajai � h0j0i � 1.

±ÓËÄÇÆÇÏ ÇÜÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ:

U��a� â U�a� � exp �ÿaâ�� â exp �aâ�� � â� a ;
�8:22�

U��a� â�U�a� � exp �a �â� â� exp �ÿa �â� � â� � a � ;

U�a�U�b� � U�a� b� exp �ij� ; j � Im �ab �� ; �8:23�

Ä ÔËÎÖ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓ U�a� ÐÂÊÞÄÂáÕ ËÐÑÅÆÂ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÑÏ ÔÏÇÜÇÐËâ (ÔÆÄËÅÂ).

¿ÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ, ÓÂÄÐÑ ÍÂÍ Ë ÔÂÏË ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ
ÔÑÔÕÑâÐËâ jai, ÄÒÇÓÄÞÇ ÄÄÇÆÇÐÐÞÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÑÏ [86, 88],
ÒÑÔÕÑâÐÐÑ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÑÒÕËÍÇ ÒÓË ÑÒËÔÂ-
ÐËË ÔÄÑÌÔÕÄ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÔÄÇÕÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [87 ë 89]).

6. ¯Â ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ, ËÏÇáÕ ÎË ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÞ â Ë â� ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ÒÓÑÜÇ ÄÔÇÅÑ ÑÕÄÇÕËÕß
ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ¶ÑÍÂ ë¢ÂÓÅÏÂÐÂ ÆÎâ ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÂ [90 ë 92], ÍÑÕÑÓÑÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË ¡.
°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÔÒÇÍÕÓ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ â ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÑ ÊÂÒÑÎÐâÇÕ ÄÔá ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖáÒÎÑÔÍÑÔÕß, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ
ÍÂÍ ÑÒÇÓÂÕÑÓ â� ÄÑÑÃÜÇ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ
(ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [47]). °ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÐÂÔÍÑÎßÍÑ ÐÇÒÓËÄÞÚ-
ÐÞÏË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÐÇàÓÏËÕÑÄÞØ (ÕÑÚÐÇÇ, ÐÇÔÂ-
ÏÑÔÑÒÓâÉÇÐÐÞØ) ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ, ÍÂÍÑÄÞÏË âÄÎâáÕÔâ â Ë â�.

7. °ÕÏÇÕËÏ ÇÜÇ ×ÑÓÏÖÎÖ [8]

exp Â exp B̂ �
X1
n� 0

1

n!
B̂n ; �8:24�

ÅÆÇ B̂0 � B̂ Ë B̂n�1 � �Â; B̂n�, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ
ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÃÞÚÐÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÂâ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑÔÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ. ªÐÑÅÆÂ, ÑÆÐÂÍÑ, ÒÓÑÙÇÔÔ ÑÃÓÞÄÂÇÕÔâ:

esli �Â; B̂N� � 0 ; to B̂N�1 � B̂N�2 � . . . � 0 ; �8:25�

Ë ÔËÔÕÇÏÂ ËÊ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ âÄÎâÇÕÔâ
ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÍÑÏÏÖÕÂÙËË. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ¶®² ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÖÔÒÇÛÐÞÏ.

ªÊÎÑÉÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÒÓËÏÇÓÞ ÆÂáÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ñ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÒÓËÏÇÐÇÐËâØ ¶®² Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÏÇØÂÐËÍÇ Ë ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ.

9. ¬ÑÐÕÓÒÓËÏÇÓÞ

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÕß ¶®² Ä ÆÓÖÅËØ ÊÂÆÂÚÂØ. ¯ÂÚÐÇÏ Ô ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔ-
ÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ 13

Ĥ � 1

2
p 2 � g

4
x 4 : �9:1�

13 ±ÑÒÖÎâÓÐÂâ ÏÑÆÇÎß Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ Ë ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ, ÍÑÕÑÓÂâ
ËÊÖÚÂÎÂÔß Ô ÓÂÊÐÞØ ÔÕÑÓÑÐ ÏÐÑÅËÏË ÂÄÕÑÓÂÏË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [93 ë
97]), ÑÆÐÂÍÑ ¶®² Í ÐÇÌ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÐÇ ÒÓËÏÇÐâÎÔâ. ©ÆÇÔß ÏÞ
ÑÒÖÔÍÂÇÏ ÆÎâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË "ÍÓÞÛÍË" �^� ÐÂÆ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏË.
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±ÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÄÞÚËÔÎââ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÞ Ô ÖÚÇÕÑÏ ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËÌ

� p; xn� � ÿinxnÿ1 ; � pn; x� � ÿinpnÿ1 ;

� p 2; xn� � ÿin� pxnÿ1 � xnÿ1p� ; �9:2�
� p 2; pxn � xnp� � ÿ2in� p 2xnÿ1 � xnÿ1p 2�ÿ
ÿ in�nÿ 1��nÿ 2�xnÿ3 ;

ÒÑÎÖÚÂÇÏ

� p 2; x 4� � ÿ4i� px 3 � x 3p� ;
� p 2; px 3 � x 3p� � ÿ6i� p 2x 2 � x 2p 2 � 1� ; �9:3�
� p 2; p 2x 2 � x 2p 2� � ÿ4i� p 3x� xp 3� ;
� p 2; p 3x� xp 3� � ÿ4ip 4 ; � p 2; p 4� � 0 ;

Ë ÐÂ àÕÑÏ ÙÇÒÑÚÍÂ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÑÄ, ÐÂÚËÐÂáÜËØÔâ Ô p 2,
ÑÃÓÞÄÂÇÕÔâ. ¥ÂÎÇÇ, ÑÆÐÂÍÑ, ËÏÇÇÏ

� px 3 � x 3p; x 4� � ÿ8ix 6 ; � px 3 � x 3p; x 6� � ÿ12ix 8 ;

Ë Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ

� px 3 � x 3p; x 2k� � ÿ4ikx 2k�2 ; k � 1; 2; 3; . . . �9:4�

³ÕÇÒÇÐß x ÒÓË ÍÑÏÏÖÕËÓÑÄÂÐËË ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑ ÄÑÊÓÂ-
ÔÕÂÇÕ, Ë ÒÑÕÑÏÖ ¶®² ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Í
ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÂÎÅÇÃÓÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÑÃÓÂ-
ÊÖáÜËØ, Â ÓÂÔÒÖÕÞÄÂÐËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ àÄÑÎáÙËË Ŝ ÒÑÓÑÉ-
ÆÂÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ. ´Ñ ÉÇ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ
x 4 Ä ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÇ (9.1) ÂÐÅÂÓÏÑÐËÊÏÑÏ ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ
x 2N;N5 2.

±ÑÏËÏÑ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇ-
ÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÎâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ¶®² ÄÔÕÓÇÚÂÇÕÔâ Ô ÕÇÏË ÉÇ
ÕÓÖÆÐÑÔÕâÏË. ´ÂÍ, ÆÎâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÏÑÆÇÎË "ÂÕÑÏÂ
ÄÑÆÑÓÑÆÂ", H � p 2 � xÿ1, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

� p 2; xÿ1� � i� pxÿ2 � xÿ2p� ;
� p 2; pxÿ2 � xÿ2p� � 2i� p 2xÿ3 � 2pxÿ3p� xÿ3p 2� ;

� pxÿ2 � xÿ2p; xÿ1� � 2ixÿ4 ;
�9:5�

� pxÿ2 � xÿ2p; xÿ4� � 8ixÿ7 ;

Ë Õ.Æ.¸ÇÒÑÚÍÂ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÑÄ ÐÇ ÑÃÓÞÄÂÇÕÔâ, Ë ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ
ÐÑÄÑÏ ÛÂÅÇ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÄÔÇ ÃÑÎÇÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÇ (ÒÓË
x! 0) ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ. ±ÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ Í ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏÖ ÂÕÑÏÖ
ÄÑÆÑÓÑÆÂ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÕÑÎßÍÑ ÖÔÖÅÖÃÎâÇÕÔâ:

�p 2; rÿ1� � i
��pr�rÿ3 � rÿ3�rp�	 ;

��pr�rÿ3 � rÿ3�rp�; rÿ1� � 2irÿ4 ; �9:6�
�p 2; rÿn� � in

��pr�rÿ�n�2� � rÿ�n�2��rp�	; . . .

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ ÒÓËÏÇÓÞ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕË ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ¶®² Ä ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÏÇØÂÐËÍÇ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÞ. ¢ÞÕß
ÏÑÉÇÕ, ÐÂÓâÆÖ Ô ÒÑËÔÍÑÏ ÐÑÄÞØ ÕÑÚÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ,
ÔÕÑËÎÑ ÃÞ ÒÑÔÏÑÕÓÇÕß, ÐÇÎßÊâ ÎË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ¶®² Ä
ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞØ Ë ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÏÇÕÑÆÂØ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑ-
ÓËË [98, 99].

10. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

®Þ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ
ÊÂÆÂÚ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ¶®² ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÓÂÔÒÖÕÂÕß
ÄØÑÆâÜËÇ Ä ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ Ë ÒÑÎÖÚËÕß ÕÑÚÐÑÇ
(ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ) ÓÇÛÇÐËÇ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâºÓÈÆËÐ-
ÅÇÓÂ. °ÆÐÂÍÑ ¶®² ÑÕÐáÆß ÐÇ ÖÐËÄÇÓÔÂÎÇÐ ì Ä ÑÕÎËÚËÇ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÕ ×ÇÌÐÏÂÐÑÄÔÍÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÐÑÌ ÕÇØÐËÍË Ä
ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ±ÓËÏÇÐÇÐËÇ ¶®² ÄÓâÆ ÎË ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÔÕÂÐÆÂÓÕËÊËÓÑÄÂÐÑ Ë ÕÓÇÃÖÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ËÊÑÃÓÇÕÂ-
ÕÇÎßÐÑÔÕË. ´ÇÏ ÐÇÏÇÐÇÇ ÇÔÎË¶®²ÖÆÂÇÕÔâ ÒÓËÏÇÐËÕß, ÕÑ
ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÊÂÍÑÐÇ
ËÊÏÇÐÇÐËâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ì
ÔËÎÞ f �t�, ÚÂÔÕÑÕÞ o�t� Ë Õ.Æ., ÚÕÑ ÔÂÏÑ ÒÑ ÔÇÃÇ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ. ³ÆÇÎÂÇÏ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÊÂÏÇÚÂÐËÌ.

1. £ ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËË ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÄÐÇÛÐÇÌ
ÔËÎÑÌ ËÏÇáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÆÄÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ, â Ë â�, ÍÑÏÏÖÕÂ-
ÕÑÓ ÍÑÕÑÓÞØ âÄÎâÇÕÔâ c-ÚËÔÎÑÏ, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ
¶®² ÔÓÂÊÖ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÉÇÎÂÇÏÑÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ [6]. £
ÓÂÃÑÕÂØ [10 ë 12] ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÔÎÖÚÂË, ÍÑÅÆÂ ÄØÑÆâÜËÇ Ä
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÒÑÓÑÉÆÂáÕ ÂÎÅÇÃÓÖ Ë, ÔÑÆÇÓ-
ÉÂÜÖá ÕÓË ÑÃÓÂÊÖáÜËØ �Ĵ�; Ĵ0 Ë Ĵÿ). ²ÂÔÒÖÕÞÄÂÐËÇ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ àÄÑÎáÙËË Ŝ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ Ä ÓÂÏÍÂØ ¶®² Ô
ÒÑÏÑÜßá ÖÍÂÊÂÐÐÑÅÑ Ä [10] ÒÓËÇÏÂ ("ÐÇÒÑÎÐÑÇ ÄÞÒÖ-
ÕÞÄÂÐËÇ" ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ [12]), ÔÖÕß ÍÑÕÑÓÑÅÑ âÔÐÂ ËÊ ×ÑÓ-
ÏÖÎ (4.5) ë (4.8). µÓÂÄÐÇÐËÇ ²ËÍÍÂÕË, ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÇ ÒÓË
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ¶®², ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ Anm Ë
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ wnm � jAnmj2. ±ÓË
àÕÑÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ Anm ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÏÂÕÓËÚÐÞÇ
àÎÇÏÇÐÕÞ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÖÐËÕÂÓÐÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ
ÅÓÖÒÒÞ SU�2� ËÎË ÇÇ ÐÇÍÑÏÒÂÍÕÐÑÅÑ ÂÐÂÎÑÅÂ SU�1; 1�, Ë
àÕÑ ÖÒÓÑÜÂÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË.

2. ¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ, ÕÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ ¶ÇÌÐÏÂÐÂ [6]
ÑÕÏÇÚÂÎÂÔß ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ Í
ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÄÑÒÓÑÔÂÏ ¬¿¥: ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÖ àÍÄËÄÂÎÇÐÕ-
ÐÑÔÕË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÑÍ ¬¿¥ (¥ËÓÂÍÂ, ¶ÑÍÂ,
¥ÂÌÔÑÐÂ Ë ÔÂÏÑÅÑ ¶ÇÌÐÏÂÐÂ), ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ¶®² Í ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËá ¥ËÓÂÍÂ Ä ÐÇÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÑÏ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ Ë ÆÓ.
°ÆÐÂÍÑ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÇ ÓÂÊÄËÕËÇ àÕËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ ÐÂÏ
ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑ. ¯ÂØÑÉÆÇÐËÇ ÐÑÄÞØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ¶®² Ë ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ, ÐÑ Ë Ä ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÎÑ ÃÞ ÐÇÔÑÏÐÇÐÐÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ.

3. ³ÎÇÆÖÇÕ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ¶®² ÒÑÆ ÐÂÊÄÂÐËÇÏ ÐÇÍÑÏÏÖ-
ÕÂÕËÄÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ Ä ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ (ÔÏ. ÏÑÐÑÅÓÂ×Ëá [100] Ë ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ
ÕÂÏ ÔÔÞÎÍË). £ ÓÂÃÑÕÂØ àÕÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ
ÔÎÑÉÐÞÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËË Ë ÐÇÒÓËÄÞÚÐÂâ
ÆÎâ ×ËÊËÍÑÄ ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËâ (×ËÎßÕÓ ÔÇÚÇÐËÌ, ÔËÏÄÑÎ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ, ÒÑÎËÃÂÐÂØÑÄÞ ÂÎÅÇÃÓÞ Ë Õ.Æ.). ¯ÂÔÍÑÎßÍÑ
ÏÑÉÇÕ ÔÖÆËÕß ÂÄÕÑÓ ÆÂÐÐÑÌ ÔÕÂÕßË, ÐÑÄÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÒÓË àÕÑÏ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÐÇ ÃÞÎÑ.

4. ¶ÖÐÍÙËâ ÑÕ ÐÇÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÏÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÏ ÑÃÝÇÍ-
ÕÑÏ, ÚÇÏ ÑÃÞÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, Ë ÕÓÇÃÖÇÕ ÓÂÊÄËÕËâ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÂÒÒÂÓÂÕÂ. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÖÍÂÉÇÏ ÐÂ ÂÎßÕÇÓÐÂ-
ÕËÄÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ Í ÆÂÐÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÇ, ÓÂÊÄËÕÞÌ Ä ÓÂÃÑÕÂØ
[101 ë 103]. °ÅÓÂÐËÚËÄÂâÔß ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ àÍÔÒÑÐÇÐÙË-
ÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË, ÒÑÎÑÉËÏ

exp
��â� b̂�t	 � exp �b̂t� K̂�t� exp �ât� ; �10:1�

ÅÆÇ tìÒÂÓÂÏÇÕÓ (ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ËÎËÏÐËÏÞÌ). ¶ÂÍÕÑÓ K̂
ÖÚËÕÞÄÂÇÕ ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÑÔÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ (ÇÔÎË
�â; b̂� � 0, ÕÑ K̂�t� � 1) Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
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ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

qK̂
qt
� exp �b̂t� â exp �ÿb̂t�K̂ÿ K̂â �10:2�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ K̂�0� � 1,

exp �ÿb̂t� â exp �b̂t� � â�
X1
n� 1

�ÿt�n
n!

�
b̂
�
b̂; . . . �b̂;|�������{z�������}
n raz

â� . . .
��
:

�10:3�

¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÊÆÇÔß ÄÔÇ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÞ ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ Ë
ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÍÓÂÌÐÇ ÔÎÑÉÐÞÏ. ¦ÔÎË,
ÑÆÐÂÍÑ, ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ â Ë b̂ ÕÂÍÑÄÞ, ÚÕÑ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÑ
ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÑÄ ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá, ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ËÏÇÕß
ÒÓÑÔÕÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ. °ÕÔáÆÂ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ×ÑÓÏÖÎÖ
¤ÎÂÖÃÇÓÂ (8.17), Â ÕÂÍÉÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÕÂÍËÇ ÔÎÖÚÂË, ÍÂÍ
�â; b̂� � ÿlâ, ÍÑÅÆÂ

exp
��â� b̂�t	 � exp �b̂t� exp

�
â
�
1ÿ exp �ÿlt��

l

�
�10:4�

(lì c-ÚËÔÎÑ), ËÎË �â; b̂� � lb̂, ÍÑÅÆÂ

exp
��â� b̂�t	 � exp

�
b̂
�
exp �lt� ÿ 1

�
l

�
exp �ât� : �10:4 0�

±ÓË ÓÇÛÇÐËË ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ ¶®² Ë
ÏÇÕÑÆ ÓÂÃÑÕ [101 ë 103] ÏÑÅÖÕ ÄÊÂËÏÐÑ ÆÑÒÑÎÐâÕß ÆÓÖÅ
ÆÓÖÅÂ, ØÑÕâ, ÐÂ ÐÂÛ ÄÊÅÎâÆ, ¶®² ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÄÔÇ ÉÇ
ÃÑÎßÛÇÌ ÑÃÜÐÑÔÕßá. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ â Ë b̂ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ¶®² ÆÂÇÕ

exp
��â� b̂�t	 � exp

�� t

0

�â� b̂� dt
�
�

� exp �b̂t� exp
�� t

0

exp �ÿb̂t� â exp �b̂t� dt
�
�

� exp

�� t

0

exp �ât� b̂ exp �ÿât� dt
�
exp �ât� ; �10:5�

ÑÕÍÖÆÂ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÎÇÆÖáÕ ×ÑÓÏÖÎÞ (10.4), (10.4 0)
Ë ÓâÆ ÆÓÖÅËØ.

¿ÕÂ ÓÂÃÑÕÂ ÄÑÊÐËÍÎÂ ËÊ ÄÑÒÓÑÔÂ, ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ ÂÄÕÑÓÖ
ª.Á. ±ÑÏÇÓÂÐÚÖÍÑÏ ÏÐÑÅÑ ÎÇÕ ÕÑÏÖ ÐÂÊÂÆ: ÍÂÍËÇ ÊÂÆÂÚË
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË, ÒÑÏËÏÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ Ä [6, 10],
ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÓÇÛËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ¶®²? Á ÑÚÇÐß
ÃÎÂÅÑÆÂÓÇÐ ¬.¤. ¢ÑÓÇÔÍÑÄÖ, .¢. °ÍÖÐá, £.¡. ²ÖÃÂÍÑÄÖ,
À.¡. ³ËÏÑÐÑÄÖ Ë®.¡. ´ÓÖÔÑÄÖ, ÒÓÑÔÏÑÕÓÇÄÛËÏ ÔÕÂÕßá
Ä ÓÖÍÑÒËÔË, ÊÂ ËÐÕÇÓÇÔ Í ÓÂÃÑÕÇ Ë ÒÑÎÇÊÐÞÇ ÊÂÏÇÚÂÐËâ,
£.¥. ®ÖÓÖ ÊÂ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ Ë ÖÍÂÊÂÐËÇ ÐÂ
ÓÂÃÑÕÞ [101 ë 103], ³.¤. ±ÑÊÆÐâÍÑÄÖ, ÄÞÒÑÎÐËÄÛÇÏÖ ÚËÔ-
ÎÇÐÐÞÇ ÓÂÔÚÇÕÞ, Â ÕÂÍÉÇ¯.³. ËÃÑÄÑÌ Ë®.¯.®ÂÓÍËÐÑÌ
ÊÂ ÒÑÏÑÜß ÒÓË ÒÑÆÅÑÕÑÄÍÇ ÓÖÍÑÒËÔË Í ÒÇÚÂÕË.

²ÂÃÑÕÂ ÚÂÔÕËÚÐÑ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ²¶¶ª, ÅÓÂÐÕÞå 04-02-
17157 Ë 07-02-01116.

11. ±ÓËÎÑÉÇÐËâ

¡. ±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ¶ÑÍÂ ë¢ÂÓÅÏÂÐÂ
¯ÂÒÑÏÐËÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ, ÑÕÐÑÔâÜËÇÔâ Í àÕÑÏÖ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá [90 ë 92].

1. ²ÇÂÎËÊÂÙËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÓÑÉÆÇÐËâ Ë ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ:

â� � z ; â � d

dz
; �A:1�

ÅÆÇ z 2 C ì ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÂâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ.
¤ËÎßÃÇÓÕÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ
ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÐÂ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËâØ ÑÕ z.

2. ³ÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ:

hcjji �
�
c ��z�j�z� dm�z� ; dm�z� � 1

p
exp �ÿr 2� r drdj ;

ÅÆÇ

z � r exp �ij� ; 04r <1 ; 04j4 2p ;
�
dm�z� � 1 :

�A:2�

3. ¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ë
ÆÓÖÅËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ:

Ĥ � 2Ĵ0 � 1

2
o�ââ� � â�â� � o

�
z
d

dz
� 1

2

�
;

x̂ � 1������
2o
p

�
z� d

dz

�
; p̂ � i

�����
o
2

r �
zÿ d

dz

�
; �A:3�

p̂x̂� x̂p̂ � 4Ĵ1 � 1

2i

�
d2

dz 2
ÿ z 2

�
:

4. ¯ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ
(n-ÍÄÂÐÕÑÄÞØ) ÔÑÔÕÑâÐËÌ 14

hzjni � z n����
n!
p ; hnjn 0i �

�
hnjzihzjn 0i dm�z� � dnn 0 : �A:4�

¥Îâ ÔÓÂÄÐÇÐËâ ì ÕÑ ÉÇ Ä ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË
[24, 47]:

hxjni � �2 nn!�ÿ1=2
�
o
p

�1=4

Hn

ÿ ����
o
p

x
�
exp

�
ÿ 1

2
ox 2

�
; �A:4 0�

ÅÆÇHn ì ÒÑÎËÐÑÏ ¿ÓÏËÕÂ.
5. £ÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑX1
n� 0

hzjnihnjz 0i �
X1
n� 0

�zz 0 ��n
n!

� exp �zz 0 �� � d�z; z 0� ;

ÅÆÇ d�z; z0� ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß d-×ÖÐÍÙËË ÒÓË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËË Ô
ÏÇÓÑÌ dm�z�: c�z� � � d�z; z0�c�z0� dm�z0�:

6. ¬ÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ:

jai � exp

�
ÿ 1

2
jaj2
�X1

n� 0

a n����
n!
p jni ;

�A:5�
hzjai � exp

�
ÿ 1

2
jaj2 � az

�
;

ÒÓËÚÇÏ àÕË ×ÖÐÍÙËË ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎß-
ÐÞÏË:

hajbi � 
0��U�ÿa�U�b���0� / haÿ bj0i ; �A:6���hajbi��2 � exp
ÿÿjaÿ bj2� 6� 0

14 ®Þ ÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâÏË ¥ËÓÂÍÂ [104] �h � m � 1.
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Ë ÑÃÓÂÊÖáÕ ÒÇÓÇÒÑÎÐÇÐÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ [47, 105]. £ÓÇÏÇÐÐaÂ â
àÄÑÎáÙËâ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ:

ja; ti � exp

�
ÿ iot

2

���a exp �ÿiot�� : �A:7�

7. £ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ¶ÑÍÂ ë¢ÂÓÅÏÂÐÂ ÎÇÅÍÑ ÓÇÛÂÇÕÔâ
ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ â Ë â�.
µÚËÕÞÄÂâ (¡.1), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

âca�z� �
dca

dz
� aca�z� ; â�cl�z� � zcl � lcl�z� ;

�A:8�
ÒÇÓÄÑÇ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ËÏÇÇÕ ÑÚÇÄËÆÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ

ca�z� � N exp �az� � N
X1
n� 0

a n����
n!
p hzjni �A:9�

(ÔÏ. (¡.4)), ÒÓËÚÇÏ jNj � exp
�ÿ�1=2�jaj2� ËÊ ÖÔÎÑÄËâ

ÐÑÓÏËÓÑÄÍË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ â ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÎáÃÑÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÑÇ ÚËÔÎÑ a, Â ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÍÑÅÇ-
ÓÇÐÕÐÞÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË.

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÄÕÑÓÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä (¡.8) ËÏÇÇÕ
ÄËÆ: �zÿ l�cl�z� � 0, ÚÕÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÖÔÎÑ-
ÄËË cl�z� � 0, Â ÕÂÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ.

8. ±ÑÍÂÉÇÏ ÕÇÒÇÓß, ÔÎÇÆÖâ [106], ÍÂÍ ÓÇÛÂÇÕÔâ Ä
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ¶ÑÍÂ ë¢ÂÓÅÏÂÐÂ ÊÂÆÂÚÂ ÑÃ àÄÑÎáÙËË
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ. µÓÂÄÐÇÐËÇºÓÈÆËÐ-
ÅÇÓÂ

i _c �
�
o
�
z
d

dz
� 1

2

�
ÿ f �t�������

2o
p

�
d

dz
� z

��
c �A:10�

ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ c�z; t� � exp �az� b�j�zÿ c; t�; ÅÆÇ a, b Ë
c ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÄÓÇÏÇÐË. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ àÕÑ
ÓÇÛÇÐËÇ Ä (¡.10), ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

i

�
_j� � _az� _b�jÿ _c

qj
qz

�
� o

�
z
qj
qz
�
�
az� 1

2

�
j
�
ÿ

ÿ f �t�������
2o
p

�
qj
qz
� �z� a�j

�
: �A:10 0�

±ÖÔÕß ×ÖÐÍÙËâ j�z; t� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÔÄÑÃÑÆÐÑÏÖ (ÃÇÊ
ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ) ÖÓÂÄÐÇÐËá

i _j � o
�
z
q
qz
� 1

2

�
j :

±ÓËÓÂÄÐËÄÂâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÒÓË j, zj Ë qj=qz,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

i _a � oaÿ �2o�ÿ1=2 f �t� ;
i _b � ÿ�2o�ÿ1=2 f �t�a ; �A:11�
i _c � ocÿ �2o�ÿ1=2 f �t� ;

ÑÕÍÖÆÂ

a�t� � c ��t� � i������
2o
p

� t

0

f �t 0� exp �ÿio�tÿ t 0�� dt 0 �
� i exp �ÿiot� b ��t� ; �A:12�

b�t� � b1 � ib2 � i������
2o
p

� t

0

f �t 0�a�t 0� dt 0 ;

ÒÓËÚÇÏ

d

dt

��a�t���2 � �����
2

o

r
f �t�a2�t� ; �A:12 0�

b1�t� � ÿ 1������
2o
p

� t

0

f �t 0�a2�t 0� dt 0 � ÿ 1

2

��a�t���2 ; �A:12 00�
(b�t� ÔÏ. Ä (3.10), ÏÞ ÒÑÎÑÉËÎË ÊÆÇÔß t0 � 0). ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
a � b � c � 0 ÒÓË t � t0, ÕÑ j�z; 0� ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÄÑÎÐÑÄÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ c0�z�.
°ÕÔáÆÂ ÒÓË t > t0 � 0

c�z; t� � exp

�
ÿ 1

2

��a�t���2 � a�t�z� ig
�
c0

ÿ
zÿ a ��t�; t� ;

�A:13�

ÚÕÑ ÓÇÛÂÇÕ ÊÂÆÂÚÖ ÑÃ àÄÑÎáÙËË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎß-
ÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÂ ÒÓËÏÇÓÂ.

Â. ¦ÔÎË ÄÐÂÚÂÎÇ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ ÐÂØÑÆËÎÔâ Ä ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË jai, ÕÑ

c�z; t� � exp

�
ÿ 1

2
ja� aj2 � �a� a�z� ig 0

�
; �A:14�

ÅÆÇ g, g 0 ì ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÂÊÞ, ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ t, a�t�
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ Ä (¡.12). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÎáÃÑÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÄÓÇÏÇÐË ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ ÐÂØÑÆËÕÔâ, Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÐÇÔÖ-
ÜÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ, Ä ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË jai:

a�t� � a�t0� � a�t� : �A:15�

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÇÔÎË a�t0� � 0, ÕÑ c0�z� � hzj0i � 1 Ë
c�z; t� � exp �az� b1�. ²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä ÓâÆ
´ÇÌÎÑÓÂ ÔÓÂÊÖ ÒÓËÄÑÆËÕ Í (3.18) Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ n � jaj2.
¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ô ÒÇÓÄÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ
c�z; t� � �zÿ a �� exp �az� b�, ÚÕÑ ÆÂÇÕ ×ÑÓÏÖÎÖ (3.18 0).

Ã. ¯ÂÚÂÎßÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ m-ÍÄÂÐÕÑÄÑÇ, ÕÑÅÆÂ

c�z; t� � �zÿ a ��m�����
m!
p exp

�
ÿ 1

2

��a�t���2 � az� ig 00
�
: �A:16�

ªÊÄÇÔÕÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ [20, 21]

exp �az� �zÿ a ��m �
X1
k� 0

Lmÿk
k

ÿjaj2��ÿa ��mÿkzk ;
Lmÿk
k �x� � m!

k!
�ÿx�kÿmLkÿm

m �x� ; k5m ;

ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÓÂÊÎÑÉËÕß ÄÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá (¡.16) ÒÑ
ÃÂÊËÔÐÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ hzjni, ÚÕÑ ÔÓÂÊÖ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ×ÑÓÏÖÎÇ
(3.14), Ä ÍÑÕÑÓÑÌ n � ��a�t���2 ÒÓË t! �1.

9. £ ÓÂÃÑÕÇ [107] ÆÂÐÑ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÏÇÕÑÆÂ ¶ÑÍÂ ë
¢ÂÓÅÏÂÐÂ ÆÎâ ÂÕÑÏÂ ÄÑÆÑÓÑÆÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÄÑÎÐÑÄÞÇ
×ÖÐÍÙËË ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÒÓËÐËÏÂáÕ ËÔÍÎáÚË-
ÕÇÎßÐÑ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ. £ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÏ ÃÂÊËÔÇ jn1; n2;mi
ËÏÇÇÏ

hzjn1n2mi � �nÿ 1�!�
n1! n2!

ÿ
n1 � jmj

�
!
ÿ
n2 � jmj

�
!
�1=2 zn1�m1 z n2�m2 ;

�A:17�
ÅÆÇ z � �z1; z2�, z1; 2 ì ÆÄÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ, n1 Ë n2 ì ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÚËÔÎÂ,
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n � n1 � n2 � jmj � 1 [24], m � ÿm� jmj�=2, Â Ä Ô×ÇÓËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÃÂÊËÔÇ jnlmi ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË âÄÎâáÕÔâ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞÏË ÒÑÎËÐÑÏÂÏË ÑÕ z1 Ë z2 ÔÕÇÒÇÐË n�mÿ 1. ´ÂÍ,
ÆÎâ ns- Ë np-ÔÑÔÕÑâÐËÌ

hzjn; 0; 0i � a0�z1 ÿ z2�nÿ1 ; a0 � nÿ1=2 ; �A:18�
hzjn; 1; 1i � b1z1z2�z1 ÿ z2�nÿ2 ;
hzjn; 1; 0i � b0�z1 � z2��z1 ÿ z2�nÿ2 ; �A:19�
hzjn; 1;ÿ1i � bÿ1�z1 ÿ z2�nÿ2

Ë Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ô ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÒÓÑ-
ÇÍÙËÇÌ m � l

hzjn; l; l i � Anl�z1z2�l �z1 ÿ z2�nÿlÿ1 ; �A:20�

ÆÂÎÇÇ ì ÔÒÖÔÍ ÒÑ m ÄÒÎÑÕß ÆÑ m � ÿl:

hzjn; l;mÿ 1i �
��������������������

l�m

lÿm� 1

r �
q
qz1
� q
qz2

�
hzjn; l;mi ; �A:21�

ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ bm Ë Anl ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ä [107]. ²ÂÔÍÎÂÆÞÄÂâ
ÒÑÎËÐÑÏ hzjnlmi ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ z1 Ë z2 Ë ÖÚËÕÞÄÂâ (¡.17),
ÐÂØÑÆËÏ [107] ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÄÑÎÐÑÄÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË Ä àÕËØ
ÆÄÖØ ÃÂÊËÔÂØ [108, 109]:

jnlmi �
X

m1 �m2 �m

Clm
jm1 ; jm2

jn1n2mi ; �A:22�

ÅÆÇ 04 l4 nÿ 1, j � �nÿ 1�=2, m1 � �m� n1 ÿ n2�=2,
m2 � �mÿ n1 � n2�=2 Ë Clm

jm1; jm2
ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ¬ÎÇÃÛÂ ë

¤ÑÓÆÂÐÂ. ³ÂÏÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÕÂÍÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÔÄâ-
ÊÂÐÂ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÅÓÖÒÒÂ "ÔÍÓÞÕÑÌ" ÔËÏÏÇÕÓËË ÍÖÎÑÐÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ SO�4� � SO�3� 
 SO�3�
Ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ¬ÎÇÃÛÂ ë¤ÑÓÆÂÐÂ ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÔÎÑÉÇ-
ÐËá ÆÄÖØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ j � �nÿ 1�=2 Ä ÅÓÖÒÒÇ SO�3�.

¢. ° ÒÂÓÂÏÇÕÓÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ
¯ÂÚÐÇÏ Ô ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ (3.1). ±ÑÎÂÅÂâ Ä (3.10)
f �t� � F0j�t=t�, ÅÆÇ j ì ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ

n � n0�ot�2
�����1ÿ1 j�s� exp �ÿiots� ds

����2 �
� n0

�����1ÿ1 _j�s� exp �ÿiots� ds
����2 ; �B:1�

ÅÆÇ

n0 � F 2
0

2m�ho3
� 1

2

�
d

x0

�2

� ÿDE
�ho

; �B:2�

d � F0=mo2 ìÔÏÇÜÇÐËÇ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÂ, x0 �

������������
�h=mo

p
; Â DE � ÿF 2

0 =2mo2 ì ÔÆÄËÅ ÇÅÑ
àÐÇÓÅËË ÒÓË ÐÂÎÑÉÇÐËË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ F0.
±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ Ä (¢.1) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ Ë Ä ÕÇØ ÔÎÖÚÂâØ,
ÍÑÅÆÂ f �t� ÐÇ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓË t! �1, ÐÑ ÄÞØÑÆËÕ
ÐÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ÒÓÇÆÇÎÞ f�.

¦ÔÎË t4 1=o, ÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ n àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ ÏÂÎ (ÂÆËÂÃÂÕËÍÂ). ±ÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÏ àÕÑ ÐÂ
ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÒÓËÏÇÓÂØ.

1: j �
�
1� exp

�
ÿ t

t

��ÿ1
; n � n0

�
pot

sinhpot

�2

:

¦ÔÎË t! 0, ÕÑj � y�t� Ë n � n0, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÂÓÂÏÇÕÓ
n0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËá ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÒÓË ÏÅÐÑ-
ÄÇÐÐÑÏ ÔÍÂÚÍÇ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ f �t� ÑÕ 0 ÆÑ F0. ¥ÂÎÇÇ ËÏÇÇÏ:

2: j �
�
cosh

t

t

�ÿ2
; n � n0�ot�4

sinh2 �pot=2� ;

3: j � exp

�
ÿ t 2

2t 2

�
; n � 2pn0�ot�2 exp

�ÿ�ot�2	 :
£ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, Õ.Ç. ÒÓË ot4 1, ÊÐÂÚÇÐËÇ n
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÍÎÂÆÑÏ ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍË ×ÖÐÍÙËË j, ÃÎËÉÂÌ-
ÛÇÌ Í ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË, ÚÕÑ ÑÃÝâÔÐâÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎß-
ÐÖá ÏÂÎÑÔÕß àÕÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ.

¥Îâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ (5.2) ÔËÕÖÂ-
ÙËâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ. ·ÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ:

o�t� �
�
1

2

�
o2
� � o2

ÿ � �o2
� ÿ o2

ÿ� tanhot
��1=2

; �B:3�

ÍÑÅÆÂ [24, 110]

r �
�
sinh

�
p�o� ÿ oÿ�=2o

�
sinh

�
p�o� � oÿ�=2o

��2

�B:4�

Ë o! 0 (ÂÆËÂÃÂÕËÍÂ), ËÏÇÇÏ

r � exp

�
ÿ 2po<

o

�
�O

�
exp

�
ÿ p�o� � oÿ�

o

��
; �B:5�

ÅÆÇo< � min �o�;oÿ�. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ÚÂÔÕÑÕÂ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ
ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÓÇÊÍÑ �o4o��, ÕÑ

r �
�
o� ÿ oÿ
o� � oÿ

�2�
1ÿ p2

3

o�oÿ
o2

� . . .

�
; �B:6�

ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ o!1 ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä (5.13). ¡ÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÇ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÊÆÇÔß ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÑ Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÄÑÊÃÖÉÆÇ-
ÐËâ r ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÏÂÎÞÏ.

°ÃÑÃÜÇÐËÇ ×ÑÓÏÖÎ (¢.3), (¢.4), ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ ÕÑÚÐÑ
ÓÇÛÂÇÏÑÏÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÖ ¿ÍÍÂÓÕÂ [64] Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂ-
ÐËÍÇ,

o2�t� � o2
�

1� exp �ÿ2ot� �
o2
ÿ

1� exp �2ot��

� o2
0 ÿ o2�

exp �ot� � exp �ÿot��2 ; �B:7�

ÒÓËÄÇÆÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [11]. ±ÓË àÕÑÏ Ä ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË ÑÔÕÂÇÕÔâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÂâ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ (¢.5).

£. £ÓÂÜÇÐËÇ ÔÒËÐÂ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ
Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ²ËÍÍÂÕË
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ

Hx � H1 cosot ; Hy � H1 sinot ; Hz � H0 ; �B:1�

ËÏÇáÜÇÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í ÑÒÞÕÂÏ ÒÑ ËÊÏÇÓÇÐËá ÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÂÕÑÏÐÞØ âÆÇÓ [111]. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(4.8) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

i
da

dt
� 1

2
sin y

�
exp �ÿilt� ÿ a 2 exp �ilt��� a cos y ; �B:2�

6 µ¶¯, Õ. 177, å 12
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ÅÆÇ

t � o0t ; o0 � ÿg
�������������������
H 2

0 �H 2
1

q
� ÿ gH0

cos y
;

H1

H0
� tan y ; l � o

o0
;

ÒÓËÚÇÏ lt � ot. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÑÐÑ ËÏÇÇÕ
ÚÂÔÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÄËÆÂ a�t� � N exp �ÿilt� (ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ N
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ). ¿ÕÑÅÑ ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ [112] ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÑÃÜÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
²ËÍÍÂÕË, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕß ÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ ÖÔÎÑ-
ÄËá a�t0� � 0. £ ËÕÑÅÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ 15

��a�t���2 � tan2
#

2
� sin2 d

D� cos2 d
; D �

�
lÿ cos y
sin y

�2

�B:3�

(ÔÓ. Ô (4.12)). ³ÑÅÎÂÔÐÑ (4.13) ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇÄÑÓÑÕÂ
ÔÒËÐÂ s � 1=2 Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÄËÆÂ (£.1) ÓÂÄÐÂ

wÿ1=2; 1=2 � sin2 d
1� D

� sin2 y

1ÿ 2l cos y� l2
sin2 d4

1

1� D
;

�B:4�

ÅÆÇ d � �1=2�o0�tÿ t0�
����������������������������������
1ÿ 2l cos y� l2

p
. ¥Îâ ÚÂÔÕËÙÞ Ô

ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÔÒËÐÑÏ s

wÿs; s�t� �
�
wÿ1=2; 1=2�t�

�2s
: �B:5�

³ÒËÐ ÚÂÔÕËÙÞ ÏÑÉÇÕ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÒÇÓÇÄÇÓÐÖÕßÔâ, ÇÔÎË
d � �n� 1=2�p Ë D � 0, ËÎË o � o0 cos y � gH0 (ÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔ [33, 111]; ÊÂ ÆÂÎßÐÇÌÛËÏË ÒÑÆÓÑÃÐÑÔÕâÏË
ÏÞ ÑÕÔÞÎÂÇÏ Í [34]).

£ ÓÂÃÑÕÇ®ÂÌÑÓÂÐÂ [25] ÃÞÎÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ
ÒÑÎÇ

Hx � A ; Hy � 0 ; Hz � ÿCt ; �B:6�

ÅÆÇ A Ë C ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ. µÓÂÄÐÇÐËÇ (4.8) ÒÓË
àÕÑÏ ËÏÇÇÕ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ:

_a � ig
�
1

2
A�1ÿ a 2� ÿ Cta

�
; �B:7�

ÑÆÐÂÍÑ ®ÂÌÑÓÂÐÂ ÓÇÛÂÎ ÐÇ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, Â ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (4.1) ÆÎâ ÔÒËÐÂ s � 1=2. ¥Îâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
ÒÇÓÇÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ ÊÂ ÄÓÇÏâ ÑÕ t � ÿ1 ÆÑ t � 1 ËÏ ÃÞÎÑ
ÒÑÎÖÚÇÐÑ:

wÿ1=2; 1=2 � exp

�
ÿ p
2
k

�
; k � gA2

C
; �B:8�

g ì ÅËÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ. ¹ËÔÎÇÐÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ [25],
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÌ ÔÕÇÒÇÐß ÐÂÓÖÛÇÐËâ ÂÆËÂÃÂÕËÚÐÑÔÕË:
wÿ1=2; 1=2 � 21% Ë 4,3% ÒÓË k � 1 Ë 2.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÒÓËÄÇÆÇÏ ÄØÑÆâÜËÇ Ä (4.3) ×ÖÐÍÙËË ÆÎâ
ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÅÑ ÔÎÖÚÂâ, ÍÑÅÆÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ
ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ, ÐÑ ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÔÄÑÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐ-

ÔÕÄÇ (ÒÑÎÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÑ ÒÑ ÑÔË z):

a�t� � c�t� � 0 ; b�t� � ig
� t

t0

Hz�t 0� dt 0 : �B:9�

¤. µÔÎÑÄËÇ ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕË
£ÞÄÑÆ ×ÑÓÏÖÎÞ Ä [11] ÆÎâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇØÑÆÂ (5.11)
ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËË ×ÖÐÍÙËÌ £ËÅ-
ÐÇÓÂ Ô ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ ÐÂ ÐÇÍÑÏÒÂÍÕÐÖá:

d � j �mn �#� ! f � j �mn �b� ; #! ib : �G:1�

´ÂÍÑÌ ÒÓËÇÏ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÔÕÓÑÅËÏ; ÃÑÎÇÇ
ÕÑÅÑ, ÔÓÂÄÐÇÐËÇ ×ÑÓÏÖÎ (1.8) Ë (1.9) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ
ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕß ÒÓË àÕÑÏ ÏÑÉÇÕ ÐÂÓÖÛÂÕßÔâ 16. ±ÑàÕÑÏÖ
ÒÓÑÄÇÓÍÂ ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕË ÆÎâ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞØ ÐÂÏË ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËÌ Ô ÄÇÔÂÏË j � ÿ1=4 Ë ÿ3=4 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÃ-
ØÑÆËÏÑÌ.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÆÎâ
ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ô ÆÄÖØ ÐËÉÐËØ ÖÓÑÄÐÇÌ �m � 0 Ë 1) ÖÔÎÑÄËÇ
ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕË (5.22) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ�����������

1ÿ r
p X1

k� 0

G�k� 1=2�
k!G�1=2� r k �

� �1ÿ r�3=2
X1
k� 0

G�k� 3=2�
k!G�3=2� r k � 1 �G:2�

Ë ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÃËÐÑÏÑÏ ¯ßáÕÑÐÂ. ¥Îâ
m � 2 Ë 3 ÑÐÑ ÃÞÎÑ Ô ÄÞÔÑÍÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá (� 10ÿ12�
ÒÓÑÄÇÓÇÐÑ ÚËÔÎÇÐÐÑ [11], Â ÊÂÕÇÏ ÆÑÍÂÊÂÐÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË
ÒÓË ÄÔÇØm Ë r ËÔØÑÆâ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (5.11).
¬ ÔÑÉÂÎÇÐËá, ÒÓËÄÇÔÕË ÊÆÇÔß àÕÑ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ [113] ÐÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÄÄËÆÖ ÇÅÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍÑÔÕË.

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË o�t� Ë f �t�
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ wnm ËÏÇáÕ ÔÎËÛÍÑÏ ÔÎÑÉÐÞÌ ÄËÆ,
ÒÑàÕÑÏÖ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÒÇÓÇØÑÆÂÏË Ô ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ,
m � 0. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔÎÖÚÂÇÄ, ÍÑÅÆÂ ÚÂÔÕÑÕÂ o ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ t ËÎË ÔËÎÂ f �t� ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÑÄÇÓÍÂ
ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕË Ä ÒÇÓÇØÑÆÂØ j0;oÿi ! jn;o�i àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÂ,
ÊÆÇÔß ÕÓÇÃÖáÕÔâ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄÇÆÇÐËâ ËÊ ÕÇÑÓËË ÔÒÇÙË-
ÂÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ªÔÒÑÎßÊÖÇÏ ×ÑÓÏÖÎÖ ®ÇÎÇÓÂ (ÔÏ.
×ÑÓÏÖÎÖ 10.13.22 Ä [20]):

X1
n� 0

r n=2

2 nn!

����Hn

�
z���
2
p
�����2 � 1�����������

1ÿ r
p exp

�
jzj2

���
r
p ÿ r cos 2j

1ÿ r

�
;

�G:3�
ÅÆÇ j � arg z, Hn ì ÒÑÎËÐÑÏ ¿ÓÏËÕÂ. £ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
jzj2 � 2n=sinhb � n�1ÿ r�= ���

r
p

Ë, ÖÚËÕÞÄÂâ (6.9), ÐÇÕÓÖÆÐÑ
ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË wn0 (6.8) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâáÕ ÖÔÎÑÄËá ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕË ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ n, r Ë j.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÑÆÄËÐÖÕßÔâ ÆÂÎßÛÇ. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÍÄÂÐÕÑÄÞÌ ÒÓËÐÙËÒ
ÆÇÌÔÕÄËâ [22, 114], ºÄËÐÅÇÓ ÒÑÍÂÊÂÎ [115], ÚÕÑ

X1
m� 0

wnm�n�um � unLn

�
ÿ n�1ÿ u�2

u

�
exp �nuÿ n� �G:4�

16 ´Ñ ÉÇ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ, ÇÔÎË ËÔØÑÆËÕß ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ
£ËÅÐÇÓÂ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ Ä ÕÂÃÎËÙÂØ 4.3 ë 4.12 ÔÒÓÂÄÑÚÐËÍÂ [26].

15 ±ÑÆÓÑÃÐÑÔÕË ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÔÏ. Ä [10]. £ àÕÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÍÂ
ÔÒËÐÑÄÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Ŝ� ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÒÓËÐâÕÑÌ ÊÆÇÔß, ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ
ÚÇÅÑ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ a�t� Ë c�t� ËÊ [10] ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÄÇÔÕË
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÏÐÑÉËÕÇÎË �2ÿ1=2. £ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ ÓÂÃÑÕÞ [10]
d � �mÿ l�t=2.
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(Ä ÓÂÃÑÕÇ [115] u � exp �ÿbo�, ÅÆÇ o ì ÚÂÔÕÑÕÂ ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÂ, Â bÿ1 � y ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÖ ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÂ). °ÕÔáÆÂ, ÖÚËÕÞÄÂâ ×ÑÓÏÖÎÖ 22.9.15 ËÊ
[21], ÐÂØÑÆËÏ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÖá ×ÖÐÍÙËá

G�u; v� �
X1

m; n� 0

wnmu
mv n �

� �1ÿ uv�ÿ1 exp
�
ÿn �1ÿ u��1ÿ v�

1ÿ uv

�
: �G:5�

±ÓË àÕÑÏ G�u; 1� � �1ÿ u�ÿ1 �P1m� 0 u
m, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

ÒÓË ÄÔÇØ m ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕË
(3.20). ¥ÂÎÇÇ, ×ÖÐÍÙËâ G�u; v� ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ ÒÑ u Ë v, Ä
ÔËÎÖ ÚÇÅÑ wnm�n� � wmn�n� ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÄËÆÇ ÔËÎÞ
f �t�. ´ÂÍÂâ ÔËÏÏÇÕÓËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÒÑ ÐÂÚÂÎß-
ÐÑÏÖ Ë ÍÑÐÇÚÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ ÔÒÇÙË×ËÚÐÂ ÆÎâ ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÂ Ë ÔÄâÊÂÐÂ ÔÑ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ
ÑÕ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÃÂÓßÇÓÂ (ÊÂÏÇÚÂÐËÇ .±. ±ËÕÂÇÄÔÍÑÅÑ,
ÔÏ. [47, Ô. 259]). ±ÓË u � 0 ËÊ (¤.5) ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
±ÖÂÔÔÑÐÂ (3.18).
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